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Apresentacao

Caro(a) Estudante,
Seja bem-vindo(a) a disciplina de Sequéncias e Séries!. Este material foi cuidado-
samente preparado para auxiliar sua jornada de aprendizado.

Finalidade do Produto Educacional

Este produto educacional tem como finalidade principal desmistificar e elucidar o pro-
cesso de demonstracao da convergéncia de sequéncias numéricas utilizando a defini¢ao
formal de limite. Através de uma abordagem passo a passo, com explica¢oes detalhadas
e exemplos praticos resolvidos, busca-se capacitar o estudante a:

o Compreender profundamente a definicdo formal de limite de uma sequéncia.

o Desenvolver a intui¢do necessaria para manipular a desigualdade |a, — L| < € e
encontrar um valor n, apropriado.

o Adquirir a habilidade de construir demonstracoes rigorosas e logicamente consis-
tentes de convergéncia.

o Aplicar a definicao formal para verificar limites de diferentes tipos de sequéncias.

e Superar as dificuldades comuns associadas a compreensao e aplicagao da defini-
¢ao.

Ao final deste material, espera-se que o estudante seja capaz de ndo apenas memo-
rizar a definicdo, mas de compreendé-la em sua esséncia e utiliza-la com confianca para
provar a convergéncia de sequéncias numeéricas, desenvolvendo assim uma base sélida
para estudos mais avancados em seqéncias e séries e também em andlise matematica.
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Carta do Professor ao Aluno

Prezado(a) Estudante,

Seja bem-vindo(a) a esta jornada pelo universo da convergéncia de sequéncias numé-
ricas, onde a precisao da matematica se encontra com a intui¢ao do infinito. O conceito
de limite é fundamental em toda a Anéalise Matematica, e compreender como prova-lo
utilizando a definicao formal é um passo crucial para solidificar seus conhecimentos.

Neste material, embarcaremos juntos na tarefa de desmistificar essa definicao, mui-
tas vezes vista como abstrata e desafiadora. Nosso objetivo nao é apenas apresentar as
contas, mas sim guid-lo(a) através do raciocinio légico que as sustenta. Exploraremos
o significado de cada componente — o € que representa a nossa tolerancia, o n, que
marca o ponto de partida da nossa certeza — e, principalmente, como eles interagem
para formalizar a ideia de "aproximar-se indefinidamente".

Através de explicacoes detalhadas e exemplos cuidadosamente escolhidos, vocé sera
conduzido(a) pelo processo de encontrar o elusivo n, a partir do termo geral da sequén-
cia e da nossa exigéncia de precisao (¢). Verd como as manipulagoes algébricas e as
implicagoes l6gicas se unem para construir uma demonstracao formal e irrefutével.

Lembre-se que a beleza da matematica reside em sua precisao e rigor. Dominar a
definicdo de limite ndo é apenas uma habilidade técnica, mas também um exercicio
de pensamento critico e logico. Encare os desafios que surgirao nao como obstaculos,
mas como oportunidades de aprofundar sua compreensao e fortalecer seu raciocinio
matematico.

Este material foi preparado com o intuito de ser um guia claro e acessivel. Dedique
tempo para estudar os exemplos, refaca os passos e nao hesite em revisitar os conceitos
sempre que necessario. Com dedicacao e persisténcia, vocé descobrira a elegancia e o
poder da defini¢ao formal de limite.

Espero que esta jornada seja enriquecedora e que, ao final, vocé se sinta mais
confiante e apto(a) a explorar os fascinantes conceitos que a Andlise Matematica tem
a oferecer.

Bons estudos!

Elzimar de Oliveira Rufino
Professor
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Informacoes da Disciplina

Carga Horaria

Carga horéria total: 60 horas

Ementa

Sequéncias e Séries Numéricas. Sequéncias de Fungoes: Convergéncia Simples e Uni-
forme. Séries de Poténcia. Séries de Fourier.

Objetivo Geral do material

Instrumentalizar o aluno com os conceitos de sequéncias

Objetivos Especificos

» Sequéncias: Compreender a defini¢do, tipos (crescente/decrescente) e proprieda-
des (limitadas) de sequéncias numéricas. Calcular e analisar o limite de sequén-
cias.

Metodologia de Ensino

Apresentar material didatico com explicagoes complementares com o intuito de pro-
porcionar uma melhor compreensao do assunto limite de sequéncias e demosntragoes
usando tal definicao.
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Capitulo 1

Introducao a Convergéncia de
Sequéncias

Uma sequéncia numérica de ntiumeros reais ¢ uma lista ordenada de nimeros, ge-
ralmente denotada por (a,)n,e ou simplesmente (aj,as,as,...), onde a, é o n-ésimo
termo da sequéncia e = {1,2,3,...} é o conjunto dos ntiimeros naturais. Para alguma
utilidade formal matematica considera-se uma sequencia como sendo uma func¢ao

n+—a,

que tem como dominio o conjunto dos niimeros naturais N e como contradominio(conjunto
das imagens) o conjunto dos nuimeros reais R. O leitor podera consultar a referéncia
[1] para mais detalhes.

E de nosso interesse estudar a convergéncia de sequéncias. Intuitivamente, dizemos
que uma sequéncia (a,) converge para um limite a se os termos a,, se aproximam cada
vez mais de a a medida que n se torna cada vez maior. Mas para sermos rigorosos em
matematica, precisamos de uma defini¢ado precisa.

1.0.1 A Definicao Formal de Convergéncia

Definicao 1.1 (Convergéncia de uma Sequéncia). Uma sequéncia (a,)n,eny converge
S

para um nimero real a se, para todo nimero real € > 0, existe um niimero natural n,

tal que para todo n € N com n > n,, temos |a,, — a| < e.

Simbolicamente, isto é escrito como:
lim a, =a <= (Ve >0)(3n, e N)(Vn e N.n > n, = la, —af <e).

A desigualdade |a,, — a| < € podde ser reescrita pondo-se —¢ < a,, —a < €. De modo
equivalente, a — € < a,, < a + €. Em termos de intervalos a, € (a — €,a + €).

Aqui, € representa uma "tolerancia'ou uma "vizinhanga'ao redor do limite a. A
definicdo diz que para qualquer tolerancia (por menor que seja), podemos encontrar
um ponto na sequéncia (indexado por n,) a partir do qual todos os termos subsequentes
da sequéncia estao dentro dessa tolerancia do limite a.

1.0.2 Estratégia para Encontrar n,

O desafio ao usar a defini¢do formal é, dado um e > 0, exibir um niimero natural n,
que satisfaca a condigdo |a, — a|] < € para todo n > n,. A estratégia geral envolve os
seguintes passos:
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1. Comegcar com a desigualdade |a,, — a| < €.

2. Manipular algebricamente essa desigualdade para isolar n. O objetivo é obter
uma expressao da forma n > alguma fungao de e.

3. Escolher um nimero natural n, que seja maior ou igual a essa 'funcao de e€".
Geralmente, tomamos o menor inteiro maior que essa funcao.

Vamos agora aplicar essa estratégia a alguns exemplos.

1.0.3 Exemplos de Demonstracao de Convergéncia

Exemplo 1.2. Considere a sequéncia definida por a, = % Vamos demonstrar que
lim,, o0 = = 0.
Demonstragao: Seja ¢ > 0 um ntimero real positivo arbitrario. Precisamos encon-
trar um ntmero natural n, tal que para todo n € N com n > n,, tenhamos |% —0| <e.
A desigualdade a ser satisfeita é:

1
|—| <€
n

Como n € N, temos n > 0, entao \%] = % Assim, a desigualdade se torna:

— < €.

Multiplicando ambos os lados por n (que é positivo) e dividindo por € (que é positivo),

obtemos: .
n > —
€

Agora, precisamos encontrar um nimero natural n, que seja maior que % Pela pro-

priedade arquimediana dos nimeros reais, para qualquer nimero real x, existe um
numero natural n, tal que n, > z. Portanto, podemos escolher n, como o menor
inteiro estritamente maior que % Formalmente, podemos tomar n, = L%J + 1.

Vamos passar a conferir que a escolha feita realmente satisfaz a definicao.

Com essa escolha de n,, para qualquer n € N com n > N, temos:

1
n>mn, > —.
€

Como n > 0 e € > 0, podemos tomar os reciprocos e inverter a desigualdade:

1
— <€
n

Como * > 0, temos |+| = L, logo:
n n n

1
|— —0] <e.
n

Portanto, para todo € > 0, existe um n, € (especificamente, n, = [ 1] +1) tal que para

1
todo n > n,, |+ —0|<e. Pela defini¢ao, lim — = 0.

n—oo n,
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Exemplo 1.3. Considere a sequéncia definida por a,, = 2:“

2n+1 __
n+3 2.

Demonstragao: Seja ¢ > 0 um ntimero real positivo arbitrario. Precisamos encon-
trar um nimero natural n, tal que para todo n € com n > N, tenhamos |2"+1 2] <e

Vamos demonstrar que
lim,, o0

2n+1
Primeiro, vamos simplificar a expressdo [J55 — 2[:
|2n—|—1 o = |2n—i—1 2(n—|—3)| B |2n+1—2n—6| .y -5 = 5
n+3 B n+3 B n+3  n+3  n+3
A desigualdade a ser satisfeita é:
> <
€
n+3

Como n € N, temos n > 1, entdo n + 3 > 0. Também € > 0. Podemos manipular a
desigualdade:

5<e(n+3)
5 <en+ 3e

5—3e<en

Se € > 0, podemos dividir por e:
5 — 3¢
€

<n

)
n>-—3
€
Agora, precisamos encontrar um nimero natural n, que seja maior que % — 3. Nova-
mente, pela propriedade arquimediana, tal n, existe. Podemos escolher n, = L% —3]+1.
No entanto, precisamos garantir que n, seja um niamero natural, ou seja, n, > 1.

Considerando € > 0, se € > 5/3, entao % — 3 <0, e qualquer n, > 1 funcionara,

pois niw sera sempre positivo e menor ou igual a 5/4 < e.

Se 0 < € < 5/3, entdao 2 2 —3 > 0. Podemos escolher n, como o menor inteiro

estritamente maior que 2 — 3, ou seja, N = max{1, 2 — 3] +1}.

Com essa escolha de n,, para qualquer n € N com n > n,, temos n > % — 3, 0 que
implica:

en > 5 — 3¢
en+3e > 5
e(n+3)>5
- 5
€
n+3
Como m 27;:? — 2|, temos |2"+1 —-2| <e
Portanto, lim,,_« 2::31 = 2.
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1.1 Soma de Infinitos Termos de uma Progressao
Geométrica (PG)

A soma de infinitos termos de uma Progressao Geométrica (PG) s6 ¢ finita se a razao
(¢) da PG estiver entre -1 e 1, ou seja, |g| < 1. Nesse caso, & medida que o niimero
de termos aumenta, os termos da PG se aproximam cada vez mais de zero, e a soma
parcial converge para um valor especifico.

A férmula para a soma infinita (S,,) de uma PG é dada por:

(431
I—gq

Soo =

onde:
e ay € o primeiro termo da PG.

« ¢ é arazao da PG, com |¢| < 1.

Por que a soma é finita apenas se |¢| < 17

e Se |q| > 1: Os termos da PG nao se aproximam de zero (exceto se a; = 0), e
a soma parcial cresce indefinidamente (ou oscila sem convergir), nao tendo um
limite finito.

— Seqg>1ouqg=1 (coma; #0), os termos crescem em magnitude, e a soma
tende a +oo.

— Se ¢ = —1 (com a; # 0), a sequéncia das somas parciais oscila entre a; e 0,
nao convergindo.

— Se ¢ < —1, os termos crescem em magnitude e alternam o sinal, fazendo
com que a soma parcial nao convirja.

Exemplo: Uma PG Gera uma Nova Sequéncia das
Reduzidas

Considere a Progressao Geométrica
Os termos dessa PG sao:

PG) com primeiro termo a; = 1 e razao ¢ = %

—

1

Y Y

1
) gv T67 s
Agora, vamos gerar uma nova sequéncia formada pelas somas reduzidas (ou somas
parciais) dessa PG, que podemos expressar usando a notagao de somatério:

DO | —
e~ =

« S =31, (%) 1
k-1
» &= (3) =1+i=s
S8 (YW g1y _ag2 17
* o3 k=1\2 2T 2T 4T 4T Ty
4 1\t 1,1 ,1_8 ,4,2,1_ 15
. Si=Yiu (3) I+3+its=5stst§t5s=7%



1.1. Soma de Infinitos Termos de uma Progressao Geométrica (PQG)

k—1
=i (%) . A férmula para a soma dos n primeiros termos de uma PG é

Sh,
S = @1l=9") Negte caso:

1—q
\" 1\"
5—1(1_(5))—1_(5) —2(1 (1>n)—2 g . Loy !
n = I = 1 = —\5 T AT A o0 T 4T onm1
1—3 3 2 2 2
A sequéncia das somas reduzidas é, portanto:
BT, 1
’2747 8’167"" 2,”_1""

Analise da Forma do Termo Geral da Sequéncia das
Reduzidas

O termo geral da sequéncia das somas reduzidas para esta PG especifica é:

Sn =2- on—1

Vamos analisar a forma desse termo geral:
o Constante: O termo geral possui uma parte constante, que é 2.

e Termo Variavel: H4 um termo variavel, —Qn%l, que depende de n.

« Comportamento & medida que n aumenta: A medida que n tende ao infinito

(n — 00), 0 termo 2n1_1 tende a zero. Isso ocorre porque a base da poténcia (1/2)

esta entre -1 e 1.
=0

. 1
lim
n—oo 9n—1

Portanto, o limite da sequéncia das somas reduzidas é:

>:2—O:2

A, S = Jim (2 =

Este resultado coincide com a férmula da soma infinita da PG:

=2

N

8

Il

I

I
oI =

Conclusao sobre a forma do termo geral da sequéncia das re-

duzidas:

O termo geral da sequéncia das somas reduzidas de uma PG convergente (onde |g| < 1)
tende para a soma infinita da PG a medida que n aumenta. A forma do termo geral
geralmente envolve uma constante (que é a soma infinita) mais ou menos um termo
que decai exponencialmente para zero, dependendo da razao ¢ e do primeiro termo a;.

No exemplo, a sequéncia das reduzidas se aproxima do valor 2 a medida que adi-
cionamos mais termos da PG original. A "distdncia'entre a soma parcial S,, e a soma
infinita (2) é dada por zn%l, que diminui rapidamente com o aumento de n.
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1.1.1 Explorando mais um ponto de vista

Seja a sequéncia das somas parciais (ou reduzidas) S,, de uma série geométrica definida
por:

Sp=> t*
k=0

onde t é a razao da progressao geométrica.

Obtendo a Formula para S,

Para encontrar uma féormula fechada para S,,, podemos escrever a soma explicitamente:
Sp=1+t+"4 - +1"
Multiplicando ambos os lados por ¢, obtemos:
tSy =t +t2 + 34 - !
Subtraindo a segunda equagao da primeira:
Sp—tSy =1 +t+t2+ - +t") =+ ++ -+ ")
A maioria dos termos se cancela, resultando em:
Sp(l—t)=1—¢"t!

Set # 1, podemos dividir por (1—t) para obter a férmula para a soma das reduzidas:

1_tn+1
Sp=—"—, t#1
1—1 7

Se t = 1, entao:

Sp=>1F=141+---41 ((n+1) vezes)
k=0

S,=n+1

Exemplo das Reduzidas 5, 55, Ss, . ..
Considerando a série geométrica S7_ t*:
e Paran=1: S =% _tF=t"+t' =1+1¢
e Paran=2: Sy =32 th=t"4+t' +#2 =1+t +12
e Paran=3: S3=3_t" ="+ t' + 2+ 3 =1+t + 2+

e Emgeral: S, =1+t+t2+ - +t" = 1_1{?1,parat7é1.

8



1.2. Conclusao

Soma da Série Geométrica Infinita S

A soma da série geométrica infinita é definida como o limite da sequéncia das somas
parciais S,, quando n tende ao infinito:

n
= lim = lim k

Considerando a féormula para S, quando ¢ # 1:

) 1— tn+1
S0 = M0 T
O valor desse limite depende do valor de ¢:
-Se |t| < 1: Entao lim, . t"™ = 0, e a série converge para:

1-0 1
SOO = ———_—=
1—t 1-—t
Se [t| > 1:
Set=1,5,=n+1, elim,_ S, = occ.
-Set=—1, 5, oscila entre 1 e 0, nao convergindo.

Se [t| > 1, |t"™!| — oo, e o limite ndo existe (a série diverge).
Portanto, a soma da série geométrica infinita 32, t* ¢ dada por:

itk: =, se [t <1
=0 diverge, se [t| >1

1.2 Conclusao

Demonstrar a convergéncia de uma sequéncia usando a definicdo formal envolve mostrar
que para qualquer nivel de precisao € > 0, podemos encontrar um ponto na sequéncia
a partir do qual todos os termos subsequentes estao dentro dessa precisao do limite. O
processo chave é manipular a desigualdade |a,, — a| < € para encontrar uma condigao
sobre n em termos de €, e entdo escolher um nimero natural n, que satisfaga essa
condicao. A propriedade arquimediana dos nimeros reais garante que tal n, sempre
existira se a sequéncia realmente convergir para a.

1.3 Exercicios

3
Exercicio 1.4. Prove, usando a definicao de limite que nh~>I£lo <2 — ) = 2.

n
- . o . o 4dn+1
Exercicio 1.5. Prove, usando a definicdo de limite que lim =4.
Exercicio 1.6. Uma sequéncia geométrica tem o primeiro termo a; = 3 e razao ¢ = —2.

1. Escreva os cinco primeiros termos dessa sequéncia.
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2. Calcule a soma dos oito primeiros termos dessa sequéncia.

2 2

Exercicio 1.7. Considere a sequéncia geométrica 6,2, 3,5, .-

1. Determine a razao dessa sequéncia.

2. Determine se a soma de todos os termos dessa sequéncia ¢ finita. Justifique sua
resposta.

3. Caso a soma seja finita, calcule o valor dessa soma.

Atividade Exploratéria: Desvendando o Comporta-
mento da Série Harmonica
Objetivo: Investigar o comportamento da série harmonica e desenvolver uma intuigao

sobre sua convergéncia ou divergéncia.
Materiais:

» Papel e caneta/lapis
» Calculadora (opcional, mas pode ser 1til para verificar calculos)

« Computador com acesso a internet (opcional, para visualizar graficos ou simula-
goes)

Introducao:
A série harmonica é uma das séries mais importantes e intrigantes em matematica.
Ela é definida como a soma dos inversos de todos os nimeros naturais:

1 1 1 1 1 s
Hy=14 -4+ -4 - i — o =
+2+3+4+5+ +n+ /;:1

| =

Nesta atividade, vamos explorar o comportamento dessa série a medida que adici-
onamos mais e mais termos.

Parte 1: Calculando as Somas Parciais
1. Calcule as primeiras somas parciais da série harmonica:

. H =1
. H2:1+%:?

« Hy=1+1+43="

. H4=1+%+§—I—i:?

e Hy=1+45+5+3+5="

o Continue calculando até Hyy. Anote seus resultados em uma tabela como a
seguinte:

10



1.3. Exercicios

H,, (Soma Parcial)
1

50000 Ut w3

2. Observe os valores de H,, a medida que n aumenta. A soma parece estar se apro-
ximando de algum valor especifico? Ou parece estar crescendo indefinidamente?

Parte 2: Agrupando os Termos

Vamos tentar uma abordagem diferente para analisar o crescimento da série. Agrupe
os termos da seguinte maneira:

H—1+1+<1+1>+<1+1+1+1)+<1+ +1>+
"2 \3 4 5 6 7 8/ \9 16)

1. Compare a soma dos termos dentro de cada paréntese com uma fragdo mais
simples:
1,1 1,1 _ 9
sti>1ti1=!
1,1, 1,1 1,1, 1,4,1_9
stet7sts>egtsTsts=
. é+---+% > %+1—16+-~-+% (quantos termos de 1—16 ha?) =7
1

2k=141
com um multiplo de 2% Quantos termos hé nesse grupo?

1

2. Generalize esse padrao. Para o grupo de termos de até 5, compare a soma

3. Usando essa comparacao, tente encontrar uma cota inferior para a soma parcial
H,, para alguns valores de n que sdo poténcias de 2 (por exemplo, n = 2,4, 8,16).
Por exemplo:

o H2:1+%>7
« Hy=1+3+(3+1) >1+ 347
« Ho=1+3+(3+3)+(F+i+i+43)>1+3+747

4. O que essa cota inferior sugere sobre o comportamento de H,, quando n se torna
muito grande?

11
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Parte 3: Reflexao e Discussao

1. Com base nos seus calculos das primeiras somas parciais e na analise do agrupa-
mento dos termos, vocé acha que a série harmodnica converge para um valor finito
ou diverge (cresce indefinidamente)? Justifique sua resposta.

2. Compare suas conclusdes com as de seus colegas. Houve diferentes interpretacoes
dos resultados?

3. Pesquise (opcional) sobre a prova formal da divergéncia da série harménica. A

estratégia de agrupamento que utilizamos esta relacionada a essa prova?

Conclusao:

Esta atividade exploratéria tem como objetivo fornecer uma compreensao intuitiva do
comportamento da série harmonica. Embora os primeiros termos da série diminuam
rapidamente, a soma total cresce surpreendentemente devagar, mas continua crescendo
indefinidamente. A técnica de agrupar os termos nos da uma maneira poderosa de vi-
sualizar essa divergéncia. A série harmonica é um exemplo importante em matematica,
pois ilustra que uma série cujos termos tendem a zero nem sempre converge.

1.4 Exemplo de Série (Geométrica Divergente com
Razao Menor que -1

Considere a série geométrica com o primeiro termo a = 3 e a razao r = —2. A série é:
Za-r": 23-(—2)”:3—6+12—24+48—96—|—192—384+...
n=0 n=0
Como |r| = | —2] =2 > 1, a série é divergente.
Vamos observar as somas parciais (reduzidas) desta série até o oitavo termo (.Sg):

. 8 =3

e S53=3-6+12=9

e 5, =3-6+12—-24=—15

e S5=3-6+12—24+48 =33

e So=3—6+12—24+48 — 96 = —63

e S;=3-6+12—24+48 — 96+ 192 = 129

e Sy=3—6+12—24+48— 96+ 192 — 384 = —255

Podemos observar que a sequéncia das somas parciais (3, —3,9, —15, 33, —63, 129, —255, .. .)
nao converge para um valor finito. Em vez disso, os valores oscilam entre positivos e
negativos, e a magnitude dos termos cresce exponencialmente.
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1.4. Exemplo de Série Geométrica Divergente com Razao Menor que -1

A férmula para a soma dos primeiros n termos de uma série geométrica é S, =

_n
11 "—. Para este exemplo:
-Tr

a

L-(=2)" _1-(=2)" _ n
(2 3 P

Sp =3

Vamos verificar alguns valores usando a férmula:

e Si=1—(-2t=1-(-2)=1+2=3

¢ Sy=1-—(-22=1-4=-3

2){=1-16=—15

(—2)
(—2)
« S3=1-—(-2=1—-(-8)=1+8=09
e Sy=1-(-2)
(—2)

o Sg=1—(=2)®¥=1-256=—255

A férmula confirma o comportamento das somas parciais. Como (—2)" alterna de
sinal e cresce em magnitude, a sequéncia das somas parciais nao converge. Portanto,
a série geométrica com a = 3 e r = —2 ¢é divergente. Vamos analisar o comportamento
de S, para valores pares e impares de n quando n — oc.

Para n par (n =2k, k € N)
Sop=1—(=2)*=1—((—2)>)F=1-4*

A medida que k — oo, 4F — 00, logo Sop = 1 — 4% — —o0.

Para n impar (n =2k + 1,k € N)
Sok1 =1— (=2)" =1 ((-=2)" - (-2)) =1- (4" (-2)) =1+2. 4

A medida que k — oo, 45 — o0, logo Sgpr1 = 142 - 4% — +o0.

Como as subsequéncias das somas parciais para indices pares tendem a —oo e as
subsequéncias das somas parciais para indices impares tendem a +o0o, a sequéncia das
somas parciais (.S,) nao converge para um unico valor finito.

Formalmente: Para que lim,,_,, S, = L exista (onde L é um nimero real finito),
para todo € > 0, deve existir um N € N tal que para todo n > N, |S, — L| < e.

No nosso caso, dado qualquer a € R e qualquer € > 0, podemos sempre encontrar
valores de n pares e impares suficientemente grandes tais que |S,, —a| > €. Por exemplo,
para n par grande, .S, é um niamero negativo de grande magnitude, e para n impar
grande, 5, € um niimero positivo de grande magnitude, ambos estando a uma distancia
maior que € de a.
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