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RESUMO

O objetivo desta dissertacao é apresentar a fungao logaritmica e, a partir dela, a funcao expo-
nencial, utilizando-se conceitos fundamentais e uma abordagem geométrica através da hipérbole
de equacao y = 1/x, contando-se ainda com o auxilio de conceitos de Anélise Real. Para isso,
elaborou-se a funcao logaritmica partindo-se da sua definicao. A seguir, estudou-se a area sob
a hipérbole no 12 quadrante, que resulta numa importante propriedade descoberta no século
XVII pelo padre jesuita Grégoire de Saint-Vincent, que define faixas da hipérbole com &reas
iguais. Baseando-se nesta propriedade, o também padre jesuita Alphonse Antonio de Sarasa,
discipulo de Saint-Vincent, encontrou uma relagao logaritmica entre as abscissas que delimitam
as faixas da hipérbole e as dreas destas faixas, dando origem ao conceito de logaritmo natural
e, consequentemente, a funcao logaritmica y = Inx . Utilizando-se a hipérbole e o logaritmo
natural, define-se o nimero e. Na sequéncia, verifica-se que y = e® ¢é a inversa de y = Inx,
e, portanto, uma funcao exponencial. Através da mudanca de base de logaritmos, obtém-se a
funcao y = log, z de base a # e, com particular atencao ao estudo dos logaritmos decimais.
Baseando-se na definigdo, obtém-se a fungdo exponencial y = a”, com a # e. Por fim, é
demonstrado o limite cldssico lim (1+ 1/n)" = e. Devido & utilizacao de sequéncias, séries e

n—-+oo

limites ao longo deste trabalho, fez-se necessario o estudo de Analise Real.

Palavras-chave: Logaritmos. Hipérbole. Logaritmo Natural. Numero e. Exponenciais.
Saint-Vincent. Antonio de Sarasa.



ABSTRACT

The aim of this thesis is to present the logarithmic function and, from it, the exponential
function, using fundamental concepts and a geometric approach through the hyperbola f(z) =
1/x, also by counting on the aid of concepts of Real Analysis. For this, the logarithmic
function was elaborated starting from its definition. Next, the area under the 1st quadrant
of the hyperbola was studied, which results in an important property discovered in the 17th
century by the Jesuit priest Grégoire de Saint-Vincent, which defines bands of the hyperbola
with equal areas. Based on this property, the Jesuit priest Alphonse Antonio de Sarasa, a
disciple of Saint-Vincent, found a logarithmic relation between the abscissas that delimit the
bands of the hyperbola and the areas of these bands, giving rise to the concept of natural
logarithm and, consequently, to the logarithmic function y = Inx. Using the hyperbola and
the natural logarithm, the number e is defined. Next, it is verified that y = e* is the inverse
of y = Inx, and, therefore, an exponential function. By changing the base of logarithms, the
function y = log, x with base a # e is obtained, with particular attention to the study of
decimal logarithms. Based on the definition, the exponential function y = a® is elaborated,
with a # e. Finally, the classical limit lim (14 1/n)" = e is demonstrated. Due to the use

n——+oo

of sequences, series and limits throughout this work, it was necessary to study Real Analysis.

Keywords: Logarithms. Hyperbola. Natural Logarithm. Number e. Exponentials.
Saint-Vincent. Antonio de Sarasa.
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1 Introducao

1.1 Consideracgoes Iniciais

A presente dissertacgao é fruto de uma semente plantada em mim pela Matematica ha alguns
anos, quando iniciei o curso de graduacao em Engenharia Mecanica da UFPR. No primeiro ano
do curso (na época, em 1989, o periodo ainda era anual), por indicagdo de minha professora na
disciplina de Célculo Diferencial e Integral A, utilizei, como fonte de estudo, o livro “Cdlculo
Diferencial e Integral - Volume 1”7 do matematico russo Nikolai Piskounov. Na Secao

7 do Capitulo II deste livro, o Prof. Piskounov apresenta o Teorema 1, onde enuncia que “a

n
varidvel (1 + —) tem um limite compreendido entre 2 e 3 quando n — oo”, e conclui
n

1 n
e = lim (1 + —) .
n—00 n

A beleza da demonstragao deste teorema ficou marcada na minha memdria, e tive a oportuni-

definindo que

dade de apresenté-la através do Exemplo D.15 da Sec¢ao D.3, no Apéndice D.

H4 dois anos, quando ainda nao tinha pista alguma sobre o tema da dissertagao, deparei-me
com o video “The History of the Natural Logarithm - How was It Discovered?” de
Tarek Said, disponivel na plataforma YouTube, que inspirou este trabalho. Ja no inicio deste
video, o autor afirma que “o logaritmo natural foi descoberto décadas antes do niumero e”. Por
se tratar de uma informacao totalmente nova para mim, acompanhei atentamente os dezoito
minutos seguintes, onde Said mostra, com riqueza de gréficos e referéncias bibliograficas, a
influéncia determinante que o estudo da hipérbole f(x) = 1/z teve no surgimento do logaritmo

natural.

Ao final do video, a semente plantada hd tempos ja havia comecado a germinar, tomando

forma através do trabalho e culminando no fruto, que é a presente dissertacao.

1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma construcao da func¢ao logaritmica e, a partir
dela, a funcdo exponencial, utilizando-se conceitos fundamentais e uma abordagem geométrica
através da hipérbole de equagao y = 1/x, com o auxilio de conceitos de Anélise Real. Deve-se
ressaltar que o livro “Logaritmos” de Elon Lages Lima teve importancia fundamental para

a elaboracao desta dissertagao.

Para tal propdsito, inicialmente elabora-se a func¢ao logaritmica partindo-se da sua definigao
e das propriedades fundamentais (A) e (B) apresentadas na Segdo 3.1, das quais decorrem as

demais propriedades, mostradas na mesma secao.
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A seguir, nas Secoes 3.3, 3.4 e 3.5, estuda-se a drea sob o ramo positivo da hipérbole de

equagao y = 1/x, denominada hipérbole H neste trabalho.

O estudo anterior resulta numa importante propriedade que define faixas de mesma area da

hipérbole, que é apresentada e demonstrada na Secao 3.6.

Baseando-se nesta propriedade, e como descrito na Segao 3.7, faixas adjacentes da hipérbole
H sao delimitadas por intervalos adequadamente configurados, estabelecendo-se, assim, uma

relagao logaritmica entre as abscissas que limitam estes intervalos e as areas das faixas da
hipérbole H .

Por conta desta relacao logaritmica, define-se, na Secao 3.8, o logaritmo natural através
da hipérbole H , cujas propriedades sao apresentadas na mesma secao, sendo que o grafico da

fungdo f(x) =Inz é estudado na Secao 3.9.

Partindo-se do conceito de logaritmo natural, e utilizando-se a hipérbole H , define-se o

numero e, base dos logaritmos naturais, como apresentado na Secao 3.10.

Na Secao 4.1, define-se a funcao exponencial a partir da fungao logaritmica, sendo que,

desta defini¢ao, decorrem propriedades que sao apresentadas e demonstradas na mesma segao.

Na Secao 4.2, define-se o nimero e* através da hipérbole H , e, baseando-se na defini¢ao
da Segao 4.1, verifica-se que f(x) = e” é uma funcdo exponencial, sendo apresentadas as suas

propriedades na mesma segao, e cujo grafico é estudado na Segao 4.3.

Na Secgao 5.1, estuda-se a mudanca de base de logaritmos, que é utilizada na Secao 5.2
para se construir a fungao logaritmica f(x) = log, z de base a # e, apresentando-se suas

propriedades, e cujo grafico é estudado na Secao 5.3.

Em particular, devido a sua importancia, dedica-se a Secao 5.4 ao estudo dos logaritmos
decimais, o qual inclui a definicao de mantissa e caracteristica, a apresentacao do grafico da
fungao logaritmica f(z) = logz, e o método de cdlculo de logaritmos decimais por interpolagdo

linear, com exemplos de calculo que fazem uso das tabuas de logaritmos do Apéndice F.

Na Segao 6.1, verifica-se, a partir da definicdo da Secao 4.1, que f(x) = a® é uma funcéo

exponencial, sendo apresentadas suas propriedades, e cujo gréafico é estudado na Secao 6.2.

Na Secao 7.1, sao demonstrados os limites

1\" 1\*
1im(1+$)1/x:€ ,  lim (1+_> =e , lim (1+_) =e,
T A

z—0 T——+00 T——00

utilizando-se a hipérbole H , a defini¢ao da Secao 3.8 e conceitos de limites laterais abordados

no Apéndice D.

12



Na Secao 7.2, apresenta-se uma interpretacao geométrica do limite

1 n
lim (1 + —) =e,
n—-+0o n

onde n € N, através da hipérbole H , dos estudos desenvolvidos nas Secoes 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 e

3.8, e conceitos de limites tratados no Apéndice D.
Os Apendices A, B, C e E apresentam demonstracoes de tépicos do texto da dissertacao.
O Apeéndice D trata de conceitos de Analise Real.

Observagao. Ainda que nao fagam parte do escopo desta dissertacao, as aplicacoes praticas
dos logaritmos e das funcoes exponenciais sao variadas. Os logaritmos sao utilizados, por
exemplo, na determinacao da magnitude de abalos sismicos através da FEscala Richter, na
determinacao da acidez, alcalinidade ou neutralidade de uma substancia através do pH, e no
calculo do nivel sonoro em decibéis, uma vez que, nestas trés aplicagoes, as escalas de medicao
sao logaritmicas. J& as funcgoes exponenciais sao utilizadas, por exemplo, no célculo de juros
continuos, na determinacao da taza de crescimento de bactérias numa colonia, e no método de

datacao por Carbono-14.

13



2 Definicoes Preliminares

O propdésito deste Capitulo 2 é abordar, de forma simples, temas que serao mencionados nos

préximos capitulos, servindo assim de ferramenta para melhor compreensao deste trabalho.

A elaboragao das Segoes 2.1 (PA) e 2.2 (PG) teve, como referéncia, o livro “Matemdtica
Discreta” da Colecao PROFMAT, de Augusto César Morgado e Paulo Cezar Pinto

Carvalho.

Para o desenvolvimento da Segao 2.3 (Fungoes), utilizou-se, como referéncia, o livro
Numeros e Funcoes Reatis” também da Colecao PROFMAT, de Elon Lages Lima.
Particularmente, a elaboracao da Subsegao 2.3.11 (Concavidade de Gréficos de Fungoes) teve,
como referéncia, o video “Convexidade e concavidade” de Sacha Friedli, disponivel no
YouTube.

O desenvolvimento da Segao 2.4 (Hipérbole) teve, como referéncia, o livro “Fundamentos

de Matemdtica Elementar - Vol. 7: Geometria Analitica” de Gelson lezzi.

2.1 Progressao Aritmética (PA)

Definicao. Progressao Aritmética (PA) é uma sequéncia numérica (vide Subsegao D.3 do
Apéndice D), finita ou infinita, onde a diferenga entre dois termos consecutivos quaisquer é

constante. Esta diferenca constante é chamada de razao da PA, representada pela letra r.

2.1.1 Termo Geral da PA
O termo geral da PA (ay, as,as, ..., Gy, ...) é calculado pela férmula
an=a+ (n—1r |, (1)

onde a,, é o n-ésimo termo da PA, obtido avangando-se (n — 1) termos a partir de a; (12 termo).

2.1.2 Soma de PA

A soma dos n primeiros termos da PA (a1, as,as, ..., an, ...) é dada por

(a1 + ax)n

Sy = 5

(2)

Exemplo 2.1. A sequéncia (5,8,11,14,...) € uma PA infinita de razdo 3, cujo 1° termo vale
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5. Portanto, o 132 termo desta PA wvale
&13:5+(13—1)X3:5+12X3:5+36 = a;3=41,

e a soma dos 13 primeiros termos € dada por

13 5441 13 46 x13 598
Slgz(al-l-a;g)x :( + 2)>< _ >2< :7 o Sy, =209 .

Exemplo 2.2. A sequéncia (11,9,7,5,3,1,—1) é uma PA de 7 termos e razio —2, cuja soma

vale

11 -1 1

O conceito de PA aparece na Secao 3.2, pois, como serd explicado, fazia parte das primeiras
tabuas de logaritmos. Justamente por esta razao, a PA é mencionada nas Secoes 3.5 e 3.7,
sendo peca fundamental na relacao entre a hipérbole e os logaritmos. A PA também aparece

na Secao D.3, em exemplo de sequéncia numérica.

2.2 Progressao Geométrica (PG)

Definigao. Progressao Geométrica (PG) é uma sequéncia numérica, finita ou infinita, onde o
quociente entre dois termos consecutivos é constante. Este quociente constante é chamado de

razao da PG, representada pela letra q.

2.2.1 Termo Geral da PG

O termo geral da PG (a1, as,as, ..., ap, ...) é dado por
_ n—1
ap = a1q ) (3>

onde a,, é o n-ésimo termo da PG, obtido avangando-se (n— 1) termos a partir de a; (12 termo).

2.2.2 Soma de PG

A soma dos n primeiros termos da PG (a1, ag,as, ..., ayp, ...) de razao q # 1, é

a(¢" —1)

S, =
qg—1

(4)

Exemplo 2.3. A sequéncia (2,6,18,54,162,...) € uma PG infinita de razao 3, cujo 1° termo
vale 2. Logo, o 102 termo desta PG vale

alp=2x39"1=2x3"=2x%x19683 = a3 = 39366,
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e a soma dos 10 primeiros termos é dada por

2x (310 —1)  Zx (59049 — 1)
3—1 N 7

S0 = 59048 .

2.2.3 Soma de PG Infinita

Nas PG’s infinitas em que |¢| < 1, a quantidade de termos n se estende indefinidamente.
Sendo assim, a medida que n aumenta, o valor de ¢" se aproxima cada vez mais de zero, que
pode ser escrito da seguinte forma:

lim ¢" =0,

n—-+oo

sendo que o conceito de limite de sequéncias numéricas sera abordado na Subsecao D.3.5 do

Apéndice D. Logo, a formula da soma dos termos é obtida fazendo-se n tender a infinito na
férmula (4), ou seja:

a(¢"—1) a1(0—1)

lim S, = lim = = lim S, =
n——+oo n——+oo q - 1 q - 1 n——+oo 1 - q

()

Exemplo 2.4. A sequéncia (1,1/2,1/4,1/3,1/16,...) € uma PG infinita de razao 1/2, e o limite da

soma dos seus termos € dado por:

1111 1
lim S, =1+=4~+=+-—+..= = lim S5, =2.
n300 MR TR T gy no00

O conceito de PG é utilizado nas Segdes 3.2, 3.5 e 3.7 pelos mesmos motivos que a PA (vide
Secgao 2.1). Além disso, a PG é mencionada nas Segdes D.3 e D.4, em exemplos de sequéncias

e séries numéricas.

2.3 Funcoes

Definicao. Dados os conjuntos A e B, uma funcao de A em B é uma regra f que define como
associar, a cada elemento z € A, um tnico elemento y € B, também denotado por f(z). A
notagao para uma fungao f definidade Aem B é f: A — B (lé-se f de A em B). A expressao

do termo genérico f(x) é chamada de Lei de Defini¢ao de f.

A Figura 1 apresenta exemplos, através de Diagramas de Flechas, onde a relacao f é uma

funcao, e a Figura 2, exemplos onde f nao é uma funcao.
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A B A . B
j.

Xqe eV Xqe LI
Xpe ) X =e )
X30 '.=oy3 x3o =°y3
Xye * Vy Xye ® Vy

Figura 1: Exemplos onde f é uma fungao

A B A B
f f
\ 1 \_
| |

— \

Figura 2: Exemplos onde f nao é uma funcao

A definicao de funcao e, por conseguinte, de dominio, contradominio e imagem, bem como
de funcao injetora, sobrejetora e bijetora (Subsegoes 2.3.1, 2.3.3, 2.3.4 e 2.3.5, respectivamente),
constituem base fundamental para a construcao das fungoes logaritmicas e exponenciais trata-

das nos Capitulos 3, 4, 5 e 6.

A defini¢ao de fungao composta (Subsecao 2.3.8) embasa a de func¢do inversa (Subsecao
2.3.9), que, por sua vez, é aplicada na construcao da fungao exponencial partindo-se da funcao
logaritmica, sendo utilizada, portanto, nas Secoes 4.1, 4.2 e 6.1 dos Capitulos 4 e 6, respectiva-

mente.

Os conceitos de valor absoluto e fungdo modular (Subsegao 2.3.6), s@o utilizados nas Segoes
D.3,D.4, D.6, D.7 e D.8 do Apéndice D, principalmente onde se trata de convergéncia de séries

e onde sao definidos os limites de sequéncias e fungoes.

Os conceitos de grifico e concavidade de uma fungdo (Subsegoes 2.3.2 e 2.3.11, respecti-
vamente) sao aplicados ao longo da dissertacao para ilustrar o comportamento de fungoes no
plano cartesiano, destacando-se os graficos de fungoes logaritmicas e exponencias apresentados
nas Secoes 3.9, 4.3, 5.4.2 e 6.2 dos Capitulos 3, 4, 5 e 6, respectivamente, bem como o estudo

da concavidade da hipérbole f(z) = 1/x apresentado no Apéndice C.

O conceito de mdzimo inteiro (Subsec¢ao 2.3.7) é mencionado na Propriedade 6 de fungoes

logaritmicas, na Secao 3.1 do Capitulo 3.

O conceito de fung¢ao mondtona é utilizado na definicao de fungoes logaritmicas, como
apresentado nas Secoes 3.1 e 3.8 do Capitulo 3. A nocao de monotonia também é aplicada ao

estudo de sequéncias numéricas, como exposto na Subsecao D.3.4 do Apéndice D.
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2.3.1 Dominio, Contradominio e Imagem

Defini¢ao. Dada uma fungao f : A — B, o conjunto A é chamado de Dominio (Dom), e o

conjunto B, de Contradominio (CDom) da fungao f.

Uma funcao é caracterizada por 3 elementos: dominio, contradominio e lei de definicao.

Sendo assim, por exemplo,

f: R - R g: R — R}
x = flx)=¢€" r — glx)=¢€"

sao funcoes diferentes.

Observacao. Caso o dominio e o contradominio de uma funcao tenham sido omitidos, pode-se

considerd-los os mais amplos possiveis.

Um elemento y € B associado a um elemento = € A, tal que y = f(x), recebe o nome
de imagem de x pela funcao f. Agrupando-se todas as imagens dos elementos de A, tem-se o

conjunto Imagem da funcao f, que é um subconjunto do contradominio, e cuja notagao é
Im(f)={yeB|dzxzecA talque y= f(x)} (6)

Exemplo 2.5. Seja a funcao f: A — B definida pela relagio f(x) = x + 2, onde Dom(f) =
A ={1,2,3} e CDom(f) = B ={1,2,3,4,5,6,7}. Pelos valores da imagem de f, calculados
na Tabela 1 e ilustrados na Figura 3, conclui-se que Im(f) = {3,4,5} .

Tabela 1: Imagem de f: A — B

Dominio Funcao Imagem
x fl@)=2x+2 Yy
1 flz) =142 3
2 flz) =242 4
3 flz) =342 5
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y.ll

3,5
5 7 T F_,)
(2,4)
4l .
(13) |
31—

-

o 1 2 3 x

(a) Diagrama de flechas

(b) Gréfico cartesiano

Figura 3: Representagoes graficas da funcéo f: A — B | f(x) =z + 2

Exemplo 2.6. Seja a funcio h : R — Ry definida por h(z) = z*> + 3, ou seja, Dom(h) = R,
CDom(h) = R* eIm(h) ={y € R | y > 3} , como pode ser visto no grifico de h(zx) na Figura
4.

y A h(X)
3
0 =X

Figura 4: Gréfico da funcao h(x) = 2% + 3

2.3.2 Grafico de uma Funcgao

Definigao. O gréfico de uma fungdo f é a representacao no plano cartesiano da relagao (Lei
de Defini¢ao) entre os elementos z do Dominio e os elementos y da Imagem da funcao. Alge-

bricamente, o grafico de f pode ser expresso na forma

{(z, f(z)) | # € Dom(f)} , (7)

ou seja, o grafico de f é o conjunto de todos os pares ordenados (z, f(z)) em que = percorre o

Dominio da fungao f, representados no Sistema de Coordenadas Cartesiano.

Observagao. O Sistema de Coordenadas Cartesiano é um sistema grafico para representacao
de pontos no plano, denominado plano cartesiano, e formado por dois eixos perpendiculares
entre si, cujo ponto de intersecao é a origem O, sendo o eixo horizontal Oz das abscissas, e o

vertical Oy das ordenadas.
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Cada ponto no grafico é definido por um par ordenado (z, f(x)), onde = é o valor de entrada
e corresponde & projegao ortogonal de tal ponto no eixo das abscissas, e f(z) é o resultado da
relagao definida pela funcao e corresponde a projegao ortogonal do mesmo ponto no eixo das

ordenadas. Vide exemplo na Figura 5.

y A f(X)

f(xﬂ) ______________ i P(xo,f (x0))

—
L

0 Xo X

Figura 5: O ponto P representado pelo
par ordenado (zo, f(x¢)) no grafico

O gréfico permite avaliar o comportamento da fungao. Na Figura 6 encontram-se exemplos

de graficos de algumas fungoes.

Ya f(x) — x Ya f(X) = x2 Y. f(x) _ |x|
0 =x
0 "X 0 X
(a) Funcao Identidade (b) Fungao Quadratica (c) Funcao Modular
FiRR| flz)== fiR= R, | f(z) =a? fiR=Ry | f(z) =z

Figura 6: Graficos de fungoes

2.3.3 Funcao Injetora

Definicao. Uma funcao f : A — B ¢é injetora se todos os elementos distintos de A tiverem
imagens distintas em B, ou seja, para quaisquer z1,xs € A, se x1 # x9 entdo f(z1) # f(x2) .

(Ou, equivalentemente, se f(x;) = f(xq) entao z1 = x5 .)
No diagrama de flechas, uma fungao € injetora se cada elemento de B for atingido por, no

maximo, uma flecha, como exemplificado na Figura 7. J4 a Figura 8 apresenta um exemplo de

funcao que nao é injetora.
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Figura 8:
f A — B nao é injetora

Figura 7:
f+A— B é injetora

As Figuras 9 e 10 sao exemplos de fungao injetora no plano cartesiano, e a Figura 11 é

exemplo de uma funcao que nao é injetora.

N fe =2

Figura 9:
fR=R| f(zx)==

¢ injetora

Figura 10:

fR=R| f(z)=¢€"

¢ injetora

0 X

Figura 11:
fiR= Ry | flz) =2

nao é injetora

Nota-se que, nas Figuras 9 e 10, as linhas horizontais interceptam o grafico de uma funcao
injetora no maximo em um ponto. Por outro lado, na Figura 11, as linhas pontilhadas hori-

zontais interceptam o grafico da fungao em dois pontos, nao sendo, portanto, injetora.

2.3.4 Funcao Sobrejetora

Definicao. Uma funcao f : A — B é sobrejetora quando o seu conjunto-imagem for igual ao

contradominio (B), ou seja, Im(f) = CDom(f) .

No diagrama de flechas, uma funcao é sobrejetora se todos os elementos de B forem atingidos

por pelo menos uma flecha, como ilustrado nas Figuras 12 e 13.

A . B A B A B
f f f

\

||

Figura 13:
f A — B é sobrejetora

Figura 14:
f+ A — B nao é sobrejetora

Figura 12:
f+ A— B é sobrejetora
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As Figuras 15 e 16 sao exemplos de fungao sobrejetora no plano cartesiano.

"V fe=x T = TV feo = 1x
0 "X \ -t 0 "X
________ 0 x
Figura 15: Figura 16: Figura 17:

fR=R| f(z)=2z
é sobrejetora pois
Im(f) = R = CDom(f)

fiR =Ry | f(z) =2
é sobrejetora pois
Im(f) = Ry = CDom(f)

fR=R] f(z)=|z|
nao é sobrejetora pois

Im(f) = Ry # CDom(y)

Nas Figuras 15 e 16, percebe-se que a projecao do grafico de uma fungao sobrejetora sobre

o eixo y (imagem) é igual ao seu contradominio, o que nao ocorre com o grafico da Figura 17.

2.3.5 Funcao Bijetora

Definigao. Uma funcao f : A — B é bijetora quando for injetora e sobrejetora ao mesmo

tempo.

No diagrama de flechas, uma funcao é bijetora se todos os elementos de B forem atingidos

por apenas uma flecha, como exemplificado pela Figura 18).

A . B A B A . B
f /

Figura 18:
f é bijetora

Figura 19:
f nao é bijetora

Figura 20:

f nao é bijetora

Na Figura 21, encontra-se um exemplo de fungao bijetora no plano cartesiano.

Y

b)) = x?

A fn=er

Figura 21:
f R — R é bijetora

Figura 23:
f : R — R nao é bijetora

Figura 22:
f R — R, nao é bijetora
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Pela Figura 21, observa-se que, numa funcao bijetora, o grafico é interceptado pelas linhas
horizontais no méximo em um ponto, e sua projegao sobre o eixo y (imagem) é igual ao con-
tradominio. Na Figura 22, ha linhas horizontais que interceptam o grafico da funcao em dois
pontos, e, na Figura 23, ha linhas horizontais que nao interceptam o grafico da funcao, e,

portanto, estas fungoes nao sao bijetoras.

2.3.6 Valor Absoluto e Funcao Modular

Definicao. O wvalor absoluto (ou mddulo) de um nimero real x apresenta a notagao |z|, e é
definido por

z, se x>0
|z| =

(8)

-z, se <0,

ou ainda como

|z| = max {z, —z} , 9)
isto é, o valor absoluto de x é o maior dos niimeros x e —x, que pode ser entendido como a
distancia entre os nimeros z e 0.
Resultam desta definicao as seguintes propriedades:
Propriedade 1. |z| > 0 paratodoz € R e |z| =0 & x=0.
Propriedade 2. |z + y| < |z| + |y| , para quaisquer x,y € R.
Demonstracao: Como = < |z| e y < |y|, entdo x +y < |z| + |y|. Da mesma forma, como

—x < |z| e —y < |y|, entdo —(z + y) < |z| + |y|. Portanto,

max{z +y, —(z +y)} = |z +y| < |z +[y| . O

Propriedade 3. |z -y| = |z| - |y| , para quaisquer =,y € R.

Demonstracao: Como os dois membros da igualdade |z -y| = |z| - |y| sdo ndo-negativos, é

suficiente provar que seus quadrados sao iguais. Sendo assim,

oy =(x-y)? =2y =z |y . O

Interpretacao Geométrica do Mdédulo. O valor |z| também pode ser interpretado como a
distancia entre x e zero no eixo real. Seguindo-se o mesmo raciocinio, a distancia entre x e y é

representada por |x — y|, onde x,y € R (Figura 24).
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y b
. — » R
=yl |
Figura 24: Interpretacao geométrica de |x — y|
Exemplo 2.7. A igualdade |z — 7| = 4 significa que o nimero x estd a uma distancia 4 do

nimero 7. Portanto, x = 3 (se x estiver d esquerda de 7) ou x = 11 (se x estiver a direita de

7), como ilustrado na Figura 25.

><--..
[#8]
L |
R-..
—
—

Figura 25: Interpretacao geométrica da equagao |x — 7|=4

De maneira andloga, para a,z,d € R, com 0 > 0, a desigualdade |z — a| < § significa que a
distancia de z ao ponto a é menor do que ¢ (Figura 26). Logo, = estd entre a — § e a + 0, ou
seja,

lzt—al<d <= z€(a—6da+0). (10)

A Figura 26 ilustra a desigualdade (10), ou seja, = pertencente ao intervalo (a — d,a + J) de

centro a e de raio 9.

) 5 |
|

Figura 26: Interpretacao geométrica de |x — a| < 0

Em contrapartida,

lt—al >0 <= wz<a—-doux>a+9.

Uma fungdo f : R — R é modular quando f(x) = |M(x)| , onde M(x) é uma expressao
na varidvel . (Note-se que a fun¢do modular f(z) = |z| j4 foi mencionada na Figura 6 da
Subsecao 2.3.2 e na Figura 17 da Subsecao 2.3.4.)

Exemplo 2.8. Seja dada a funcao g(z) = |z* — 1|, definida como seque:

22 -1, se 22—-1>0 22 -1, se < —-1louxz>1

j2* — 1| = = (11)
2 2 2
—xc+1, se z2—1<0 —z°+1, se —-1l<zx<l

A Figura 27 apresenta os grificos das fungoes modulares (8) e (11).
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(a) f(x) = ||
Figura 27: Graficos de fungoes modulares
2.3.7 Funcao Maximo Inteiro

Definicao. Uma funcao f : R — R é denominada fun¢ao mdximo inteiro quando associa, a

cada elemento = € R, o elemento [[z], que é o maior inteiro menor que ou igual a x, ou seja,

[z]] = max{p € Z ; p <z} .

O grafico de f(z) = [[z] é mostrado na Figura 28.

y

1 f()

e —o

p ] S— — |

1l—e— |
32 | T L
; EL_IU_él234X
-1
ez
—0-———— -3

Figura 28: Gréfico da fungao f(z) = [z]

2.3.8 Funcao Composta (Composicao de Fungoes)

Definigao. Dadas as funges f: A — B e g: C'— D, entao a fun¢cao composta de g com f é
a funcao h : A — D definida por

para todo x € A, e sempre que Im(f) C C.

Observagao. A fungao composta h também apresenta a notacdo go f (lé-se: g composta
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com f ou g “bola” f), ou seja,

(g0 f)lx) = g(f(x)),

e pode ser representada pelo diagrama da Figura 29 a seguir.

(o

gof

Figura 29: Diagrama da fungao composta
gof:A—D

Exemplo 2.9. Dadas as fungoes reais f(r) =3x+2 e g(xr)=2x+ K , o valor de K para

que se tenha fog=go f ¢€ calculado da sequinte forma:

(fog)x)=(g0 f)(x) = [fl9(x)) =g(f(x)) = 3-g(x)+2=2-f(z)+ K =

320+ K)+2=20Bz+2)+K = 66+3K+2=060+4+K = K=1.

Exemplo 2.10. Sejam dadas as funcoes reais

x?—1
9

f:R—R tal que f(x)
k:R—R tal que k(x)
g: R, =Ry tal que g(z)

1—=x

Vi

onde Im(f) = [—1,+00), Im(k) = (—o0,1] e Im(g) = R,.

Como Im(f) € Dom(g), entao a composta (go f) ndo estd definida. Portanto, € necessdrio

redefinir a fun¢io f para f, de forma que Im(f) C Dom(g), da sequinte maneira:

Fi (=00, —1 UL, +00) = R, tal que f(z)=2>—1
g:Ry = Ry tal que g(z) =+/x .

Note-se que a fun¢ao composta (g o f) esta definida, e apresenta a sequinte lei de corres-
pondéncia:

g(f(x)) = vaz 1.

A fungio composta (g o k) também ndo estd definida, pois Im(k) € Dom(g). Portanto, é

necessdrio redefinir a funcdo k para k, de forma que Im(l%) C Dom(g) da seguinte forma:
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k:[-1,1]—=[0,1] tal que k(x)=1—2?
g: R, - Ry tal que g(x) =+/x

Sendo assim, a fun¢ao composta (g o l;:) fica definida, com a lei de correspondéncia a sequir:

g(k(x) = VI—a? .

2.3.9 Funcgao Inversa

Definicao. Dada uma funcao f : X — Y, diz-se que f é inversivel se existir uma funcao
g:Y — X tal que g(f(z)) =x e f(9(y)) = y para quaisquer x € X ey € Y. A funcao inversa
de f também é representada pela notacao f~!. Sendo assim, pela definicdo, g é inversa de f
se, e somente se, f é a inversa de g, ou seja,

g=f" = f=g".

Observacao. Para que uma funcao seja inversivel, ela deve ser bijetora.

Griéfico da Funcgao Inversa. Sejam dados os pontos P(z,y) e Q(y, x) pertencentes ao plano
cartesiano. Seja dada também a funcdo h : R — R definida por h(x) = x. Nota-se que o
grafico de h é a reta formada pelos pontos (x,z) que tém abscissa e ordenada iguais, também
chamada de fun¢ao identidade. Na Figura 30, os pontos R(z,z) e S(y,y) pertencem ao grafico
da reta h, e correspondem a uma diagonal do quadrado cujos vértices sao P(x,y), R(x,x),
Q(y, ) e S(y,y), e seus lados, PR, RQ, QS e SP. Como as diagonais PQ e RS do quadrado
sao perpendiculares entre si, e o segmento I.S pertence a RS, entdo os angulos PIS e Qf S sao
retos. Verifica-se, portanto, que os triangulos PIS e QIS sdo congruentes, pois PS = QS, com
o lado IS comum a ambos. Consequentemente, PI = QI, e conclui-se que o ponto P(z,y) é

simétrico ao ponto Q(y, z) em relagdo ao grafico da reta h.

Y h(x) = x
 POey) P | S
Y | S(y)
YA
X = : Rox) : Q(y, x) '
0 )Ic _}lf =X

Figura 30: Os pontos P e ) sao simétricos em
relagdo ao grafico da reta h(z) = x

Logo, se X e Y sao conjuntos de niimeros reais e g : Y — X é a inversa da funcao f : X — Y,
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entao o grafico da funcao g é simétrico ao de f em relacao a reta h.

Exemplo 2.11. Dada a funcdo f: R — R tal que f(x) = 2x — 6, entdo sua inversa g = f~* é

dada por g : R — R, e sua lei de defini¢ao € obtida através do conceito de funcgdo inversa, ou

seja,
flglx)) =z = 2.g(x)-6=2 = g(x):§+3
A Figura 31 apresenta os grdficos de f(x) e sua inversa g(x).
Ya fx)=2x—6
y=x
X
glx) = 5 +3
7 '(6,6)
3 i
_6/ E -
-~ 0 /3 6 X
/ —6

Figura 31: Gréficos de f(z) = 2z — 6 e sua inversa g(z) = g +3

2.3.10 Funcao Mondétona

Definicao. A funcao f: X — R, com X C R, é denominada

e crescente quando x; <y = f(x1) < f(z2) ,
e decrescente quando z; <z = f(x1) > f(xa) ,
e nao-decrescente quando 1 < xy = f(x1) < f(za)

e nao-crescente quando zy < xy = f(x1) > f(x2)

para todos x1, ro € X . Em qualquer um destes casos, a funcao f chama-se mondtona.

Observagao. Quando f é crescente ou decrescente, diz-se que f é estritamente mondtona.
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X -
0 z\x

g(x) =2 —x
(a) Fungao Identidade (b) Funcao Afim
fR=R| f(zx)== fR=>R| flx)=2-2x

Figura 32: Exemplos de graficos de fungoes mondtonas

y _ 2
| S Tt e =
0 -;X 0 =X
(a) Fungao Quadréatica (b) Fungao Modular
FiRSR, | f(x) =2 fiRSR, | f(2) = o

Figura 33: Exemplos de gréaficos de fungoes nao-mondtonas

2.3.11 Concavidade de Graficos de Fungoes

Definicao. Dadas a funcao f : X — R e um intervalo I C X, diz-se que

(a) f é conecava no intervalo I se, para quaisquer a,b € I, tem-se

f (a;b> > f(a);f(b) :

(b) f é convexa no intervalo I se, para quaisquer a,b € I, tem-se

(1) < L0

A seguir, serd deduzida a equagdo da reta s(x) secante ao grafico da fungdo f(z) nas

extremidades do intervalo [a, b].

Se f(x) é crescente e ndo ha mudanga de concavidade no gréfico da fungao no intervalo

[a, b], considere-se os graficos das Figuras 34 e 35.
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s(x)
f(x)

\

0 a X b X 0 a X b X
Figura 34: Gréfico da fungao f(x) Figura 35: Gréfico da fungao f(x)
crescente e concava no intervalo [a, b] crescente e convexa no intervalo [a, b|

Para se determinar a equacdo da reta s(z) nas Figuras 34 e 35, tome-se os triangulos
formados pelos pontos A, B, C(b, f(a)), D(x,s(x)) e E(z, f(a)), conforme a Figura 36, onde o

ponto D também pertence a reta s(x).

AC=b—a
fFO-f@  BO= f(b) - f(a)
AE=z—a

s() —f(a)

DE = s(z) - f(a)

Figura 36: Triangulos retangulos ABC' e ADFE

Observe-se que os triangulos ABC' e ADE, retangulos em C' e E, respectivamente, sao

semelhantes. Sendo assim, é valida a equivaléncia

DE_BC _ s)-fl@) _f0O)-fla) _
AE  AC T —a b—a
sta) - flo) = |0 om0 =

sta) = 10+ | O=L) o g (12

onde (12) é a equacado da reta secante s(z). Note-se que, como s(x) é crescente, tem-se f(a) <

f(b) e, portanto, o coeficiente angular de s(x) é positivo.

Se f(x) é decrescente e ndo hd mudanga de concavidade no grafico da fungao no intervalo
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la, b], considere-se os graficos das Figuras 37 e 38.

yi ya
f(@)
s(x)
fb)

e Y

X 0 a X b

Figura 37: Gréfico da fungao f(x) Figura 38: Gréfico da fungao f(x)
decrescente e concava no intervalo [a, b] decrescente e convexa no intervalo [a, b]

Nas Figuras 37 e 38, a equagao da reta s(z) pode ser determinada tomando-se os triangulos
formados pelos pontos A, B, C(a, f(b)), D(z,s(x)) e E(a, s(z)), conforme a Figura 39, onde o

ponto D pertence a reta s(x).

fa) = s(x) AC = f(a) — f(b)
BC=b—-a

f(a)—f(b) AE = f(a) - s(a)
ﬁ =T —aQ

. b —
-] a B

C

Figura 39: Triangulos retangulos ABC e ADFE

Os triangulos ABC' e ADE, retangulos em C' e E, respectivamente, sao semelhantes. Logo,
vale a equivaléncia
fla) —s(x) _ fla) — f(b) s(z) — fla) _ f(b) — f(a)

AE  AC
DE BC r—a b—a T —a b—a

W= = s =+ [P0 o),

que é a mesma equagao (12) para f(z) crescente. Neste caso, como s(z) é decrescente, entao

f(a) > f(b) e, sendo assim, o coeficiente angular de s(x) é negativo.

Em outras palavras, pode-se afirmar que, se f(x) é ednecava no intervalo [a, b], entao

1)z s(0) = 102 0+ [T o - ) (13)
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para todo = € [a,b].

Em contrapartida, se f(x) é convexa no intervalo [a, b], entao

) < ste) = S < s+ | TO=LE o (1)

para todo z € [a,b] .

2.4 Hipérbole

As conicas sao figuras geométricas planas obtidas pela intersecao entre um cone duplo de
revolucao e um plano, que podem ser pardbolas, elipses, circunferéncias, hipérboles ou retas
concorrentes (Figura 40). Caso o plano seccione o cone duplo paralelamente ao seu eixo de

revolucao sem conter este mesmo eixo, a curva resultante é uma hipérbole.

SN — — i
Y T, T~ = -y
\\\ N 1 P - =
.\/\- &5 Vo V. o ‘
7 o« P « P « />
Parabola Elipse Circunferéncia Hipérbole Retas

Concorrentes

Figura 40: Conicas

Nesta segao sera deduzida a equagao da hipérbole y = 1/xz, a qual serd utilizada no decorrer

desta dissertacao.

Definicao. Dados dois pontos fixos F e F,, e um ntimero real positivo a, a hipérbole de focos
Fy e Fy é o lugar geométrico dos pontos P cuja diferenga absoluta entre as suas distancias aos

pontos F e Fy é constante e igual a 2a, ou seja,

|d(P, F1> — d(P, F2>| = 2a
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Figura 41: Grafico de uma hipérbole

A Figura 41 ilustra o grafico de uma hipérbole com as seguintes caracteristicas:

e Focos: F} e F; (localizados no eixo ) ;
e Distancia Focal: |d(Fy, Fy)| = 2¢ ;

e Centro: 0 ;

Vértices: A e Ay ;

Eixo Real (ou Transverso): A;As, cujo comprimento é dado por d(A, Ay) = 2a ;

Eixo Imaginario (ou Conjugado): B;Bs, cujo comprimento é dado por d(By, By) = 2b ;

Assintotas: retas r; e ry, cujas equagoes sao

b
mrn=—-——- € 9 =
a

SIS

.:I/’;

Relacao entre a Distancia Focal e os Eixos: ¢ = a? + b? .

Pela definigdo, e supondo-se que d(P, ) > d(P, F3), tem-se

d(P,F\) —d(P,Fy) =20 = (z+c)2+12—(z—c)2+y2=2a =
(Vatr 1) = (2 Va- P i i) =
2+ 2+ =4a® + 40/ (x — 2+ P+ 25— 2+ F + o =
dex — Aa® = Aar/(z — )2 + 42 = (cv—ad*)? = (a\/(a:—c)2+y2>2 =

At — 2a%cx + a* = a’2® — 2d%cx + o’ + d*yt =

33



Ar? —ad*r? —d*y* = d’P —a* = (P —d)? - dyP =ad* (P —ad®) =
—— ——
=b2 —=p2
R —a%? b R
2.2 292 259 _ L g
b’z” —a’y® = a”b” = peTE = = o b2_1’ (15)

que é a equagao da hipérbole. Se d(P, F}) < d(P, F,), o raciocinio é o mesmo do anterior, e

chega-se & mesma equagao (15).

Em particular, rotacionando-se os eixos coordenados em 45°, conforme a Figura 42, tem-se

Ya .y
< 45° y x =21 cos45° +y - cos45° =
\ » \/§ / !
N =2+ 16
B e P(x, ) T (@ +y) (16)
y =1 -cosd5’ — 1’ - cos45° =
L o, = X2 - 17
0 /,,’ /’f‘ X X y 2 ( x ) ( )
/ xr 45
Xl

Figura 42: Rotacao dos eixos x e y em 45°

Substituindo-se (16) e (17) em (15), obtém-se

2 2 / /2 /2
@ v, @ry)r G-2)P L
a? b2 2a? 202

l‘,2 + 2:c’y’ + y/2 l‘,2 . QSC/y/ + y/2 RN
2a? B 2b? B

2?4y 1 1 1 1
() () v (@) =1 "

Fazendo-se a = b = v/2 em (18), tem-se

:v' ,{ 1 1
“vze T Ve

sendo esta a equagao da hipérbole que serd vista na Secao 3.3 do Capitulo 3.

1
}:1 = 7y =1 = y':;,

De forma totalmente analoga, se os focos estiverem sobre o eixo y, deduz-se a equacao da

hipérbole como sendo
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3 A Funcao Logaritmica

O objetivo deste Capitulo 3 é definir a funcao logaritmica e estudéa-la partindo-se de suas

propriedades fundamentais.

Na Secao 3.1, define-se a funcao logaritmica e sao apresentadas as suas propriedades fun-

damentais.

Na Segao 3.3, apresenta-se a hipérbole de equagao y = 1/x, passando-se a chamar o ramo

positivo do seu gréafico de hipérbole H.

Na Secao 3.4, sao estudados métodos de célculo da area sob a hipérbole H por aproximagao

com retangulos e trapézios.

Na Secao 3.5, apresenta-se a descoberta do padre jesuita Grégoire de Saint-Vincent, que

relaciona a area sob a hipérbole H com o logaritmo natural.
Na Secao 3.6, apresenta-se a propriedade que define faixas da hipérbole H de mesma area.
Na Secao 3.7, relaciona-se a area sob a hipérbole H com os logaritmos.

Na Secao 3.8, define-se logaritmo natural a partir da area sob a hipérbole H, e estuda-se a

funcao logaritmo natural através das suas propriedades.
Na Secao 3.9, estuda-se o comportamento da fun¢ao logaritmo natural através do seu grafico.

Na Secao 3.10, define-se o niimero e a partir da area sob a hipérbole H.

3.1 Definicao e Propriedades

Definigao. Chama-se fung¢ao logaritmica a funcao real L : R} — R cujo dominio é o

conjunto dos ntimeros reais positivos R’ , e que tem as seguintes propriedades fundamentais:
(A) L(zy) = L(z) + L(y) para quaisquer x,y € R ; (19)

(B) L € uma fung¢ao mondtona crescente ou decrescente (vide Subsecdo 2.3.10), ou seja, se

x <y, entdo L(z) < L(y) quando crescente e L(x) > L(y) quando decrescente.
O ntmero L(z) chama-se logaritmo de x, para todo z € RY.

Observagao. Se a funcao L fosse definida para x > 0, teria-se, pela Propriedade Fundamental

(A)7

L(0) = L(z-0) = L(0) = L(z) + L(0) = L(z) =L(0)—L(0) = L(z)=0,
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ou seja, L seria uma funcao constante, identicamente nula, contrariando assim a Propriedade

Fundamental (B). Portanto, L nao estd definida para x = 0.

Da defini¢ao de fungao logaritmica, decorrem as seguintes propriedades:
Propriedade 1. A fungdo logaritmica L : RY — R € injetora, ou seja, nimeros positivos
diferentes tem logaritmos diferentes.

Demonstracao: Se x,y € R sao tais que x # y, entao x < y ou v > y. Se L for crescente,
entdo x < y resulta em f(z) < f(y) e x > y resulta em f(x) > f(y). Se L for decrescente,
entdo x < y resulta em f(x) > f(y) e x > y resulta em f(x) < f(y). Em qualquer dos casos,

conclui-se que = # y resulta em L(x) # L(y). Portanto, L. é uma fungao injetora. O

Propriedade 2. O logaritmo de 1 ¢é zero.

Demonstracao: Pela Propriedade Fundamental (A), tem-se

L(1)=L(1-1) = L(1)=L(1)+L(1) = L1)=2-L(1) = L(1)=0. O

Propriedade 3. Para L crescente, os numeros maiores que 1 tem logaritmos positivos e
0s numeros positivos menores do que 1 tem logaritmos negativos. Em contrapartida, para L
decrescente, 0s numeros maiores que 1 tem logaritmos negativos e 0s numeros positivos menores

do que 1 tem logaritmos positivos.

Demonstracao: Se L é crescente, tem-se
O<z<l<y = L)<L(l) <Lly) < L) <0<L(y),
e, se L é decrescente, tem-se

O<z<l<y = Lz)>L(1)>Ly) < L) >0>L(y) . O

1
Propriedade 4. Para todo x > 0, tem-se L (—) =—L(z) .
T

Demonstracao: Pela Propriedade Fundamental (A) e pela Propriedade 2 desta Secao 3.1,

tem-se

x-lzl:L(x-l):L(l):>L(x)+L(l):0:L(l):—L(x). O

i T i i

Propriedade 5. Para quaisquer x,y € R%, tem-se L (ﬁ) = L(z) — L(y).
Y

Demonstragao: Pela Propriedade Fundamental (A) e pela Propriedade 4 desta Segao 3.1,
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tem-se

Propriedade 6. Para todo x € RY e todo nimero real v , tem-se L(x") =1 - L(x).

Demonstragao: Para se demonstrar esta propriedade, inicialmente deve-se observar que a

Propriedade Fundamental (A) vale para um nimero qualquer de fatores. Por exemplo:
L(z-y-z) =L[(xy) - 2] = L(z - y) + L(2) = L(z) + L(y) + L(z) .
(i) Para r = n, com n € N, e pela Propriedade Fundamental (A), tem-se:

L") =L(g 2 ..-g) =L(z)+ L(z) + ..+ L(z) = L(z") =n-L(z)

n fatores

TV
n parcelas

para todo x € R%, ou seja, a Propriedade 6 é véalida quando r é um niimero natural. (Esta

propriedade é demonstrada pelo Principio da Indugdo Finita no Apéndice A.)

(ii) Para r = 0 e pela Propriedade 2 desta Secao 3.1, tem-se:
=1 = L") =L(1)=0 = Lx°) =0-L(z)

para todo z € R%, ou seja, a Propriedade 6 ¢ valida quando r ¢ nulo.

(iii) Para r = —n, com n € N, pela Propriedade Fundamental (A) e pela Propriedade 2 desta

Secao 3.1, tem-se:

2"z =1 = L")+ L") =L(1)=0 = L") =-LE") = L") =—-n-L)
para todo z € R, ou seja, a Propriedade 6 ¢ valida quando r é um nimero inteiro.
(iv) Para r = g, com p € Z e q € N, tem-se:

(7)1 = (2717 =27 = L[@")1) =L(") = ¢ L") =p-Lx) = L") = g L(z) =

L(z") =r-L(z)
para todo z € R7, ou seja, a Propriedade 6 ¢ valida quando r ¢ um nimero racional.

(v) Para se provar que a Propriedade 6 é vélida para r = «, onde a € R, considere-se,

inicialmente, « representado no formato decimal

a1 Q2 ap
= O —F =+ ...+ —+.., 20
a=ay, a1 ...a a0+10+102+ +10n+ ( )
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onde ag é o maximo inteiro de «, ou seja, ay = [[a]] = max{z € Z ; z < a} (x), n € N e
an, € Z, tal que 0 <a, <9.

(%) A funcao méximo inteiro é tratada na Subsecgao 2.3.7.

Tome-se, agora, o nimero racional «,, que pode ser expresso como

Qp = Gg, A1 a3 ... a0+1—0+1—02—|— +W: O+Z<1OJ> ; (21)

onde j €N e a; € Z; tal que 0 <a; <9.

Observagao. Note-se que, para «, < 0, o formato decimal permanece o mesmo, apenas
acrescentando-se o sinal negativo em todas as parcelas. Desta forma, as demonstragoes a seguir
serao feitas para «, positivo, de modo que, caso «, seja negativo, basta-se inverter os sinais

das desigualdades influenciadas por esta mudanca.

Devido ao formato decimal, pode-se entender (c,) como uma sequéncia (%) cujo termo geral
é definido pela igualdade (21) , que é uma soma de parcelas positivas, onde a quantidade de

parcelas cresce com n. Portanto, a, < a,41, €, assim, (a,) é mondtona nao-decrescente.
(#%) Sequéncias numéricas sao apresentadas na Segao D.3 do Apéndice D.

Verifica-se também que
"N/ a; - 9
< 7 ) < 2 22
0<3 (1) <X (i) =2

n

9 9 9 9 9
onde Z(lOJ) = 10+102+ +W ¢ a soma S,, de uma PG de 12 termotl—l—Oerazao

]:

1
10 Logo, o valor de .S, é dado por:
B 1OJ B 1 —q -1 B ZQZ
10 0

Sp=1-—— . (23)

q:

Jj=1

Substituindo-se (23) em (22), e utilizando-se os conceitos de limites estudados na Subsegao
D.3.7 do Apéendice D, tem-se:

Clj .
O<n<a]><hm 1—L = O<n(&><1 =

38



a0§a0+2(%>§a0+1 = a<a,<ay+1, (24)
j=1

Qn

ou seja, a sequéncia (a;,) ¢ limitada. Logo, pelo Teorema D.4 da Subsecao D.3.4, («,) é

convergente, tendo-se entao
a= lim o, . (25)

n—-+oo

Se a funcao L é crescente, considerando-se o literal (iii) desta Propriedade 6, e tornando-se os

termos da desigualdade (24) expoentes de base z, tem-se
o para r>1, 2% < 2™ < g% = L(2%) < L(2°") < L(z™) =

ap - L(z) < L(z%") < (ap+1)-L(x) ,

e para 0<ax <1, %>z >z = L(z%™) <L) <Lz®) =
(ap+ 1) - L(z) < L(z*) < ap - L(x) ,
e, se L é decrescente, tem-se
e para z >1 | o < gon < g%t = (gg+1) - L(z) < L(z*") < ap - L(z) ,
e para 0<z <1 , z%>zg% >zt = qo-L(z) <L(z*) < (ag+ 1) - L(z) ,

sendo que, em todos estes casos, a sequéncia (k,) definida por k, = L(z®") é limitada. Como

an, < apyy, se L é crescente, entao
e para = >1 | o < gt = L(z) < L(z%+t)
e para 0 <z <1, z% >zt = L(z%)> L(z*+),
e, se L é decrescente, tem-se
e para =z >1 |, xon < gt = L(x%) > Lzt
e para O0<z <1 , z% >zt = L(z%) < L(z*+) .

Portanto, (k,) é monétona, e, sendo também limitada, entdo, pelo Teorema D.4 da Subsecdo

D.3.4, (k) é convergente, e seu limite ¢ dado por

(%) lim Ay
lim k, = lim L(z*") =L (ax >+ | =L(z"). (26)

n—-+oo n—-+oo

(x) Esta passagem é vélida devido a continuidade da fungao logaritmica em todos os pontos do

seu dominio, que é apresentada no Teorema D.32 do Apéndice D.
Agora, multiplicando-se os membros da desigualdade (24) por L(z), tem-se

e para L(z) >0 , ap-L(z) <a,-L(x) <(ap+1)- Lx),
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e para L(z) <0 , (ag+1)-L(z) <a,-L(z) <ap-L(x),

e, sendo assim, a sequéncia (t,) dada por t,, = «,, - L(z) é limitada. Como «a,, < ay, 41, entao
ay - L(x) <apgr-L(z) se L(x) >0 e  a,-L(x) > ap - L(z) se L(z) <0.

Logo, (t,) é monétona e, como também é limitada, entao, pelo Teorema D.4, é convergente,

sendo seu limite dado por

n——+oo n—-+oo n——+oo

lim t, = lim [ay, - L(z)] 2 ( lim an) L(z) = o L(z) . (27)
(%) Esta passagem é vélida devido a continuidade da fungao logaritmica em todos os pontos do
seu dominio, como justificado no Teorema D.32 do Apéndice D.

Como «,, é racional, entao, pelo item (iv) desta Propriedade 6, tem-se

L(z) =a,-L(z) = lim L(z") = lim [a,-L(z)] . (28)

n——+oo n—-+oo

Substituindo-se (26) e (27) em (28), tem-se
L(z%) = a-L(z),
para todo x € R, e, portanto, a Propriedade 6 ¢ valida quando r ¢ um niimero real. O]

Propriedade 7. A funcdo logaritmica L :R% — R ¢ ilimitada superior e inferiormente.
Demonstracao: A Propriedade 7 serd demonstrada para L crescente e L decrescente.

(i) L é crescente. Neste caso, para provar que a funcdo L : R* — R é ilimitada superiormente,

tome-se um nimero real qualquer 8 e encontre-se um nimero x € R* tal que L(z) > 3. Para
isto, considere-se um numero natural n suficientemente grande de modo que n > % Como,
pela Propriedade 3, tem-se L(2) > 0, e considerando-se a Propriedade 6, entao

B n
n>m = n-L2)>p = L2") >0,

ou seja, se x = 2", tem-se L(z) > [ para qualquer real 3, demonstrando assim que L é ilimitada

superiormente.

Para se provar que L é ilimitada inferiormente, tome-se um nimero real qualquer « e, seguindo-
se o procedimento anterior, pode-se encontrar um nimero x € R* tal que L(z) > —a. Pela

1
Propriedade 4, e fazendo-se y = —, tem-se
x

1
L(z) > —a = L) <a = L <—> <a = L(y) < a para qualquer real « .
x

40



(ii) L é decrescente. Neste caso, para provar que a funcao L : RY — R ¢é ilimitada superior-

mente, tome-se um nimero real qualquer 5 e encontre-se um nimero « € R* tal que L(x) > .

Para tal, considere-se um numero natural n suficientemente grande de modo que n > ———

L(1/2)
Como, pela Propriedade 3, tem-se L(1/2) > 0, e considerando-se a Propriedade 6, entao

s 1 1

1
ou seja, se ¥ = o0 tem-se L(x) > [ para qualquer real 3, mostrando assim que L é ilimitada

superiormente.

Para se provar que L ¢ ilimitada inferiormente, o procedimento é exatamente o mesmo utilizado

para L crescente. ]

Teorema 3.1. Dadas as fungoes logaritmicas L, M : R} — R, existe uma constante real c tal

que M(x) = ¢- L(z) para todo = > 0.

Demonstracgao:

(i) Inicialmente, serda demonstrado que, se as fungoes logaritmicas L e M coincidem em dois
pontos distintos, entao L(x) = M(z) para todo x > 0. Pela Propriedade 2, tem-se que L(1) =
M(1) = 0. A seguir, seja a > 1 tal que L(a) = M(a). Se L é crescente, entao

a>1 = L(a) >0 = M(a) >0,
e, consequentemente, M também é crescente. Se L é decrescente, entao
a>1 = La) <0 = M(a) <0,

e, sendo assim, M também é decrescente. Para 0 < a < 1, o raciocinio é o mesmo, considerando-

se apenas que os sinais de desigualdade se invertem.

Suponha-se, agora, que existe algum nimero b > 0 tal que L(b) # M(b), isto é, L(b) < M(b) ou
L(b) > M(b).

e Se L(b) < M(b), entao existe algum nimero real r tal que
L(b) <r-L(a) < M(b) = L(b) < L(a") < M(b) . (29)
Como L(a) = M(a), entao
r-L(a) =r-M(a) = L(a") =M(a"),
que, substituida na desigualdade (29), resulta em
L(b) < L(a") = M(a") < M(b) .
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Se L é crescente, a desigualdade L(b) < L(a") implica b < a”, e, como M também é crescente,
entao M(a") < M(b) implica a” < b, que s@o resultados contraditérios. Se L é decrescente, a
desigualdade L(b) < L(a") implica b > a", e, como M também é decrescente, entdo M(a") <
M(b) implica a” > b, que também resultam em contradigao. Estas duas contradigbes mostram

que b nao existe.

e Se, por outro lado, L(b) > M(b), o raciocinio é totalmente andlogo a demonstracao anterior,
chegando-se a mesmas contradi¢oes, mostrando-se entao que b também nao existe para este

caso.

Como nao ha um nimero b que satisfaga a desigualdade L(b) # M(b), deve-se ter, portanto,

L(x) = M(z) para todo = > 0.
(ii) Sejam dadas as fungdes logaritmicas arbitrarias L e M, e o nimero real ¢ tal que

M(2)

L)

Considerando-se agora a funcao logaritmica N : R, — R definida por N(z) = ¢ - L(z), tem-se

que
N(2) = c-L(2) = % LT = N(2) = M(2).

Logo, pelo item (i) desta demonstracao, como N(z) = M(z) é valida para x = 2, entao vale

para todo x > 0. Portanto,

para todo x > 0. O

Observagao. Pelo Teorema 3.1, todas as fungoes logaritmicas sao obtidas multiplicando-se L

por uma constante conveniente.

O Lema 3.1 a seguir sera utilizado na demonstracao do Lema 3.2.

Lema 3.1. Seja L : R, — R uma funcao logaritmica. Dados arbitrariamente dois niimeros

reais u e v tais que u < v, entao existe z > 0 tal que u < L(z) < v.

Demonstragao: Tome-se um ntmero natural n tal que

L(2 L(2
n > ) = ()<U—u:>c<v—u, onde c¢=—=.
v—u n n

Os multiplos inteiros de ¢ definidos por

L(2) =L(©2""), comm€Z,
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delimitam a reta real em intervalos justapostos de comprimento ¢, conforme a Figura 43.

—2c —c mc

e}
D
e}
d
[}
i—(m —1ec
_z_(m +1ec
Y
79

(=N

v

Figura 43: Divisao do eixo R em intervalos justapostos de comprimento ¢

Como ¢ < v — u, entd@o o comprimento ¢ é menor do que o comprimento (v — u) do intervalo
I = (u,v). Desta forma, pelo menos um dos multiplos m - ¢ = L(2"/") fica dentro do intervalo
I = (u,v), ou seja,

u<m-c<v = u<L2")<v.
Fazendo-se z = 2™/", tem-se

u<L(z)<wv. O

Observagao. O Lema 3.1 mostra que qualquer intervalo aberto I = (u,v) contém pelo menos

um valor L(z) da fungao logaritmica L.

Lema 3.2. Toda funcao logaritmica L é sobrejetora, ou seja, dado qualquer nimero real k,

existe sempre um nimero real positivo x tal que L(x) = k.
Demonstragao:

(i) Primeiramente, considere-se o nimero real « representado pela igualdade (20) apresentada

na Propriedade 6 desta Secao 3.1, isto é,

+ A2y
A=0ag, A1 A2 ...0p... = Qg+ — + —5 + ...+ — + ...,
0y T 10 " 102 10"

onde ap € Z, neN e a, € Z, tal que 0 <a, <9.
Tome-se também o ndmero racional «,, expresso pela igualdade (21) mostrado na mesma

Secao 3.1, ou seja,

Oy = Qg , A1 A3 ... Ay a0+10+102+...+10n ao—i—z -],

onde j €N e a; € Z; tal que 0 <a; <9.

Observagao. As demonstracoes a seguir serao feitas para «,, positivo. Como o formato decimal
permanece o mesmo para «, < 0, apenas acrescentando-se o sinal negativo nas parcelas, basta-

se inverter os sinais das desigualdades influenciadas por esta mudanca.
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Comparando-se «a,, e «, nota-se que «, < « e, sendo assim,

1
a—an <15 para todo n >0 . (30)

Considerando-se x um numero real tal que < «, entao existe algum n > 0 tal que z < «,, < av.
De fato, como x e a sdo reais e x < «, entdo (o — x) é um nimero real positivo. Tomando-se,

agora, um n suficientemente grande de modo que

1
W<OZ—J}7 (31)

entdo, comparando-se (30) e (31), tem-se que

1
a—an<ﬁ<a—x > g—q,<ag—-r = <, =

r<a, <a. (32)

(ii) Dado um nimero real arbitrario b, deve-se obter um ntimero real positivo « tal que L(«) = b.

Considerando-se a representacao decimal de o apresentada em (i), ou seja,
Q= ap, A1 Ay ... Ay, ... ,

serd utilizado o “método do elemento celestial” para encontrar-se «, que consiste em determinar-
se, um a um, os numeros inteiros nao-negativos ag, ai, as, ..., an, ... , para, em seguida,

mostrar-se que se tem L(a) = b tanto para L crescente quanto para L decrescente.

e Para L crescente, e sendo L mondtona ilimitada, existem infinitos nimeros inteiros k tais

que L(k) > b. Considerando-se ag + 1 o menor inteiro tal que L(ag + 1) > b, tem-se
L(ao) <b< L(CLQ + 1) .

Como L(ag) < b < L(ag + 1), entao existem dois nimeros a; e oy + /10 tais que L(ay) < b <
L(ay + /10). Neste caso, divida-se o intervalo [ag, ap + 1] em 10 partes iguais, resultando nas
abscissas

9
— — .. — 1.
a07a0+107a0+10a ,CL0+1O,CL0+

Logo, existe um nimero inteiro nao-negativo a;, com 0 < a; < 9, tal que, escrevendo-se

3]
a1:a07a1:a0+1_02a0a

onde

1 aq 1 (a1—|—1)
i kR I A 1
a1+10 a0+10+10 ag + 10 <ay+1,
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tem-se

1 1
a0§a1<(11+ﬁ§a0+1 = L(a1)§b<L(a1+E) .

Pelo mesmo raciocinio, como L(a;) < b < L(a; + 1/10), entao existem dois numeros as e
ay + 1/10? tais que L(ag) < b < L(ag +1/102). Nesta situagao, divida-se o intervalo [a, o + 1/10]

também em 10 partes iguais, resultando nas abscissas

« (07 (0% ey, (0% .
b ! 102 ’ ! 102 ’ ’ ! 102 ’ ! 10

Sendo assim, existe um inteiro nao-negativo as, com 0 < ay < 9, tal que, fazendo-se

a5 b2
Qo =ag, 10y = a — 4+ —= =« — >«
2 0, 1 2 0 10 102 1 102_ 1
onde ( )
1 asg 1 CI,Q—I—l 1
I I T At L e _
T PR Ti A T PR T PR T7
tem-se

1 1 1
a1§a2<a2—|—1—02§a1+1—0 = L(a2)§b<L(a2—|—1—02) .

Procedendo-se de forma andloga, conclui-se que existe um inteiro nao-negativo a, , com 0 <

a, <9, tal que, escrevendo-se

= T .
Qp = Ao, A1 A9 ... Ap, = Qg 10 102 107 3
tem-se
1

para todon > 0 .

Na sequéncia, serd demonstrado que L(a) = b. Supondo-se, por absurdo, que L(«) < b, entao

utiliza-se o Lema 3.1 para obter-se x > 0 tal que
L(a) < L(z) < b, (34)
que implicaria a < x para L crescente. Logo, para algum n suficientemente grande, tem-se

1 1 1 1
_ _ _ > _—
T a>10n:>x>a+10n:>a:>a+10n_an+10n:>

x> o, + (35)

107

que, para L crescente, e considerando-se a desigualdade (33), implicaria

1
L(x)>L<an+W) >b = L(z) >0,
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que ¢é absurdo, pois z foi obtido de modo que L(z) < b, conforme a desigualdade (34).

De forma andloga, supondo-se que L(a)) > b, utiliza-se o Lema 3.1 para obter-se z > 0 tal que
b<L(z) <L), (36)

que implicaria © < « para L crescente, e, conforme a desigualdade (32) do item (i) desta
demonstracao, teria-se x < «, para algum n. Logo, para L crescente, e considerando-se a
desigualdade (33), teria-se

L(z) < L(an) <b = L(z)<b,

que também ¢é absurdo, pois x foi obtido de modo a atender b < L(z), conforme a desigualdade

(36).
Portanto, para L crescente, tem-se L(a) =b.

e Para L decrescente, existem infinitos nimeros inteiros & tais que L(k) < b. Considerando-se

ap + 1 o maior inteiro tal que L(ag + 1) < b, tem-se
L(ag+ 1) < b < L(ap) ,
que, através do mesmo procedimento utilizado para L crescente, resulta em

1
L (ozn + W) < b<L(a,) paratodo n>0. (37)

Supondo-se que L(«) < b, entdo o nimero z > 0 é obtido através do Lema 3.1 de modo que
L(a) < L(z) <, (34)

que implicaria x < « para L decrescente, e, pela desigualdade (32) do item (i) desta demons-
tracao, teria-se r < «, para algum n. Desta forma, para L decrescente, e considerando-se a
desigualdade (37), teria-se

b<L(a,) <L(z) = L(z)>b,

que é uma contradigdo, pois = foi obtido para satisfazer L(z) < b, conforme a desigualdade

(34).

Agora, supondo-se que L(a) > b, o niimero x > 0 é obtido pelo Lema 3.1 de forma que
b<L(z) <L), (36)

que implicaria a < z para L decrescente. Logo, utilizando-se a desigualdade (35), para algum
n suficientemente grande, tem-se

x> o, + (35>

107
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que, para L decrescente, e pela desigualdade (37), implicaria

L(x)<L(an+L) <b = L(z)<b,

107

que é absurdo, pois z foi obtido para atender b < L(z), conforme a desigualdade (36).
Portanto, também tem-se L(a) = b para L decrescente, concluindo-se, assim, a demonstracao
do Lema 3.2. ]
Observacao. No Apéndice E é apresentada uma demonstracao alternativa do Lema 3.2,

utilizando-se conceitos de limites de sequéncias, conforme Subsegao D.3.7 do Apéndice D.

Pela Propriedade 1 e pelo Lema 3.2, chega-se ao enunciado do Teorema 3.2 a seguir.

Teorema 3.2. Toda funcao logaritmica L : R} — R ¢ bijetora.
Demonstragao: Da Propriedade 1, conclui-se que a fungao L : RY — R ¢ injetora, e, do Lema

3.2, que € sobrejetora. Portanto, a funcao logaritmica L : R} — R é sobrejetora.

Bases de Logaritmos. Pelo Teorema 3.2, dada uma funcao logaritmica L : R} — R, existe
um tnico nimero 0 < a # 1 tal que L(a) = 1. O ntmero a é chamado de base do sistema de
logaritmos L. Para evidenciar a base, costuma-se utilizar a notagao log, x ao invés de L(z), ou
seja:

L(x) = log, x . (38)

Se log,, e log, sao fun¢oes logaritmicas (de bases a e b respectivamente), entao log, a = log, b =1

e o Teorema 3.1 garante a existéncia de uma constante c tal que
logyz = ¢ log, = (39)
para todo x > 0. Fazendo-se x = a, obtém-se
logya=c-log,a = c=log,a,
e substituindo-se em (39), tem-se
log, x = log, a - log, = (40)

para todo = > 0. Esta é a férmula de mudanca de base de logaritmos, que também sera tratada

na Secao 5.1.

As bases de logaritmos mais comuns sao 10 (pois nosso sistema de numeragao é decimal) e
o numero e = 2,718281..., base dos logaritmos naturais, que serd estudado nos proximos

capitulos. Os logaritmos de base 10, ou decimais, serao estudados na Subsecao 5.4.
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3.2 Um Pouco de Histoéria
3.2.1 A Descoberta dos Logaritmos

Os logaritmos foram descobertos antes do conceito de funcao ser introduzido na Matematica,
e surgiram como tdbuas de calculo cujo propdsito era transformar operacoes de multiplicacao

em adicao, divisao em subtragao e cédlculo de raiz n-ésima em divisao por n.

Por exemplo, considere-se a seguinte lista de nimeros aleatorios:

123456
345678
267891
198765
876543
654321 .

Note-se que o trabalho de multiplicar estes niimeros é consideravelmente mais demorado

que soma-los.

Como tais calculos extensos se tornaram cada vez mais necessarios ao final do século 16 e
inicio do século 17, especialmente devido a astronomia e a navegacao, as tabuas de logaritmos
constituiram-se num artificio extremamente valioso, pois a adicao, subtragao e divisao por
n sao operacoes muito mais rapidas que a multiplicagao, divisao e calculo da raiz n-ésima,

respectivamente.

Foi nesta época que o matemético escocés John Napier (1550 - 1617) descobriu os logaritmos.

3.2.2 As Tabuas de Calculo de Napier

Nesta época, Napier concebeu tabuas de calculo que associavam uma progressao geométrica
(PG) a uma progressao aritmética (PA). Na primeira coluna destas tdbuas encontravam-se
nimeros em PG (também chamados de nimeros de entrada nesta se¢ao), e, na segunda coluna,
os numeros correspondentes em PA, denominados logaritmos (x). A coluna da PG se refere as
operacoes de multiplicacao, divisao e calculo da raiz n-ésima, e a coluna da PA, as operagoes

de adicao, subtragao e divisao, respectivamente.

() A palavra logaritmo é a juncao das palavras gregas logos (razao) e arithmos (nimero), que

pode ser traduzida como numero proporcional.

Para se entender como a associacao destas duas progressoes reduz a dificuldade de calculos
extensos, tome-se a Tabela 2 como exemplo de uma tabua de calculo com esta configuracao,

onde a coluna da esquerda é uma PG de razao 3 e a da direita é uma PA de razao 1.
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Para se calcular o produto 27 x 243 utilizando-se esta tabela, deve-se inicialmente localizar
os fatores 27 e 243 da multiplicacao na coluna da PG e seus correspondentes na coluna da PA,
que sao 3 e b, respectivamente, como apresentado na Tabela 3. A seguir, efetua-se a soma 345,
cujo resultado ¢ 8. Finalmente, localiza-se o nimero 8 (resultado da soma) na coluna da PA e

seu correspondente na coluna da PG, que é 6561, resultado do produto 27 x 243.

Tabela 2: Exemplo de
Tabua de Calculo

Tabela 3: Conversao entre multiplicacao e
soma através da Tabua de Calculo

PG PA PG PA
x3C ; fl) S+1 é (1’
x3 ¢ 5 o t+1 ;
XSC «9 2 D+1 69 _'2
o S e Cla | oa D+
><3C 243 5 S +1 243 4> 5
X3 C 2712897 g 2+t - 2712897 ? -
X 3 +1
C 6561 3 2 6561 «— 8§

Para se calcular o quociente 2187 =+ 81, o primeiro passo ¢ localizar-se os niimeros 2187 e
81 na coluna da PG e seus correspondentes na coluna da PA, que sao 7 e 4, respectivamente,
como ilustrado na Tabela 4. Na sequéncia, efetua-se a diferenga 7 — 4, cujo resultado é 3. Por
fim, localiza-se o nimero 3 (resultado da diferenca) na coluna da PA e seu correspondente na

coluna da PG, que é 27, resultado do quociente 2187 + 81.

Tabela 4: Conversao entre divisao e
subtracao através da Tabua de Calculo

Tabela 5: Conversao entre raiz quarta e
divisao através da Tabua de Calculo

PG | PA PG | PA

1 0 1 0

3 1 3 1

9 2 9 «— 2

_ 27 «— 3 _ 27 3

< 81 ——> 4 > 81 4
N 243 5 ~ A 243 5 +4

| 729 6 729 6

2187 1 17 2187 | 17

6561 8 6561 1 &

A Tabela 5 ilustra o célculo da raiz quarta v/6561, que ¢ feito primeiramente encontrando-
se 0 numero 6561 na coluna da PG e seu correspondente na coluna da PA, o nimero 8. Em
seguida, efetua-se a divisao de 8 por 4, que é o indice da raiz quarta, cujo resultado é 2. Por

ultimo, localiza-se o niimero 2 na coluna da PA e seu correspondente na coluna da PG, que é

9, o resultado de v/6561.

Note-se, entretanto, que existem lacunas entre os termos da PG, as quais aumentam expo-
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nencialmente com o crescimento da PG. Na Tabela 2, por exemplo, devido a razao 3, ha uma
lacuna de 161 numeros entre 243 e 81, para os quais nao aparecem seus logaritmos correspon-

dentes.

No sentido de reduzir estas lacunas, Napier elaborou suas tabuas de logaritmos com os
nimeros de entrada em PG de razao (1 — 1/107) = 0,9999999 e primeiro termo igual a 107 =

10000000, e, na coluna dos logaritmos, utilizou uma PA de razao 1 e primeiro termo 0.

O trabalho de John Napier sobre logaritmos foi publicado pela primeira vez em 1614 sob
o titulo “Mairifict logarithmorum canonis descriptio”, que pode ser traduzido como

“Uma Descricao da Maravilhosa Regra dos Logaritmos”.

Para um aprofundamento deste assunto, recomenda-se a leitura do artigo entitulado “Lo-
garithms: The Farly History of a Familiar Function - John Napier Introduces
Logarithms” escrito por Kathleen M. Clark (The Florida State University) e Cle-
mency Montelle (University of Canterbury).

Também serviu de referéncia para a elaboracao desta Secao 3.2 o video “The History
of the Natural Logarithm - How was it discovered?” de Tarek Said, disponivel no
YouTube.

3.3 A Hipérbole H

A hipérbole de equacdo y = 1/x, apresentada na Secdo 2.4, tem o seu gréfico contido no

primeiro e terceiro quadrantes do plano cartesiano, conforme a Figura 44.

Vi

1
fl) =2

1
Figura 44: A hipérbole f(z) = —
x

O ramo positivo do grafico da hipérbole y = 1/, ou seja, a regiao do seu grafico contida
no primeiro quadrante (Figura 45), sera chamado, daqui em diante, de hipérbole H. Em outras

palavras,
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(41)

d

0 X X

Figura 45: A hipérbole H

Como serd estudado nas proximas segoes, a hipérbole H tem fundamental importancia no
desenvolvimento desta dissertagao, pois a area sob o seu grafico é utilizada como base para a

construcao do conceito de logaritmos naturais e, consequentemente, do niimero e.

3.4 A Area sob a Hipérbole H

A regiao do plano limitada pela hipérbole H, o eixo das abscissas e as retas verticais z = a
e © = b (Figura 46), também conhecida como a faiza da hipérbole no intervalo [a,b], serd

representada, doravante, por H’. Em outras palavras,

1
Hg:{(x,yﬂagxgb,ogyg—}. (42)

T

Figura 46: A drea da faixa H®

Para se calcular a drea da faixa H? , serao estudados métodos de aproximagao por poligonos.
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3.4.1 Aproximacgao por Retangulos Inscritos

O primeiro método para o célculo da drea de uma faixa H’ é o de aproximacido por
retangulos inscritos & hipérbole H. Inicialmente, divide-se o intervalo [a, b] em intervalos meno-
res através de pontos intermediarios (s, t e u na Figura 47). A seguir, sdo tragados retangulos
de maneira que a base de cada um deles coincida com um intervalo menor e que seu vértice
superior direito toque a hipérbole H. A reuniao desses retangulos inscritos serd chamada de
poligono retangular inscrito na faixa H?. A 4rea Apg; do retangulo inscrito & hipérbole H

limitado pelas abscissas a e b (Figura 48) é dada por:

a

1
ARIZE'(b—a)ﬁARjzl—Z. (43)

Yi a

Ya

1 fb
0 a s t u b X 0 a b X
Figura 47: Aproximagao da Area(H %) por Figura 48: Area do retangulo inscrito a

Poligono Retangular Inscrito faixa H?

Exemplo 3.1. Um cdlculo do valor aproximado da drea da faira H} por retdngulos inscri-
tos, dividindo-se o intervalo [1,3] em seis intervalos de comprimentos iguais, pode ser feito

nicialmente definindo-se os pontos de divisao do intervalo, que sao
§7

e, a sequir, somando-se as dreas dos seis retangulos construidos conforme a Figura 49, que

corresponde a drea Apgy do poligono retangular inscrito a H3.
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2 3 X

Wt
Wl

3

Figura 49: Aproximagao da Area(H 3) por Poligono Retangular Inscrito

3 1 3 1 1 1 3 1 3 1 1 1
Arrr=\373) T\575) 2%3) T\773) T %) T 3"3) =

1 1 1 1 1 1 2509
Apmy = =22y 22 2 &0 0.9956
PRI= pt et e T 2T 39 = 5520 PRI

Observagao. O poligono retangular inscrito na faixa H® fornece um valor aproximado por

falta para a area de HS, ou seja, chamando-se a sua area de Appg;, tem-se
{ b
APRI < Area(Ha) .

Para uma aproximacao melhor da drea de H?, deve-se aumentar a quantidade de divisdes do

intervalo [a, b].

3.4.2 Aproximacao por Retangulos Sobrescritos

O segundo método para se calcular a drea de uma faixa H® é o de aproximagio por
retangulos sobrescritos a hipérbole H. Neste método, sao construidos retangulos que tocam
a hipérbole H com o vértice superior esquerdo. A reuniao desses retangulos sera chamada de
poligono retangular sobrescrito a faixa H?. A 4rea Ags do retangulo sobrescrito & hipérbole H

limitado pelas abscissas a e b (Figura 50) é dada por:

1
ARSZE'(b_a>:>ARS:§_1' (44)
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Ya

lfb

0 a b rx

Figura 50: Area do retangulo sobrescrito a faixa H®

Exemplo 3.2. Um valor aproximado da drea da faiza H3 por retdngulos sobrescritos pode ser
calculado dividindo-se o intervalo [1,3] em seis intervalos de comprimentos iguais, e somando-
se as dreas dos seis retangulos construidos conforme a Figura 51, que corresponde a drea Apgrs

do poligono retangular sobrescrito a H?.

Vi
1 |-----
Yo | L\
3
Yo L
/7B S i S W .
3f8 ______ )
0 1 * 5 2 7 8 3 X
3 3 3 3

Figura 51: Aproximagao da Area(Hf) por Poligono Retangular Sobrescrito

A — 1><1 + §><1 + §><1 + lxl + §><1 + §><1 =
PRS = 3 473 573 273 773 8 3

1 1 1 1 1 1 1.023 341
Aprs =g+ -+ o+ +o+o= =

LUe O ~1.2179 .
3717576778 a0 as0  rESEL

Observagao. O poligono retangular inscrito na faixa H? fornece um valor aproximado por

excesso para a area de H?, ou seja, chamando-se a sua drea de Appg, tem-se

Area(HS) < Apps .
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3.4.3 Aproximacao por Trapézios Secantes

O terceiro método para se calcular a drea de uma faixa H® é o de aproximacao por trapézios
secantes a hipérbole H. Neste método, sao construidos trapézios que tocam a hipérbole H com
seus vértices superiores. A reuniao desses trapézios serd chamada de poligono trapezoidal secante

a faixa H?. A drea Arg do trapézio secante a hipérbole H limitado pelas abscissas a e b (Figura
52) é dada por:

ATS:@_<b_a) (b+a)(b—a) bz_az:%(bQ ag)

2
1/b a
Apg == —-——=] . 45
rs Z(a b) (45)

0

X
Figura 52: Area do trapézio secante i faixa H?
Exemplo 3.3. Um valor aproximado da drea da faiza H} por trapézios secantes pode ser obtido

dividindo-se o intervalo [1,3] em seis intervalos de comprimentos iguais, e somando-se as dreas

dos seis trapézios construidos conforme a Figura 53, que equivale a drea Aprs do poligono

trapezoidal secante a H?.
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Figura 53: Aproximacao da Area(H 3) por Poligono Trapezoidal Secante
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Observagao. O poligono trapezoidal secante a faixa H? fornece um valor aproximado por

excesso para a area de H?, ou seja, chamando-se a sua drea de Aprg, tem-se

Area(HS) < APTS .

3.4.4 Aproximagao por Trapézios Tangentes

O quarto método para se calcular a drea de uma faixa H? é o de aproximagao por trapézios
tangentes a hipérbole H. Neste método, sao construidos trapézios tangentes a hipérbole H no
ponto médio. A reuniao desses trapézios sera chamada de poligono trapezoidal tangente a faixa

HY. A drea Apr do trapézio tangente a hipérbole H limitado pelas abscissas a e b (Figura 54)

¢é dada por:

2 b—a
ATT: (b+a)(b—a) = ATT:2(b—{—a> . (46)
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Va

Ya
v+ a)
lfb
0 a a+b b X
2

Figura 54: Area do trapézio tangente & faixa H?

Observacao. Dado um intervalo [a,b], 0 segmento secante a hipérbole H nas extremidades
de [a, b] e 0 segmento tangente a hipérbole H no ponto médio de [a, b] ndo sdo paralelos, como

demonstrado no Apéndice B.

Exemplo 3.4. Um valor aprozimado da drea da faiza H} por trapézios tangentes € obtido
dividindo-se o intervalo [1,3] em seis intervalos de comprimentos iquais, e somando-se as dreas
dos seis trapézios construidos conforme a Figura 55, que corresponde a drea Aprr do poligono

trapezoidal tangente a H?.

%
2@ '
%11
%13
2
6f17____i

Figura 55: Aproximagao da Area(H ) por Poligono Trapezoidal Tangente
4/3 — 1 5/3—4/3 2—-5/3 7/3—2
A =2 2 ——— 2 2
PTT (4/3+1) * <5/3+4/3) i (2+5/3 e\7mae) "
5 8/3—17/3 ) 3—-8/3
8/3+7/3 3+8/3

A 1+1+1+1+1+1 | 838.192
PIT = ~ 765.765

7911 13 15 17 = Aprr = 1,0946 .
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Observagao. O poligono trapezoidal tangente na faixa H® fornece um valor aproximado por

falta para a area de H®, ou seja, chamando-se a sua drea de Aprr, tem-se

APTT < Area(HS) .

3.4.5 Comparativo das Aproximacgoes

Para comparacao dos valores aproximados da &rea da hipérbole H calculados através dos
quatro métodos estudados anteriormente, sempre no intervalo [a, b, serd utilizada a seguinte

nomenclatura, como ilustrado na Figura 56:

e A — drea da faixa H® da hipérbole
e Ag; — area do retangulo inscrito na hipérbole H

e Aprs — area do retangulo sobrescrito a hipérbole H

Args — area do trapézio secante a hipérbole H

Arr — éarea do trapézio tangente a hipérbole H

y y
y
\
ARS
ARI
0 a b X 0 a b X
y y
0 X
Ars Ay
0 a b X 0 a b X

Figura 56: Métodos de aproximacao da Arca(H?)

Como as aproximagoes dos Exemplos 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 foram calculadas para o mesmo

intervalo [1, 3] da hipérbole H, os resultados demonstram que:

AR1<ATT<A<AT5<ARS =

1 a<26_a <A<1 b_a <b—1
b b+a 2\a b a '
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A desigualdade acima também vale para as areas dos poligonos, pois todos os membros sao

multiplicados pela mesma quantidade n de divisdes do intervalo [a, b]. Sendo assim, tem-se
Aprr < Aprr < A < Aprs < Aprs -

Mas qual é a melhor aproximacao para a area de uma faixa da hipérbole H?

Primeiramente, é importante lembrar-se que a hipérbole H é convera (concavidade voltada
para cima), ou seja, o seu grafico situa-se abaixo de qualquer uma de suas secantes, dentro do

intervalo delimitado pelos pontos de intersecao com a secante, como demonstrado no Apéndice

C.

Do estudado anteriormente, verifica-se que os trapézios fornecem aproximacgoes melhores
que os retangulos. Neste caso, devido a concavidade da hipérbole H, é natural concluir-se que
a aproximacgao por trapézios tangentes é melhor que por trapézios secantes. Para demonstrar
essa afirmacfo, considere-se a Figura 57, que ilustra o segmento secante AC e o segmento

tangente DF & hipérbole H no intervalo [a, b].

y.il

0 a a+b b X 2 2
2 el

v
[
Y

Figura 57: Comportamento dos segmentos secante e tangente a hipérbole H no
intervalo [a, b

Sabe-se que B e E sdo os pontos médios dos segmentos DF e AC, respectivamente, e que
AD =w, EB=t e CF =u. Portanto,

_U-FU)

t = 5 = ut+w=2.

Chamando-se a soma das dreas dos triangulos hachurados de Ay, tem-se:

e (57 e (57 meg () = (57)
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Chamando-se a soma das areas dos triangulos nao-hachurados de Ayp, tem-se:

ANH:t-(b;a>+t-(b;a) :2t-(b;a) = Ayg=t-(b—a).

Como Ay = Apng, conclui-se que a soma das areas dos triangulos hachurados é igual a dos

triangulos nao-hachurados. Portanto, a parte do trapézio secante que excede H’ tem area

maior que a parte que estd entre o trapézio tangente e H”.

Seguindo-se o mesmo raciocinio, é correto afirmar que a aproximacao por retangulos inscritos

é melhor que por retangulos sobrescritos. Na Figura 58, nota-se que o segmento AB, secante

a hipérbole H no intervalo [a, b], também é uma diagonal do retangulo ACBD. Isto significa

1 1
que os triangulos ACB e ADB tem bases iguais a (b — a), alturas iguais a (— — —), e,
a

(b—a)
2ab

b

consequentemente, areas iguais a

y.il

Ya

lfb

0 a b X
Figura 58: Comportamento dos retangulos inscrito e
sobrescrito a hipérbole H no intervalo [a, 0]

Portanto, a parte do retangulo sobrescrito que excede H? tem 4rea maior que a parte que

estd entre o retangulo inscrito e H?.

Devido a maior facilidade de célculo, serd utilizada, no decorrer da dissertagao, a apro-

ximagao por retangulos inscritos.

3.5 A Descoberta de Saint-Vincent

O calculo da area das faixas da hipérbole H apresenta uma propriedade muito importante,

que foi descoberta em 1647 pelo padre jesuita belga Grégoire de Saint-Vincent (1584 - 1667).
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0 A" B c' D' a

Figura 59: A hipérbole H e suas assintotas « e 3

Em sua proposi¢ao, Saint-Vincent tomou a hipérbole H com origem O e assintotas « e 3,
conforme a Figura 59, sendo A’, B’, C' e D' pontos em « tais que OA’, OB’, OC" ¢ OD' estao
em progressao geométrica (PG), e A, B, C' e D pontos em H tais que os segmentos AA’, BB,
CC" e DD’ sao paralelos a 5. A partir desta configuragao, Saint-Vincent provou que as dreas
A'ABB', B'BCC" e C'"C DD’ sao iguais.

Substituindo-se as assintotas a e [ pelos eixos coordenados x e y, respectivamente, e
utilizando-se a notacao definida nesta dissertacao até aqui, pode-se ilustrar a proposicao de
Saint-Vincent conforme a Figura 60, onde as abscissas a, ar, ar? e ar® formam uma PG de
razdao r > 1 (com r € R), e Hy, Hy e Hy sdo as areas das faixas HY, H" e H®,, respectiva-

mente. Sendo assim, tem-se

o =H,=H;. (47)
Y\\H
Hy
H
2 H,
0 a ar ar? ar3 =x

Figura 60: Proposicao de Saint-Vincent com a
hipérbole H e os eixos coordenados

Para aprofundamento do tema desta secao, recomenda-se a leitura do artigo entitulado

“Gregory of St. Vincent and the Rectangular Hyperbola” escrito por Bob Burn.
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3.6 Propriedade Fundamental: Faixas da Hipérbole H de Mesma

Area

Nota-se que a proposicao de Saint-Vincent se refere as areas de faixas adjacentes da hipérbole
H. Porém, esta proposicao também ¢é valida para as areas de duas faixas nao-adjacentes da
hipérbole H, desde que atendam ao Teorema 3.3, cuja demonstracao fara uso dos Lemas 3.3 e
3.4 a seguir.

Lema 3.3. Para um determinado poligono retangular inscrito em Hfl’, existe sempre um

poligono retangular inscrito em H% com a mesma drea, seja qual for o nimero real k > 0.

Demonstragao: Nos graficos da Figura 61, a area do retangulo inscrito em H® é dada por

A:(b—a)-% = A:1—%,

enquanto a drea do retangulo inscrito em HY é dada por

1 ak a
A= (bk—ak)  —=1— — Ap=1— -
o= (bk = ak) - 7o ok Ok b’
ou seja,
A=A . (48)
Ya Y
\ k=1 \ 0<k<1
(b < ak parafins (bk < a parafins
ilustrativos) ilustrativos)
S - R .
7 /bk
(V20 O Y - H VAR S N P — ’ H
Ag A
0" @ b ak bk x 0 ak bk a b x

Figura 61: Retangulos inscritos em H? e H¥

Considere-se, agora, o poligono retangular P inscrito em H?, definido pelas divisoes do intervalo
[a,b]. Multiplicando-se por k cada uma das abscissas destas divisoes determinadas por P,
obtém-se um intervalo [ak, bk|, com o mesmo nimero de divisoes de [a, b], e que definem assim

o poligono retangular Py inscrito em H¥, como ilustrado pelos graficos da Figura 62.
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k=1

(b < ak parafins
ilustrativos)

T

0 a ¢ d b ak ck dk bk X 0 ak ck dk bk a c d b X

0<k<l1

(bk < a parafins
ilustrativos)

Figura 62: Poligonos Retangulares Inscritos P e Py

Da igualdade (48), tem-se que a drea do retangulo inscrito em H¢ é igual a do inscrito em
Hek | e, analogamente, cada um dos demais retangulos que compdem Py tem a mesma area
do retangulo correspondente em P. Portanto, a area de Py é igual a de P, e conclui-se que,
para cada poligono retangular inscrito em H?, existe um correspondente inscrito em H2 com

a mesma area. ]

Observagao. De forma totalmente analoga, pode-se demonstrar que o Lema 3.3 também é

valido para retangulos sobrescritos, trapézios secantes e trapézios tangentes a hipérbole H .

Lema 3.4. Seja dado o poligono retangular P, inscrito na faixa da hipérbole H?, obtido
dividindo-se o intervalo [a,b] em n intervalos iguais entre si, e, portanto, formado por n

retangulos. Quando n tende a infinito, a area de P, tende & drea de H”.

Demonstragao: Na Figura 63, que ilustra o poligono retangular P,, o grafico de H? estd
abaixo do segmento secante PQ, visto que a hipérbole H é convexa (vide Apéndice C). Logo,

o mesmo vale para os demais retangulos que compoem P, .

Tome-se agora o triangulo PQR, retangulo em R, e delimitado pelo segmento P(Q secante a
H? e pelo topo do retangulo de P, inscrito em H? no intervalo [a + (i — 1) - 0,, a + i - 0,].

Chamando-se ¢; a area de PQR e 6, o comprimento de cada subintervalo de P,, entao

0, 1 1 de 0 b—a
&= = - — - , onde n = .
2 |la+(@G-1-60, a+i-6, n
Somando-se as areas €1, €s, €3, ..., €, dos triangulos retangulos definidos pelo topo de cada

um dos n retangulos de P, e suas respectivas secantes, tem-se

u "0, 1 1
5:51+52+€3+~-~+5n:;5i22E' {a%—(i—l)-@n_a—l—i-@n}

i=1

0, 1 1 1 1 1 1
6—?{(5‘74%)* +en‘g4zen) - (%zen ‘9439) e

* { nl— 2)6, _M(n/l— 1)9n] * { nl— 6, ﬂ} ~
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1 1
fa+o)— TN <Y /la + (i = 1)6,)
1/(a +26,) | J-1 :
) n) 7 e /(a+i6,)
Nla+G=Do,]~ -
1 : ~
/ (a+16,) \ 1
1 (R - 4 — _
/[a+(n—2)6'n]"'i§ e e ) x
Y i .
[a+ (n— 1)fn] 0 a < g: < %: < & b X
+ = N3
fy ]
- r—
S ] =
Figura 63: Poligono retangular P, inscrito em H?
Considerando-se sz a area de H 3 e s, a area de P,, tem-se
(b—a)* 1 (b—a)* 1
0<sg—5,<¢ = 0<sg—5,< = = —sgp < —5, < -— —8Sg =
2ab n 2ab n
(b—a)* 1
— —<s, < ) 49
H 2ab n - o = SH (49)

Aplicando-se, & desigualdade (49), os conceitos de limites infinitos abordados na Sec¢ao D.3.7

do Apéndice D, e considerando-se o Teorema do Confronto (Subse¢ao D.3.5 do Apéndice D),

(b— a)? 1}

tem-se

2ab
(b—a)? 1}

< lim s, <syp =

n—-+oo n—-+oo

lim |iSH -

2ab n

/

< lim s, <syp =

n——+oo

lim sy — lim [

n——+oo n—-+oo
.

~~
=0

sg < lim s, <syg = lim s, =sy. ]

n——+oo n——+oo

Teorema 3.3. Seja qual for o nimero real k > 0, as faixas da hipérbole H® e H?* tém a mesma

area.
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Demonstragao: Seja dado o poligono retangular P, inscrito em H? descrito no Lema 3.4, e
considere-se o poligono retangular P, inscrito em HY, obtido dividindo-se o intervalo [ak, bk]

em n intervalos iguais entre si. Chamando-se
sn = Area(P,) , Su = Area(P.), sy = Area(H’) e sy, = Area(H),

entao, pelo Lema 3.4, tem-se
lim s, = sy e lim s, = Sy
n—-+oo n——+oo

De acordo com o Lema 3.3, tem-se que

Area (P,) = Area (P,;) = S, = Spx = lim s, = lim S, = sy .
n——+oo n——+oo

Como, pela Unicidade do Limite (Teorema D.1), uma sequéncia ndo pode convergir para dois
limites distintos, entao

SH — SHE - ]

Observacao. Uma consequéncia do Teorema 3.3 é que se pode restringir os calculos das areas

as faixas da forma HY, visto que:
Area(H®) = Area(HY") = Area(HS) , onde c¢= 2 :
Exemplo 3.5. A drea da faira H{SS € a igual o da faiza H}, pois, pelo Teorema 3.3, tem-se
Area(HSY) = Area(H?X1S0) = Area(H?) .
Pelo gréfico da Figura 64, se a < b < ¢, tem-se:
Area(H?) + Area(Hf) = Area(HY) . (50)

Yi

Ha

H,,

0 a b c X

Figura 64: Areas de H? e Hy
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Para que a igualdade (50) seja vélida para quaisquer a, b e ¢ reais positivos, serao adotadas

as convengoes (51) e (52).
Area(H®) = 0 (51)

Area(H}) = —Area(H?) (52)
Se b < ¢ < a, aplicando-se as convencoes (51) e (52), tem-se:
Area(Hf) + Area(H®) = Area(H?) = Area(Hf) — Area(HS) = —Area(H?) =

Area(H?) + Area(Hf) = Area(H?) ,

ou seja, a igualdade (50) permanece vélida.

3.7 A Relacao entre a Hipérbole H e os Logaritmos

Em 1649, o também padre jesuita belga Alphonse Antonio de Sarasa (1618 - 1667), baseando-
se na proposicao de Grégoire de Saint-Vincent (seu professor na Ordem Jesuita), apresentada
na Se¢ao 3.5, fez uma importante observagao ao estudar a hipérbole H, descrita na sequéncia

com a notacao definida nesta dissertacao até aqui.

Vi

\H

0' a ar ar? ard® ar? ar® x

Figura 65: Configuracao da hipérbole H por de Sarasa

Seja dada a hipérbole H conforme a Figura 65 anterior, onde H,, Hy, Hs, Hy e Hj sao
as areas das faixas delimitadas pelos intervalos [a, ar], [ar, ar?], [ar?, ar®], [ar®, ar?] e [ar?, ar®]

da hipérbole H, respectivamente, com a € R e r € R tal que r > 1.

3

Como as abscissas a, ar, ar?, ar®, ar* e ar® formam uma PG de razao r, entao, de acordo

com o Teorema 3.3, as areas H,, Ho, Hy, Hy e Hs sao iguais, ou seja,

Hy=Hy,=Hs=H, = Hs
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sendo possivel estabelecer a relacao apresentada na Tabela 6.

Tabela 6: Relacao entre abscissas e areas sob a hipérbole H

Divisoes do x Area (H?)
Intervalo (PG) (PA)
0 a 0
1 ar H,
2 ar? H, + H,=2H,
3 ar? H, + H,+ Hy = 3H,
4 art H,+ Hy+ Hy + Hy = 4H,
5 ar® Hy+Hy+ Hs+ Hy+ Hy; =5H,

Como as areas das faixas HY formam uma PA de razao H;, de Sarasa percebeu a relagao

logaritmica entre os valores das abscissas e as areas das faixas da hipérbole H, conforme valores
da Tabela 7.

Tabela 7: Relacao logaritmica na hipérbole H

Valor | Logaritmo
(PG) | (PA)

a 0

ar H;

ar? 2H,

ar? 3H;

art 4H,

ar® 5H,

Para aprofundamento do tema desta secao, recomenda-se a leitura do artigo entitulado

“Alphonse Antonio de Sarasa and Logarithms” escrito por R. P. Burn.

3.8 O Logaritmo Natural

Na Tabela 7 anterior, fazendo-se a = 1, fica estabelecida uma relacao logaritmica especifica,

chamada de logaritmo natural (ou logaritmo hiperbdlico), definido a seguir.

Definicao. Dado um ntumero real x positivo, define-se o logaritmo natural de x, ou Inx, como
a area da faixa HY, ou seja:

Inz = Area(H?) . (53)

A igualdade (53) pode ser representada graficamente através da Figura 66.

67



In x H

0 1 X X

Figura 66: Representacao grafica do Logaritmo Natural

Pelas convengoes (51) e (52) definidas anteriormente, tem-se:

e Sex=1: Area(H)=0 = In1=0
e Sex>1: Area(H?) >0 = Inz >0

e Se0<z<1: Area(H?) <0 = Inz <0

Exemplo 3.6. Pela igualdade (53), tem-se
In3 = Area(H?) . (54)

No Ezemplo 3.3 da Segio 3.4.3, foi calculada uma aprozimagio da drea de H} por trapézios

secantes, denominada Aprs, onde:
APTS ~ 1, 1067 .

No Exemplo 3.4 da Secdo 3.4.4, calculou-se uma aproximacgdo da drea de H} por trapézios

tangentes, denominada Aprr, onde:
Aprr =~ 1,0946 .
Como Aprr < Area(Hf’) < Aprg, entio
1,0946 < Arca(H?) < 1,1067 ,
e, portanto, pela igualdade (54), tem-se

1,0946 < In3 < 1,1067 . (55)

Definicao. A funcdo real In : R% — R faz corresponder, a cada nimero real x > 0, o seu

logaritmo natural Inx.
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Teorema 3.4. A funcao definida por In : R}, — R ¢ uma funcao logaritmica.

Demonstracao: Para provar este teorema, deve-se mostrar que a funcao Inz satisfaz as
Propriedades Fundamentais (A) e (B) que definem uma fungao logaritmica, apresentadas na
Secao 3.1. Inicialmente, tome-se os pontos de abscissa 1, x e xy, onde x,y > 0. Sendo assim,
tem-se:

Arca(H) = Arca(H?) + Arca(H™) . (56)

Pelo Teorema 3.3, sabe-se que:
Area(H®) = Area(H"?) = Area(HY) . (57)
Substituindo-se (57) em (56), tem-se:
Area(H™) = Area(H?) + Area(HY) . (58)
Aplicando-se a igualdade (53) a equagao (58), tem-se:
In(zy) =Inz+1Iny , (59)

que corresponde a Propriedade Fundamental (A).

A seguir, tome-se z,y € R% tais que o < y. Isso significa que existe um nimero ¢ > 1 tal

que y = cz. Sendo assim, por (59), tem-se
Iny=In(cx) = hy=lhc+lnzx. (60)

Como ¢ > 1, entao Inc > 0, que implica em Inz > Iny. Portanto, a fungdo f(x) = Inz é

mondtona crescente, e atende a Propriedade Fundamental (B). ]

Resultam do Teorema 3.4 as seguintes propriedades, também apresentadas na Secao 3.1,

)z—ln:z:

) =Inz—Iny

onde z,y € R} e r e R:

e Propriedade 6: In(z") =r-Inz

e Propriedade 4: In

SR

e Propriedade 5: In

< |8

2712
128

Exemplo 3.7. Dados In2 =~ 0,6931 e In3 ~ 1,0986, calcula-se ln< ) utilizando-se

as propriedades de logaritmos, da sequinte forma:

() - (55 - (55) 0 (57) )

128 27 27 2
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L |
1n33+1n3/2—1n26:3-11134—%3—6-1112:g-ln3—6'ln2%

g -1,0986 — 60,6931 = 3,8451 — 4, 1586 = —0,3135 =

(27@
In

~ — 135 .
123 ) 0,3135

3.9 O Grafico da Funcao Logaritmo Natural

Pelas propriedades definidas na Secao 3.1, a fungao logaritmica f(z) = Inx é crescente,
ilimitada superior e inferiormente, bijetora, e, portanto, seu grafico esta contido no primeiro e

no quarto quadrantes do plano cartesiano.
Pontos de Intersecao. Sendo R o dominio da funcéo f(z) =Inxz, areta =0 é uma

assintota vertical do grafico de f(z) pois,

I = lim (Inz) = —
lim f(z) = lim (Inz)=—oco, ()

e, desta forma, o grafico da funcdo f(z) nao intercepta o eixo y.
(%) Vide Sec¢ao D.7 do Apéndice D para o estudo de limites laterais.

Considerando-se a Propriedade 2 da Secao 3.1, a abscissa do ponto de intersecao entre o gréafico

de f(x) =Inz e o eixo z é dada por

Concavidade. Seja dada a reta s(z), secante a curva f(x) nos pontos A(a, f(a)) e
B(b, f(b)), onde a < x < b e a,b € RY. Para se descobrir a concavidade do grafico de f,

tome-se o gréfico da hipérbole H no intervalo [a, b], conforme a Figura 67.

Y Y y
Ya
1/
1 L
0 a X b X 0 0 a X b X

Figura 67: Area da faixas H® e H? da hipérbole H e dos retangulos A? e
AP no intervalo [a, b]

Seja HY a area da faixa da hipérbole H no intervalo [a, z], e A* a drea do retangulo inscrito
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1
na hipérbole H no mesmo intervalo, de base (x — a) e altura —, onde:
x

HY=H} —H} =Inzx —Ina

1 z-—a (61)
Aiz(m—a)-;z .

Pela Figura 67, e a partir de (61), tem-se:

T —a Inz —Ina
Hy>A” = Inz—Ina> = @ —

1
> = 62
T T —a T ( )
Considere-se agora Hg a area da faixa da hipérbole H no intervalo [z,0], e AZ a area do
retangulo sobrescrito a hipérbole H no mesmo intervalo, de base (b — x) e altura —, onde:
T

H'=HY— HY =Inb—1Inx

Ag:(b—x)-%:b_$ (63)

T

Pela Figura 67, e a partir de (63), tem-se:

b— Inb—1 1
<A = hb-ho<-—" = 2T o- (64)
x b—ux x
Comparando-se as desigualdades (62) e (64), tem-se:
Inb—Inx 1 Inzx—Ina Inb—Inzx _Inz—Ina
e e N < =
b—z T x7 x—a b—xz — x—a

(x—a) - (Inb—Inz) < (b—2) - (Inz —Ilna) =
zlnb —zhz —alnb+alnze <blnz —blna —zhrz+zlna =
rzlnb—xrIlna—alnb <blnx —alnx —blna +ﬁw
rlnb—zlna—alnb+alna <blnzr —alnzx —blna+alna =
z (Inb—Ina) —a (Inb—1Ina) < (b—a)lnzx —(b—a)lna =

(x—a)-(Inb—Ina) < (b—a)-(Inx —Ilna) =

Inb—1
mxzma+(33—£3)@—ay (65)
— Qa

Pela equagao (12) da Subsecao 2.3.11, tem-se

s@%:ma+(E%}?g>@—a% (66)

que é a equagao da reta s(x) secante a curva da fungdo f(x) = Inz nos pontos A(a,lna) e
B(b,Inb).
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Substituindo-se (66) em (65), tem-se Inz > s(x) para quaisquer a,b € R, e, portanto,

pode-se concluir que a fungao f(z) =Inx é concava.

Grafico. O gréfico da fungao logaritmo natural esté representado na Figura 68.

vy Pro

Inb f(x) =Inx
1

Inx

s(x)
0 X

Ina

s
s(x)

Figura 68: Grafico da fungao Logaritmo Natural

3.10 O Numero e

Pelo Teorema 3.2, existe apenas um numero real positivo tal que o seu logaritmo natural
seja igual a 1. Este ntimero é a base do sistema de logaritmos naturais e é expresso pela letra

e. Em outras palavras, pode-se dizer que:
Area(H) =1 = Ine=1. (67)
Graficamente, pode-se representar a igualdade (67) através dos gréficos da Figura 69.

Y Vi

f(x) =Inx H

Figura 69: Representacoes graficas de Ine =1
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Pela desigualdade (55) da Segao 3.8, tem-se:

In3>1. (68)
VA
1 _________
A ~——H
0 1 2 X

Figura 70: Aproximacdo da Area(H?2) por retangulo sobrescrito

Do grafico da Figura 70, e considerando-se A como a area do retangulo sobrescrito a faixa

H?, tem-se:

Area(H?) < A = Area(H?) < (2—1)-1 = Area(H?) <1 = In2<1. (69)

Comparando-se os resultados de (68) e (69), e considerando-se a igualdade (67), pode-se

concluir que:
In2<1<In3 = In2<he<lnd = 2<e<3. (70)
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4 A Funcao Exponencial

O objetivo deste Capitulo 4 é definir e estudar a fungao exponencial, em especial a funcao
fl@)= e
Na Secgao 4.1, define-se a funcao exponencial e apresenta-se suas propriedades fundamentais.

Na Secao 4.2, a exponencial e* é definida e estudada a partir do grafico da hipérbole H, e
a funcdo exponencial f(z) = e” é definida e estudada a partir das propriedades estabelecidas

na Secao 4.1.

Na Secao 4.3, estuda-se o comportamento da funcao exponencial e através do seu gréfico.

4.1 Definicao e Propriedades

Definigao. Uma bijecao E : R — R’ denomina-se uma fung¢do exponencial quando sua

inversa L : R% — R ¢ uma funcao logaritmica, ou seja:
E(z) =L '(z) . (71)
O nimero E(x) chama-se exponencial de z, para todo = € R.

Da definigao, decorrem as seguintes propriedades:
Propriedade 1. E(z + y) = E(z) - E(y) para quaisquer z,y € R . (72)

Demonstracao: A Propriedade Fundamental (A) de fungoes logaritmicas (Secao 3.1) é defi-

nida pela igualdade (19), ou seja, L(zy) = L(z) + L(y).

Pela igualdade (71), tem-se:

L(z)=u <= z=L"'u)=E@) (73)
Liy) =v <= y=L"v)=E()
Substituindo-se (73) em (19), e aplicando-se a igualdade (71), tem-se:
L(zy) =L(z) +L(y) = L(zy)=u+v = L *'Lay)=L" ' (ut+v) =
vy=L " u+v) = E(@) - -E@v)=L'u+v) = E(u+v)=E@) E@),
E(u4v)
que equivale a E(z +vy) = E(z) - E(y) . O

Propriedade 2. A funcao E € crescente quando sua inversa L for crescente, e € decrescente
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quando L for decrescente.
Demonstracao: Se L for crescente, entdo, pela Propriedade Fundamental (B) das fungoes
logaritmicas (Segao 3.1), tem-se:

r<y <= L(x)<Ly). (74)
Substituindo-se (73) em (74), tem-se:

E(u) <E(v) <= u<wv,

ou seja, a funcao exponencial E é crescente quando sua inversa L for crescente.

Por outro lado, se L for decrescente, entao, pela Propriedade Fundamental (B) das fungoes
logaritmicas, tem-se:

r<y <= L(z)>L(y) . (75)

Substituindo-se (73) em (75), tem-se:
E(u) <E({w) <= u>wv,
ou seja, a funcao exponencial E é decrescente quando sua inversa L for decrescente. O

Propriedade 3. A exponencial de zero € igual a 1.

Demonstracao: Tome-se b € R tal que b # 0. Como o contradominio da fungao exponencial
E é R’ , entao E(z) > 0, e sendo bijetora por defini¢ao, entao E(b) # E(0). Sendo assim, pela

Propriedade 2 desta Segao 4.1, tem-se:
E(b)=EbL+0) = Eb =E®D-E0) = EO0=1. O]

1
Propriedade 4. Para todo x € R, tem-se E(—z) = Bo)

Demonstracao: Pelas Propriedades 1 e 3 desta Secao 4.1, tem-se:

1

Y E(z)
=1 E(z)-E(—z)
i ; E(z)
Propriedade 5. Para quaisquer z,y € R, tem-se E(z —y) = By)
Demonstracgao: Pelas Propriedades 1 e 4 desta Secao 4.1, tem-se:
Bz —y) = Bla + ()] =B(@) -B(-y) =B(@) =~ = By =g O
E(y) E(y)
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Propriedade 6. Para todo x € R e todo nimero real r , tem-se E(rx) = [E(x)]".

Demonstragao: Para se demonstrar esta propriedade, inicialmente deve-se observar que a

Propriedade 1 desta Segao 4.1 vale para um nimero qualquer de parcelas. Por exemplo:
E(zx+y+2)=E[(z+y)+z]=E(x+y)- E(z) =E(z) - E(y) - E(2) .
(i) Para r = n, com n € N, e pela Propriedade 1 desta Segao 4.1, tem-se:

para todo x € R, ou seja, a Propriedade 6 vale quando » é um nimero natural.

(ii) Para r = 0, e pela Propriedade 3 desta Secao 4.1, tem-se:
0-2=0 = E0-2)=E(0)=1 = E0-2)=[E(z)°

para todo x € R, ou seja, a Propriedade 6 vale quando r é nulo.

(iii) Para r = —n, com n € N, e pelas Propriedades 1 e 4 desta Secao 4.1, tem-se:

nr+ (—n)xr =0 = E[nx + (—n)z] = E(0) = E(nz)-E[(-n)z]=1 =

B[(=n)z] = = El(—n)z] = E@F B[(=n)z] = [E(z)]™" =
B(ra) = [E(2)]"

para todo x € R, ou seja, a Propriedade 6 vale quando » ¢ um nimero inteiro.

(iv) Para r = E, com p € Z, g € N, e considerando-se que esta Propriedade 6 é valida para p

inteiro e ¢ natural, tem-se:
q(rz) =pr = Elg(rz)] = E(pz) = [E(ro)! = [E(@@)] =

B(rz) = [E@)]/* = B(re) = [B(2))
para todo = € R, ou seja, a Propriedade 6 vale quando r é um niimero racional.

(v) Para se demonstrar que a Propriedade 6 é valida para r = «, onde a € R, considere-se «

escrito no formato da igualdade (20) da Segao 3.1, ou seja,

T
a=ay, 410y ...0p... =0+ —+ —+ ...+ — + ...,
0y T 710 T 102 107

onde ap € Z, neN e a, € Z, tal que 0 <a, <9.

Considere-se também o nimero racional «,,, que pode ser representado no formato da igual-
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dade (21) da Segao 3.1, ou seja,

onde ay € Z, jyne€N e a; € Zy talque 0 <a; <9.

Sabe-se, pela desigualdade (24) da Segao 3.1, que
aoﬁan§a0+1- (76)

A relagao entre a e «,, é definida pela igualdade (25), demonstrada na Propriedade 6 da Secao
3.1, ou seja,
a= lim aq, . (77)

n—-+oo

Sendo = € R fixado, inicialmente admitamos = # 0. Nesta situacgao, se a funcao E é crescente,
considerando-se o item (iii) desta Propriedade 6, e multiplicando-se os membros da desigualdade

(76) por x, tem-se

e para >0, a-z<a, - r<(a+1) -z =
E(ap-z) <E(a,-z) <E[(ag+1) 2] =
[E(x)]* < E(ay, - x) < [E(z)]*",

e para <0, a-z>a, x> (a+1) -z =
E(aop-z) > E(a, - x) > Ef(ag+ 1) - 2] =
[E(2)]* > E(ay, - 2) > [E(z)]™*,
se E é decrescente, tem-se
o pura w30 - r <o, o< (1) > (B > Ba, ) > (Bt
o pura w<0 o r>a. e (ot 1) > (B < Ba, ) < (B

e, para ¢ = 0, tem-se
ap-r=0an, = (ag+1)-2=0 = E(ap-z)=E(a,-z) =E[(ap+1)-2]=1.

Nota-se, portanto, que, em todos estes casos, a sequéncia (k,) definida por k, = E(a, - x) é

limitada.

Assim como previsto na Propriedade 6 da Secao 3.1, as demonstracoes a seguir serao feitas para
o, positivo, de forma que, se «,, for negativo, basta-se inverter os sinais das desigualdades onde

se fizer necessario. Para a,, positivo, tem-se que o, < ay,41 . Logo, se E é crescente, tem-se
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e para x>0 , ap-r<ap1-r = E(a, z) <E(au41-7),

e para £ <0 , ap->ap1-x = E(a, -2) > E(au-2),
se E é decrescente, tem-se

e para x>0 , ap-r<a,1-r = E(a, z) >E(a1-2),

e para <0 , ap,-r>ap1-2 = Ela, 2) <E(a1-7),

e, para ¢ = 0, tem-se
QT =0py1 =0 = E(a, -2) =E(ap1-2)=1.

Portanto, (k,) é mondtona, e, como também ¢é limitada, entao, pelo Teorema D.4 da Subsecao

D.3.4, (k) é convergente, sendo seu limite dado por

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

lim k, = lim E(a, - ) YE [( lim an) x} =E(a-x). (78)
(%) Esta passagem é valida devido a continuidade da fungao exponencial em todos os pontos
do seu dominio, o que é justificado no Teorema D.32 do Apéndice D.
Agora, tornando-se os membros da desigualdade (76) expoentes de base E(x), tem-se
e para E(z)>1 |, [E(2)]* < [E(x)]™ < [E(x)]aOH )
e para 0 <E(z) <1 , [E(2)]™ > [E()]* > [B(z)]*" ,

e para B(r)=1,  [B@)" = [E@)]" = [E@)]"" =1,

e para E(z)>1 , [E(z)]*" < [E(x)]*
e para 0 <E(x)<1 , [E(2)]™ > [E(x)]*" ,
e para E(z)=1 |, [E(x)]* = [E(z)]"* =1.

Logo, (t,) é mondtona e, sendo também limitada, entao, pelo Teorema D.4, é convergente, e

seu limite é dado por

lim ¢, = lim (B 2 [E@)] e = B (79)

n—-+oo n——+oo

(x) Esta passagem é valida devido a continuidade da fungao exponencial em todos os pontos

do seu dominio, como apresentado no Teorema D.32 do Apéndice D.
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Como «,, é racional, entao, pelo item (iv) desta Propriedade 6, tem-se

E(ay, -z) = [E(z)]" = lim E(a,-2z)= lim [E(z)]"". (80)

n—-+oo n—-+oo

Substituindo-se (78) e (79) em (80), tem-se

para todo = € R, e, portanto, a Propriedade 6 é védlida quando r é um nimero real. O
Propriedade 7. A funcdao exponencial E : R — RY € ilimitada superiormente e limitada
inferiormente.

Demonstracao: Por definigao, a fungao exponencial E é bijetora, e, sendo assim, sua imagem
¢ igual ao seu contradominio, que é R’ . Portanto, E é limitada inferiormente, pois E > 0, e é

ilimitada superiormente.

Propriedade 8. Se E(1) = a, onde a € RY. e a # 1, entdo, para todo nimero real 1, tem-se
E(r)=ad" .

Demonstracao: Para r = 0, e pela Propriedade 3 desta Secao 4.1, tem-se
E(0)=1=ad".
Para r # 0, entdao 1/r € R* e, pela Propriedade 6 desta segao, tem-se

E(1)_a:,E(r-1)_a;»[E(r)]l/f_a:,E(r)_ar. 0

r

O nudmero real positivo a = E(1), onde a # 1, apresentado na Propriedade 8 desta Segao
4.1, é chamado de base da funcao exponencial E. Para evidenciar a base, é comum escrever-se

a® ao invés de E(x), ou seja:

E(z) = a” , (81)

para todo x € R .

4.2 A Funcao Exponencial f(z)=¢e"

¥ ¢ o unico numero positivo cujo logaritmo natural é

Definicao. Dado o nimero real =, e
igual a x, ou seja:

Ine®* =z . (82)
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Area(Hf) =Ink

0 1 k X

Figura 71: A drea da faixa HY

O numero £, onde k € RY , pode ser representado geometricamente como a abscissa do
ponto no grafico da hipérbole H cuja drea da faixa HY éigual a Ink, como ilustrado na Figura

71. Fazendo-se k = e”, pela igualdade (53) da Secdo 3.8, e pela equacao (82), resulta que
Area(HF) =Ink=Ine* =z . (83)
Portanto, da igualdade (83), tem-se

k=¢" = Ihk=lne" = z=Ink.

=T

Trocando-se o parametro k£ por y, obtém-se a seguinte equivaléncia:

y=e' <<= x=Iny. (84)

Pela equivaléncia (84) e pelas propriedades estudadas na Segao 4.1, conclui-se que y = e®
é uma funcao exponencial de base igual ao nimero e, pois é a inversa da funcao logaritmo

natural.

Sendo assim, a partir das igualdades (82) e (84), tem-se
Ine” =z ; M=y (85)

para todo x € R e todo y € R7 .

T

Como fungao exponencial, f(z) = e* apresenta as seguintes propriedades, estudadas na

Secao 4.1, para todo =,y € R:
e Propriedade 1: f(z+y) = f(z)- f(y), ouseja, ¥ =¢e*-¢Y;

e Propriedade 2: a fungao f(z) = e® é crescente pois sua inversa, a funcao f~'(z) =Inz,

também o é;
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Propriedade 3: f(0) =1, ouseja, e =1;

1
e Propriedade 4: f(—x) = m ,ouscja, €% =—;
X et
e Propriedade 5: f(z —y) = % , ou seja , €Y = 6_y :
Yy e

Propriedade 7: f(z) =¢e* > 0.

4.3 O Grafico da Fungao f(z) =e”

A funcdo exponencial f(x) = e*, por sua defini¢do e pelas propriedades vistas na Secdo
4.2, tem seu gréfico simétrico ao da fungao f~'(z) = Inz em relagao a reta y = z. Além disso,
f(xz) = e® é crescente, tem seu dominio Dom(f) = R e sua imagem Im(f) = R , é bijetora,
ilimitada superiormente e limitada inferiormente por y = 0. Portanto, seu grafico estd contido

no primeiro e no segundo quadrantes do plano cartesiano.
Pontos de Intersegao. Como a imagem da funcdo f(xz) =e€* é¢ R} ,areta y =0 é uma
assintota horizontal do grafico de f(z), pois

lim f(z)= lim e*=0. (%)

Tr—r — 00 Tr—r—00
e, sendo assim, o gréifico de f(x) nao intercepta o eixo x.

(%) Vide Secao D.6 para o estudo de limites de fungoes.

Pela Propriedade 3 da Secao 4.1, a ordenada do ponto de interse¢ao entre o grafico de f(z) = e*

e o eixo y é dada por

fO) =1,

Concavidade. Dados a,b € R com a < b, para se descobrir a concavidade do gréafico de
f(z) = e* no intervalo [a, b] , busca-se verificar qual é a sua posicao relativa a reta s(x) secante

a f(x) nos pontos de abscissa a e b, definida pela equagao (12), como segue:

b

s(@) = "+ (Gb:za> (@—a). (86)

Para tal, necessita-se de uma desigualdade que relacione f(z) = e® e a equacao (86), ou seja,

T

que vincule os parametros a, =, b, e*, e¥ e €. Neste sentido, como, pela igualdade (53) da

Secao 3.8 e pela equagao (82), tem-se
Area(HS ) =Ine® =z |

entao serao estabelecidas relagoes entre areas definidas no grafico da hipérbole H, tomando-se,

k

como limites de faixas da hipérbole H | as abscissas €%, ¢ e ¢’ onde k ¢ tal que x = z(k) e
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e® < ¥ < eb. Sendo assim, considere-se o grafico da hipérbole H no intervalo [e?, €’], conforme

a Figura 72.
Y

l/e“

Figura 72: Areas das faixas da hipérbole H;, e Hs e dos retangulos A; e As
no intervalo [e?, €]

Considere-se H; a area da faixa da hipérbole H no intervalo [e?, ¢¥], e A; a drea do retangulo

inscrito na hipérbole H no mesmo intervalo, de base (e* — e?) e altura —, onde
e

Hy=lneF —Ine* =k —a

1 ek — ea (87)
YON a —
Ay = (e —e)-e—k— o
Pela Figura 72, e a partir de (87), tem-se:
ek — el ek — el L
HIZAl = k—aZ & = Se . (88)
e k—a

Considere-se agora H a drea da faixa da hipérbole H no intervalo [e*,e’], e Ay a drea do

1
retangulo sobrescrito & hipérbole H no mesmo intervalo, de base (e’ — e*) e altura —, onde:

ek’
Hy=Ine" —lne* =b—k
b — ok (89)
Agz(eb—ek)-e—k: ra
Pela Figura 72, e a partir de (89), tem-se:
o _ ok b _ ok
Hy <Ay, = b—k< = < 90
2 S A =Tk €= bk (90)
Comparando-se as desigualdades (88) e (90), tem-se:
ek — en < < el — ¥ N ek —ea < el — ¥ N
e —_—
k—a — = b—k k—a = b—k

(b—Fk)-(F—e)<(k—a) - (" =€) =

bek—bea—M+ke“gkeb—M—aeb+aek =

82



bek — ae® — be® < keb — ke® —ae® =
—+ae?

bek — ae® — be® + ae® < ke’ — ae® — ke® + ae® =
e*(b—a)—e*(b—a) < e’k —a)—e*(k—a) =

(" —e)-(b—a) < (" —e*) - (k—a) =

ek§6“+<€b_e)-(k—a).

—a
Substituindo-se a varidvel k por x, e pela equacao (86), tem-se

el — e

ewge“—k(

)~<x—a> S f(2) < s(a) |

b—a
} . I
e, portanto, conclui-se que a funcao f(x) = e é conveza.

Grafico. Com os elementos obtidos nesta Secao 4.3, é possivel avaliar o comportamento da

fungao f(x) =e® através do seu grafico, representado pela Figura 73.

N

L: f7Y(x)=Inx

T

Figura 73: O grafico da Fungao Exponencial f(z) =e

83



5 Outras Bases de Logaritmos

O objetivo deste Capitulo 5 é abordar os sistemas de logaritmos com bases diferentes do

numero e.
Na Secao 5.1, apresenta-se e exemplifica-se a férmula de mudanca de base de logaritmos.

Na Secéo 5.2, estuda-se a fungao logaritmica L(z) = log, = e suas propriedades para a > 1

e O<ax1l.

Na Segao 5.3, estuda-se o comportamento da fungao logaritmica L(z) = log, x para a > 1

e 0<a<1 através dos seus gréficos.

Na Secao 5.4, estuda-se o sistema de logaritmos decimais, ou seja, logaritmos de base 10.

5.1 Mudanca de Base de Logaritmos

O estudo desenvolvido até o presente capitulo foi dedicado ao logaritmo natural e a expo-
nencial de base e. No entanto, qualquer ntimero real positivo pode ser utilizado como base
para formar um sistema de logaritmos. De acordo com a equagao (40) da Secao 3.1, a férmula

de mudanca de base de logaritmos é dada por:
log, x = log, a - log, x . (91)

Fazendo-se = = b na equagao (91), tem-se:

1
log,a

log,a-log,b=1 = log,b= (92)

Exemplo 5.1. Aplicando-se a =10 e b=e a formula (91) de mudanc¢a de base, tem-se
Inz =1n10-log,,x ,

e fazendo-se x = e, obtém-se

1

logjge

ne =1Inl0-loge = Inl0=
=1

5.2 A Funcao Logaritmica f(x) =log,x
Considere-se a funcao logaritmica f : R} — R cuja base é o niimero a, onde a > 0. De

acordo com a igualdade (38) da Segao 3.1, pode-se escrever f(z) = log,x. Pela Propriedade

Fundamental (A) de fungoes logaritmicas (vide Secao 3.1), tem-se:
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log, (zy) = log, x + log, y (93)
para quaisquer z,y € R7.

Fazendo-se y = ax, e pela igualdade (93), tem-se

log,y =log, (ax) = log,y=1log,a+log,z=1+log,z = log,y>log,x. (94)
——

=1

Considerando-se a desigualdade (94), se @ > 1, entdao y > x e a funcdo f(z) = log, = é
crescente, e, se 0 < a < 1, entdo y < x e a fungao f(x) = log, x é decrescente, atendendo,

assim, & Propriedade Fundamental (B) de fungoes logaritmicas (vide Secao 3.1).

Aplicando-se as demais propriedades de funcoes logaritmicas estudadas na Secao 3.1, onde

r,y € R e r e R, tem-se:
e Propriedade 2: log,1=0;

1
e Propriedade 4: log, (—) = —log, x ;
x

e Propriedade 5: log, (f) = log,r —log, v ;
)

e Propriedade 6: log, " =r - log, =.

5.3 O Grafico da Fungao f(z) =log, x

Como demonstrado na Segao 5.2, a funcao logaritmica f(z) = log,z pode ser crescente
(a > 1) ou decrescente (0 < a < 1), e, pelas propriedades mostradas na Sec¢ao 3.1, é ilimitada
superior e inferiormente, bijetora, e, assim, seu grafico esta contido no primeiro e no quarto

quadrantes do plano cartesiano.

Pontos de Intersecao. Como o dominio da funcao f(z) =log,z é R* , areta 2 =0 é

uma assintota vertical do gréfico de f(x) pois,

lim f(z) = lim (log,x) = —00, ()

r—0t z—0t

e, portanto, o grafico da fungao f(z) nao intercepta o eixo y.
(*) Vide Segao D.7 do Apéndice D para o estudo de limites laterais.

Pela Propriedade 2 da Secao 3.1, conclui-se que o ponto de interse¢do entre o grafico de f(z) =

log, x e o eixo x tem abscissa igual a



Concavidade. A concavidade do gréfico da funcao f(z) = log,x serd analisada para

a>1e 0<a<1. Do grafico da Figura 68, observa-se que:

Ina >0 para a>1

(95)
Ina<0 para 0<a<1
Da equagao de mudanca de base (40) na Segao 3.1, tem-se:
Inzx =1Ina-log,z (96)

Do estudo da concavidade da funcdo f(x) = Inz na Secao 3.9, e considerando-se o intervalo

[c,d], com c,d e R} e c<x<d, tem-se

Ind—1
lnlenc+<%) (x—c). (97)

Substituindo-se (96) em (97), tem-se:

— C

log, d —1
Ina-log,z>1Ina-log,c+1Ina (M) (x—c¢) =

d—c
1 —1

Ina-log,z > 1Ina [logac+ (M) (z — C)} (98)
—c

Se a > 1, entdo Ina > 0, que, aplicado a inequagao (98), resulta em

1 —1
M.logaxzm[bgaH(W)@_@] _
— C

log, d — 1
Oga Ogac) (x_c) ,

log, z > log, c + (
d—c

ou seja, a funcao f(z) =log,x é concava para a > 1.

lna:—ln<l><0 = ln<l>>0,
a a

que, aplicado a inequagao (98), resulta em

[_ In (1)] Nog, x> [_ In (1)} [bgaH <w> (x_c)] N
a a d—c
%.%M%[I()gaﬁ(w) (x_c)] N

a a d—c
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log,d —1
log, z < log, c+ (M) (x —c),
—c

ou seja, a funcdo f(z) =log,z é convera para 0 <a < 1.

Grafico. Com os elementos obtidos nesta Secao 5.3, pode-se avaliar o comportamento da
fungao f(z) = log,x para a > 1 e 0 < a < 1 através dos seus graficos, representados nas
Figuras 74 e 75.

y
y
fx) =loggx
(a>1)
0 1 X
0 1 X
fx) =log,x
0<a<l)
Figura 74: O grafico da funcao Figura 75: O gréfico da funcao
f(z) =log, x para a > 1 (crescente) f(z) =log, x para 0 < a < 1 (decrescente)

5.4 Logaritmos Decimais
Devido a utilizagao do sistema decimal de numeracao, o sistema de logaritmos mais empre-
gado é o de base 10, ou seja, os logaritmos decimais.

Ao invés de log,,, serd utilizada a notacao usual log para indicar os logaritmos decimais,
cuja relagdo com os logaritmos naturais é obtida pela equacdo (40) de mudanga de base, ou
seja,

Inz=In10-logz = logr=_—
n

para todo = > 0.

5.4.1 Mantissa e Caracteristica

Em Ciéncias e Engenharia, costuma-se expressar todo nimero real positivo x sob a forma
n
r=a- 10", (99)

onde 1 <a <10 e n € Z. Esta forma de representacao da aos engenheiros e cientistas uma

nocao facil de grandeza dos ntimeros utilizados. Por exemplo:
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7291 = 7,291 - 10° = r
0,0007291 = 7,291 - 10~% = s .

Como 1< a <10, entdao 0 <loga < 1. Portanto, da notagao (99) tem-se:

r=a - 10" = logz=loga+logl0" = logx=1loga+n-logl0 =
——

=1
logx =loga+n, (100)

onde:

log a = mantissa de logx

n = caracteristica de logx .

Do exemplo anterior, tem-se:

logr = log 7291 = log 7,291 + 3
log s = log0,0007291 = log 7,291 —4 .

Note-se que, pela notagao (99), os nimeros r e s tém o mesmo valor de a. Sendo assim,

logr e logs tém a mesma mantissa.

As tédbuas de logaritmos decimais apresentam as mantissas de logx para 1 < z < 10.
Portanto, no exemplo anterior, para se calcular logr e log s, é suficiente buscar a mantissa de
log 7,291.

No Apeéndice F, sao apresentadas duas tdbuas com as mantissas dos logaritmos decimais,
sendo a primeira dos niimeros de 10 a 499, e a segunda, de 500 a 999. Estas mesmas tabuas sao
vélidas para os logaritmos decimais de 1,00 a 9,99 (com duas casas decimais), pois a mantissa

¢ a mesma. Os valores das mantissas sao indicados com 4 algarismos decimais.

Exemplo 5.2. Se x = 5240 = 5,24 - 103, seu logaritmo decimal € igual a:
log 5240 = log 5,24 - 10° = log 5,24 + 3 .
Na Tabela 10 do Apéndice F, encontra-se logh,24 ~ 0,7193. Portanto,
log 5240 ~ 3,7193 .
Exemplo 5.3. Se z = 0,0524 = 5,24 - 1072, seu logaritmo decimal € iqual a:

log0,0524 = log 5,24 - 1072 = log 5,24 — 2 .

88



Como logh,24 ~ 0,7193, entao:
log0,0524 ~ 0,7193 —2 = log0,0524 ~ —1,2807 .
No intuito de manter-se a parte decimal tqual a mantissa, isto €, positiva, costuma-se escrever
log 0,0524 ~ 2,7193 ,

onde 2 = —2 ¢é a caracteristica de log0,0524 .

5.4.2 O Gréfico da Funcao f(x) =logx

Na Segao 5.2, verificou-se que o grafico da fungao f(x) = log, = é crescente quando a > 1.
Como a base decimal satisfaz esta condicao, logo, a fungao logaritmo decimal f(z) = logz é
crescente e, seguindo-se o que foi estudado na Segao 5.3, o gréafico da funcao f(x) =logzx fica

como ilustrado na Figura 76.

Ya '/S(x)

~ f(x) =logx
log b :

log x

s(x)

loga

s(x)'.

Figura 76: O grafico da fungao Logaritmo Decimal

De acordo com a equagao (12) da Subsegao 2.3.11, a equagao da reta secante s(x) na Figura

76 é dada por

s(z) =loga + (W) (x —a), (101)

que sera util para o calculo aproximado de logaritmos pelo método de interpolagao linear.
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5.4.3 Interpolacao Linear

As tabuas apresentam as mantissas de nimeros com uma quantidade limitada de casas

decimais. Nas tdabuas do Apéndice F, os valores das mantissas tém quatro casas decimais.

No entanto, suponha-se que seja necessario calcular-se o logaritmo de 6453. Como 6453 =
6,453 - 10, sua mantissa é igual a log 6,453 e sua caracterfstica vale 3. Porém, o ntimero
6,453 nao se encontra nas tdbuas do Apéndice F. Sendo assim, deve-se utilizar um método

que permita calcular-se um valor aproximado para log6,453.

Neste caso, serd empregada a interpolacao linear, método mateméatico que adota uma linha
reta como aproximagao da curva no intervalo entre dois pontos. Na Figura 78, A e B sao os

pontos de interpolagao, e a reta secante s(z) é o interpolante linear.

No exemplo em questao, os limites do intervalo sao os nimeros mais préximos de 6,453 na
Tabela 10 do Apéndice F, ou seja, 6,45 e 6,46, onde log6,45 ~ 0,8096 e log6,46 ~ 0,8102.
Portanto,

6,45 < 6,453 < 6,46 = log6,45 < log6,453 < log6,46 =

0,8096 < log 6,453 < 0,8102 .
Pelo método de interpolagao linear, calcula-se o valor aproximado de log 6,453, assumindo-

se que o grafico de f(x) = logx é bem aproximado pela reta que passa pelos pontos de abscissas
6,45 e 6,46, conforme a Figura 77.

Y

0,8102
log 6,453

0,8096

\ 1 H o
0 6,45 6,453 6,46 X f

Figura 77: O gréfico da funcao f(x) =logx no intervalo [6,45, 6,46 ]

Atribuindo-se coordenadas genéricas aos pontos A(a,loga) e B(b,logb), tem-se o grafico
da Figura 78.
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log b

s(x) = log x

loga
s

0

Figura 78: Interpolacao linear logaritmica

Na Figura 78, considera-se a ordenada s(x) como o valor aproximado de logz, e pela
equagao (101) da reta secante s(z), tem-se
logz ~ s(z) =

logbh —1
log z =~ loga + <w) (x —a) = (102)
—a

logz —loga logb—loga

~ <z <b. 103
P T, ccom a<uz (103)

Voltando-se ao exemplo inicial, calcula-se o valor aproximado de log6,453 através da

equagao (102) como segue:

log 6,46 — log 6, 45

log 6,453 ~ log 6,45 + ( ) (6,453 — 6,45)

6,46 — 6,45
0,8102 — 0, 8096
~ 0,8096 ’ : 6,453 — 6,45
! +( 6,46 — 6,45 >(’ 45)
0, 0006
= 0,8096 ’ +0,003
! +( 0,01 ) !
= 0,8096 -+ 0,00018
= 0,80978

Por fim, o valor aproximado de log 6453 é dado por:

log 6453 = log 6,453 + 3
0,80978 + 3
3,80978 .

Q
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5.4.4 Exemplos de Calculo de Logaritmos Decimais com as Tabuas do Apéndice

F

Exemplo 5.4. Calcular, através de logaritmos decimais, a expressao

4,014 x /0, 8206

(26, 2)?

Considerando-se  como o resultado da expressao, segue que

4,014 x {/0,8206 4,014 x (0,8206)"/°
B (26,2)2 B (26,2)2

1
logz = log4,014 + R x log(8,206 x 107') — 2 x log(2,62 x 10)
1
= log4,014 + E % (log 8,206 — 1) — 2 x (log 2,62 + 1)
1
= log4,014+ - x log 8,206 — 0,2 — 2 x log 2,62 — 2

1
= log4,014 + = x l0g8,206 — 2 x log2,62 ~ 2,2 . (104)

Pelas Tabelas 9 e 10 do Apéndice F e por interpolacao linear, tem-se

log4,02 — log 4,01
4,02 — 4,01
0,6042 — 0,6031
Y Y . 4
0.01 ) 0,00

log 4, 014 =:log4,01+—( ) (4,014 — 4,01)

~ 0,6031 + <

0,0011
0,01

= 0,6031 + ( ) - 0,004

= 0,60354 ,

log 8,21 —log 8§, 20

8,21 — 8,20

0,9143 — 0,9138
0,01

0, 0005
= 0,9138 + < ’ ) -0,006

log 8,206 = log8, 20 + ( ) (8,206 — 8,20)

Q

0,9138 + < ) - 0,006

0,01
= 0,9141 ,

log2,62 = 0,4183 ,

valores que, substituidos na equagao (104) anterior, resultam em
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1
logz ~ 0,60354 + = x 0,9141 — 2 x 0,4183 — 2,2

— —2,25024 (105)
= —2-10,25024 = (=2 — 1) + (1 — 0,25024) = —3 + 0, 74976
= 3,74976 , (106)

ou seja, a mantissa de logz vale aproximadamente 0,74976 e sua caracteristica é igual a —3.
Portanto, do resultado (105), tem-se

logr ~ —2,25024 =z~ 1072202

A poténcia 10* também é chamada de antilogaritmo do nimero a, ou, em outras palavras,
antiloga. Sendo assim, pelo resultado (106) do exemplo em questdo, pode-se escrever = ~

107225024 omo:

x o~ 107300 5 1073 10097 = 7~ antilog 3, 74976 (107)

Na Tabela 10 do Apéndice F, a mantissa 0,74976 estda entre 0,7497 e 0,7505, onde
log 5,62 ~ 0,7497 e logb, 63 ~ 0,7505. Fazendo-se logu = 0,74976 , e por interpolacao linear

através da equagao (103), obtém-se:

logu —log5,62 _ log5,63 —log5,62 _  0,74976 —0,7497 _ 0,7505 — 0, 7497
u—5,62 563562 u—562 563562
0,00006  0,0008 0, 00006
) — ) — 2 ) ~ 2 1
T he- oo T U 5,62+ =373 u ~ 5,62075 (108)

Aplicando-se o resultado (108) em (107), encontramos o valor aproximado de  como segue:
r=u-10"° = 2~5,62075-1073 .

Exemplo 5.5. Quantos algarismos tem o nimero 521900 2

Seja dado o nimero natural P com N algarismos, tal que P = ajasas...ay, onde 1 <
a1 < 10 e 0 < ao, ag, ..., ay < 10, sendo que a4, as, as, ..., ay € N. O nimero P também

pode ser escrito na forma

ON—l ON—I

P=ai,a0a3...ay x 1 = P=pxl1 ,onde p=aj,asas...ay . (109)

Como 1 <p <10, entao 0 <logp < 1, e, pela igualdade (100) da Subsegao 5.4.1, pode-se

afirmar que a caracteristica n do nimero inteiro P vale N — 1. Sendo assim, tem-se
n=N-1 = N=n+1. (110)
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Logo, ¢ suficiente calcular-se a caracteristica de um nimero natural para encontrar-se a sua

quantidade de algarismos. Neste exemplo, utilizando-se as tabuas do Apéndice F, tem-se

log (52%%%) = 1000 x log 52 = 1000 x log (5,2 x 10) = 1000 x (log 5, 2 + log 10)
~ 1000 x (0, 7160 + 1) = 1000 x 1,7160 = 1716 ,

onde a caracteristica de log (521%9%) ¢ n = 1716. Portanto, pela equacao (110), a quantidade

2 1.000

N de algarismos do niimero 5 vale

N =1716+1 = N =1717.

Exemplo 5.6. Se D ¢ um nimero inteiro com 35 algarismos e /D também € um nimero
inteiro, prove que VD =13 .

Pela igualdade (109), pode-se escrever D = d x 103, onde d é um numero real tal que

1 <d < 10. Sendo assim, tem-se

VD= ¥d x ¥103* = log VD =log Vd+1log ¥V103* =

1 logd 34 log d a1 34
log ¥D = = = =1 D— = 111
o8 31 31 31 8 31 (111)

Como 0 <logd < 1, e da equagao (111), tem-se:

1 31 34 1 34 31 35
E <log ¥D_ 2% - & 2% og WD < 22
<3z T 0sloe 30531 7 3= VYs3 7

log d
31

0<

1,09677 < log ¥D < 1,12003 = 0,09677 <log ¥D —1<0,12903 =
31

0,09677 < log ¥/D —log10 < 0,12903 = 0,09677 < log

< 0,12903 .

Pela Tabela 9 do Apéndice F, segue que:

31

0,0934 < 0,09677 < log < 0,12903 < 0,1303 =
—— ——
=log 1,24 =log 1,35

log 1,24 < log <logl,35 = 1,24<1—0<1,35 =

12,4< VD < 13,5 .
Portanto, como %D ¢ inteiro, tem-se

VD =13. (112)
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6 Outras Bases Exponenciais

O objetivo deste Capitulo 6 é estudar fungoes exponenciais com bases diferentes do niimero

Na Secao 6.1, a funcdo exponencial f(x) = a” é definida e estudada a partir das proprie-

dades estabelecidas na Secao 4.1.

Na Secao 6.2, estuda-se o comportamento da fungao exponencial a* através do seu gréfico.

x

6.1 A Funcao Exponencial f(z) =a
De acordo com a Propriedade 6 de funcoes logaritmicas estudada na Secao 3.1, a igualdade
In(a®) =2 -Ina (113)

¢ valida para todo a € RY e para todo x € R.

Considere-se a Figura 71 da Segao 4.2. Fazendo-se, neste caso, k = a”, pela igualdade (53)

da Segao 3.8, e pela equagao (113), resulta que
Area(H") =Ink=In(a*) =z -Ina . (114)
Portanto, da igualdade (114) e pela equagao (40) de mudanca de base, tem-se

In k
k=a® = k=) = z=—
N—— Ina

=z-lna

= x=log, k.

Substituindo-se k por y, obtém-se a equivaléncia a seguir:

y=a" <= axz=log,y. (115)

Pela equivaléncia (115) e pelas propriedades estudadas na Segao 4.1, verifica-se que f(z) =

a® é uma funcao exponencial de base a , pois é a inversa da fungao logaritmica f~1(x) = log, x .

Partindo-se das igualdades na equivaléncia (115), tem-se
log, (a®) =2 ; a“%Y=y (116)

para todo x € R e todo y € R7 .

T

De acordo com a Segao 4.1, a funcdo exponencial f(z) = a”, com a € R , apresenta as

seguintes propriedades, para todo z,y € R:
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e Propriedade 1: f(z+y) = f(z)- f(y), ouseja, a*™¥ =a*-a¥;

e Propriedade 2: se a > 1, a funcdo f(x) = a” é crescente pois sua inversa, a fungao

f~Y(z) =log, x, também o é, e, de forma andloga, se 0 < a < 1, ambas sdao decrescentes;

Propriedade 3: f(0) =1, ouseja, a’=1;

1 1
e Propriedade 4: f(—x) = ) ouseja, a '=—;
T a*
e Propriedade 5: f(zx —y) = % , ouseja, a* V= a_y ;
Y a

Propriedade 7:  f(z) =a® > 0.

6.2 O Griéfico da Fungao f(z) = a”

Seguindo-se o mesmo raciocinio desenvolvido na Secao 4.3, o grafico da fungao exponencial
f(z) = a® é simétrico, em relacao & reta y = x, ao grafico da fungao f~!(z) = log, z, é
crescente para a > 1 e decrescente para 0 < a < 1, é bijetora, ilimitada superiormente e
limitada inferiormente por y = 0. Logo, seu grafico se encontra no primeiro e no segundo

quadrantes do plano cartesiano.
Pontos de Intersegao. Sendo R* a imagem de f(z) =a", areta y =0 é uma assintota

horizontal do gréfico de f(x), uma vez que

lim f(z) = lim a"=0 para a>1,

T ——00 T——00 (*)

lim f(z) =lima®* =0 para 0<a<l1,

T—r00 xT—>r00

e, desta forma, o grafico de f(z) nao intercepta o eixo z.
(%) Vide Secao D.6 para o estudo de limites de fungoes.
Pela Propriedade 3 de fungoes exponenciais (vide Sec¢ao 4.1), a ordenada do ponto de intersecao

entre o grafico de f(x) = a” e o eixo y é igual a

f0)=1.

Concavidade. A concavidade do grafico da fungao f(x) = a® serd analisada para a > 1
e 0 <a <1, e serd aplicado o mesmo procedimento utilizado na Secao 4.3 para andlise de

concavidade.

Inicialmente, sejam dados ¢,d € R tais que ¢ < k < d, onde k é tal que = = x(k). A reta
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s(z) secante a f(z) nos pontos de abscissa ¢ e d é definida pela equacio

d

s(x) = a° + (‘”dizc> =) (117)

Se a >1,entdo Ina >0, e ¢ < k < d implica a® < a* < a?. A Figura 79 apresenta o

gréafico da hipérbole H no intervalo [a®, a?].

Ya

Figura 79: Areas das faixas da hipérbole H, e Hs e dos retangulos A; e A
no intervalo [a¢, a‘]

Considere-se H; a 4rea da faixa da hipérbole H no intervalo [a® a*] , e A; a &rea do

k

1
retangulo inscrito na hipérbole H no mesmo intervalo, de base (a” — a®) e altura — , onde

ak’
Hy=Inad*—Ina*=k-na—c-lna=(k—c)-Ina "
Alz(ak_ac)'%:aka_kac (118)
Pela Figura 79, e baseando-se em (118), tem-se
H>A = (/{:—c)-lnazak_kac LT kg (119)
a k—c

Tome-se agora Hy como a drea da faixa da hipérbole H no intervalo [a*,a?], e A5 como a

drea do retangulo sobrescrito & hipérbole H no mesmo intervalo, de base (a? — a*) e altura

E s onde:

Hy=Ina’—Ind*=d-lna—k-lna=(d—k)-lna
1 ot — gk (120)

Pela Figura 79, e a partir de (120), tem-se:
At — ok d_ k

ak d—k

Hy<A = (d—k)-Ina< (121)
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Comparando-se as desigualdades (119) e (121), tem-se

ak_ac< - <ad_ak _ ak_ac<ad k
a®-lna
k—c — — d—-k k—ec — d—k

(d—k)-(a*—a)<(k—c)-(a®"—d") =
da® — da® — kd” + ka® < ka® — kd” — ca® + ca¥ =

da* — ca® — da® < ka — ca® — ka® =

+ca®

da* — ca® — daf + ca® < ka® — ca® — ka® + ca® =

a"(d—c)—a’(d—c)<a%(k—c)—a’(k—c) =

kE_ ¢ - d__ ¢ o k__ ¢ a’ —a° . _
(" —a)d—c)<(a"—a)k—c) = a ag(d_c (k—c¢) =

d

akgac—l—(ad_a)-(k:—c).

—C

Substituindo-se k por x, e considerando-se a equagao (117), tem-se a desigualdade

a® — q°

e <at (50 wmd = S0 < )

pela qual verifica-se que a fungdo f(z) = a* é conveza para a > 1.

Agora, se 0 < a < 1, entao

1 1
lna:—ln<—)<0 = 1n(—)>0,
a a

e ¢ < k <d implica a® > a* > a?. A Figura 80 mostra o grafico da hipérbole H no intervalo

[a?, a] . Note-se que as Figuras 79 e 80 diferem entre si pelo valor dos limites do intervalo.

Ya

Figura 80: Areas das faixas da hipérbole Hy, e Hs e dos retangulos A; e A,
no intervalo [a?, a¢]

Considere-se H; a area da faixa da hipérbole H no intervalo [a?, a*], e A; a drea do retangulo
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inscrito na hipérbole H no mesmo intervalo, de base (a* — a?) e altura onde:

ak’

1
H1:lnak—lnad:k~lna—d~lna:(k:—d)dnaz(d—k)-ln(—)
1 ak — a4 ’ (122)
A1:(ak_ad)'gz P

Pela Figura 80, e a partir de (122), tem-se

1 k_ .d k_ .d 1
H>A = (d—k)~ln(—)2a ¢ 5 2 asak-ln(—). (123)

a ak d—k a

Tome-se agora Hs como a drea da faixa da hipérbole H no intervalo [a*,a‘], e Ay como a

drea do retangulo sobrescrito & hipérbole H no mesmo intervalo, de base (a®— a*) e altura

— , onde:
a
% 1
Hy=Ina*—Ina"=c-lna—k-lna=(c—k)-Ina=(k—c)-In| -
a 124)
1 a® — af (
Pela Figura 80, e a partir de (124), tem-se
1 c __ k 1 c __ k
Hy< Ay = (k:—c)~1n<—>§a < o ak~1n<—>§a ‘. (125)
a a a k—c

Comparando-se as desigualdades (123) e (125), tem-se

ak—ad<k1 1 <ac—a”C N ak—ad<ac—ak N
a”-ln|{—
d—Fk — a) k—c d—k = k—c

(k—c)-(a"—a") < (d—k)-(a° —d") =
kd® — ka® — cd® + ca® < da® — da* — ka® + kd® =

da* — ca® — da® < ka® — ca® — ka® =
+ca‘

da® — ca® — da® + ca® < ka® — ca® — ka® + ca® =

a"(d—c)—a’(d—c)<a'lk—c)—a“(k—¢) =

ad_ac
(" —a®)(d—c) < (a®—a)(k—c) = ak—acg( )-(kz—c) =

d—c

d__ ¢
akgac—l-(ad_Z)-(k:—c).
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Trocando-se k por z, e levando-se em conta a equagao (117), tem-se

T < a4 ot~ (x —¢)
CL a . J—
- d—c ’

e, assim como no caso em que a > 1, a funcdo f(z) = a® também é convera para 0 <a < 1.

Portanto, conclui-se que a funcao exponencial f(z) = a® é convera para qualquer a € R .

Grafico. Com o estudo feito nesta Secao 6.2, pode-se analisar o comportamento da funcao

f(z) =a” para a >1 e 0 < a <1 através dos seus graficos, ilustrados pelas Figuras 81 e 82.

y E:y=a* y
(a>1)
A: y=x A: y=x
a
L: y=log, x 1
1 (a>1)
a E: y=a*
(0<ax<1)
0 1 a X 0 a 1 %
L: y =log, x
(O<a<1)
Figura 81: O grafico da funcao f(x) = a” Figura 82: O grafico da funcao f(x) = a”
para a > 1 (crescente) para 0 < a <1 (decrescente)
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7 O Numero e como Limite

O objetivo deste Capitulo 7 é apresentar a definigao classica do nimero e como limite.

Na Secao 7.1, é apresentado e demonstrado um limite que pode ser utilizado para definir o

numero e.

Na Secao 7.2, é apresentada uma interpretacao geométrica do limite definido na Secao 7.1,

através da aproximagao da area da hipérbole H por poligonos retangulares sobrescritos.

7.1 Definicao Classica de e como Limite
O numero e ¢ tradicionalmente definido como o limite de sequéncia

1 n
e = lim (1+—) , com néeN. (126)
n

n—o0

1 n
A igualdade (126) significa que a sequéncia (1 + —) converge para o valor de e.
n

Para se provar a igualdade (126), inicialmente serd demonstrado o Teorema 7.1 a seguir.
Teorema 7.1. Para z € R tal que x > —1 e = # 0, tem-se

lim(l—i—x)l/x:e.

z—0

Demonstragao: Segue primeiramente a demonstragao do Teorema 7.1 para x > 0.

y Y

1 ; 1
1 ‘ H 1/ e —
/(1 +x) A /(1 +x) 4

0 1 1+x X 0 1 1+x X

Figura 83: Retangulos inscrito e sobrescrito a H; ™ com x > 0

Na Figura 83, considere-se A; a area do retangulo inscrito e Ag a area do retangulo sobres-

crito & faixa Hi ™ da hipérbole, onde

A; < Area(H!™™) < Ag | (127)
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A,_[(1+x)—1]~( ! ) = A= (128)

—_— \1l+2x 1+2x
—

=z

Pela igualdade (53), a qual define o niimero Inx como a drea da faixa da hipérbole HY |
tem-se:
Area(H**) =In(1 +z) . (130)

Substituindo-se (128), (129) e (130) em (127), tem-se:

1 In (1
<lnh(l+z)<z = < n Jrag)<1. (131)
14+ 14+ T

Pelo Propriedade 6 das funcoes logaritmicas, tem-se:

M =In(1+ x)l/z . (132)
x
Substituindo-se (132) em (131), tem-se:
l/x
<ln(l+2)/"<1. (133)

1+2x

Aplicando-se a exponencial de base e a todos os membros da desigualdade (133), e pela

igualdade (85) da Secdo 4.2, tem-se:

1
e<1+_x> <e ln(”‘”)l/x <e = e(H_m) < (14 x)l/x <e. (134)

Fazendo-se = — 0% em todos os membros da desigualdade (134), tem-se:

1
lim e(H_x) < lim (1 —i—x)1/$ <e. (135)

z—0t z—0t

=e
Da desigualdade (135) e pelo Teorema do Confronto (Segao D.3.5), conclui-se que:

lim (1+ x)l/x =e, (136)

z—0t

. . " ~ 1 .
ou seja, quando x se aproxima de zero por valores positivos (x), entdo (1 + z) /e se aproxima

do numero e.

(%) Vide Secao D.7 do Apéndice D para o estudo de limites laterais.
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Na sequéncia, o Teorema 7.1 serd demonstrado para —1 < z < 0.

y Y
1, ] 1, ]
/(1 +x) /(1 +x)

1 e R ~

H A H
A s
I
0 1+x 1 X 0' 1+4x 1 x

Figura 84: Retangulos inscrito e sobrescrito a Hi,, com —1 <z <0

. / , A~ . . / ’ A~ .
Na Figura 84, tome-se A; a area do retangulo inscrito e Ag a drea do retangulo sobrescrito

a faixa H{,, da hipérbole, onde

A} < Avea(HL,,) < Ay, (137)
Ai=1—-(1+2)]1 = A =-z, (138)
(=—=)

A= —(4a) (—) = Ay—-_" (139)

RS AR § ST Twa

(=)

Pela igualdade (130) e a convengao (52) definida na Se¢ao 3.6, tem-se

A’rea(Hllﬂ) = —Area(H™") = Area(Hllﬂ) =—In(l+az). (140)

Substituindo-se (138), (139) e (140) em (137), e sabendo-se que = < 0 implica (—x) > 0,

tem-se

In (1 1
—r<—-—In(l+2)<— = 1< n Jr"E)< . (141)
1+ T 1+
Substituindo-se (132) em (141), tem-se
l<ln(l+a2)7 < (142)
n x )
1+ =z

Aplicando-se a exponencial de base e a todos os membros da desigualdade (142), e pela

igualdade (85), tem-se

1

1
e’ () o oo (14 :z:)l/z <elma) | (143)

103



Fazendo-se x — 0~ em todos os membros da desigualdade (143), tem-se

1
e< lim (1+2)7% < lim e(T3) (144)
z—0~ z—0~
=e

Da desigualdade (144) e pelo Teorema do Confronto (Segao D.3.5), conclui-se que

lim (1+2)7" e, (145)

z—0~

. . . . /g .
ou seja, quando x se aproxima de zero por valores negativos (xx), entdo (14 x)/" se aproxima

do nimero e.
(%) Vide Secao D.7 do Apéndice D para o estudo de limites laterais.

Portanto, como os resultados (136) e (145) sao iguais, conclui-se que

lim (1+2)7" = ¢, (146)
z—0
e o Teorema 7.1 fica completamente demonstrado. O]

Fazendo-se = = 1/u, tem-se uw = 1/x e, consequentemente,

r—= 0t = u— 40

(147)
=0 = u— —00.
Portanto, aplicando-se a mudanca de varidvel x = 1/u aos limites (136) e (145), tem-se
1 u
lim (l—i—a:)l/x:e = lim (1+—) =e
z—0t u—+00 U
) 1 ) 1\
lim (1+2)/"=e = lim (14+—-)] =e,
x—0~ U——00 u
ou mesmo
i 1\* i 1\*
lim (1+—-) =e ; lim (1+—-) =e. (148)
r—r—+00 €T T—r—00 €T

Observagao. No Exemplo D.15 da Subsecao D.3.4 do Apéndice D, demonstra-se que a
(1)
1+ — ,
n

Corolario 7.1. Dado um numero a € R, sao vdlidos os limites

sequéncia

onde n € N, é convergente.

lim(l—i—ax)l/x:e“ ; lim (1+ﬂ> =e* ; lim <1+2> =e .
x x

z—0 xr—+00 T——00
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Demonstracao: Fazendo-se u = ax, entdo 1/ =a/u,e v — 0 implica u — 0. Substituindo-
se estes valores no limite

lim (1 + ax)l/x :

z—0

e considerando-se o limite (146), tem-se

. 1/;5 T a/u o . l/u N _a
91613(1)(14—611:) —glclgé(l—l—u) = | glg(l)(l—l—u) | =, (149)
=e

demonstrando-se, assim, a validade do primeiro limite.

Fazendo-se, agora, v = 1/x, entdo x = 1/v. Substituindo-se estes valores no limite

lim (1 + 3>x,

Tr—+0c0 €T

e considerando-se a equivaléncia (147) e o limite (149), tem-se

x 1
lim (1 + ﬁ) = lim (1+ av) Jo_ oo (150)
T—+400 X \v—>0+
~
Seguindo-se 0 mesmo raciocinio, verifica-se que
. aNT Vo
lim (1 + —) = lim (1+av)/" =€, (151)
T—r—00 xr \UHO_ ,
_= ea’

mostrando-se, desta forma, que o segundo e o terceiro limites do enunciado também sao validos.

Portanto, fica assim completamente demonstrado o Coroléario 7.1. O

1 n
7.2 Interpretacao Geométrica do Limite lim <1 + —) =e
n

n——+00

O propdsito desta secao é apresentar uma interpretagao geométrica do limite

1 n
lim <1 + —> =e,
n—-+oo n

com n € N, utilizando-se um poligono retangular ) sobrescrito & faixa H¥ da hipérbole

com as seguintes caracteristicas:
(i) O poligono @ esta definido sobre o intervalo [1,k], com k € R tal que k > 1;
(ii) A area do poligono @ é igual a 1;
(iii) O poligono @ é composto por n retangulos adjacentes entre si;
)

(iv) As éreas dos n retangulos que compoem o poligono ) sao iguais entre si.
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Chamando-se as areas dos n retangulos sobrescritos de A;, A, As,...,A;,... A,, onde

7 €N tal que 1 <7 <n, tem-se que

1
n

Para que a condigao (iv) seja atendida, os extremos do intervalo de cada retangulo devem
ser os extremos do anterior multiplicados por uma mesma constante real, conforme o Lema 3.3
da Secao 3.6. Neste caso, pela facilidade de céalculo, serao utilizadas, como limites das faixas,
abscissas que formem uma PG de razao r € R tal que r > 1. Logo, as bases dos retangulos

sobrescritos estarao sobre os intervalos
7], [rr?, %%, o, [P, o, [ e
e, portanto, verifica-se que o extremo superior k do intervalo que delimita o poligono () vale
k=nr". (153)

O poligono ) com estas caracteristicas ¢ ilustrado pela Figura 85. Note-se que esta confi-
guragao é similar aquelas utilizadas por Saint-Vincent e de Sarasa, apresentadas nas Secoes 3.5

e 3.7, respectivamente.

Y

1
1y L LN

l/rz _____ Al' _______

CTARRY oy

0' 1 r 7r? r3 . pn-i ri X

Figura 85: Poligono retangular @ sobrescrito a faixa H!"

Pelas igualdades (152) e (153), e sabendo-se que o retangulo sobre o intervalo [r/~! ] tem

base (r/ —ri~1) e altura (1/r771) verifica-se que

1 . A 1 A ) 1 , 1
= (Pl =Yy = (T iy 2 (2 1) .
Aj_rj—l (r! =1777) i1 (r-r ) — - (r—1)- 27" n =
1 1 1\"
r—l=-— = r=14+—- = 71r"=(1+—- =
n n n
1 n
k:r”:(1+—) : (154)
n



Aplicando-se o limite com n tendendo a infinito aos membros da igualdade (154), e pela

igualdade (126) da Secao 7.1, tem-se que

1 n
lim k= lim »" = lim (1 + —) = lim k= lim " =e, (155)
n—-+oo n——+oo n—-+oo n n—-+oo n—-+oo

-~

=€

ou seja, aumentando-se o valor de n, o valor de £ = r" também aumenta, convergindo para
o numero e. A Tabela 8 ilustra esta afirmacao, lembrando-se que, para fins de comparacao, o

valor de e com 12 algarismos decimais exatos ¢

e~ 2, 718281828459 . (156)

Tabela 8: Valores de k =", onde n € N

N® de retangulos A
do poligono @
1 2

2 2,25
3 2,37037037
10 2,59374246
100 2,70481382
1.000 2,71692393
10.000 2,71814592
100.000 2,71826823
1.000.000 2,71828046
10.000.000 2,71828169

Pela caracteristica (ii) do poligono @ e pela igualdade (67), que define a drea da faixa H¢

como sendo 1, tem-se

Area(Q) = Area(HS) =1,

e, desta forma, considerando-se a igualdade (155), pode-se concluir que, quanto maior o nimero
de retangulos que compoem o poligono (), mais o seu formato se aproxima da regiao delimitada

pela faixa da hipérbole HY .
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Apeéndices

A Demonstragcao da Propriedade L(z") = n - L(x), com

n € N, pelo Principio da Inducao Finita
Seja a proposi¢do P(n) : L(z™) = n - L(x) para todo n € N (n > 1). Pelo Principio da

Indugdo Finita, inicialmente é feita a verificacdo da validade de P(n) para algum ny € N.

Neste caso, a verificagao ¢é feita para o valor ng =1 como segue:

P(1): L(z')=1-L(z) — P(1) é valida!

Supondo-se que P(n) é vélida, verifica-se a validade de P(n + 1) da seguinte forma:

L(z")=n-L(zx) = L")+ L(zx)=n-L(z)+ L(z) = Lz"-z)=(n+1) L(z) =
L(z™-z)

P(n+1): L") = (n+1)L(z) — P(n+1)évélida!

Portanto, fica demonstrado que a proposigao P(n) : L(z™) = n - L(z) é valida para todo

n € N.

Observagao: a igualdade L(z") 4+ L(z) = L(z" - z) é resultante da Propriedade Fundamental
(B) de fungoes logaritmicas. (Vide Segao 3.1)
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B Posicao Relativa entre as Retas Secante e Tangente a

Hipérbole H no Intervalo [a, b]

Considere-se a reta s secante a hipérbole H nos pontos de abscissa a e b, e a reta ¢t tangente

a hipérbole H no ponto médio do intervalo [a,b], onde a,b € R e a # b, de modo que

S T Y=Ms T+ Ng
t:ry=my-x+n,

conforme a Figura 86.

Y

ne
/(a + b)
o h(x) = 1y
]_/b A
——s Yy =mgXx + ng
- y=mgXx +n;
0 X

Figura 86: Grafico das retas secante e tangente a faixa da hipérbole H®

Inicialmente, o coeficiente angular m, da reta secante s é dado por

_ h(b) = hla) _ 1/b—1/a:_(b7) | (;/)

1
s = s:__<07
b—a b—a m

ab

e o seu coeficiente linear ng, por

1 1 1 1 1
h(a)_ms~a+ns$—_(—_).a_|_ns:>ns__+£:>ns__+_>07
a

a ab a b
‘ __x+ 1+1
S ¥= ab a b))

Tome-se agora a reta r : y = m-x+n, secante a hipérbole H nas extremidades do intervalo

resultando na equagao

(k—6,k+0) com centro no ponto k e raio §, onde k,0 € R% e 0 <k, conforme a Figura 87.
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o h) =Y

> y=mx+n

Figura 87: Grafico da reta rs secante a faixa da hipérbole H ,’jfg

O coeficiente angular m da reta r é dado por

1 1
o MO~k =6) k46 k-0 _ (20 \ (1) _
(k6 - (k-6 20 k22 26
1
"o <Y
e seu coeficiente linear n, por
1 1
ho L L k49 _ k= k+d 2k
k40 kK262 k2-4? k2 — 62 ’
que resultam na equacao
x 2k

_k:2—62+k2—(52‘

Fazendo-se ¢ tender a zero, os valores de k — 0 e k + 0 se aproximam cada vez mais da
abscissa k, centro do intervalo, e a posicao da reta rs varia até tornar-se tangente a hipérbole

H. Neste caso, considerando-se

. . a+b
Ilmm=m; , limn=n, e k=
6—0 6—0 2

)

chega-se a equagao da reta t mencionada no inicio deste Apéndice B. O coeficiente m; é dado

Ly 1) 1 _220
e e ) T e T ™ ) S

110

por




o coeficiente ny;, por

L 2 \_2%_2 4
e\ e o) T T T M T are

e, consequentemente, a equacgao de t é dada por

t o y=— 2 2:L‘—|— 4
P Y= a+b a+b)

Supondo-se que as retas s e t fossem paralelas, entao teria-se mgy = m;, e, sendo assim,

1 2 \? 1 2 \?
- = — = = a’+4 2ab+ b =4ab =
ab a+b ab a+b

a?—2ab+0*=0 = (a—b)>=0 = a—b=0 = a=b,
que contradiz o enunciado, pois a # b.

Logo, conclui-se que mg # my, e, portanto, as retas s e t nao sao paralelas entre si.
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C Concavidade do Grafico da Hipérbole f(z) = —

Considere-se a hipérbole retangular f : R* — R* definida por f(x) = 1/x e os nimeros

reais positivos a e b tais que 0 <a <b.

Note-se que, para a < x < b, tem-se

r—a>0, b—x>0 e b—a>0.

Conforme a definicdo dada na Subsecao 2.3.11, tem-se que

f(b) = f(a)

f é convexa < f($)<f(a)+{ b—a

](w—a) =

b () o 2 e
7>{ﬂb‘b(;)}(x/—ﬂ)<:>é>%<:>x<b, (157)

e, de forma andloga,

f é convexa <= f(x) < f(b) + [W} (x —b) <=
i_%< (%) (z-b) = b;bw [abb(a_—ab)}( —b) =
b—7T b—a 1 b—a
<) ;<—{—m} -
Ll o (159

e, portanto, por (157) e (158), conclui-se que f tem a concavidade voltada para cima (conveza)

no intervalo a < x < b.

A Figura 88 ilustra o grafico da hipérbole para a < z < b.
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Yi

Ya

1/b

0 a b X

1
Figura 88: A hipérbole f(x) = — é convexa para a <z < b
T

Por uma questao de completude do texto, verifica-se, na sequéncia, a concavidade da

hipérbole f(z) para —b < x < —a, sendo que
r—(=b)=2+b>0, —a—z=—(a+2)>0 ¢ —a—(-b)=b—a>0.

Desta forma, tem-se

f é concava < f(z) > f(—b) + [fE:Z§:{£;)b)] [z — (=b)] <=
11 —1/a+1/b r+b a—1b
e (L) ey = 5 g e =
z+b b—a 1 1
33—15 _[M}M@ E>—5<:>l’<—a, (159)
e, analogamente,
f é concava <= f(z) > f(—a)+ [fg:lg; : (E;;L)} [z — (—a)] <=
1 1 —1/b+1/a a+x b—a
E+E>{ —b+a }(x—i—a) = T [ab(a—b)](aH—a) —
a+z b—a [—(a~+T)] [—(a—+T7)]
Y {_M] (a+1z) = " < — 2 =
é<—%<:>x>—b, (160)

e, sendo assim, por (159) e (160), conclui-se que f tem a concavidade voltada para baixo

(concava) no intervalo —b < x < —a.

A Figura 89 ilustra o grafico da hipérbole para —b < x < —a.
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1
Figura 89: A hipérbole f(zx) = — é concava para —b <z < —a
x
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D Analise Real

Neste capitulo, serao abordados conceitos de Andlise Real relacionados ao tema principal
desta dissertacao. Para aprofundamento deste assunto, incluindo-se a demonstracao dos te-
oremas aqui apresentados, recomenda-se a leitura do livro “Andlise Real - volume 1 -
Funcoes de Uma Varidvel” de Elon Lages Lima. Também serviram de referéncia para

a elaboracao desta secao os livros “Curso de Andlise volumes 1 e 2”7 do mesmo autor.

D.1 Conjuntos Finitos e Conjuntos Infinitos
D.1.1 Numeros Naturais

Definicao. O conjunto dos niimeros naturais é representado pela letra N, e tem os seguintes

elementos:

N =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,..} .

O conjunto dos nimeros naturais tem as seguintes caracteristicas, também chamadas de

Axiomas de Peano:

(1) Todo ntimero natural n tem um tnico sucessor, representado por n + 1, que também é

um numero natural. Nuimeros naturais diferentes tem sucessores diferentes.

(2) Numeros naturais diferentes tem sucessores diferentes. Em outras palavras, se m,n € N

em+1=n+1,entao m=n.
(3) Existe um tnico nimero natural 1 que nao é sucessor de nenhum outro.

(4) Seja X um conjunto de nimeros naturais, ou seja, X C N. Se X contém o nimero
1 e contém também o sucessor de cada um dos seus elementos, entao X contém todos
os numeros naturais. Em outras palavras, para X C N, se 1 € X e se, além disso,

n+1¢€ X paracada n € X, entao X =N.

O Axioma (4) também é conhecido como Principio da Indu¢ao Finita, e pode ser reescrito

da seguinte forma:

(4’) Se uma propriedade P é valida para o nimero 1 e se, supondo-se P(n) valida daf resultar

que P(n+ 1) também é valida, entao P é valida para todo n € N.

Observacao. E usual considerar-se o 0 como o primeiro nimero natural. Neste caso, no
enunciado do Axioma (3) acima, o 0 seria o dnico nimero natural que nado é sucessor de

nenhum outro natural. Também é usual, nesta situagao, utilizar-se a notacao N* para se
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representar o conjunto {1,2,3,4,5, ...}, expressando-se, assim, o conjunto dos nimeros naturais
como N = {0} UN*.

Exemplo D.1. Prova-se, pelo Principio da Indugdo Finita, que a propriedade P(n) definida
por
Pn):1+3+5+..+2n—1) =n? (161)

¢ valida. Para tanto, procede-se da sequinte forma:

(1) Verifica-se a validade de P(n) para n =1, ou seja,

P(1):2(1) —1=(1)> — P(1) ¢ vdlida!

(i1) Verifica-se que a validade de P(n) para um dado valor n, implica na validade de P(n+

1). Em outras palavras, precisa-se mostrar que P(n + 1) € vdlida, ou seja,
14+3+5+...+C2n—1)+2n+1)—-1=(n+1)>*.

Para tal, soma-se o termo [2(n+ 1) — 1] a ambos os membros de P(n), obtendo-se

14345+ +@n—-D+R20+1D)-1E2+2m+1) -1 =

/

n2+2n+‘1r:(n+1)2
1+3+5+..+2n—1)+[2n+1)—1]=(n+1)> — P(n+1) évdlida!
(%) Nesta passagem, € utilizada a hipdtese de indu¢ao P(n) conforme (161).

Portanto, pelo Principio da Induc¢ao Finita, conclui-se que a propriedade P(n) ¢é vdlida

para todo n € N. [

D.1.2 Conjuntos Finitos

Definigao. Seja dado o conjunto I,, = {1,2,3,...,n}, ou, mais precisamente, I,, = {p € N|p <
n},com n € N. Um conjunto X chama-se finito quando é vazio ou entao existe, para um dado
n € N, uma bijecao f : I, — X . Neste ultimo caso, escrevendo-se z1 = f(1), xo = f(2), x3 =
f@3), ..., xy = f(n), tem-se que X = {x1,x9,23,...,2,}, onde a bijecao f chama-se contagem

dos elementos de X e n é o numero de elementos ou numero cardinal de X .

D.1.3 Conjuntos Infinitos

Definicao. Um conjunto é infinito quando nao é finito, ou seja, um conjunto X ¢ infinito

quando nao é vazio e nao existe, seja qual for o nimero n € N, uma bijecao f: 1, — X.
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D.1.4 Conjuntos Enumeraveis

Definicao. Um conjunto X chama-se enumerdvel quando é finito ou quando existe uma
bijecao f : N — X . Neste dltimo caso, f chama-se uma enumeracao dos elementos de
X . Considerando-se f(1) = x1, f(2) = 22, f(3) =23, ... , f(n) = x,, ..., tem-se que

X ={x1,29, 23, .., Tpy ...}

D.2 Numeros Reais

Deve-se mencionar inicialmente que, como nao é o propésito desta dissertacao, nao sera aqui
abordada a construcao do conjunto dos niimeros reais. Nesta dissertagao, sera considerado que
as operagoes de adicao e multiplicacao estao bem-definidas neste conjunto, e que as mesmas
satisfazem as propriedades usuais (associatividade, comutatividade, existéncia de elementos
neutro e inverso, etc), e estas serdo admitidas de forma axiomética. Independentemente de
como ¢ construido o corpo ordenado completo, pode-se provar que, a menos de isomorfismos,

tal corpo é unico. Este tinico corpo é denominado o conjunto dos nimeros reais.

Cabe esclarecer-se que, dentre as possiveis formas de construcao deste corpo ordenado com-
pleto, estao o método dos Cortes de Dedekind e também o método de Completamento de
Espagos Métricos. Para um conhecimento do método dos Cortes de Dedekind, indica-se a lei-
tura do Apéndice do Capitulo 1 da obra “Principles of Mathematical Analysis” de
Walter Rudin, bem como dos livros “Theory and Application of Infinite Series” de
Konrad Knopp, “Foundations of Analysis” de Edmund Landau e “The Number
System” de Hugh Ansfrid Thurston. Para um conhecimento do método de Completa-
mento de Espacos Métricos, recomenda-se a leitura do livro “Espacos Métricos” de Elon

Lages Lima.

O conjunto dos niimeros reais é representado pela letra R, e é caracterizado ao longo desta

secao através dos conceitos de corpo, corpo ordenado e corpo ordenado completo.

D.2.1 R é um Corpo
O conjunto R é um corpo pois nele estao definidas duas operacoes binarias, denominadas
adicao e multiplicacao, e que cumprem as condicoes descritas a seguir.

A adicao associa ao par de elementos z,y € R a sua soma x4+ y € R, e a multiplicagao
associa a estes elementos o seu produto x -y € R | para as quais sao validas as seguintes

propriedades:
A. Propriedades da Adicao

Al. Associatividade: (z+y)+ 2z =x+ (y+ z) para quaisquer x,y,z € R.
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A2. Comutatividade: ©+y =1y + x para quaisquer z,y € R.
A3. Elemento neutro: existe 0 € R tal que x+ 0 =2 para qualquer x € R.
A4. Simétrico: todo x € R apresenta um simétrico —x € R tal que =+ (—x) =0.

Observagao. A soma z + (—y) pode ser escrita como z — ¥y, e chama-se diferenca entre x e

y . A operagao que associa ao par ordenado x,y € R a sua diferenca x—y € R é a subtragao.

B. Propriedades da Multiplica¢ao

B1. Associatividade: (x-y)-z=x-(y-z) para quaisquer z,y,z € R.
B2. Comutatividade: x -y =1y -x para quaisquer z,y € R.
B3. Elemento neutro: existe 1 € R tal que x-1 =1z para qualquer = € R.

B4. Inverso: todo x # 0 € R apresenta um inverso multiplicativo x=' € R tal que

r-xl=1.

Observagao. O produto z -y~ também é escrito na forma de fracio z/y, e é chamado de
quociente entre x e y. A operagao que associa ao par ordenado (z,y) € R? o seu quociente

x/y € R é a divisdo, sempre com y # 0.
C. Propriedade da Distributividade: - (y+ z) =x -y + x -z para quaisquer x,y,z € R.

Pelo exposto nesta secao, conclui-se que o conjunto dos ntmeros naturais N nao € um
J
corpo, pois, além de ndo conter o zero (elemento neutro da adigao), seus elementos nao possuem

simétrico natural, ou seja, se p € N entao —p ¢ N.

Tomando-se um conjunto formado pelo zero, os niimeros naturais e seus respectivos simétricos,
tem-se o conjunto dos numeros inteiros 7, ou seja, Z = N U {0} U (—=N). No entanto, Z
também nao € um corpo, pois seus elementos nao apresentam inverso multiplicativo inteiro,

isto é,se g€ Z talque ¢ #0 e q# *1,entao ¢ =1/q ¢ 7Z.

1

Formando-se, agora, um conjunto com as fragdes p/q =p-q ', onde p,q € Z com q # 0,

obtém-se o conjunto dos numeros racionais Q. Como atende todas as propriedades descritas

nesta secao, Q é um corpo.

D.2.2 R é um Corpo Ordenado
O conjunto R é um corpo ordenado pois seus elementos apresentam uma relagao de ordem
entre si.

Para se definir a relagao de ordem em R, destaca-se, inicialmente, o subconjunto R} C R,

chamado de conjunto dos numeros reais positivos, que satisfaz as seguintes condicoes:
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1. A soma e o produto de niimeros reais positivos sao positivos, ou seja,
r,yeR, = z+yecR, e z-yeRl;
2. Para qualquer x € R, ocorre apenas uma das trés possibilidades a seguir:

o * *
r=0 ou xzeR] ou —reRl .

Indicando-se com R* o conjunto dos nimeros —z, onde x € R’ , entdo, pela condi¢ao
2 anterior, pode-se afirmar que R = R} UR* U {0}, onde os conjuntos R%, R* e {0} sdo

distintos entre si. Denomina-se R* o conjunto dos niumeros reais negativos.

Escreve-se © <y (z é menor do que y) quando y —x € R* , ou seja, y = x + 2z onde z

é positivo. Pode-se utilizar também, neste caso, a notagdo y > = (y é maior do que ).
Sao validas as seguintes propriedades da relacao de ordem em R:
e Transitividade: se <y e y<z entao z < z;
e Tricotomia: dados z,y € R, ocorre apenas uma das seguintes possibilidades:
r=y ou x<y ou x>y,
e Monotonicidade da adigao: se x < y entao, paratodo z € R, tem-se x+2 < y+z;

e Monotonicidade da multiplicagao: se =z <y e z € R, entao tem-se

rz <yz para z>0
rz >yz para z<0

O conjunto dos ntimeros racionais Q é um corpo ordenado pois atende a todas as condigoes

e propriedades apresentadas nesta secao.

Exemplo D.2 (Desigualdade de Bernoulli). Para todo x € R tal que © > —1 e todo
n € N tem-se
(14+x)">14+nx. (162)

Esta desigualdade pode ser demonstrada por inducao em n . Inicialmente, verifica-se que a
desigualdade € valida para n = 1. Supondo-a vdlida também para n , e multiplicando-se ambos

0os membros pelo nimero 1+ x > 0, obtém-se:
14+x)"1+2)>(1+nz)(l+2) =

A+2)""'>1+n+Dz+n*>1+ (n+ 1)z =
1+z)"™ >1+(n+1)r, O

ou seja, a desigualdade (162) € vdlida para n+ 1, e, portanto, para todo n € N .
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D.2.3 R é um Corpo Ordenado Completo

Um conjunto X C R ¢é limitado superiormente se existir b € R tal que = < b para todo
xr € X . Neste caso, o nimero b é chamado de cota superior de X . Da mesma forma, o
conjunto X C R ¢é limitado inferiormente se existir a € R tal que a < x para todo = € X,
e o nimero a chama-se cota inferior de X . Se X ¢é limitado superior e inferiormente, diz-se
que X é um conjunto limitado. Isto significa que X estd contido em algum intervalo [a,b],
ou, ainda, que existe um numero real k > 0 tal que |z| < k para x € X, como exemplificado

nos dois casos da Figura 90.

—k a 0 x b k
. * 1 oe—eo—» X
Kk k|
| | |
a:—k 0 X b:k
. —t — X
Kk k|
|

Figura 90: Dados x € X e a,b,k € R tais que
k > max{|a|,|b|}, se = € [a,b] entdo x € [—k, k]

Se X C R é um conjunto limitado superiormente e nao-vazio, e o nimero b é a menor das

cotas superiores de X , entao b é o supremo de X, cuja notacao é b =sup X .

De mesma forma, se X C R é limitado inferiormente e nao-vazio, o nimero a chama-se

infimo de X se for a maior das cotas inferiores de X , sendo indicado por a = inf X .

Note-se entao que, dados a,b € X e o intervalo fechado X = [a,b], b é o elemento
maximo e o supremo de X, e a € o elemento minimo e o infimo de X . Portanto, neste caso,

b=maxX =supX e a=minX =inf X .

Dados, agora, a,b € R, Y C R e o intervalo aberto Y = (a,b), b é o supremo e a é
o infimo de Y, ouseja, b =supY e a = infY . No entanto, ¥ nao apresenta elementos

méximo e minimo, pois a,b ¢ Y .

O conjunto R é um corpo ordenado completo pois todo conjunto X C R, nao-vazio e

limitado superiormente, possui b =sup X € R, e todo conjunto Y C R, nao-vazio e limitado

inferiormente, possui a =inf X € R.

Por exemplo, o conjunto X = {z € Q | 2% < 2} é nao-vazio e limitado superior e inferior-
mente, pois supX = 2 e infX = —/2. Como X C Q, mas supX ¢ Q e inf X ¢ Q,

conclui-se que o conjunto dos nimeros racionais Q ndao € completo.
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D.3 Sequéncias de Niumeros Reais

Definicao. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao = : N — R que associa, a cada

nimero natural n, um nimero real z, , chamado de n-ésimo termo da sequéncia.

Notacao. Uma sequéncia pode apresentar as notagoes

(1,22, ooy Tpy...) OU  (Zp)peny ou simplesmente () .

Observacao. Observe-se que sequéncia é um caso particular de funcao, pois tanto o seu

dominio quanto a sua imagem sao conjuntos enumeraveis.
Exemplo D.3. A progressao aritmética (PA) infinita (3,5,7,9,...) de termo geral a, = 2n+1
¢ uma sequeéncia.

Exemplo D.4. A progressao geométrica (PG) infinita (1,5,25,125,...) de termo geral a, =

5"t € uma sequéncia.

D.3.1 Sequéncias Limitadas

Definigao. Diz-se que uma sequéncia (z,) de ntmeros reais é limitada superiormente quando
existe ¢ € R tal que z, < ¢ paratodo n € N. Da mesma forma, (x,) é limitada inferiormente
quando existe ¢ € R tal que x,, > ¢ para todo n € R. Quando (z,) é limitada superior e
inferiormente, diz-se que ela é limitada. Neste caso, pode-se afirmar que existe k > 0 tal que

|z,| < k para todo n € N.

Exemplo D.5. A sequéncia (1,1,1,1,...) definida por x, = 1 para todo n € N € constante e,

evidentemente, limitada.

1
Exemplo D.6. A sequéncia (0,1,0,1,...) definida por x, = 3 [1+ (=1)""'] tem seu conjunto

de valores igual a {0,1} . Sendo assim, (x,) € limitada.

D.3.2 Subsequéncias

Definigao. Dada uma sequéncia x = (z,)nen , uma subsequéncia de x é a restrigao da funcao

x a um subconjunto infinito N' = {n; <ny < ... <mnp < ...} de N.

Notacao. Uma subsequéncia pode ser representada pelas notacoes

' = (Tp)nenw OU (T, Tpgy ooy Tny,...) OU simplesmente  (Z, ken -
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Exemplo D.7. Seja dada a sequéncia (2,4,8,16,...) cujo termo geral é z,, = 2", e o conjunto
N CN tal que N =2N = {2,4,6,8,...} . A subsequéncia de (z,) definida por x' = (x,)nen
¢ igual a (22,2%,26.28 ), que corresponde a (4,16, 64,256, ...) .

Exemplo D.8. Seja dada a sequéncia (a™)peny com a < —1. Se N C N € o conjunto dos
nimeros pares e N C N € o conjunto dos nimeros impares, entao a subsequéncia (a"™),en €
limitada apenas inferiormente, enquanto a subsequéncia (a™)n,ens € limitada apenas superior-

mente.

D.3.3 Limite e Convergéncia de Sequéncias

Definigao. Diz-se que a sequéncia (z,) converge para o ndimero real a se, para qualquer
0 > 0, existe um ng € N tal que todos os termos x, com indice n > ny cumprem a condi¢ao

|z, —a|< §. Neste caso, o nimero real a chama-se limite da sequéncia (z,), cuja notagao é

a= lim =z, ou simplesmente a=limz, .

n—-+oo

Observacao. O conceito de limite significa que, para valores muito grandes de n , os termos x,,
tornam-se e permanecem tao proximos de a quanto se deseje. Em outras palavras, definindo-se
uma margem de erro d > 0, existe um indice ng € N tal que todos os termos x,, da sequéncia
com indice n > ny sao valores aproximados de a com erro menor do que . O valor de ng é
normalmente definido em fung¢ao de ¢, sendo usual, portanto, a notagdo ng = ng(d) . Note-se
que |z, —al < é o mesmo que a—9§ <z, <a+d,ouseja, x, € (a—d,a+d). Quando x,
converge para a, a quantidade de termos da sequéncia (x,) com indice n < ng, ou seja, fora

do intervalo (a — d,a + 6), é sempre finita, por maior que seja.

Definicao. Uma sequéncia que possui limite chama-se convergente. Caso contrario, ela é

divergente.

11 1
¥t > definida por x, = o1 Note-se que

N | —

Exemplo D.9. Seja dada a sequéncia <1,

a= lim .
n—-+oo 2n_

=0 < para Yo >0, emiste ng € N tal que,

-0l <9§.

se n>ng entao

2n—1
De fato, tem-se que

n

1 2
<) = —>—- = "> ->0 «<—
on—1 2 ) 1)

1
2n71

—O‘<(5 =
2
10g2(2")>10g25 < n>log,2—log,d <= n>1—1log,0 .
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Escolhendo-se nyg € N tal que ng > 1 —log, 0, entao

<0 .

n>mng>1-—log,d <= 0<2n71

Logo, a sequéncia (x,) possui limite a = 0 e, sendo assim, é convergente. (Como serd visto
na se¢do sequinte, o limite de toda sequéncia decrescente limitada inferiormente € o seu infimo,

e, portanto, neste caso, tem-se

a= lim z, =inf{x, |neN}=0.)
n—-+oo
Exemplo D.10. Seja dada a sequéncia (1,2,3,4,...) de termo geral x, = n. Tomando-se um
nimero real qualquer a e um intervalo (a —0,a+9), onde § > 0, note-se que, por maior que
seja &, sempre haverd um termo xy da sequéncia tal que |rx —al > §. Em outras palavras,
nao existe um ng tal que todos os termos x, da sequéncia com indice n > ngy fiquem dentro

do intervalo (a—d,a+43). Logo, a sequéncia (x,) nao possui limite, e, portanto, é divergente.

Teorema D.1 (Unicidade do Limite). Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites

distintos.

Teorema D.2. Se lim z, = a, entdo toda subsequéncia de (z,) converge para o limite a.

n——+oo

Teorema D.3. Toda sequéncia convergente é limitada.

D.3.4 Sequéncias Mondtonas

Definigao. Uma sequéncia (x,) chama-se mondtona quando x, < z,41 ou entdo ,,1 < x,

para todo n € N, e pode ser classificada como:
e nao-decrescente, se T, < Tpiq;
® nao-crescente, se Tpi1 < Ty
e crescente, s€ Tp < Tptl

e decrescente, se Tpi1 < T -

7

Observagao. Toda sequéncia mondtona nao-decrescente é limitada inferiormente pelo seu
primeiro termo, e toda sequéncia mondtona nao-crescente ¢ limitada superiormente também

pelo seu primeiro termo.

Exemplo D.11. A sequéncia (1,2,3,4,...) definida por x, = n € mondtona crescente, mas

nao converge pois nao € limitada.

Exemplo D.12. A sequéncia (0,1,0,—1,...) definida por x, = cos g(n — 1) nao é mondtona,
mas € limitada pois
-1 gcosg(n— 1)<1

para todo n € N.
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Teorema D.4. Toda sequéncia monétona limitada é convergente.

111
) 27 37 4’
converge para 0. Portanto, pelo Teorema D.3, (x,) € limitada.

1
Exemplo D.13. A sequéncia (1 ) definida por x, = — € mondtona decrescente e
n

Exemplo D.14. A sequéncia (a,) definida pelo termo geral

1 1
et (163)

1
n= Ll gt g

2

para todo n € N é mondtona crescente porque

an+1—an:( >0 = a, < apaq -

n+1)!

Sabe-se que

= < — = <
3! 1-2-3 22 7 4 1.-2-3-4 28 7 “n! 1-2-3-..-m 20717

e, sendo assim,

1 11
gttt Sit gttt =

n! = 2 22 2n—1
TV
soma de PG com 12 termo a1 =1 e razdo q = 1/2

1—(Y2)" 1"
2<a, <1+—"7 = 2<q,<3—(= —

= 1—1/2 2
——
=2—(1f2)n~1

1 n—1
2<a, < lim [3—(§> ] = 2<a,<3,
n—-+oo

ou seja, (a,) € mondtona limitada e, portanto, pelo Teorema D.4, convergente.

9 < 1p1y Lt
n = 21 7 31

Exemplo D.15. Seja dada a sequéncia (b,) de termo geral

1 n
e (1)
n
Pela formula do binomio de Newton, tem-se que
b= (") (") ()« (" l2+n l3++n ERTN
"\ 1 n 2 n 3 n n n

bn:1+%-%+u-(1)2+n(n_1>(n_2)-(1)3+...+

n 1-2-3 n

L= =2).n=(n=1)] (l)n .

1-2-3-...-n n
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1 1 1 1 2
by=1+14=-(1—= |+ (1—=]-(1—=)+ ..+
2! n 3! n n
+ L. (1—1) : (1_2> (1—”_1) .
n! n n n
Utilizando-se o mesmo procedimento, pode-se escrever o termo b, da sequinte forma:
b (T (] L, (n+! 1 2+
L0 1 n+1 2 n+1
(1 IS n+1 "
3 n+1 h +1
n+1

(164)

+
+
1 1 1
bppr =1+14+—-(1— —.
ST ( n+1)+3! < n—i—l)
1 1 n—1
— (1 11— — 1
+n! ( n—I—l) ( n+1) ( n+1>+ (165)
1 1 2
(1= (1- 1)
(n+1)! n+1 n+1 n+1

Note-se que as igualdades (164) e (165) expressam os termos b, e b,11 como somas de parcelas

positivas, sendo que a quantidade de parcelas aumenta de b, para b, . Além disso, para todo

c €N tal que ¢ <n, tem-se

1 1 1 1 c c
<= = - = >
n+1 n n+1 n n+1 n

(1_ni1>><1_§) ’

e, portanto, o valor das parcelas que estao em fungao de n também aumenta de b, para b, .

n+l>n =

Logo, b, < b,y1 para todo n € N, e, desta forma, (b,) € uma sequéncia mondtona crescente.

Tome-se a sequéncia (a,) do Exemplo D.14. Na igualdade (164), nota-se que

O O R N B D

e, desta forma, comparando-se as igualdades (163) e (164), verifica-se que os valores das parce-

las de b, que dependem de n sao menores que os de a, . Logo, como a; = by = 2, conclui-se

que b, < a, para todo n € N.

Sendo assim, (b,) € limitada pois
2<b,<a, <3, (%)

e, portanto, por ser também mondtona, pelo Teorema D./J, é convergente.
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() Esta demonstragdo também é apresentada no livro “Calculo Diferencial e Integral -

Volume 1” de Nikolai Piskounov, na Secao 7 do seu Capitulo II.

Exemplo D.16. Seja dada a sequéncia de termo geral x, = ¥Yn. Como
n>1 = n>V1 = Yn>1,

conclui-se que (x,) € formada apenas por nimeros positivos e limitada inferiormente por 1.

Para que (x,) seja mondtona, deve-se ter x, < Tpy1 ou T, > Tny1. Por hipdtese, se

Ty > Tpa1, €NLAO

1 n
C/ﬁ>”+1n+1:>n"+1>(n—|—1)”:>n-n”>(n+1)”:>n><1+—> :
n

1 n
que € valida para n > 3, pois (1 + —) < 3 para todo n € N, conforme o Fxemplo D.15.
n

Sendo assim, conclui-se que a sequéncia (x,) € decrescente a partir do seu terceiro termo.

Note-se que os trés primeiros termos de (z,) obedecem a ordem 1 < V2 < /3, ou seja, a

sequéncia cresce até o terceiro termo e, entao, passa a decrescer. Portanto, (x,) € limitada,
- 3
pois 1 < x, < V3.

D.3.5 Limites e Desigualdades

Seja P uma propriedade referente aos termos da sequéncia (z,). A titulo de simplificagao,

serd utilizada a nomenclatura
“para todo n suficientemente grande, x, goza da propriedade P”
para significar que

“existe nyg € N tal que, para todo n > ng, =, goza da propriedade P”.

Teorema D.5. Seja ¢ = lim z,. Se a > b, entdo, para todo n suficientemente grande,

n——+oo

tem-se x, > b. De forma andloga, se a < b, entao x, < b para todo n suficientemente

grande.

Deste teorema, decorrem os seguintes corolarios:

Corolario D.1. Seja a = lim z,. Se a > 0, entao, para todo n suficientemente grande,

n——+oo

tem-se x, > 0. Analogamente, se a < 0, entdao x, < 0 para todo n suficientemente grande.

Corolario D.2. Sejam a = lim z, e b= lim y,. Se z, <y, paratodo n suficientemente

n——+oo n—-+oo

grande, entao a < b. Em particular, se x,, < b para todo n suficientemente grande, entao

lim z, <b.

n——+oo
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Observagao. Note-se que, se x, < y,, nao se pode concluir que a < b. Por exemplo, se

z,=0¢ey,=1/n,entdo a = lim z, =0, b= lim y, =0, e, portanto, a = b. (Em outros

n—+o00 n—-+oo
termos, =, <y, mas lim x, = lim y,.)
n—-+oo n—-+oo

Teorema D.6 (Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduiche). Se lim z, =

n—-+oo

lim y, =a e z, <z, <y, para todo n suficientemente grande, entao lim z, =a.

n——+oo n——+oo

(=n"

Exemplo D.17. A sequéncia ( ) assume valores positivos quando n € par e negativos

quando n € impar. Portanto, pode-se escrever que

R Gl L
n n

SRS

1 1
para todo n € N. Como lim (——) = lim — = 0, entdo, pelo Teorema D.6 (Teorema do

n—4oo n n—+oo T
Confronto), tem-se que

lim (="

n—+oo n

=0.

Exemplo D.18. Considere-se a sequéncia de termo geral

logn
Ty = )
n

Para todo n € N, tem-se

1 2
ogn _ Vn

n n

1
log\/ﬁ<\/ﬁ:>§logn<\/ﬁz>logn<2\/ﬁ:> =

1 2
ogn _

logn
& ou mesmo 0 <

2
< —_
n vn n Vv’

2
pois 0 € o primeiro termo de (x,). Como lim <—> = 0, entdao, pelo Teorema do Con-

n—-+oo \/ﬁ

. ) logn )
fronto, conclui-se que lim ( & ) = 0. Portanto, (x,) € convergente.
n—+oo n

D.3.6 Operagoes com Limites

Teorema D.7. Se lim z, =a e lim y, =b, entao:

n——+oo n——+oo

(1) lim (x, +y,) =a+b;

n—-+oo

n——+oo

(
(2) lim (x, —y,) =a—10;
(

(3) lim (x,-y,) =a-b;

n——+oo
(4) lim (ﬁ> :%, seb#0.
n—too \ Yn
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Exemplo D.19. Seja dada a sequéncia de termo geral

_ ) - 1— an—i—l
r,=1l4+a+a" +..+a"=——
1—a
para todo n € N, onde a € R tal que 0 < a < 1. Sabe-se que, neste caso, lim a"™ =0, e,
n——+oo
desta forma, pela propriedade (2) do Teorema D.7, tem-se lim (1 —a"™') =1. Sendo assim,
n—-+oo
1 —a™t! 1 1
lim (~—% ) = lim (1—a™")- lim = ,
n—4oo 1 - a (Lﬁ»+oo B n—+4oo 1-— a 1-— a

-~

=1

e, portanto, pelo Teorema D.3, (x,) € limitada.

Teorema D.8. Se lim z, =0 e (y,) é uma sequéncia limitada (convergente ou divergente),

n—-+oo

entdo lim (z,-y,) =0.

n—-+oo

Exemplo D.20. Seja dada a sequéncia de termo geral

Senn

Tn =
n

1
Como lim — =0 e a sequéncia (senn) € limitada pois —1 < senn < 1, entao, pelo Teorema
n—-+oo mn
D.8, tem-se que

) senn . 1 . senn
lim ( ) = lim (- -senn| = lim ( ) =0.
n—-+oo n n—+o0o n n—+o00 n

D.3.7 Limites Infinitos

Defini¢ao. Dada uma sequéncia (z,), a expressao lim x, = 400 (que se pronuncia “o limite

n—-+oo

de x, ¢éigual a mais infinito”), significa que, para qualquer nimero real a > 0, existe ng € N

tal que n > ng implica em x, > a. Analogamente, lim x, = —oo significa que, para

n——+oo

qualquer a > 0, existe ng € N tal que n > ny implica em z, < —a.

Observagao. Note-se que +00 e —oo nao sdo numeros. Se (x,) e (y,) sdo sequéncias tais

que lim z, = +oo e lim y, = —o0, isto significa que (x,) e (y,) ndo sdo convergentes, ou
n—+4oo n—-+oo

seja, nao tém limite.

Se lim z, = 400, entdo a sequéncia (z,) nao é limitada superiormente. Da mesma
n——+oo
maneira, se lim y, = —o0, entdo a sequéncia (y,) nao é limitada inferiormente. Por exemplo,
n—-+oo
a sequéncia de termo geral x,, = n nao tem limite, pois lim n = +o00.
n—-+oo

Teorema D.9.
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(1) Se lim z, = 400 e (y,) ¢ limitada inferiormente, entdo lim (x, + y,) = +00.

n—-+oco n—-+oo
(2) Se lim z, = +00 eexiste ¢ > 0 tal que y, > ¢ paratodo n € N entao lim (z,-y,) =

n——+oo n——+oo

+00.

(3) Se z, >c>0, y, >0 paratodo n € N e lim y, =0, entao lim (x—") = +00.

n——+oo n——+oo yn

(4) Se (z,) ¢ limitada e lim y, = 400, entdo lim (x—") =0.

n—-+oo n—-+oo yTL

D.4 Séries Numéricas

Definicao. Uma série de nimeros reais ¢ uma soma de infinitos ntimeros, dispostos numa

ordem pré-determinada e expressa na forma
a1 +ay+as+...+a,+ ..., (166)

onde a parcela a, é o n-éstmo termo ou termo geral da série.

+oo
Notagao. Utiliza-se escrever a soma infinita em (166) como Z A, .

n=1
Observacgao. Normalmente as séries sao iniciadas com n = 1, que, de acordo com a Secao
D.1.1, é o menor nimero natural. No entanto, é possivel inicid-las com n = 0 ou outro niimero

natural qualquer.

D.4.1 Reduzidas ou Somas Parciais

Definicao. A partir da soma em (166), define-se a sequéncia (s,) tal que

S1=a,, Sy=a+a, S3=a +a+a, .., S,=a +ta+az+..+a,, ..,
onde os nimeros Si, Sg, S3,..., S, ,... sao denominados as reduzidas de ordem n ou n-ésimas
+oo
somas parciais da série g Q.
n=1

Observagao. Esta sequéncia (s,) é construida com o propdsito de se atribuir, sempre que

possivel, um valor real (finito) & soma infinita em (166).

D.4.2 Convergéncia de Séries

Definicao. Se existir o limite

s= lim s, ,

n—-+oo
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+00
diz-se que a série E a, € convergente e o limite s chama-se a soma da série. Entretanto, se

n=1
+oo
nao houver lim s, , a série E a, € divergente.
n——+oo
n=1
Observagao. Se uma série é tal que lim s, = +00 ou lim s, = —oo, isto significa que
n——+oo n—-+oo
lim s, nao existe, e, portanto, esta série é divergente.
n——+oo
+o0 1
Exemplo D.21. A série g ——  cujo termo geral é
n(n+1)
=1
1 1 1
a, = = —

nin+1) n n+1’

tem a n-ésima soma parcial igual a

(DY

Desta forma, a soma s da série € igual a

. ) 1 : ) 1
s= lim s, = lim (1-— = lim 1— lim =1 =
n——+oo n——+oo n + 1 n—-+oo n——+oo n + 1

L1 ),
n n4+1) n+1"

D e Y —
=0
400 1
amin =
n=1 TL(?’L+ )

e, portanto, a série é convergente.

Outra forma de verificar-se a convergéncia desta série é notando-se que (s,) € uma sequéncia

crescente, pois

1>1:>1<1
n-+1 n -+ 2 n+1 n-+ 2

n+l<n+2 =

<
n+1 n -+ 2

= s, < Sn+1
para todo n € N, e desta forma, sups, =1 € o limite de (s,) .

Exemplo D.22. A série 1 —1+1—1+ ..., de termo geral (—1)"', tem a soma parcial s,
tgual a zero quando n € par, e igual a 1 quando n € impar. Portanto, a série é divergente, e
nao existe lims,, .

+oo
Exemplo D.23 (Série Geométrica). A série Za” =l+a+a*+ad+..+a"+ .., de

n=0
termo geral a™, chama-se série geométrica, pois representa a soma dos termos de uma PG.
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Se 0 < |a| < 1, entdo, pelo Exemplo D.19 da Se¢ao D.3.6, a n-ésima soma parcial da série é

definida por

2 3 n_ l—a™
sp=1l+a+a +a’+..+ad" = T_a
—a

soma de PG com (n+1) termos
para todo n € N.
Como a soma da série € igual a

, 1
s =lims, = ,
1—a
entdo a série € convergente.
“+00

Teorema D.10 (Critério da Comparagao). Sejam Zan e an séries de termos nao-

n=1 n=1
negativos, tais que a,,b, € R e a, <b, para todo n > ng, onde n,ng € N. Portanto,

+00 +oo
(1) Se an é convergente, entao Zan é convergente.
n=1 n=1
400 +oo
2) Se Zan ¢ divergente, entao an ¢ divergente.
n=1 n=1
+00 on
Exemplo D.24. Seja dada a série Z T3 Como 1+ 3™ > 3" para todo n € N, entao
n=1

1+3">3" = 1<1:>2n <2n:> 2n<2n
1+3»  3n 1+3»  3n 1+ 3 3 ’

para todo n € N.

. 2 , s - 2 - - )
A série Z 3 ¢ geométrica de razao a = 3 <1, e, pela Equagio 5 da Se¢dao 2.2 (formula
da soma de PG infinita), sua soma € igual a

f@)":ﬂi/ff?—i:?’

n=1

sendo, desta forma, convergente. Portanto, pelo Critério da Comparac¢ao (Teorema D.10), a
400 n

Série Z 113 também é convergente.

n=1

“+oo “+00
1

1
Exemplo D.25. Seja dada a série Z . Sabe-se, do Exemplo D.21, que a série Z —+1)
n(n

¢ convergente e sua soma € igual a 1 Sendo assim, tem-se que

—+00 2 —+00 1
—_ =2 —=2.
Zzln(n—l—l) ;n(n—i—l)
— ——



Como 2n >n+1 para todo n € N, entao

m>mtl = 1 < 1 N 1 2 < 1 2 N 1 < 2
n>n — — (= — < —
- 2n — n+1 In)\n) ~\n+1/\n n? = n(n+1)

+oo

e, portanto, pelo Critério da Comparacao, a série E — também € convergente.
n

n=1

Exemplo D.26 (Série Harmonica). A série harmonica € definida por

§§E—1+1+1+1+1+1+1+1+ T
n 2 3 4 5 6 7 8 7 a7

onde (s,) € a sequéncia composta por todas as somas parciais desta série.

Considere-se (som), onde m € N e m > 1, como a subsequéncia de (s,) formada pelas somas
parciais

S4, 58, 516, 5325 S64 5 ..oy S2am ;...
Para cada m > 1, a soma parcial sem pode ser convenientemente escrita na forma

2(2-1)—9 parcelas 203-1)—y parcelas
7\ 7\

- ™~ la ~N

+lo+=+z+ +

U] =
D
~| =

1 1
82m21+§+ §+

[N
ool —

o+ L 4o
gttt )

i

~
2(m=1) parcelas

Desta maneira, para todo m > 1, tem-se que

1 /1 1 11 1 1 gm—1
Som >14+-+ (-4 +(c+c+z+ )+ + =

2 4 4

SIS AU SIS U NS S S
Som 5 22 23 om = \2 5 9 21

m fragoes iguais a 1/2

Som > 14+ — = lim Som > lim <1—|——> = lim s9m = 400 ,

2 m——+oo m——+oo 2 m——+oo
7

~~
=400

ou seja, a subsequéncia (sqm) € divergente. Logo, como contrapositiva do Teorema D.2, conclui-
“+oo
se que a sequéncia (s,) € divergente, e, portanto, a série harmonica g — € divergente.
n

n=1

+oo
Teorema D.11. Se E a, € uma série convergente, entao lim a, =0.

n—-+oo
n=1
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+00
Observagao. A reciproca do Teorema D.11 nao é verdadeira. A série harmonica E — ilustra
n

n=1

1
esta afirmacao, pois, apesar de lim — = 0, a série é divergente (vide Exemplo D.26).
n—+4oco T

+oo
1
Exemplo D.27. No FExemplo D.21, foi visto que a série Z

n=1

——— € convergente. Portanto,
n(n+1)

pelo Teorema D.11, tem-se que

li ! 0
m ————-— = .
n——+oo TL(TL _|_ 1)

D.4.3 Séries Absolutamente Convergentes

+o0 +oo
Definicao. Uma série E a, € absolutamente convergente quando E la,| converge.
n=1 n=1
+00 +oo
Exemplo D.28. Para —1 < a < 0, a série geométrica E a™ pode ser escrita como E (=)™ - lal™,
n=0 n=0

onde os termos sao positivos quando n € zero ou par, e negativos, quando n € impar. Pelo
+o00o +00

Ezxemplo D.23, tem-se que Z la|" € convergente, e, portanto, pela defini¢ao, a série Za” é
n=0 n=0

absolutamente convergente.
+00

Sendo assim, pode-se concluir que, para |a|< 1, a série E a" € absolutamente convergente.

n=0

Observagao. Uma série convergente cujos termos nao mudam de sinal é absolutamente con-

vergente.

Teorema D.12 (Critério de Leibniz ou Teste das Séries Alternadas). Se (a,) ¢é uma

sequéncia monotona decrescente que tende a zero, ou seja,

(i) a, > an1 para todo n,

(i) lim a, =0,

n—-+oo
“+oo
entdo a série alternada Z (—=1)"*'a, é convergente.
n=1
(1Y, ) 1
Exemplo D.29. A sequéncia | — | € mondtona decrescente e lim — = 0. Portanto, pelo
n n——+oo n
—+00 1 —+00 1
Teorema D.12, a série Z (—=1)"*1. = € convergente, apesar de Z — ser divergente (vide
n n
n=1 n=1

Exemplo D.26).
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1
Exemplo D.30. A sequéncia (log <1 + —)) , dada pelo logaritmo decimal, é monotona de-
n

crescente, pois

1 1 1 1 1 1
n<n+l = —> = 14+-=>1+ = log|l+—)>log|1+——),
n n+1 n n+1 n n+1

e tende a zero, uma vez que

1
lim {log (l—l——)} =logl=0.
n—+o0o n

+00

1
Sendo assim, pelo Teorema D.12, a série E (=)™ . log (1 + —) € convergente.
n
n=1
+o0 1
Note-se que o termo geral da série E log (1 + —) pode ser escrito na forma
n
n=1

1 1
log(l—l——):log<n+ )zlog(n+1)—logn,
n n

para todo n € N .

Sendo assim, sua reduzida s, € dada por

sp = logZ + (log3 — log?) + (log4 — log3) + ... + log (n + 1) — log7 =

sp=log(n+1),

para todo n € N .

+o00

1
Logo, lim s, =400, e, portanto, a série Zlog (1 + —) ¢ divergente.
n—-+oo =1 n
+oo +oo
Observagao. Uma série convergente Zan tal que Z la,| = +oo chama-se condicional-

n=1 n=1
mente convergente. As séries alternadas dos Exemplos D.29 e D.30 sao classificadas desta forma.

Teorema D.13. Toda série absolutamente convergente é convergente.

+oo
Observacao. De acordo com este teorema, tomando-se uma série convergente g a, tal

n=1
que a, > 0 para todo n, e trocando-se os sinais de alguns dos seus termos (mesmo um

nimero infinito deles) de maneira completamente arbitréaria, ainda assim obtém-se uma série

convergente.
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D.4.4 Testes de Convergéncia de Séries

“+o0o
Teorema D.14. Seja an uma série absolutamente convergente, com b, # 0 para todo

n=1

N a . . ~ -
n € N. Se a sequéncia (b—n) for limitada (em particular, se for convergente), entao a série
n

+00
Z a, serd absolutamente convergente.
n=1
+00 1
Exemplo D.31. Seja a, = ———. Sabendo-se, pelo Exemplo D.25, que a série — €
5n? + 4 — n?

1
convergente, e fazendo-se b, = — , tem-se que
n

1
n 2 ? 1 1
im (o) = dim [ 25 EE ) = gim () = o ==
n—-+oo bn n——+oo 1 n——+oo 5n2 + 4 n—-+oo ( 4 ) 5
- o+ —
n n

SN

+o0
. ~ . Qp . ;.
ou seja, a Sequencia (—> € com)ergente. Portanto, pelo Teorema D14, a serie E Qp,

n n=1

absolutamente convergente.

+oo
Corolario D.3 (Teste de d’Alembert ou Teste da Razao). Seja Z a, uma série tal que

n=1

a, # 0 para todo n € N, e onde
Ant1
an

lim

n——+oo

=L.

Entao,
(i) Se L <1, a série é absolutamente convergente;
(ii) Se L >1 ou L = +o00, a série é divergente;

(iii) Se L =1, o teste é inconclusivo.

+oo
Exemplo D.32. Dada a série Z n ,onde k€ N e a > 1, entdao, pelo Teste da Razao,
an
n=1
tem-se que
(n+ 1)k .
y g+l ’ (n+1)* a" ’ n+1 o
im |[———| = lim . = lim . =
n—-+oo nk n—-+oo nk an+1 n—-+oo n a ﬂﬁ/
an
k
1 1 1
= lim <1+—> = ==<1,
o0 n a a a

00 nk
e, portanto, a série E — € convergente.
a

n=1
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+oo

Exemplo D.33. Seja dada a série Z onde a > 1. Pelo Teste da Razao, tem-se que

H ’

n=1
an—l—l
1 (n+1)! 1 a™t! n! m | wl
= = 1m =
n—+oo _n n—+oo am (n -+ 1)' n—+o0o ﬂﬁ/ (n + 1) }71,/r
n!
= lim ‘ =0<1,
n——+oo n
+00 a”
e, desta forma, a série Z — € convergente.
n!
n=1

n

+oo
Exemplo D.34. Dada a série Z n—', pelo Teste da Razao, tem-se que
n!

n=1
(TL + 1)n+1
| ! 1 n+1
lim DV +n1> = lim n . (n+1) =
n——+oo - n——+oo (TL _|'_ ]_)‘ nn
n!
- Al 1) (1) n+1\"| _
n—+o0o Mﬂr nm n—-+o0 n
: 1\"
lim |{1+ — =e>1.
n—+oo n
+oo
- n" . n! 1 . .
Portanto, a série Z — € divergente, e, como — = ——, , entao, consequentemente, a Série
“—~ nl nt o n"/n
+o00o |
n!
Z — € convergente.
n=1 n®

“+o0o oo “+o0o |
2 ‘o n a n:
Observacao. Dos Exemplos D.32, D.33 e D.34, sabe-se que as séries E o g o e E s
n=1 n=1 n=1
sao convergentes. Portanto, pelo Teorema D.11, conclui-se que

k n
. n . a .
lim — = lim —= lim —=0.
n—-+4oo an n—-+oo n' n—-+4oo nn
Considerando-se as sequéncias (n*), (a"), (n!) e (n"), pode-se afirmar, pelas igualdades

anteriores, que (n™) tem o crescimento mais rapido das quatro, (n!) supera o crescimento de

(a"), e (n*) tem o crescimento mais lento de todas.

+o0
Teorema D.15 (Teste da Raiz). Seja Zan uma série onde
n=1
lim +/|a,| = L.
n—-+oo

136



Entao,

(i) Se L <1, a série ¢ absolutamente convergente;
(ii) Se L >1 ou L = +o00, a série é divergente;

(i) Se L =1, o teste é inconclusivo.

+oo
Exemplo D.35. Seja dada a série Zn -a", onde a € R. Pelo Teste da Raiz, tem-se que

n=1

lim {/|n-a” = lim ({‘/|n|- \"/|a|"> = lim <\”/|n] : |a|) =
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
= lal - lim {/|n| = laf ,

n—-+oo

pois, pelo Exemplo D.16, sabe-se que lim {/|n| = 1. Portanto,

n—+oo

e se |a| <1, a série é absolutamente convergente;

e se |a| > 1, a série é divergente;

e se lal=1, entdo a=1 ou a=—1. Para a =1, o termo geral é n, e, para a = —1,

s

¢ (=1)" - n, sendo que nenhum dos dois termos tende a zero. Portanto, pelo Teorema

D.11, a série é divergente.

an+1

Teorema D.16. Seja a sequéncia (a,) tal que a, # 0 paratodo n € N. Se lim

n——+oo

=L,

Qn
entao lim {/|a,|=L.

n—-+oo

+oo
n n
Exemplo D.36. Seja dada a série —— . Considerando-se a, = ——, tem-se a, = /b, ,
; vn! vn!

n

onde b, = 5, com ap > 0 e b, > 0. Sabe-se, de acordo com o Exemplo D.3/, que a série
. n!

an ¢ divergente pois, pelo Teste da Razao,

n=1

b, 1\"
lim 4 — 1lim (1+—) —e>1.
n—-+4oo bn n—+oo n

Logo, pelo Teorema D.16, tem-se que

. b : : . n

lim 4 = lim ¥/ b, = lim a,=¢ = lim ——=e>0,
n——+oo n n~>+oov n——+oo n—-+oo \n/ n'
N—— =an

+00
e, portanto, pelo Teorema D.11, a série Z ¢ divergente, pois o limite do termo geral da
n=1

n
— Vnl

série € diferente de 0.
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D.4.5 Comutatividade e Reordenacgao de Séries

Nas operagoes de adi¢ao com quantidade finita de parcelas, a comutatividade (apresentada
na Secao D.2.1) é a propriedade que permite a reordenagao das parcelas sem alteragao do
resultado. Entretanto, quando se trata de séries, as quais correspondem a soma de infinitas

parcelas, a comutatividade pode nao ser valida, como € ilustrado no Exemplo D.37 a seguir.

+00
1
Exemplo D.37. Sabe-se, pelo Exemplo D.29, que a série Z (=)™t . = ¢ convergente, e sua
n
n=1
reduzida s, € dada por
11 1 1 1 1 1 1

53 15 67 st 1 o

LTI VI S !
1.2 34 5.6 7-8 7 2n-(2n-—1)

(167)

Sn

Na igualdade (167), todas as parcelas do 22 membro sdo positivas e, portanto, s = lim s, >

n—-+oo

1/2 > 0. Dividindo-se todos os termos desta série por 2, tem-se

+o0
S 1 11 1 1 1 1
- S [ e e N
2 ;( ) 2n 2 4+6 8+1O 12+

+oo

1
Escrevendo-se as parcelas da série Z (-1t —

5 de maneira adequada e comparando-a a
n

n=1
série inicial de limite s, tem-se

PR NS U U NS U NS B S N B SN
STy T T s T T TR 0T 127
s 1 1 1 1 1 1

S0 G 0= T H0F S0 SO 0

Somando-se as duas igualdades termo a termo, tem-se

TEEIE S
25 479711 6T

1 1
27 2 3 7

: . : 3s o
Note-se que os termos da série anterior, cuja soma € 5 sao 0s mesmos da série inicial, de

soma s, apenas com uma mudanca na sua ordem, apesar da diferenca nas somas, pois s > 0

3
implica s # 58 .

+oo
Definicao. Seja ¢ : N — N uma funcao bijetora. Dada uma série Z ay, , € considerando-se
n=1
+00 +oo
by, = Gy, com n € N, a série Z b, chama-se uma reordenacao de Z ay, -
n=1 n=1
+o00
Teorema D.17. Se Z a, € absolutamente convergente, entao, para toda bijecao ¢ : N — N|
n=1
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“+o00 “+o00
onde b, = ay(y) , tem-se Z ay = Z b, .
n=1 n=1

D.4.6 Séries Comutativamente Convergentes

+oo
Definicao. Uma série E a, ¢ comutativamente convergente quando, para qualquer bijecao
n=1
“+o0o
¢ : N — N, considerando-se b, = ay,), a série E b, ¢é convergente. (Em particular, para
n=1
+0o0
p(n) =n, a série E a, é convergente.)
n=1
+oo

Observacgao. Pode-se provar que, se a série E a, ¢ comutativamente convergente, entao a

n=1
+oo +00
série Z Ayp(n) = Z a, para toda bijecao ¢ : N — N.
n=1 n=1

Teorema D.18. Toda série absolutamente convergente é comutativamente convergente.

+oo
Teorema D.19 (Riemann). Seja E a, uma série condicionalmente convergente. Dado

n=1

+o0 +o0 +oo
qualquer ¢ € R, existe uma reordenacao Z b, dos termos de Z a, tal que Z b, =c.

n=1 n=1 n=1

Observagao. Segundo o Teorema D.19, alterando-se convenientemente a ordem dos termos de
uma série condicionalmente convergente, pode-se fazer com que sua soma fique igual a qualquer

numero real pré-fixado. Da mesma forma, é possivel fazer reordenagoes ¢(n) e ¥(n) tais que
+0o0 +0o0

D g =+00 € Yy = —00.

n=1 n=1
D.5 Nocgoes de Proximidade e Limite

Serao abordados, nesta secao, conceitos que embasam o estudo dos limites de fungoes. Em
algumas situagoes, sera adotada uma linguagem geométrica, escrevendo-se “ponto” ao invés de

4

“nimero real”, “conjunto” ao invés de “intervalo”, e “reta” ao invés de “conjunto R”.

D.5.1 Interior de um Conjunto

Definicao. Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe um nimero § > 0
tal que o intervalo aberto (a — d,a + §) estd contido em X. O conjunto dos pontos interiores a

X chama-se o interior do conjunto X, e é representado por int.X.
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Exemplo D.38. Seja dado o conjunto X = [a,b) U{c}, com a < b < ¢, e um ponto qualquer
1 € X tal que i # ¢, conforme a Figura 91.

SH

+~a—20
Ja+é
f--.j_"—]/
+i+y
S -
(o Ry

~+b+8
\--rC‘l‘QJ

|
a v C
o e

R
Figura 91: O ponto i € X, onde X = [a,b) U {c}

I
°

Note-se que os pontos a,i,c € X. No entanto, a,c ¢ intX pois os intervalos abertos (a — 6, a +
5),(c—p,c+¢) ¢ X para quaisquer § >0 e p > 0. Jd o ponto i € intX pois existe v > 0 tal
que o intervalo aberto (i —v,1+ ) C intX.

D.5.2 Vizinhanca de um Ponto
Definicao. Vizinhan¢a de um ponto a é qualquer conjunto aberto ao qual a pertenca.

Observagao. Pela definicao, se a € intX, diz-se que o conjunto int.X é uma vizinhanca do
ponto a. Entretanto, como a no¢ao de limites é local, utiliza-se habitualmente o intervalo aberto

(a — d,a+ §), centrado no ponto a e de raio § > 0, para se designar uma vizinhanga de a.

Exemplo D.39. Na Figura 91, o intervalo aberto (a,b) é uma vizinhan¢a do ponto i. Da
mesma forma, o intervalo aberto (a —9d,a+3d) também é uma vizinhanga do ponto a. O mesmo
vale para os intervalos abertos (b—0,b+8), (c —p,c+ @) e (i —v,i+7), que sao vizinhangas

dos pontos b, ¢ e i, respectivamente.

D.5.3 Conjuntos Abertos

Definicao. Um conjunto X C R é denominado aberto quando X = @ ou X = intX, ou seja,
quando todos os pontos de X sao interiores a X.

Observacao. Todo intervalo aberto, seja limitado ou nao, é um conjunto aberto.

Exemplo D.40. A reta R € um conjunto aberto, pois qualquer ponto de R € interior a R.

Exemplo D.41. Seja dado o conjunto X = (a,b) e um ponto qualquer i € X, conforme a
Figura 92.

Ja+é
.---,L—y
+ity
) -
(o Rwn

~b+8

~a—§6
o9

I
® R
Figura 92: O ponto i € int(a, b)

Note-se que o ponto i € intX pois (i —v,i+7) C X. Neste caso, como (a,b) é um intervalo

aberto, entao intX = X, e, portanto, X é um conjunto aberto.
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Exemplo D.42. Seja dado o conjunto X = [a,b], conforme a Figura 93.

[Sn]
|
= b
—e

A~a—§8
Ja+é

a
» R

Figura 93: int[a, b] = (a,b)
Note-se que os extremos a,b € X, mas a,b ¢ intX pois (a —d§,a+9),(b—0,b+60) ¢ X para
quaisquer 6 > 0 e 6 > 0. Sendo assim, intX = (a,b) e, como intX # X, entdo X nao é um

conjunto aberto.

D.5.4 Ponto Aderente a um Conjunto

Definigao. Diz-se que um ponto a € R é aderente ao conjunto X C R quando existe uma

sequéncia de pontos x,, € X, com n € N, e que converge para a.

Observacao. Todo ponto a € X é aderente a X, pois basta tomar-se z,, = a para todo n € N.

Teorema D.20. Um ponto a ¢é aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhanca de

a contém algum ponto de X.
Exemplo D.43. Seja dado o conjunto X = (a,b)U{c} e um ponto genérico k € (a,b), conforme
a Figura 94.

S

4a+éd
Ab—0
(o Bwy)

~+b+8
\...-'C‘l'(p

~a—90
o2

|
k o C
® (o

R

Figura 94: Conjunto X = (a,b) U {c}

Os pontos ¢,k € X, e, sendo assim, sao aderentes a X. Os pontos a e b sdo extremos de X,
mas a,b ¢ X. Como (a —d,a+0)NX = (a,a+9) # @ para qualquer 0 < 6 < (b — a), entdo,
pelo Teorema D.20, o ponto a é aderente a X. Da mesma forma, como (b— 0,0+ 60)NX =
(b—0,b) # @ para qualquer 0 < 6 < (b—a), entdo o ponto b também é aderente a X.

D.5.5 Fecho de um Conjunto

Definigao. Fecho de X é o conjunto formado por todos os pontos aderentes a X e é representado

por X.

Observacao. E imediato, pela definicio acima, que X C X. De fato, neste caso, basta notar
que, para cada r € X existe a sequéncia x,, = z, para todo n € N, a qual converge para x.
Exemplo D.44. Seja o conjunto X = (a,b]. O fecho de X é X = [a,b]. Neste caso, tem-se
que X C X, mas X # X.
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D.5.6 Conjuntos Fechados

Definicao. Diz-se que um conjunto X é fechado quando X = X, ou seja, quando todo ponto

aderente a X pertence a X.

Observacao. O fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado. Pode-se provar que o

fecho de qualquer conjunto X é o menor conjunto fechado que contém X.

Teorema D.21. Um conjunto F' C R ¢é fechado se, e somente se, o seu complementar R — F

é aberto.

Exemplo D.45. Seja o conjunto X = [a,b]. O fecho de X é X = [a,b]. Portanto, X é um
conjunto fechado pois X = X.

Exemplo D.46. O conjunto vazio € fechado pois € o complementar do aberto R, e R € um

conjunto fechado pois é o complementar do aberto &.

Observacao. Diante do exposto anteriormente, nota-se que R e & sao conjuntos abertos
e fechados simultaneamente, ressaltando-se que apenas R e @ possuem esta propriedade (na
topologia usual de R). Além disso, cabe-se mencionar que um conjunto pode nao ser aberto

nem fechado, como, por exemplo, o conjunto (a, bl.

D.5.7 Pontos de Acumulacao

Definicao. Diz-se que a € R é um ponto de acumulacdo do conjunto X C R quando toda a
vizinhanga de a contém algum ponto de X diferente do préprio a. Em outras palavras, se a é

ponto de acumulagdo de X, entao [(a — d,a) U (a,a + 0)] N X = & para qualquer § > 0.

Observacao. O conjunto de todos os pontos de acumulacao de X é indicado por X'.

Teorema D.22. Dados X C R e a € R, entao a é um ponto de acumulacao de X se, e
somente se, existe uma sequéncia (x,) com =z, # a para todo n € N tal que lim z, = a.
n——+oo

Em simbolos matematicos, tem-se

aeX < ()X, x,#a, VneN | lim z,=a.

n—-+oo

Exemplo D.47. Seja dado o conjunto X = [a,b) U{c}, com a < b < ¢, um ponto qualquer
i € X e os pontos e,d ¢ X, conforme a Figura 95.

L o . . @ ) 2 = S
| + + | + | + | + +
v € o wds el =~ aba =d<= JcCoq
\ [ \ (
o)~ )—Fe)——0 (0o (e )—R

Figura 95: O ponto i € X, onde X = [a,b) U {c}
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O ponto extremo a € X € um ponto de acumulacao de X, ou seja, a € X', pois [(a — d,a) U
(a,a+0)]NX = (a,a+0) # & para qualquer 0 < 6 < (b — a).

Da mesma forma, como [(b—6,b)U(b,b+0)]NX = (b—0,b) # & para qualquer 0 < § < (b—a),
entio b € X'.

Entretanto, o ponto ¢ ¢ X' pois existe ¢ > 0 tal que [(c — ¢, c) U (c,c+ )| N X = 2.

O ponto i € X' porque [(i — v,i) U (i,i +v)|NX = (i —7,i) U (i,i +v) # & para qualquer
0 <~y <min{(i —a),(b—1)}.

Ja o ponto d ¢ X' pois existe p > 0 tal que [(d — p,d) U (d,d+ p)|N X = @.

Analogamente, o ponto e ¢ X' pois existe & > 0 tal que [(e — &, e) U (e,e+E)|NX = 2.
Portanto, X' = [a,b]. Nota-se que X = X' U {c}.

Observacao. Note-se que, na Figura 95, o ponto ¢ € X nao é um ponto de acumulacao
de X, de acordo com o Exemplo D.47. Sendo assim, diz-se que ¢ é um ponto isolado de X.
Quando todos os pontos de um conjunto sao isolados, diz-se que este conjunto é discreto. Por
exemplo, o conjunto X = {1,1/2,1/3, 1/, ..., /n ..}, com n € N, é discreto, onde X' = {0} e
X = X U{0}. Também sdo exemplos de conjuntos discretos X = N e X = Z, mas, em ambos

os casos, X' =@ .

D.6 Limites de Funcoes

Na Secao D.3, estudou-se o conceito de limite aplicado a sequéncias, recordando-se que uma
sequéncia (z,) trata-se de uma fungao = : N — R. Na presente secao, sera estudado o conceito

de limite aplicado a uma funcao f: X — R, onde X C R.

Definicao. Sejam X C R, o ntiimero a € X', e a funcao f : X — R. Diz-se que o niimero real
L é o limite de f(x) quando x tende a a (representado por lim f(z) = L) se, para todo € > 0
Tr—a

existir 0 > 0 tal que, se 0 < |z —a] <d ez € X, entdo |f(z) — L| <e.
Observagao. Esta definicao de limite pode ser escrita em simbolos da seguinte forma:

limf(z) =L <= (Ve>0,36>0|0< |z —a|<dexeX=|f(r)-Ll<e).
r—a
De maneira informal, lim f(z) = L significa que é possivel tornar-se f(x) tao proximo de L
Tr—a

quanto se queira, desde que se tome x € X suficientemente proximo, porém diferente, de a.

A restricao 0 < |x — a| implica que = # a e, assim, no limite L = lim f(x), ndo é permitido
Tr—a
a variavel x assumir o valor a. Portanto, nao é necesséario que a funcao f esteja definida em a,
pois o que importa é o comportamento de f(z) quando z se aproxima de a, sempre com x # a.
Teorema D.23. Sejam f,g: X - R, a € X', lim f(z) =L e limg(x) = M. Se L < M, entao
T—a Tr—a
existe 6 > 0 tal que f(x) < g(z) paratodoz € X e 0 < |z —a] <.
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A Figura 96, que ilustra o Teorema D.23, apresenta as funcoes f,g : R — R, onde b < a < c,
lim f(z) = L, lim g(x) = M e L < M. Note-se que § > 0 ¢é tal que f(z) < g(z) para qualquer
Tr—a r—a
r € (a—d,a+0) C(bc).

Yy f(x)

g(x)

X

n F—————————

Figura 96: L < M = 36 > 0| f(z) < g(z) paraVz € (a — d,a+J) C (b,c)

Corolario D.4. Se lim f(x) = L < M, entdo existe § > 0 tal que f(x) < M para qualquer

Tr—ra

r€(a—d,a+)NX.

Na Figura 97, que ilustra o Corolario D.4, tem-se as funcoes f,g: R — R, onde b < a < c,
lim f(z) = L, g(x) = M e L < M. Note-se que § > 0 é tal que f(x) < M para qualquer
Tr—a
x € (a—0d,a+9)C(be).

7 F()

- =
</
\

n -

gx)=M

X

g: ———
N a4+

o
g |

Figura 97: L <M =36 > 0| f(z) < M paraVz € (a — d,a+ 0) C (b, ¢c)

Corolario D.5. Sejam lim f(z) = Le lim g(x) = M. Se f(z) < g(z) paratodo z € (a—0d, a+0)
Tr—a r—a
para algum § > 0, entao L < M .

A Figura 98 ilustra o Corolario D.5. Nela, os gréaficos das fungoes f : R - Reg: R — R
sdo tangentes entre si no ponto b, ou seja, f(b) = g(b), e f(x) < g(z) para qualquer = # b.
Considerando-se lim f(z) = L e lim g(z) = M, note-se que L = M quando o ponto arbitrado

T—a r—a

a coincide com b, e L < M para qualquer z € X — {b}.
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d e

g(x)

el & =

a+6 -

Figura 98: f(z) < g(z) parax € (a—d,a+06) = L<M
Teorema D.24 (Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduiche). Sejam f, g, h :

X - R ae X' elimf(x) = limg(z) = L. Se f(z) < h(z) < g(z) para qualquer = €
T—a T—a
[(a —d,a) U (a,a+0)]N X, entdao lim h(z) = L.
T—a

Exemplo D.48. Dada a funcdo h : R* — R tal que

1 —cosz
hw) = =2

o limite lim h(x) pode ser calculado da seguinte forma:

T—+o00

—1<cosz<1l = 1>—-cosz>-1 = 0<1l—-cosz<2 =

0 1-— 2 2
_Sﬂg_,parax>0 = 0<h(zr)<—, paraz>0 =
x x x x
(z)
=h(x

2
0< lim A(z) < lim — .

z—+00 z—4o0 L
=0
Portanto, pelo Teorema D.2j acima, tem-se que

lim h(z) =0.

T—+o00

Teorema D.25. Sejam f: X — R ea € X'. Para que lim f(z) = L, é necessério e suficiente
T—a

que, para toda sequéncia de pontos z, € X — {a} com lim z, = a, tenha-se lim f(z,) = L.

n—-+oo n—-+oo

Exemplo D.49. Seja dada a funcao f: R* — R tal que

i) s (1)
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1
Tomando-se x,, = —, comn € N, e como lim =z, =0, entao
nmw

n——+oo

1
lim f(z,) = lim sen (—) = lim sen(nm)=0.

n—+o0 n—+oo Tn n—+oo

T -1
Por outro lado, considerando-se vy, = (5 + 2n7r) ,comn €N, e como lim y, =0, entao

n—-+oo

1
lim f(y,) = lim sen (—) = lim sen (g +2n7r> =1.

n——+oo n——+oo yn n——+oo

1
Visto que o valor de lim f(x,) € diferente do lim f(y,) para as sequéncias de pontos x, = —

n—+o0o n—+oo nim

T ~1
€ Yn = <§ + 2n7r> , entao, como contrapositiva do Teorema D.25, nao hd hl% f(z).
T—r

Teorema D.26 (Unicidade do Limite). Sejam f: X — Rea € X'. Se lim f(x) = L e
T—a

lim f(z) = M, entdo L = M.

Tr—a

Teorema D.27 (Operagoes com Limites). Sejam f,g: X — R, a € X', lim f(z) = L e

Tr—a
lim g(z) = M. Entao:
Tr—a

(i) lim [f(z) + g(z)] = L + M ;

T—a

(i) lim [f(z) —g(z)] =L — M ;

Tr—ra

(iii) lim [f(z) - g(z))] = L - M ;

r—ra

(iv) lim m =

L
= — M #£0.
T—a g(:c) M’ > 7

|
Exemplo D.50. O valor de L = lim (33 1) pode ser calculado como

r—1 {132 —

L_limM(x2+x+1)_12+1+1_3

21 (z—T1)(x + 1) 141 2

Observagao. Se lim f(z) = 0 e g é limitada numa vizinhanga de a, entdo lim f(z) - g(z) = 0.
T—a r—a

Exemplo D.51. Sejam dadas as funcoes f,g: R* — R tais que

flx)=2a" e g(x)z%n(i) ,com ne€N.
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1
A fungio f(x) € tal que lir% f(z) = liII(l) z" =0, e a fun¢io g(x) = sen (—) ¢ limitada, pois
T— T— x

1
—1 < sen <—) < 1. Portanto,
z

1
lim f(z) - g(z) = lim 2" - sen (—) =0.
z—0 z—0

Teorema D.28. Sejam f: X — Rea € X'. Se existe lim f(x), entdo f é limitada numa
r—a
vizinhanga de a, ou seja, existem 6 >0ec>0taisquex € X, 0 < |xr —a|<d = |f(x)|<ec

D.7 Limites Laterais

Definicao. Seja X C R. Diz-se que o numero a € R é um ponto de acumulagao a direita para
X (representado por a € X’,) quando toda a vizinhanca de a contém algum ponto z € X com
x > a, ou seja, para todo v > 0, tem-se X N (a,a + ) # @. De forma analoga, a € R é um
ponto de acumulagdo a esquerda para X (representado por a € X’ ) quando, para todo v > 0,

tem-se X N (a —7,a) # 2.

Exemplo D.52. Seja dado o conjunto X = {1,%/2,1/3,1/4, ... 1/n, ...}, com n € N. Como o

termo geral x, = /n € positivo para todo n, e lim 1/n =0, entdo 0 € X', mas 0 ¢ X' .

n——+oo

Exemplo D.53. Seja dado o conjunto X = (a,b) e o ponto i € X. Como X é um conjunto
aberto, ou seja, X = intX, entdo i € intX, e, portanto, i € X', N X" . Jd o ponto a € X' pois

¢ extremo inferior de X, e o ponto b € X' pois é extremo superior de X.

Definigao. Dados X C R, o nimero a € X!, e a funcao f : X — R, diz-se que o nimero real
L é limite a direita de f(x) quando x tende a a (representado por :cli)rcrll+ f(x) = L) se, para todo
e > 0, existir § > 0 tal que |f(x) — L|< € sempre que 0 < x —a < § e x € X. Da mesma forma,
se L é limite a esquerda de f(x) (representado por lim f(r) = L) para f: X = Rea€ X',
entdo, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(x) —I[_/>|a< esempre que 0 <a—x<dex e X.

Observagao. A definicao de limite a direita pode ser representada simbolicamente como segue:

lim f(zr)=L<= (Ve>0, 36 >0z e XN(a,a+0)=|f(x)—L|<e).

z—at

De maneira andloga, a definicao de limite a esquerda pode ser representada simbolicamente da

seguinte forma:

lim f(r)=L<= (Ve>0,36>0|zeXN(a—da)=|f(z)—Ll<e).

r—a~
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Teorema D.29. Sejam X CR, f: X = Rea € X, NX’". O limite lim f(x) = L existe se, e

T—a
somente se, os limites laterais lim f(x) e lim f(x) existem e sdo iguais a L, ou seja,
z—a™t T—a~

lim f(z) = lim f(x)=1L.

z—at T—a~

Exemplo D.54. A fun¢io f : R—{0} — R definida por f(x) =z + a pode ser escrita como

|z]

f(x):{x—l—l ,se x>0

r—1 ,se <0,

e seu grafico é apresentado na Figura 99.

Ve al
X)=x+-—
| x|
1¢
0 =x
> —1

Figura 99: Gréfico da fungao f(z) =z + —

Quando x tende a 0 pela direita, tem-se que

xli%l+f(x):1<:>(v<€>0, 30>0,0<e|0<zx—-0<d=|f(zx)—1]<e).
Neste caso, a relagao entre § e € € obtida da sequinte forma:

f(z) =1l <e <= |(z+1)—1|<e <= |z-0|<e <= —e<zx—-0<e¢.

Sendo assim, como

0<z—-0<9$
—e<r—0<e

entao deve-se ter 6 < €.

Em contrapartida, quando x tende a 0 pela esquerda, tem-se que

lim f(x)=—-1<= (Ve>0,36>0,<e|-0<z—-0<0=|f(x)+1]<e).

z—0~
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Neste caso, a relacdo entre § e € € obtida da mesma forma, ou seja,
lf(z)+ 1] <e <= [(z—1)+1|<e <= |z —0|<e <= —e<zx—-0<c.

Logo, como
—)<z—0<0
—e<r—0<e

entao também deve-se ter § < €.

Visto que lim f(x) =1 e lim f(z) = —1, entdo lim f(x) # lim f(x), e, portanto, pelo
z—07F z—0~ z—07F z—0~

Teorema D.29, nao existe liH(l] f(x).
T—

Observacao. Neste exemplo, é possivel verificar-se a nao-existéncia de lin% f(z) conforme o
T—>
1

Teorema D.25, ou seja, utilizando-se uma sequéncia de pontos (x,) tal que x, = (—1)"T!. =
n

)

comn € N, uma vez que

lim z, = lim {(—1)"+1 : 1} =0.

n—-+oo n——+oo n

Para se fazer esta verifica¢do, considere-se as subsequéncias (To,—1) € (Ta,) de (z,), onde

1 1 1

Top—1 = (—1)(%_/{”/{' — = (—1)2n = = Typ1=— = Tgp1 >0
n n n

To, = (—1)*+1. l = (—1)2" - (=1) - l = T, = —l = X9, <0

Como x9,_1 > 0, entao

1
f(lL‘Qn_l) =291 +1 = lim f(ZEQn_l) = lim (l’gn_l + 1) = lim (— -+ 1) =

n—-+oo n— 400 n—s+o0 n
: . 1 .
lim f(22,-1)= lim (1+ =) = lim f(za,1)=1.
n—-+oo n—+oo n n—s4o0

De forma andloga, como x4, < 0, tem-se

f(zon) =29, — 1 = lim f(x9,) = lim (x9, —1) = lim <—l — 1) =

n——+oo n—-+oo n—-+oo mn

m f(z2,) = lm [— <1+%>] = lim f(zan) = —1.

n——+oo n—-+oo n——+oo

Visto que lim f(x9,_1) # lim f(xe,), entdo, como contrapositiva do Teorema D.25, conclui-

n——+oo n——+oo

se que ndo existe lim f(x,).

n—-+oo
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Exemplo D.55. Seja dada a funcao g : R — R definida por

r+1 ,se >0
g(x) = a ,se x=0

r—1 ,se <0,

onde o € uma constante real. O grdfico de g(x) é apresentado na Figura 100.

Y g(x)

o

1c¢

Figura 100: Gréfico da fungao g(x)

Note-se que a fungio g(x) € definida para x = 0, ou seja, g(0) = «, sendo esta a sua unica
diferenca em relagio a fungao f(x) apresentada no Exemplo D.5j. Apesar disso, os limites

laterais de ambas as fungoes sao iguais, isto €,

lim g(z) = lim f(z)=1

z—07t z—0t
lim g(z) = lim f(z)=-1.
z—0~ z—0~

Assim como no Exemplo D.5/, tem-se que lim+ g(x) # lim g(x), e, portanto, pelo Teorema
z—0 z—0~
D.29, nao eziste liIT(l) g(x), ainda que g(0) esteja definida. Desta forma, fica demonstrado que
T—>

liH(l] g(x) ndo depende de g(0).
T—

Definicao. Uma fungao f : X — R chama-se mondtona nao-decrescente quando, para x,y €
X, z<y= f(x) < fy). Sexz <y = f(x) > f(y), f chama-se mondtona nao-crescente. Se
x<y= f(x) < f(y), diz-se que f é crescente. Se x <y = f(x) > f(y), entdo f chama-se

decrescente.

Teorema D.30. Se X C Re f: X — R é uma fungao mondtona limitada, entao existem os

limites laterais
L = lim f(x) paratodo a€ X/

z—at

M = lim f(z) paratodo be X’ .

r—b—

Em outras palavras, existem sempre os limites laterais de uma funcao mondtona limitada.
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D.8 Funcgoes Continuas

Definicao. Uma funcao f : X — R, onde X C R, é dita continua no ponto a € X quando,
para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que z € X e |z — a| < 0 impliquem |f(z) — f(a)| < . Em

simbolos, tem-se
Ve>0,30>0]|zeXe |z—al<d = |f(x)— fla)|<e.
Diz-se que f: X — R é continua se f for continua em todos os pontos a € X.

Observagao. Na definigao, é usual escrever-se § = d(¢) para se enfatizar que 0 é sempre
escolhido em funcao de €. Conforme o valor de € diminui, é provavel que o valor de 6 também

diminua.

Por outro lado, f : X — R é descontinua no ponto a se existe um ¢y > 0 de modo que,
para todo § > 0, existe um z5 € X tal que |zs —a| < 0 e |f(zs) — f(a)] > ¢. (Note que, se f
¢ descontinua no ponto a, entao a deve ser um ponto de acumulacao, e nao um ponto isolado

no dominio de f.)

Em particular, fazendo-se 6 = 1/n e escrevendo-se x,, ao invés de x;, tem-se que

1
lzs —a| < = |$n—a\<ﬁ,

onde n € N. Neste caso, a medida que n aumenta, o valor de 1/n se aproxima de zero e a

sequéncia (x,) converge para a, ou seja, para todo n € N, tem-se que

1 :
|z, —a| <= = lim z,=a.
n

n—-+4oo
Desta forma, f : X — R é descontinua no ponto a se, e somente se, existe g > 0 de modo
que, para cada n € N, existe um z,, € X tal que |z, —a| < 1/ne|f(z,) — f(a)| > eo.
O Teorema D.32 abaixo nos fornece uma forma equivalente de verificar a continuidade da

funcao no ponto a.

Observagao. Se a € X N X', ou seja, se a é um ponto de acumulagao de X (vide Subsecao

D.5.7), entao f: X — R é continua no ponto a se, e somente se, lim f(z) = f(a).

T—a
Teorema D.31. Sejam f, g : X — R fungdes continuas no ponto a € X e f(a) < g(a), entdo
existe 0 > 0 tal que f(x) < g(z) para todo = € X com |z — a| < J.

Teorema D.32. Para que a fungao f : X — R seja continua no ponto a € X, é necessario e

suficiente que, para toda sequéncia de pontos x,, € X com lim z, = a, tenha-se lim f(z,) =

n—-+oo n—-+oo
f(a).
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Observacgao. Uma fungao que atende ao Teorema D.32 também é chamada sequencialmente

continua no ponto a.

Teorema D.33. Sejam f : X — R continua no ponto a € X e g : Y — R continua no ponto
b= f(a) €Y. Se f(X) CY, entdo a composta go f : X — R é continua no ponto a. Em

outras palavras, a composta de duas fungoes continuas é continua.
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E Demonstracao Alternativa do Lema 3.2

Nesta Secao, a demonstracao do Lema 3.2 é dividida em duas partes (i) e (ii), e é feita
utilizando-se conceitos de limites de sequéncias apresentados na Subsecao D.3.7 do Apéndice
D.

Lema 3.2. Toda funcao logaritmica L é sobrejetora, ou seja, dado qualquer ntimero real k,

existe sempre um (tinico) ndmero real positivo z tal que L(x) = k.
Demonstracgao:

(i) Em primeiro lugar, tome-se o nimero real a representado pela igualdade (20) mostrada na

Secao 3.1, ou seja,

aq a9 Qp,
= NS —+—=+..+t—+.... 168
a=ay, a1 0y...4 a0—|—10—|—102+ +10n+ (168)

onde ap € Z, neN e a, € Z, tal que 0 <a, <9.

Considere-se também o niimero racional «, expresso pela igualdade (21) apresentada na mesma

Secao 3.1, isto é,

onde jeN e a; € Z; tal que 0 <a; <9.

Observagao. As demonstragoes a seguir serao feitas para «,, positivo. Para «,, < 0, o formato
decimal permanece o mesmo, apenas acrescentando-se o sinal negativo na frente de todas as

parcelas, bastando-se inverter os sinais das desigualdades devidas nas demonstragoes.

A relagao entre « e «,, é definida pela igualdade (25), também demonstrada na Propriedade

6 de funcoes logaritmicas na Secao 3.1, ou seja,

a= lim a . (170)

n—-+oo

(ii) Dado um nimero real arbitrario b, serda obtido um nimero real positivo « tal que L(«) = b,

onde « é representado pela igualdade (168).

No item (ii) do Lema 3.2 na Secao 3.1, para L crescente, chegou-se a desigualdade (33), ou
seja,

L(a) <b<T. (an + %) (171)

para todon > 0 .
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Pela igualdade (170), tem-se que

nmLm@@L<mn%J:Lm) (172)
n—-+oo n——+oo
e, consequentemente,

. WG . 1 . . 1
lim L{a,+— ) =L]|1 nt+—1]|=L{( lim a, + lim — ) =L() . (173
B O R e G | R R ) R ORI
(x) Estas passagens sao validas devido a continuidade da funcao logaritmica em todos os pontos
do seu dominio, como justificado no Teorema D.32 do Apéndice D.
Aplicando-se o limite com n tendendo a infinito a todos os membros da desigualdade (171), e

considerando-se as igualdades (172) e (173), tem-se

1
lim L(a,) < lim b< lim L <ozn + W) = L(a) <b<L(a) = L(a) =0.

n——+oo n——+oo n——+oo

Para L decrescente, como ji visto no mesmo item (ii) do Lema 3.2 na Segao 3.1, através do

mesmo procedimento utilizado para L crescente, obteve-se

Lcm+ﬁ%><b§Lm@ (174)

para todon > 0 .

Aplicando-se a todos os membros da desigualdade (174) o limite com n tendendo a infinito, e

considerando-se as igualdades (172) e (173), tem-se

n—-+oo 10” n—-+oo n——+oo

1
lim L <an + —) < lim b < lim L(a,) = L(a) <b<L(a) = L(a)=0.

Como L(a) = b para L crescente e decrescente, fica demonstrado o Lema 3.2. [
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F Tabuas de Logaritmos Decimais

Tabela 9: Tabua de logaritmos decimais para os nimeros de 10 a 499

TABELA DE MANTISSAS
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 | 0000 0414 0792 1139 1461 1761 2041 2304 2553 2788

2 | 3010 3222 3424 3617 | 3802 3979 4150 4314 4472 4624

3| 4771 4914 5051 5185 ) 5441 5563 5682 5798 5911

4 [ 6021 6128 6232 6335 6435 6532 6628 6721 6812 6902

5 | 6990 7076 7160 7243 7324 7404 7482 7559 7634 7709

6 | 7782 7853 7924 7993 8062 8129 8195 8261 8325 8388

7 | 8451 8513 8573 8633 8692 8751 8808 8865 8921 8976

8 | 9031 9085 9138 9191 9243 9294 9345 9395 9445 9494

9 | 9542 9590 9638 9685 9731 9777 | 9823 9868 9912 9956
10 | 0000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374
11 | 0414 0453 0492 0531 0569 0607 | 0645 0682 0719 0755
12 | 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106
13 | 1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430
14 | 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732
15 | 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 | 2014
16 | 2041 2068 2095 2122 2148 2175 2201 2227 | 2253 2279
17 | 2304 2330 2355 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529
18 | 2553 2577 | 2601 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765
19 | 2788 2810 2833 2856 2878 2900 2923 2945 2967 | 2989
20 | 3010 3032 3054 3075 3096 3118 3139 3160 3181 3201
21 | 3222 3243 3263 3284 3304 3324 3345 3365 3385 3404
22 | 3424 3444 3464 3483 3502 3522 3541 3560 3579 3598
23 | 3617 3636 3655 3674 3692 3711 3729 3747 | 3766 3784
24 | 3802 3820 3838 3856 3874 3892 3909 3927 | 3945 3962
25 | 3979 3997 | 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133
26 | 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298
27 | 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4440 4456
28 | 4472 4487 | 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609
29 | 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757
30 | 4771 4786 4800 4814 4829 4843 4857 | 4871 4886 4900
31 | 4914 4928 4942 4955 4969 4983 4997 | 5011 5024 5038
32 | 5051 5065 5079 5092 5105 5119 5132 5145 5159 5172
33 | 5185 5198 5211 5224 5237 | 5250 5263 5276 5289 5302
34 | 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5391 5403 5416 5428
35 | 5441 5453 5465 5478 5490 5502 5514 5527 | 5539 5551
36 | 5563 5575 5587 | 5599 5611 5623 5635 5647 | 5658 5670
37 | 5682 5694 5705 5717 | 5729 5740 5752 5763 5775 5786
38 | 5798 5809 5821 5832 5843 5855 5866 5877 | 5888 5899
39 | 5911 5922 5933 5944 5955 5966 5977 | 5988 5999 6010
40 | 6021 6031 6042 6053 6064 6075 6085 6096 6107 6117
41 | 6128 6138 6149 6160 6170 6180 6191 6201 6212 6222
42 | 6232 6243 6253 6263 6274 6284 6294 6304 6314 6325
43 | 6335 6345 6355 6365 6375 6385 6395 6405 6415 6425
44 | 6435 6444 6454 6464 6474 6484 6493 6503 6513 6522
45 | 6532 6542 6551 6561 6571 6580 6590 6599 6609 6618
46 | 6628 6637 | 6646 6656 6665 6675 6684 6693 6702 6712
47 | 6721 6730 6739 6749 6758 6767 | 6776 6785 6794 6803
48 | 6812 6621 6830 6839 6848 6857 | 6866 6875 6884 6893
49 | 6902 6911 6920 6928 6937 | 6946 6955 6964 6972 6981
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Tabela 10: Tébua de logaritmos decimais para os nimeros de 500 a 999

TABELA DE MANTISSAS
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6990 6998 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067

50

51 | 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152
52 | 7160 7168 7177 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7235
53

54

7243 7251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316
7324 7332 7340 7348 7356 7364 7372 7380 7388 7396

55 | 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474
56 | 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551
57 | 7559 7566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627
58 | 7634 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701
59 | 7709 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 7774

60 | 7782 7789 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846
61 | 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917
62 | 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987
63 | 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055
64 | 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8116 8122

65 | 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189
66 | 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254
67 | 8261 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319
68 | 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382
69 | 8388 8395 8401 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445

70 | 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8488 8494 8500 8506
71 | 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567
72 | 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627
73 | 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686
74 | 8692 8698 8704 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745

75 | 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 | 8802

76 | 8808 86814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859
77 | 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915
78 | 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971
79 | 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 2015 9020 9025
80 | 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079
81 | 9085 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133
82 | 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186
83 | 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238
84 | 9243 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289
85 | 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340
86 | 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390
87 | 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440
88 | 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489

89 | 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538

90 | 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586
91 | 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633
9638 9643 9647 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680
9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727
9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773

R8N

95 | 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818
9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863
9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908
9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952
9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996

88SR

As tabuas desta secao constam no capitulo de Logaritmos Decimais da Apostila 3 de
Matematica do Telecurso 2000, editada pela Fundagao Roberto Marinho.
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