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“A matematica cresce por acrecgoes,

com pouca necessidade de descartar irrelevancias”
(BOYER, 1974, p. 246).

Tao pouco de excluir didaticamente os processos de sua evolugdo que somente a
Histéria da Matematica pode contar. Visto que ela desempenha um papel crucial ao
revelar o processo evolutivo da Probabilidade, oferecendo conhecimentos que sao

relevantes e que podem ser trazidos para a sala de aula.
Essa abordagem proporciona aos alunos uma experiéncia de aprendizado diversificada,
buscando satisfazer algumas das suas inquietacdes sobre a existéncia da matematica na
escola.

Veraciv Vasconcelos
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1. APRESENTACAO

Este Produto Educacional aborda topicos da Histéria da Matemética no Ensino de
Probabilidade para a Educacdo Baésica, elaborado a partir da conclusdo da dissertacdo, como
exigéncia do Programa de P6s-Graduacdao em Ensino de Matematica (PPGEM), do curso de
Mestrado Profissional em Ensino de Matematica, da Universidade do Estado do Para (UEPA).
Com o objetivo de contribuir como uma ferramenta didatica no ensino de matematica.

A inclusdo da Unidade Tematica Probabilidade no curriculo escolar representa uma
mudanca significativa, que ocorreu com a aprovacdo da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) em 2017. A partir dessa implementacéo, a probabilidade passou a ser recomendada
desde 0 1° ano do ensino fundamental, evidenciando o reconhecimento da sua importancia
como um conteudo fundamental para o desenvolvimento dos alunos.

No que se refere a Histéria da Matematica, ela também é recomendada pela BNCC,
como um metodo para auxiliar no ensino e promover o desenvolvimento das habilidades e
competéncias enfatizadas neste documento. Isso significa que o uso da Historia da Matematica
é oficialmente reconhecido e incentivado como uma abordagem pedagdgica valida para
enriquecer o ensino dessa disciplina.

Para organizar o material didatico deste produto educacional, utilizou-se o Diagrama
metodolégico de Chaquiam (2022), que orienta a construcdo de um texto abrangente que
incorpora uma abordagem multicontextual da histéria da matematica em relagdo ao conceito de
probabilidade. A partir desse texto, Chaquiam (2022) propde a selecdo de recortes historicos e
atividades para apoiar o ensino de probabilidade na educacéo béasica.

Material que foi elaborado com base em estudos académicos e cientificos, utilizando
resultados de uma extensa pesquisa bibliografica em documentos oficiais da educacdo,
literatura educacional, formacdo de professores e fontes que embasam uso da historia da
matematica no ensino e aprendizagem dessa disciplina. Nesse contexto, foi construidaum Texto
Histdrico intitulado Uma Histéria da Probabilidade, com o intuito de produzir recortes
historicos e atividades selecionadas a partir deste Texto, que compde este produto destinado ao
uso em sala de aula.

Cada recorte historico € acompanhado de atividades didaticas, que forma produzidas,
buscando envolver os alunos de maneira ativa no processo de aprendizagem, pois foram
planejadas para estimular o pensamento e a capacidade de resolver problemas, ao mesmo tempo

em que exploram a riqueza histérica da disciplina e do objeto probabilidade, permitindo que



os alunos conhecam os fundamentos teoricos da probabilidade e estabelecam conexdes com
eventos e contextos reais que deram origem a essa teoria ao longo dos séculos.

O uso da Historia da Matematica na educacdo promove a interdisciplinaridade ao
permitir a interacdo de disciplinas como Matematica, Historia, Estatistica, Filosofia. Essa
abordagem busca explicar a histéria da Probabilidade em diversos contextos sociais,
estabelecendo um diélogo entre as disciplinas e estimulando a criatividade e a inovagdo. Além
disso, incentiva os alunos a desenvolverem projetos e os prepara para enfrentar desafios nos
quais a interdisciplinaridade é essencial e a leitura é obrigatoria.

Do Texto Historico foram produzidos recortes historicos e suas respectivas atividades

intitulados como:

Recorte | - Um problema que deu inicio a teoria da probabilidade
Recorte 11 - Uma histéria da teoria da probabilidade
Recorte 111~ — Da definigdo classica a definicdo axiomatica

Esse Produto educacional passou por um processo de validagdo, garantindo sua
qualidade e eficacia. Para isso, foram ouvidos professores por meio de questionario virtual,
elaborado no Google Forms, no qual puderam avaliar o Texto Historico e o Conjunto dos
Recortes Historicos e Atividades. A participacdo dos professores nesse processo foi essencial,
pois suas opinides contribuiram para aprimorar ainda mais este produto.

Vale ressaltar que o a proposta dos recortes histéricos é flexivel adaptavel, permitindo
que cada professor selecione e recorte a Historia de acordo com seus interesses e preferéncias.
Essa abordagem personalizada possibilita uma maior conexao com os alunos e uma abordagem
mais adequada as necessidades de cada regido escolar.

Para maiores informacdes consultar VVasconcelos (2023), onde pode se verificar que 0s
percentuais favoraveis ao seu uso sdo superiores a 90% do ponto de vista dos participantes,
indicando que o material foi produzido com qualidade, alinhado com as demandas e
expectativas dos professores, para enriquecer o ensino de probabilidade na Educacédo Basica.

Por fim, neste produto h& orientacdes para professores e alunos quanto ao uso do
conjunto histérico para melhor aproveitamento no ensino de probabilidade e suas historias. Para
os professores foi sugerido estratégias e adaptacGes das atividades. Ja os alunos receberam
algumas dicas de como aproveitar o conteddo, explorar a histéria da matematica e desenvolver
suas habilidades sobre a teoria da probabilidade.

Veraciv Brabo de Vasconcelos

Miguel Chaquiam



2. FUNDAMENTAGCAO TEORICA

De acordo com Chaquiam (2022, p. 22) “A preocupagdo com o ensino e aprendizagem
da Matematica tem sido um tema constante nos congressos e encontros que rednem
profissionais da educacdo, sejam eles pedagogos ou matematicos, professores em exercicio ou
em formagao”, professores que buscam melhorar a qualidade de suas praticas em sala de aula,
e assim “diminuir o problema, agravado principalmente pelo fracasso dos alunos” (Ibid., p. 22)
na disciplina de matematica, essas dificuldades ficam explicitas, nos resultados que sdo
divulgados de avaliages e pesquisas nacionais e internacionais.

A cerca do ensino e aprendizagem da probabilidade, estd compreendido na investigacao
dessa pesquisa, para analisar uma forma de contribuir para melhoria do ensino, com o intuito
de inovar ou renovar praticas pedagdgicas que proporcione aos alunos, conhecimento
probabilistico. Utilizando a Historia da Matematica, propde-se a construcdo de ideias que se
remetem aos conceitos probabilisticos, por julgar que o contextode sua constitui¢do e evolucao
contribui para essa aprendizagem, entre outros conceitos relacionados a teoria daprobabilidade.

Aprender “probabilidade” exige do aluno, conhecimentos e conceitos que podem e
devem ser explorados em trabalhos pedagogicos, independentemente da Tendéncia
metodoldgica utilizada para este fim, é preciso fortalecer a ideia que o ensino de probabilidade
traz para a vida do aluno um conhecimento que faz parte da sua rotina, como: decisoes,
interpretacdes, previsdes, experimentos, apostas, identificar o que é possivel e impossivel em
uma situacdo, sdo muitas ideias que precisam ser fortalecidas.

Segundo Santos (2015) em sala de aula deve-se estabelecer a relacdo entre a linguagem
coloquial e a formal, que sdo requisitos importantes para o desenvolvimento de conceitos
cientificos sobre probabilidade. Para Gal (2005) é necessario dar mais atencdo a linguagem
probabilistica, pois ela “apresenta aspectos relevantes nas relagdes abstratas que se estabelecem
entre as situacOes apresentadas e os termos utilizados para expressar a medida de chance e para
apresentar suas reais interpretagdes probabilisticas” (Apud SANTOS, 2014, p. 42), pois
segundo Gal (2005),

Nao é uma caracteristica palpavel dos acontecimentos, mas uma percep¢do amph,
que pode ser expressa por meio de uma nota¢do formalda Matematica quanto a
probabilidade de ocorréncia de um evento. Para o autor, muitas das situagdes
cotidianas exigem que aspessoas sejam “letradas probabilisticamente”; e, para que o
letramento acontega, ndo basta que hajano processo de ensino uma simples instrucao,
é preciso que diferentes elementos de conhecimento estejam envolvidos no processo,
havendo uma interacéo entre diferentes conceitos de probabilidade, maneiras de

descobrir a probabilidade de um evento, linguagem, contexto e questdes criticas (apud
Santos, 2014, p. 42).



10

Enquanto professor é necessario criar maneiras de inovar o ensino mostrando a real
importancia dessa area do conhecimento sobre o que acontece habitualmente com o uso da
matematica, a mediacdo do professor neste aspecto é fundamental. Segundo Chaquiam (2022,
p. 23) “O professor sente por ele mesmo necessidade de mudanga, a qual se expressa de dentro
para fora, através da angustia de um dia de trabalho que néo satisfaz a atitude do professor que
tenta ser atuante” no processo de ensino, e assim busca constantemente por métodos e recursos
materiais para suprir suas aflicdes e ter sucesso na aprendizagem sobre os estudos das chances
de um evento ocorrer.

As primeiras orientacGes nacionais, sobre o ensino de probabilidade, estdo dispostas no
Parametro Curricular Nacional (PCN) de matematica, orientacbes que abrangem toda a
Educacdo Bésica, entretanto, apesar da inclusdo do ensino da probabilidade e da orientacdo ao
uso da Historia da Matematica no PCN de matemadtica, este documento oficial, ndo evidencia a
obrigatoriedade dessas inclusGes nos curriculos escolares deixando cada escola livre para
organizar seu curriculo com os contetdos essenciais, conforme suas decisdes.

Mais de vinte anos depois, a importancia do Ensino de Probabilidade ainda se justifica
e se intensifica na sociedade e no ensino escolar atual. Foi somente com a aprovacdo da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) em 20 de dezembro de 2017 que foi integrado a
Probabilidade como uma Unidade Tematica® Probabilidade e Estatistica, com as devidas
descrigdes de conteudos e orientacdes para ser ensinado desdeo 1°ano do Ensino Fundamental,
com habilidades e competéncias que devem ser contempladas na aprendizagem, tanto a nivel
cognitivo quanto ao nivel socioemocional.

As competéncias gerias definidasna BNCC (2017), estabelecem que o aluno tem que
ser capaz de usar os saberes ensinados na escola, ou seja, ser capaz de utilizar o conhecimento
aprendido aplicando em seu cotidiano, quando necessario. E importante enfatizar que as
competéncias gerais sdo baseadas em todo o documento oficial e estabelecidas como
“conhecimentos essenciais” e “definidas como mobilizacdo de conhecimentos, habilidades,
atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicios da
cidadania e do mundo do trabalho” (BRASIL, 2017, p. 6).

Quanto aos recursos didaticos,a BNCC (2017) indica que devem ser construidos para
despertar interesse dos alunos em querer aprender, “esses recursos e materiais precisam estar
integrados a situacdes que propiciem a reflexdo, contribuindo para sistematizacdo dos conceitos
matematicos” (BRASIL, 2017, p. 297).

1No PCN de matematica a nomenclatura é EIXO TEMATICO,
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Segundo a BNCC toda escola deve criar materiais que orientem os professores sobre 0s
contedidos essenciais de como os alunos devem aprender, entretanto nela, ndo se define como
serdo criados esses méetodos e recursos, que atendam a aprendizagem das habilidades e
competéncia tdo frisadas neste documento. Mas, na BNCC (2017) orienta a importancia em
incluir a histéria da Matematica como recurso didatico para despertar o interesse do aluno em
querer aprender Matemaética, de forma que propiciem a reflexdo, contribuindo para a
sistematizacdo e a formalizacdo dos conceitos matematicos.

Quanto ao livro didético, sabe-se que é um instrumento de importancia significativa em
sala e funciona “como um elo entre professores, alunos e o conteudo que carrega em si”” (LIMA,
2020, p. 01) o que faz dele um forte aliado no processo de ensino e aprendizagem,
principalmente tratando-se de escolas publicas, seu conhecimento deve contemplar o contetdo
exigido nos documentos curriculares oficiais. Da coleg¢do analisada “Matematica Bianchini”,
apresenta uma pouquidade de conceitos e tarefas voltadas para o ensino probabilisticos, o que
pode acarretar seu ndo uso para o ensino deste tema.

Segundo os autores Vergnaud (1996, 1986) e Bryant & Nunes (2012),

A escolha de uma colecdo que ndo propde um trabalho robusto com problemas de
natureza probabilistica pode fazercom que esse trabalho ndo sejafoco nasala deaula,
0 que prejudicaria o contato dos estudantes com conceitos e problemas variados, que

poderiam proporcionar o desenvolvimento de seus raciocinios probabilistico (Apud
LIMA, 2020, p. 08).

O livro didatico deve proporcionar uma leitura do desenvolvimento do raciocinio
probabilistico e também propor situacdes ao uso da Histdria da Matematica, por ser uma
Tendéncia Metodoldgica da Educacdo Matematica, nesse sentido, o livro deve e tem que
abranger os aspectos que envolvam a necessidade de melhorar o ensino e a aprendizagem no
ambiente escolar, tornando-se um relevante recurso em sala de aula, devendo contemplar, o que
foiaprovado na BNCC (2017), pois ainda o tema Probabilidade, esta gerando altas expectativas
a0 ensino e exigindo um conhecimento maior na aprendizagem.

A BNCC foi aprovada no mesmo ano da publica¢do desta colecéo, que ja contempla em
parte as orientacOes da Base, enfatizando as competéncias que devem ser desenvolvidas pelos
alunos ao longa da educagéo bésica e as orientagdes ao uso daHistdria daMatematica no ensino
e aprendizagem da matematica escolar, se os professores utilizarem como recurso a Histéria da
Matematica, o que é pouco provavel, ndo teriam éxito, nem estratégias didaticas que
despertassem o interesse dos alunos em sua Historia.

Diante das propostas, dos fatos e da importancia deste produto, segundo Chaquiam

(2022, p. 09), é “imprescindivel ter em mente que escrever uma historia é “recompor” um
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passado, circunscrevé-lo, efetuar recortes cronoldgicos e organizar materiais heterogéneos dos
fatos para construir no presente uma razao”. Perante deste fato tem-se como objetivo cientifico
e oficial realizar uma interacdo da Histéria da Matematica com o ensino de probabilidade,
balizado pelo Diagrama Metodolégico, em sua versao (2022).
Chaquiam (2022), destaca algumas potencialidades, que foram identificadas durante a
aplicacdo do diagrama metodoldgico no curso de formacao de professores, como:
i. aproximar os futuros professores da historia da disciplina que irdo ministrar;
ii. apresentar-se como uma possibilidade de observar o tema de modo geral e em seus
diversos contextos;

iii. apresentar-se como uma forma de balizar a elaboracdo de um texto que envolve
recortes historicos a respeito de uma tematica;

iv. evidéncia possibilidades de elaboracdo de atividades que exploram o texto
produzido;

v. desmistifica o fato de que a histéria da matematica compreende apenas nomes, datas

e personagens.

As orientacdes que Chaquiam (2022) apresenta, quanto ao uso da Diagrama
Metodologico, sdo frutos de suas préaxis na formacdo de professores, de suas participacfes em
seminarios, minicursos, palestras, escola de estudos, enfim, todo um contexto apresentando a
evolucdo/constituicdo relevante de um objeto de conhecimento dentro da historia e trazendo o
contexto para o ensino da matematica, com objetivos de construir uma historia, a partir de sua
revisdo bibliogréafica, tendo em vista a elaboracdo de recortes historicos e atividades para uso

em sala de aula. De modo que seja possivel,

Elaborar outros textos envolvendo a mesma temética a partir de novos recortes
temporais ou personagens evidenciados e, além disso, é possivel toméa-lo como
modelo na elaboracdo de novostextos que envolvam outrastematicas ou conceitos e
remodela-lo para aplicagdo noutras ciéncias, a exemplo, Fisica, Quimica e Biologia
(CHAQUIAM, 2022, p. 03).

O diagrama Metodoldgico é constituido de quatro contextos para melhor
aproveitamento dos elementos que auxiliardo na elaboracdo do texto didatico, sao eles:
i. Epistemoldgico, Cientifico e Técnico;
ii. Intermediario Complementar;
iii. Historico, Sociocultural e Geopolitico e

iv. Didatico-Pedagogico.
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Na Figura 1, estd exposto o Diagrama Metodoldgico em sua versao atualizada.

Figura 1: Diagrama Metodoldgico proposto por Chaquiam.
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Fonte: Chaquiam (2022, p. 28)

Para elaborar o texto principal, seguiu-se as orientacdes e a ordem proposta pelo autor.
Iniciou-se com a Escolha do Tema (probabilidade), que foi inserido no centro do diagrama, a
partir dele foi realizado um levantamento de dados, levando em consideracéo o periodo e 0s
aspectos que se pretendia abordar, em livros fisicos e digitais, dissertacfes, teses, artigos
cientificos, sites nacionais e internacionais identificando personagens e fatos que contribuiram
para sua constituicdo e evolucdo, ou seja muito do que ha de informacdes disponiveis sobre o
tema foi explorado, segundo Chaquiam (2022) essa é a parte mais importante, pois é por meio
dela que se embasa qualquer pesquisa e dela que se forma o Contexto Epistemoldgico,
Cientifico e Técnico, fechando o segundo passo.

Chaquiam (2022) ressalta que apesar do diagrama metodoldgico se apresentar em uma
linha temporal, ndo significa que um texto seja escrito de forma linear, nem mesmo que o objeto
em estudo tenha sua constituicdo ou evolucdo de forma linear, este formato serve para situar
em tempo e espaco os fatos e acontecimentos que o objeto matematico ou contetido matematico
passou ao longo de seu desenvolvimento.

Existe um caminho fecundo de informac@es cientificas sobre o objeto escolhido, para
ser mais especifico na pesquisa, foi importante definir, organizar e estruturar dados necessarios
para elaborar o texto principal de Probabilidade, qual utilizou-se algumas perguntas como:
Onde e quando apareceram 0s primeiros tracos sobre o tema Probabilidade? Quais foram os
primeiros teoricos a estuda-lo? Qual a necessidade que ocorreu para surgir este objeto? Quais

0s problemas de probabilidade que surgiram primeiro para se ensinar este tema na forma que
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temos hoje na escola? No passado como se resolvia problemas sobre probabilidade? Quando
foi que surgiu no contexto da histéria da matematica a sua formula? Quem de fato foi o criador
daformula? Como aférmula foi criada? Perguntas que foram essenciais para ajudar a definir o
contexto histdrico da teoria da probabilidade, dos tedricos que estudaram e contribuiram com
este objeto e mesmo o limite desta pesquisa.

No terceiro passo daconstru¢do do Diagrama Metodoldgico, analisou-se as informagdes
levantadas no segundo passo, para entdo selecionar um Personagem de Destaque, que foi o
matematico PIERRE -SIMON LAPLACE, que fica no centro do diagrama, esta é uma escolha
que deve ser criteriosa, pois este personagem precisa ter contribuido de forma relevante com o
tema, para fazer parte da Histéria da Matematica, onde informacfes a seu respeito devem ser
identificadas também.

No quarto passo, foi descrito o Contexto Intermediario Complementar, “que
contempla os personagens contemporaneos ao personagem evidenciado, seus tracos biograficos
e suas respectivas contribuicbes. Sugere-se que sejam identificados personagens
contemporaneos nas mais diversas areas do conhecimento para uma melhor localizagdo em
tempo e espaco” (Chaquiam, 2022, p. 12).

No quinto passo, foi descrito o Contexto Historico, Sociocultural e Geopolitico,
contemplando o cenario mundial ao personagem de destaque, aprofundando a pesquisa para
identificar o que ocorreu a nivel mundial em seu periodo. E por fim O Contexto Didatico
Pedagogico, a etapa final da constru¢do do diagrama, neste passo foi elaborado trés recortes
historicos e atividades envolvendo a histéria da probabilidade a parti da histéria construida dos
passos anteriores, para uso em sala de aula.

Pode ser um desafio o0 sucesso deste recurso em sala de aula, entretanto a vantagem de
proporcionar aos alunos a oportunidade de reconhecer que esta é uma forma deafirmar o quanto
a matematica é importante na escola e na vida, além disso pode ser uma explica¢do que condiz
com os fatos da historia que esta sendo investigada e produzida, enfatizando o suporte tedrico
gue Chaquiam vem destacandoem seus trabalhos desde 2005, quanto a elaboragdo de materiais
didaticos, atualmente propondo recortes da histéria para usar em sala de aula, ou seja, uma
interacdo de conhecimentos que fortalecem o uso da histéria para ser utilizada no ensino de

matematica.
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3. UMA HISTORIA DA PROBABILIDADE

Veraciv Brabo de Vasconcelos
Miguel Chaquiam

Na Figura 2, apresentasse o Diagrama metodoldgico, sobre a Teoria da Probabilidade,
elaborado conforme a ideia de Chaquiam (2022), identificando aspectos essenciais a respeito
do tema, organizando os fatos histéricos e o0s contextos, permitindo uma analise disposta em
cada periodo, contando com as contribuicfes de personagens que colaboraram para a evolugdo

da probabilidade, e com isto definindo a elaboracdo do Contexto Didatico-Pedagdgico.

Figura 2: Diagrama Metodolégico - Teoria da Probabilidade
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Fonte: Vasconcelos (2023).

Desta Pesquisa, € consensual que os jogos de azar, ganharam um destaque significativo,
pois é de conhecimento geral que esses jogos existem a milénios de anos na humanidade e séo
apreciados de maneiras e objetivos diversificados, dependendo de cada cultura, regido ou
grupos, e seus resultados podem ser imprevisiveis. “No caso de alguns tipos de jogos, os

primeiros estudiosos conseguiram encontrar formas eficientes de contar sucessos e insucessos
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e dessa forma determinar a probabilidade a priori” (KATZ, 2010, p. 763), envolvendo situagdes
préticas da vida.

Do final do século X1V até o final do século XV12, no livro Historia de la Propabilidad
(s.d., traducdo nossa) enfatiza-se que comegaram a surgir as preocupacdes em contar o nimero
de resultados possiveis de um dado lancado varias vezes e como calcular a distribuicdo de uma
aposta quando um jogo é interrompido antes de terminar, comegando, entdo a despertar o
interesse para explicar fendmenos que ndo seguiam um padrao deterministico, mas aleatorio,
voltados aos jogos de azar.

Em Historia de la Probabilidad ([2020], p. 03, traducdo nossa) percebe-se também, que
0 interesse surgiu como tentativas para solucionar situa¢es do dia a dia, buscando ser “justos
nas apostas e distribuicbes ou mesmo para saber as respostas para obter vantagens e
consequentemente maiores lucros face a outros jogadores”, o que se sabe, das referéncias
pesquisadas, € que 0S personagens que utilizavam tais estratégias, em estabelecer
matematicamente tais referéncias, ndo estavam com o intuito de “modelar o acaso por meio da
matematica”, ou pelo menos, ndo fizeram suas publicacdes.

Por mais que a teoria da probabilidade, tenhainiciado anteriormente ao século X1V, na
historia da matematica, ndo ha referéncia a problemas que foram criados, nem ha métodos
criados para que esses problemas fossem solucionados, além disso quando surgiu na Historia
da Matematica problemas sobre este tema, ainda assim, levou algum tempo, até mesmo séculos
para que matematicos criassem e aperfeicoassem estratégias matematicas para soluciona-los.
Segundo Jungueira (2014), anterior ao século XV,

A Igreja Catoélica era contra 0 jogo, nem tanto pelo jogo em si, maspelo vicio de beber
e dizer palavrdes,comum durante ostorneios|...]. O fato é que desde sempre 0s jogos

foram utilizados em apostas, como também serviram para prever futuro, decidir
conflitos ou dividir herangas (JUNQUEIRA, 2014, P. 56).

De acordo com Eves (2011, p. 394), foi algo impressionante e surpreendente que
matematicos tenham sido capazes de desenvolver uma ciéncia, que estabelece leis racionais
para reger situacdes determinadas puramente pelo azar, uma ciéncia que “esta muito longe de
ndo ter aplicagcbes praticas, como fica evidente pelas experiéncias efetuadas em grandes
laboratorios, pela existéncia de companhias de seguro altamente respeitaveis e pela logistica

das empresas de grande porte e da guerra”.

2 Periodo do Renascimento: que foi destacado por sua atividade comercial, industrial, artistica, arquiteténica,
intelectual, cientifica, entre outras, neste periodo a matematica vai se tornar o principal auxilio de uma arte ¢ de
uma sociedade que se preocupa incessantemente em fundamentar racionalmente seu ideal de beleza (HISTORIA
DE LA PROBABILIDAD [2020]).
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3.1. CONSTITUICAO DA TEORIA DA PROBABILIDADE

Os primeiros problemas oficialmente publicados a respeito de situacfes envolvendo a
teoria da probabilidade, foram propostos pelo italiano Luca Pacioli (1445-1517), ao fim do
século X1V, contando em seguida com a contribuicdo dos italianos, Niccolo Fontana (1499-
1557), Girolamo Cardano (1501-1576), Galileu Galilei (1564-1642), considerados personagens
importantes, por realizarem estudos nos quais compararam as frequéncias dos eventos e
estimaram as chances de se ganhar em jogos de azar.

Um dos problemas mais importantes sobre o inicio danoc¢éo de aleatoriedade, vem dos
problemas dos pontos®, publicado em 1494, periodo em que foi impresso o primeiro escrito
matematico, nomeado de Summa de Aritmetica, Geometria, Proportione e Proportionalita
(Resumo de Aritmética, Geométrica, proporcdo e proporcionalidade) comumente conhecida
por Summa (ARAGAO, 2009), um livro de autoria de Luca Pacioli (1445-1571), um frade
franciscano e matematico, nascido em Toscana, na Itélia.

Este livro, de acordo com Viali (2008) colocou Luca Pacioli, na histéria do
desenvolvimento da probabilidade, sendo o primeiro personagem conhecido a abordar sobre
problemas envolvendo situagdes préaticas de algo provavel, que gerou certezas e incertezas em
sua solucdo, pois envolveu a reparticdo do que foi apostado, para um jogo que ndo pdde ser
finalizado.

Summa abordava a respeito de diversos assuntos e problemas matematicos e sociais,
entre eles o problema dos pontos, proposto na seguinte questdo: “Dois jogadores disputavam
um prémio que seria dado a quem primeiro fizesse seis pontos no jogo. Quando o primeiro
jogador tinha cinco pontos e o segundo tinha trés pontos, houve uma interrup¢do do jogo.
Como se deveria dividir o prémio?” (ARAGAO, 2009, p. 86).

Neste problema, Pacioli, sugeriu que com a interrup¢do do jogo, 0 prémio pudesse ser
dividido “em proporcao ao nimero de rodadas ja vencidas por cada jogador” (Warsi, 2020, p.
164). Ou seja, em Historia de la Probabilidad ([2020], p. 03, traducdo nossa) foi apresentado o

seguinte calculo proporcional as jogadas sugeridas por Pacioli: o jogador com 5 pontos

. 5 N . . 3 A .
receberia 5 prémioeo jogador com 3 pontos receberia 5 " prémio.

Pois considerava-se que 0 problema “consistia basicamente em estabelecer uma regra

fixa que permita a quantidade de aposta em um jogo quando, por qualquer motivo, é

3 também conhecida como reparticdo das apostas ou divisdo das apostas.
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interrompido e ndo pode ser concluido” (SECADES, 2000, p. 10, traducdo nossa), porem, a
resposta de Pacioli ndo foi satisfatoria para a solugdo do problema.

Sessenta e dois anos depois 0 matematico Niccolo Fontana (1499-1557), nascido em
Brescia, na Itélia, de pseuddnimo Tartaglia, sabendo da existéncia do problema dos pontos,
tentou solucioné-lo, descrevendo-o em sua obra General Trattato (Tratado Geral), porém néo
teve muito avanco, sua proposta era fazer a divisdo da bolada na proporc¢ao entre o tamanho da
vantagem e a duragdo do jogo, mas tal divisdo falharia quando fosse muitas jogadas, entéo,
Tartaglia duvidou que o problema pudesse ser resolvido de forma a convencer todos 0S
jogadores de sua equidade (WARSI, 2020).

No livro Historia de la Probabilidad ([2020] p. 04, traducdo nossa) Tartaglia apresentou
uma solucéo, descartando a solucdo proposta por Pacioli, ele sugeriu que: “se um time ganhou
a pontos e 0 outro b pontos, 0 jogo é jogado para n pontos e o prémio total é P, os ganhos

devem ser distribuidos da seguinte forma: G) +P [a;—b ”. Ainda, segundo esse mesmo livro,

Tartaglia afirmou que neste caso a maior quantidade vai para a equipe que tiver mais vitérias.
“No entanto, Tartaglia sabia que sua solu¢ao ndo era a correta e em seu livro deixou claro que
era bom para conferir justica e equilibrio a um elenco, mas ndo era exato do ponto de vista
matemético” (HISTORIA DE LA PROBABILIDAD [2020] p. 04, traduc&o nossa).

Um personagem de destaque nos jogos, foi Girolamo Cardano (1501-1576),
matematico, médico, astrélogo e filésofo, nascido em Pavia, na Itélia, ficou bastante famoso
por ser um apostador de jogos de azar que buscava matematicamente estratégias para ganhar
em suas apostas, tinha origem de pouca afeigdo familiar e financeira, aos 15 anos, decidiu que
poderia encontrar melhores oportunidades de vida seguindo a carreira médica, contrariando a
vontade de seu pai que desejava que ele se formasse em direito (MLODINOW, 2009).

Segundo Mlodinow (2009) no tempo de Cardano, onde ele estava 0s jogos eram certos
de ocorrer e assim eram feitas apostas como, jogos de cartas, dados e até mesmo xadrez, que
eram classificados como: 0s que envolviam alguma estratégia ou habilidade e os que eram
governados pelo puro acaso, este ultimo de sua preferéncia, pois “ele tinha uma vantagem sobre
seus oponentes, ja que havia adquirido uma compreensdo mais apurada da possibilidade de
vencer em diversas situagdes” (MLODINOW, 2009, p. 57).

Mesmo tendo alguns equivocos por parte de Cardano, seu livro foi o “primeiro €xito na
tentativa humana de compreender a natureza da incerteza” (MLODINOW, 2009, p. 58) de
forma simples, mas com eficacia Cardano escreveu suas estratégias que foi publicado

postumamente no ano de 1663 e nomeado de “Liber de Ludo Aleae” (Livro sobre os jogos de
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azar). A ideia de evento equiprovavel comecou a ser compreendida, Cardano tornou possivel
fazer célculos envolvendo as nocOes bésicas de probabilidades (KATZ, 2010).

Este livro, de acordo com Historia de la Probabilidad ([2020], p. 04, tradugdo nossa),
foi a primeira obra relacionada com o célculo da probabilidade em jogos de azar, no livro
destaca-se que Cardano escreveu sobre o problema dos pontos de Luca Pacioli, isto em 1539,
onde afirmou que a “solucdo de Pacioli estava incorreta porque, considerando apenas o nimero
de jogos vencidos por cada equipe, ele ndo contava quantos jogos eles precisavam vencer para
ganhar o prémio”.

A solucdo de Cardano para este problema, foi definir que: “se n é o nimero total de
partidas e a e b as partidas vencidas por cada equipe, o prémio deveria ser distribuido da
seguinte forma: [1+2+ -+ (m—>b)]:[1+ 2+ --(n —a)]”, enfatizando que seria uma
solucdo incorreta, pois sO valeria para alguns casos particulares (HISTORIA DE LA
PROBABILIDAD [2020], p. 04, traducgdo nossa).

Mlodinow (2009, p. 51) frisa que anterior a Cardano, “ninguém jamais realizara uma
analise racional do curso seguido pelos jogos ou outros processos incertos”, tal processo
realizado por Cardano também propds representar os resultados possiveis de um experimento,
0 que hoje é chamado de lei do espaco amostral. “Essa lei representava uma nova ideia e uma
nova metodologia e formou a base dadescri¢ao matematica da incerteza” (Ibid., p. 51) ajudando
sistematicamente a organizar um conceito aos problemas que pareciam confusos.

Para Cardano o “termo espa¢o amostral se refere a ideia de que o0s possiveis resultados

de um processo aleatério podem ser compreendidos como pontos no espago” (Ibid., p. 59), este
autor de forma habitual atualiza a linguagem de Cardanosobre a proposicao de espa¢o amostral
para uma linguagem favoravel a compreensdo de professores e estudantes na atualidade, como
descrito por Mlodinow (2009):
Defini¢do: Suponha que um processo aleatorio tenha muitos resultados igualmente provaveis,
alguns favoraveis (ou seja, ganhar), outros desfavoraveis (perder). A probabilidade de
obtermos um resultado favoravel € igual a proporcéo entre os resultados favoraveis e o total
de resultado (MLODINOW, 2009, p. 59).

Na Figura 3, foi representado um exemplo da explicacdo de Cardano, entre

Resultado Favoravel

Probabilidade/propor¢do dos resultados: Probabilidade = . “Em outras

Total Resultados

palavras, se um dado pode cair em cada um de seus seis lados, esses seis resultados formam o
espaco amostral, e se apostarmos em, digamos, dois dele, nossa chance de ganhar sera 2/6”
(MLODINOW, 2009, p. 59).
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Figura 3: Representacdo do Espa¢o Amostral de 1 dado.
Um dado tem seis faces {1, 2, 3, 4, 5, 6}
O Espaco Amostral é {1, 2, 3, 4, 5, 6},
A chance de cair na face “5” é apenas 1.
Logo,

Resultado Favoravel

1
Total Resultados g

Fonte: Vasconcelos (2023).

Esta Lei € hoje uma regra nos estudos basicos de ensinamento da probabilidade escolar
e foi fundamental para compreensdo sobre o funcionamento das probabilidades e da Lei do
Espaco Amostral, como diz Mlodinow (2009, p. 54) este processo foi “o arcabougo para a
analise de situagdes que envolvem o acaso”.

Segundo Katz (2010) Cardano resolveu problemas que envolvia regras da multiplicacdo
das probabilidades para eventos independentes, nesta situacdo primeiramente ele registrou de
forma equivocada célculos que realizou sobre o lancamento de trés dados, entretanto
posteriormente, percebeu que seu raciocinio devia ser falso e logo fez a correcdo do seu erro,
pois ele entendeu que sdo as probabilidades que devem ser multiplicadas e ndo as
possibilidades, assim, determinou que as probabilidades de uns eventos sdo iguais.

Pois se um jogador com dois dados consegue lancar com probabilidades iguais um
ndmero par e um numero impar, ndo resulta dai que ele possa com igual fortuna lancar um
namero par em cada um dos trés lancamentos sucessivos (KATZ, 2010).

Cardano, devido seu envolvimento e habilidade com jogos de azar, foi considerado por
tantos pesquisadores como o primeiro matematico a introduzir técnicas de combinat6ria no
calculo dos casos possiveis de um evento ocorrer, a ele é atribuido, 0os primeiros passos em
observar os lancamentos de jogos dados (VIALI, 2008), portanto,

N&o seria fora de proposito considerar Cardano como o pioneiro do célculo de
probabilidade, pois foi o primeiro a introduzir técnicas de combinatdria no calculo nos
casos possiveis de um evento e também a considerar a probabilidade de um evento
como a razdo entre o nimero de casos favoraveise o nimero de casos possiveis. Ele,

também, conhecia a idéia de eventos independentes e a regra da multiplicacdo entre
eles (VIALI, 2008, p. 146).

Porém, Cardano ndo publicou o que estava desenvolvendo sobre as possibilidades e as
estratégias das apostas nos jogos deazar, deacordo com Mlodinow (2009, p. 60) essa foi “umas
das maiores deficiéncias dotrabalho de Cardano”. Aindasegundo este autor, se Cardano tivesse
feito uma analise sistematica dos diferentes desenlaces possiveis de uma série de eventos e

publicado, a teoria daprobabilidade poderia ter sua constitui¢cdo formal partindo de seus estudos



21

e de suas teorias, emborra sabendo que é partindo de seus métodos e aplicacbes que
posteriormente sdo feitos os demais estudos.

Em concordancia com os estudos de experimentos aleatorios, envolvendo jogos de azar,
cita-se 0 personagem Galileu Galilei (1564-1642), nascido em Pisa, na Italia, fisico,
matematico, astronomo e filésofo, detodas suas pesquisas para ciéncia, também escreveu sobre
solucGes de problemas envolvendo jogos de azar. Segundo Mlodinow (2009) esta contribuicéo
foi realizada a pedido do Grao-duque de Toscana, Ferdinando dei Medici, que por meio de
carta, solicitou que Galilei soluciona-se o seguinte problema: “Quando jogamos trés dados,
porque o numero 10 aparece com mais frequéncia que o nimero 9?” (MLODINOW, 2009, p.
70-71, grifo nosso).

Como solucdo para este problema, Galilei foi instigado a escrever um manual sobre
jogos de azar, intitulado Sopra le scoperta dei dadi (Sobre o jogo de dados), compreendido em
dois sentidos: “primeiro como uma forma de entender as constantes frequéncias no processo de
chances e, segundo, como um método de determinar situagdes presumiveis de fé”
(CALABRIA; CAVALARI, 2013, p. 10), esses problemas de identificacdo eram analogos as
propostas por Cardano.

Mlodinow (2009, p. 72) explica que Galilei apresentou uma solugdo utilizando o
seguinte principio “a probabilidade de um evento depende do nimero de maneiras pelas quais
pode ocorrer” 0 que ndo se tratava de uma explicacdo diferente, mas de como calcular tal
problema, pois o nimero de maneiras de como um resultado pode acontecer é ponto
fundamental para determinar sua probabilidade.

Contudo, Galilei parece nao ter se importado com tal efeito, pois, “Ele ndo levou seu
trabalho sobre a aleatoriedade alem do problema dos dados, e afirmou, no primeiro paragrafo
do trabalho, que estava escrevendo sobre esse jogo somente porque havia recebido “a ordem de
fazé-lo”” (Ibid., 72). De acordo com Zindel (2015) Galilei fez uma explicacdo razoavelmente
simples para esta situacdo, ao dizer que alguns eventos podem ocorrer mais facilmente e mais
frequentemente que outros, pois ao observar o langamento de trés dados é necessario levar em
consideragao que ha 216 possibilidades de certos resultados. Na Figura 4, ha uma representacéo
da solucéo de Galilei conforme explicagéo de Olivera (2015):

Ainda segundo este autor, Galilei explicou que para formar o “9 e 12 podem ocorrer
em tantas vezes como 10 e 11, e consequentemente deveriam ser considerados como sendo
igualmente Uteis, ainda é sabido, que longas observacdes tem feito, jogadores de dados

considerar 10 e 11 como sendo mais vantajosos que 9 e 12” (ZINDEL, 2015, p. 09).
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Figura 4: Solugdo do Galilei para o problema de grao-duque de Toscana
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possibilidades d+4+14+1+4; {1 +4+4);, {4+3+2};{4+2+3);
[3+4+2}{3+2+4}; 2+4+31{2+3+4}; {3+3+3%

B+3+1hd6+1+3 B3 +6+1}{3+1+6}{1+6+3}
1+3+6};{6+2+2}; 2+6+2},{2+2+6}; {5+4+1};
B+H1+4 4 +1+5 4+5+1 {1 +5+4 {1 +4+5)
B+3+205+2+3 B3+5+2 3 +2+5{2+5+3%
{2+3+5};{4+4+2}; {(4+2+4), 2 +4+4; {4+3+3}
3+4+3}3+3+4}

Somaigual a 10
27
possibilidades

Fonte: Vasconcelos (2023)

E com este efeito, Galilei contribuiu com ateoria da probabilidade, ao construir a teoria
da medicdo do erro, pois classificou-os em dois tipos: “sistematico” e “aleatorio”, “uma
classificacdo que ainda hoje é mantida e estabeleceu cuidadosamente as propriedades dos erros
aleatdrios. Com isso, sem saber, ele contribuiu para a criagdo de ramos fundamentais da
estatistica e probabilidade posterior” (HISTORIA DE LA PROBABILIDAD [2020], p. 04,
traducdo nossa).

Segundo Katz (2010, p. 569) foi por volta da década de 1660 “que a probabilidade
entrou no pensamento europeu e isso aconteceu em dois sentidos, primeiro, como uma forma
de entender frequéncias estaveis em processos aleatorios, depois, como um método de
determina¢do de graus razoaveis de crenga” e assim, consta que formalidade da Teoria da
Probabilidade, foi consideradade fato, por meio dapublicacdo do Tratado de Christian Huygens
(1629-1695), que se dedicou por compreender as cartas trocadas entre 0s matematicos
Franceses Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1665).

Por isso, é a Pascal e Fermat, a atribuicdo de informacdes iniciais do reconhecimento
desta teoria a0 mundo da matematica, segundo Laplace (2010) ndo houve antes de Pascal e
Fermat, outros personagens que fornecessem contribuigdes significativas e escritas como,

Principios e métodos para submeter esse objeto ao calculo nem resolvera questfes
desse género um pouco complicadas. Portanto, a esses dois gebmetras devemos
reportar os primeiros elementos da ciéncia das probabilidades, cuja descoberta pode

ser colocada ao lado das coisas notaveis que ilustram o século XVII, aquele que, de
todos os séculos, mais honra o espirito humano (LAPLACE, 2010, p. 213).
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Quanto ao motivo para inicio das correspondéncias, primeiramente, cita-se 0
matematico Antonie Gombaud (1610-1685), nascido na Franca, de pseudénimo Chevalier de
Méré, para melhor esclarecimento a respeito de Chevalier de Méré, ele “era um apostador
experiente, que gostava de grandes riscos e ganhava com uma frequéncia suficiente para
despertar suspeita de que estaria trapaceando” (MLODINOW, 2009, p. 76), ja que parte de seu
conhecimento préatico envolvia estratégias em jogos de azar.

Uma observacao relevante desse periodo é o fato de que “jogadores inveterados do
século XVI procuravam cientistas de renome para que estes lhes dessem formulas ‘magicas’
que garantissem ganhos substanciais nas bancas de jogo” (JUNQUEIRA, 2014, P. 56). Por
essas atitudes que se inicio deste tema e foram de fato registrada como tal situacao.

Com esta intencdo, Chevalier de Méré, compartilhou com seu amigo Blaise Pascal,
alguns problemas, relacionados aos jogos de azar, como por exemplo o Problema dos Pontos,
citado e ndo solucionado por Pacioli e Tartaglia, enviando-os através de carta, ao Ié-la, Pascal
logo “percebeu o erro de Méré e resolveu encontrar a solugio correta” (ARAGAO, 2009, p.
87). Segundo Pascal, De Méré, “foi enganado por uma falsa analogia, por pensar que nas
jogadas o numero de todas as chances possiveis, 0 que nao e exato, se aproxima cada vez mais
de sé-lo quanto maior for esse nimero” (LAPLACE, 2010, p. 180).

Para compreender sobre as solucbes dos problemas dos pontos, apresenta-se os dois
matematicos, primeiro De Méré enviou sua proposta, por meio de carta, a Blaise Pascal (1623-
1662), nascido em Clermont-Ferrand, na Franca, onde mostrou sua precocidade matematica
muito cedo, fazendo suas proprias investigacfes matematicas e cientificas antes dos 20 anos de
idade (KATZ, 2010).

Mlodinow (2009, p. 77) enfatiza que “Pascal percebeu que, independentemente da
resposta, os métodos necessarios para calcula-la ainda eram desconhecidos, e tais métodos,
quaisquer que fossem, teriam importante implicacbes para todos os tipos de situagéo
competitiva” e decidiu compartilha, por meio de cartas, as suas estratégias de solu¢cdo com
Pierre de Fermat. A partir de entdo, Pascal e Fermat tracaram juntos estratégias para resolver
problemas, relacionados aos jogos de azar.

- Pascal desenvolveu sua resposta baseado no Triangulo Aritmético, apresentando as
probabilidades de cada jogador ganhar em diferentes pontos no jogo e mostrando como as
apostas deveriam ser divididas. De acordo com Warsi (2020, p. 160) Pascal “descobriu que o
triangulo poderia ser usado para achar o nimero de combinacgdes possiveis quando se escolhe
uma quantidade de objetos a partir de um numero particular de opcbes disponiveis [...] e cada

linha do tridngulo de Pascal da aos coeficientes binomiais uma poténcia”.
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Para tornar esse texto mais atualizado e compreensivel para alunos daeducacéo basica,
podemos reescrevé-lo daseguinte forma, tanto em estratégia de calculos quanto daapresentacdo
dotriangulo aritmético, disponivel em Eves (2011), segundo este autor Pascal criou um nimero
de combinagdes simples, usando o triangulo aritmético. Entdo ele escolheu a quarta linha do
triangulo, que tem respectivamente os coeficientes: 1, 4, 6, 4, 1, e combinou na condicéo, de
que cada combinacdo simples é o nimero maneiras de obter as quantidades de letras, para
analise da solucdo do problema.

Nesse sentindo, Eves (2011) destaca que Pascal, tomou como ordem r, de n objetos,
usando a expressdo C;* seguindo as estratégias dispostas no tridngulo aritmético, como pode ser

observar na Figura 5.

Figura 5: Triangulo Aritmético ou Triangulo de Pascal

Todo nimero &
a soma dos dois
nimeros sobre
ele.

Linha utilizada
Para solucionar
O problema dos
pontos

Fonte: Elaborado pela autora, adaptado de Warsi (2020, p. 158)

Aplicando sua estratégia para os jogadores na seguinte condicdo:

. . . i 4 4! 4. 4 _ 4! LY 4! .
Para o primeiro jogador (A): C, = proevTie 1,C5 = T 4, C; = a2 = 6;
ct+ci+ct 144+6 11 A .
sendo —=~* 3+, 2= i = — - prémio;
casos possiveis 16 16
i . . 1 R S E
Para o segundo jogador (B): C; = D = 4, Cy = ST 4; sendo
CE+Cy 4+1 _ 5 AL
—————— = — = — - prémio;
casos possiveis 16 16

De acordo com Laplace (2010, p. 2013) “O método de Pascal é bastante engenhoso; no
fundo é o emprego da equacdo a diferencas parciais relativa ao problema, aplicada para
determinar as probabilidades sucessivas dos jogadores, indo dos nimeros menores aos
seguintes”, sendo este método limitado a dois jogadores.

A proposta de Pierre de Fermat (1601-1665), nascido em Beaumont-de- Lomagne no
sul da Franga, formado em Direito, exercia advocacia na cidade de Toulouse, foi membro de
varios corpos oficiais, incluindo cdmaras do Parlamento, serviu como jurista, mas ndo foi
considerado um advogado brilhante (KATZ, 2010), isto pode ser atribuido aos estudos de
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matematica que era reservado a estudar em seu tempo livre, por puro prazer, assim, “Fermat
enriqueceu tantos ramos da matematica com tantas contribuicdes importantes que é considerado
0 maior matematico francés do século XVII” (EVES, 2011, p. 390).

- Fermat, desenvolveu sua estratégia utilizando combinacgdes das possiveis alternativas
de ganhar ou de perder durante as jogadas, ou seja, ele organizou a situacdo e representou a
solugdo deste caso, considerando que o “jogador A precisava de 2 pontos para ganhar e 0
jogador B de 3”, deduziu que como “quatro partidas decidem o jogo, seja a uma partida ganha
por A e seja b uma partida ganha por B", organizou todas as possibilidades de a e b, “formando
6 arranjos completos, de ordem 4, das letras a e b” (EVES, 2011, p. 393).

Segundo Laplace (2010, p. 213), o método utilizado por Fermat foi “fundado nas
combinagdes, ¢ se estende a um numero qualquer de jogadores”. Na Figura 6, tem-se a

combinacdo organizada por Fermat:

Figura 6: CombinacGes do problema dos pontos, proposta por Fermat.

aaaa aaab abba  bbab

baaa bbaa abab  babb
abaa baba aabb  abbb
aaba baab bbba  bbbb

Fonte: EVES, 2011, p. 393

De acordo com Eves (2011), as combinac¢des que aparecem a duas ou mais vezes, e
nesta situacdo ha 11 casos, sdo favoraveis a A, as combinacdes que aparecem b trés ou mais
vezes, e neste ha cinco casos, sdo favoraveis a B. A combinacdo de Fermat foi identificar que
A precisava de m pontos para ganhar e B precisava de n pontos, formando a expressdo 2™m*"1
arranjos completos, de ordem: m + n — 1, das letras a e b indicadas.

Em seguida fez o nUmero « de casos em que a aparece m ou mais vezes e 0 nimero 8
de casos em que b aparece n ou mais vezes. Finalizando, fez com que as apostas deveriam ser

divididas na razéo % (EVES, 2011). Dessa forma, propds que para diviséo ser justa, deveria

multiplicar o valor do prémio, por: % - prémio para o jogador A e para o jogador 15—6 prémio
para o jogador B.

De acordo com Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 212) Pascal e Fermat “generalizaram o
problema e sua solugao, estendendo suas investigagdes a outros jogos de azar”. Embora tenham
utilizado o mesmo principio descrito por Cardano, segundo 0s autores, este conhecimento nao

era um ponto de dominio e discussao entre 0s matematicos da época, principalmente porque o
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livro Liber de ludo Aleae de Cardano foi publicado nove anos depois que Pascal e Fermat
resolveram os problemas, o que implica que eles néo tiveram acesso a um livro ou a qualquer
documento que abordasse as estratégias de Cardano.

Segundo Secades (2000, p. 08, traducdo nossa) das correspondéncias e das solucdes é
importante evidenciar que Pascal ¢ Fermat, contribuiram na “construcdo de critérios analiticos
sistematicos para medir com validade universal o conceito de probabilidade”, pois Pascal e
Fermat, solucionaram os problemas, por seus proprios métodos e refletiram sobre outros
problemas envolvendo jogos, viabilizando “que 0 estudo do acaso tomasse uma expressao
matematica, introduzindo o Cdlculo das Probabilidades” (JUNQUEIRA, 2015, p. 05),
generalizando tanto os problemas quanto suas solucdes.

Calabria e Cavalari (2013) apresentam as traducfes das cartas trocadas entre Pascal e
Fermat, de acordo com as autoras estas cartas foram publicadas por Smith em 1929, a primeira
carta, que foi enviada por Pascal a Fermat, ndo foi encontrada, mas foi possivel encontrar na
segunda carta a resposta sobre a forma que Pascal utilizou para solucionar o Problema dos
Pontos e outros problemas.

Apobs um ano, que Pascal e Fermat solucionaram os problemas propostos por Chevalier
de Méré, Christian Huygens (1629-1695), matematico, fisico e astrbnomo, nascido em Haia,
na Holanda, em 1655 ele foi visitar Paris e |4 ficou sabendo da historia sobre as
correspondéncias entre Pascal e Fermat, causando-lhe interesse pelo assunto, entdo comegou a
estudar sobre problemas semelhantes partindo das ideias igualmente provaveis (KATZ, 2010).
Apds conclusdo, decidiu, em 1657, publicar seus resultados em um tratado conhecido como De
Ratiociniis in Ludo Aleae (Raciocinio Relacionado aos Jogos dos Dados), considerado o
primeiro documento publicado sobre probabilidade.

De acordo com Mlodinow (2009, p. 84) “A analise de Pascal e Fermat mostrou-se um
grande primeiro passo na busca de uma teoria matematica coerente da aleatoriedade”. E coube
a Huygens apresentar os problemas e as devidas solucdes propostas pelos matematicos, além
de publica neste mesmo tratado suas contribui¢fes, contendo catorze proposicdes e mais
exercicios para resolver.

Segundo Katz (2010, p. 576) “Huygens forneceu discussoes pormenorizadas acerca do
raciocinio por tras das solugdes, em particular como calcular num jogo de azar”, ainda segundo
este autor, Huygens declarou que os resultados dos jogos de azar podem ser incertos, pois as
chances de um jogador ganhar ou perder, dependia de um determinado valor, considerando que

o “valor de uma hipétese ¢ o valor esperado, € a quantidade média que uma pessoa ganharia
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se jogasse 0 jogo muitas vezes. E esta quantidade que o jogador presumivelmente pagaria para
ter o privilégio de jogar um jogo equitativo” (KATZ, 2010, p. 576, grifo do autor).

Segundo Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 213) Huygens baseava na expectativa ou
resultado esperado de uma situagdo. Como, por exemplo: “Oferecem-lhe a chance de jogar um
unico dado. Se aparecer o 6, vocé ganha $10; Se aparecer 3, vocé ganha $5; de outro modo,
vocé ndo ganha nada. Qual é um prego justo para jogar esse jogo?”.

Nesse sentido, “a expectativa matematica deum jogo € encontrada somando os produtos
de cada recompensa possivel pela probabilidade de vocé a obter” (lbid., p. 213). De acordo
com Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 214) Sabe-se nestas situacdes que ao jogar um dado, a
possibilidade de cair em qualquer lado, sdo iguais e deve-se considerar que o dadonao é viciado,

entdo tem-se “uma chance em seis de receber $10; uma chance em seis de ganhar 3, e quatro

em seis de nada ganhar, sendo a expectativa matematica igual a: % 10 + % 5+ %- 0=2,50.

Segundo Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 216) Huygens “inverteu o processo, usando a
expectativa para calcular a probabilidade, em vez do contrério. Mas a ideia fundamental era a
mesma: resultados igualmente provaveis significam expectativas iguais”, de situagdes iguais e
repetidas, foi o que o levou a escrever suas proposicdes, sobre os jogos de azar relacionados as
chances para se obter sucesso, este autor ainda salienta, que Huygens prop0s, exercicios a
resolver, sendo que seu tratado “era a unica introdugao disponivel a teoria da probabilidade até
o inicio do século dezoito” (Ibid., p. 578).

Observa-se que o méetodo utilizado por Huygens, para organizar os dados e resolver 0s
problemas, ndo definiauma férmula conclusiva para aplicar a probabilidade, contudo é evidente
que eram considerados casos possiveis e casos favoraveis, pois, segundo Gneri (S.d, p. 03) foi
considerado as chances de um jogador ganhar, onde “no contexto de um jogo e desde o0 ponto
de vista de um jogador, consideram-se o conjunto de todos os resultados ou casos possiveis,

sendo feita uma particdo em dois subconjuntos: o dos resultados ou casos favoraveis e o dos

namero de casos favoraveis

ndo favoraveis”, aos apostadores/jogadores, organizada como:

numero de casos possiveis

3.2. FORMALIZACAO DA TEORIA DA PROBABILIDADE

Contribuindo com a Teoria da probabilidade, aponta-se o matematico Jacob*
Bernoulli (1654-1705), nascido em Basiléia, na Suica. Segundo Boyer (1974), nenhuma

4E possivel que seu nome possa ser encontrado na literatura como: Jakob, Jacques, Jacob, Jacob L.
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familia na histéria da matematica produziu tantos matematicos célebres quanto a familia
Bernoulli e o primeiro a atingir proeminéncia na matematica foi Jacob Bernoulli, nos estudos a
respeito da probabilidade, “reconheceu a ampla aplicabilidade das probabilidades”
(BERLINGOFF; GOUVEA, 2008, p. 214) e dedicou-se a testar na pratica e escrever o que
ocorria durante cada prova, em cada situacao do seu longo teste.

Segundo Aragdo (2009, p. 88) a partir dasobservacdes e aplicagdes de Jacob Bernoulli,
inicia-se um “processo de abstracdo das possibilidades fora das limitagcdes dos jogos e dos
seguros; & ele é atribuido a primeira sistematizacdo de uma teoria das probabilidades, tendo em
vista suas aplica¢des praticas”, ampliando-a para além do ramo da matematica. No geral, Jacob
Bernoulli pretendia determinar um tratamento formal para os casos de probabilidade, propondo
as chances de um evento ocorrer ou nao ocorrer, assim,

examinou a relagdo entre probabilidade tedrica e sua relevancia para varias situagdes
praticas[...] afirmou que, se uma experiéncia reproduzivel tivesse uma probabilidade
tedrica p de resultar em certo modo “favoravel”, entdo, para qualquermargem de erro
especificada, a razdo dos resultados favoraveis para total de resultados em algum
namero (grande) de tentativas repetidas desse experimento estaria dentro daquel
margem de erro. Por esse principio dadosobservados podem ser usados para estimar

a probabilidade de acontecimentos em situacdes do mundo real (BERLINGOFF;
GOUVEA, 2008, p. 214).

Katz (2010) frisa que ele usou as ideias de Huygens e generalizou as ideias de Pascal,
entretanto a experiéncia e tratamento que Jacob Bernoulli deu para a teoria da probabilidade foi
algo nédo realizado anteriormente, ele “prop0s a determinacdo de certas probabilidades a
posteriori por observacdo dos resultados obtidos em varias instancias semelhantes [...] pois,
queria ser capaz de quantificar o risco em situagcdes em que era impossivel enumerar todas as
possibilidades” (KATZ, 2010, p. 764). Segundo este autor, parecia razoavelmente 0bvio a Jacob

Bernoulli, que,

Quanto maior o nimero de observagdes feitas de uma dada situacdo, melhor seria a
previsdo de ocorréncias futuras. Mas ele queria ter uma “prova cientifica” deste
principio, que mostrasse que o aumento no numero de observacles levaria a
probabilidade do acontecimento a ser estimada com qualquer grau de precisdo
desejado, e também mostrasse como calcular o nimero exacto de observacdes
necessarias para garantir que o resultado estivesse dentro de um intervalo
predeterminado em torno da verdadeira resposta (KATZ, 2010, p. 764).

De acordo com Laplace (2010) Bernoulli, trabalhou fazendo suas devidas observagdes
e anotacOes por vinte anos e quando considerou satisfeito, ou seja, quando conseguiu a prova
cientifica que o levou a experiéncia de quantificar a medida da incerteza, nomeou de Teorema
Aureo, apresentando “uma teoria geral das combinagdes e das sequéncias, aplicando-a a varias
questoes dificeis relativas aos acasos” (LAPLACE, 2010, p. 214), conhecido como: Teorema

de Bernoulli, Lei dos Grandes Numeros e Lei Fraca dos Grandes NUmeros
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Segundo Boyer (1974, p. 309, grifo nosso) o teorema é definido como: “se p é a
probabilidade de um evento, se m é o nimero de ocorréncias do evento em n experiencias, se
€ € um ndmero positivo arbitrariamente pequeno, e se P € a probabilidade de que a

desigualdade |m/n — p| < € esteja satisfeita, entdo: limP = 1",

n-g

Segundo Mlodinow (2009) este teorema trata de como o0s resultados refletem as
probabilidades subjacentes quando se faz muitas jogadas observando o que ocorre no limite de
um ndmero arbitrariamente grande de jogadas repetidas, observacdes que Jacob Bernoulli
testou com diversas situagdes problemas, como por exemplo:

Numa situacdo, vislumbrou uma urna cheia, contendo 3 mil pedrinhas brancas e 2 mil
pedrinhas pretas, uma razdo de 60% de brancas contra 40% de pretas, qual foi submetida a
condi¢do de retiradas, com “reposi¢do” para ndo alterar a propor¢io de 3:2, onde a
probabilidade a priori de se tirar uma pedrinha branca é de 3/5 ou de 60%, a pergunta central
de Jacob Bernoulli é saber com que precisdo deve-se esperar que a propor¢do de pedrinhas
brancas retiradas se aproxime de 60% e com qual probabilidade? (MLODINOW, 2009, p. 105).

Em 1713, foi publicado o livro Ars Conjectandi (A arte de conjecturar), da autoria
principal de Jacob Bernoulli, isto, oito anos ap6s sua morte. Boyer (1974, p. 308) ressalta que
0 Ars Conjectandi é “o mais antigo volume substancial sobre a teoria das probabilidades, pois
o0 De Ratiociniis in ludo Aleae de Huygens fora apenas uma breve introducdo”, que Bernoulli
reproduzido como a primeira de quatro partes do livro Ars e devidamente comentado por Jacob
Bernoulli, a segunda Parte deste livro aborda sobre a teoria geral de permutacdes e combinagdes
e sobre os “numeros de Bernoulli®” (BOYER, 1974).

Jacob Bernoulli fez suas experiéncias com muitas repeti¢ces e considerou que seria
suficiente “estimar a probabilidade deste evento pela frequéncia estabilizada, observada
experimentalmente” (QUEIROZ; COUTINHO, 2007, p 62), o que o levou a propor a definicéo
sobre a probabilidade, pois, Bernoulli, consentiu identificar através da experiéncia “uma nova
maneira de estimar as chances de realizacdo de um evento: o método experimental, supondo
que a probabilidade ¢ um dado objetivo ligado ao evento e a experiéncia” (I1bid., p. 68).

De acordo com Zindel (2018, p. 12), Jacob Bernoulli queria demostrar que “onde
termina a arte de pensar — a analise objetiva — comega a arte da conjectura”. Agindo assim, ele

foi mais profundoao analisar a probabilidade deum evento ocorrer, o que até entdo era estudado

5 teis para escrever as expansdes em série infinita das fungdes trigonométricas e hiperbolicas. (Boyer, 1974, p.
309)
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ao analisar partidas de jogo de azar, ampliando essa andlise para as possibilidades de eventos
que podem ocorrer em situagdes do cotidiano.

Segundo Katz (2010, p. 767) a contribuicdo que Jacob Bernoulli deu a teoria da
probabilidade é digno de mencéo. Entretanto, ndo coube a ele sua publicacéo, este autor reforca
que isto pode ter ocorrido, talvez porque “Bernoulli pode ter sentido que tinha falhado na sua
busca para quantificar a medida da incerteza, principalmente porque sua intui¢éo Ihe disse que
25.550 era bastante mais do que necessario”.

Segundo Gillispie (2007), a quarta parte deste livro também ndo foi concluida por Jacob
Bernoulli. No entanto, apds ser publicado, proporcionou a outros personagens uma Visao
ampliada a respeito dateoria da probabilidade, pois “a lei dos Grandes Numeros foi introduzida
na teoria da probabilidade, como um dos conceitos mais importantes no calculo de
probabilidades [...] e com aplicacbes em muitos campos da estatistica, da matematica e da
ciéncia em geral” (HISTORIA DE LA PROBABILIDAD [2020], tradug@o nossa).

Contribuindo com o desenvolvimento da teoria da probabilidade, cita-se 0 matematico
Abraham De Moivre (1667-1754), nascido em Vitry-le-Francois, na Franga. Segundo Boyer
(1974, p. 312), De Moivre, mudou-se para Inglaterra “onde conheceu Newton e Halley e tornou-
se professor particular de matemética. Em 1697 foi eleito para a Royal Society e
subsequentemente para as Academias de Paris e Berlim”.

De acordo com Retrespo e Gonzéales (2003, traducdo nossa) em 1718, De Moivre
publicou o livro The Doctrine of Chances (Doutrina das chances), considerado um avango para
a historia daprobabilidade, por apresentar mais detalhes que as publicagdes anteriores a respeito
deste tema. Segundo Katz (2010) isto ocorreu devido as regras matematicas que também
estavam evoluindo, permitindo a De Moivre apresentar regras gerais e aplicacbes detalhadas
dessas regras, que faziam parte das praticas dos jogos, comum no seu tempo.

De acordo com Boyer (1974, p. 313), neste livro De Moivre, havia uma variedade de
exercicios, como lancamentos de dados, bolas na urna, selecdo de bolas em urna, saco com
bolas diferentes, o problema dospontos e exercicios referentes a anuidades vitalicias. “De modo
geral De Moivre derivava a teoria das permutacdes e combinagGes dos principios de
Probabilidade [...] dizia que a probabilidade de um evento composto é o produto das
probabilidades dos componentes”.

Em Historia de la Probabilidad ([2020], traducéo nossa), enfatiza-se que De Moivre
reformulou em termos mais modernos a defini¢cdo dada por Jacob Bernoulli, onde representou
que a probabilidade que um evento ocorra é: Uma fracdo em que o numerador é igual ao

namero de ocorréncias do evento e o denominador é igual ao nimero total de casos em que o
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evento pode ou ndo ocorrer” (HISTORIA DE LA PROBABILIDAD ([2020], p. 08, traducéao
nossa), representado matematicamente para situacdes provaveis:

. namero de ocorréncias do evento
Probabilidade =

namero de casos possiveis
De Moivre, segue seus estudos, sobre solugdes envolvendo probabilidade, neste caso
buscou solucionar uma situacdo posta por Chevalier de Méré, que segundo Katz (2010) era para
descobrir o nimero de tentativas necessarias para que um acontecimento provavel ocorra, ou
guantas tentativas seriam necessarias para que seja indiferente apostar no acontecimento ou em
sua falha, supondo que a é o nimero de possibilidades para o acontecimento numa qualquer
tentativa e b € o numero de possibilidades para a sua falha.

De Moivre tomou a probabilidade do acontecimento (b) falhar x vezes, utilizando a

X

b
+b)*

~ . ~ . 1 ~
eXpresso e para que x satisfaca essa expressdo igualou a —. Formando a equagao:

bx

s % (KATZ, 2010). Ainda segundo este autor, as hipoteses de obter sucesso pelo menos

uma vez em x tentativas sdo iguais as hipdteses de ndo obter sucesso nenhum, entdo a

probabilidade tem que ser igual a %

log2

De Moivre, resolveu esta equacdo recorrendo a fungdo logaritmica: x = ————————.
log(a+b)-loghb

Assim, ele tomou que a: b =1 : q e observou que as vantagens contra o sucesso sao de g

X
para 1, tomando a equagdo na forma: (1 +%) =2 ou xlog (1 + i) = log 2, De Moivre
conclui que do log (1 + 2) em série de poténcias, “q € infinito, ou muito grande relativamente

a unidade[...] e o primeiro termo é daseérie é suficiente e a solucdo pode ser escrita como: x =
qlog2 ou x = 0.7q (KATZ, 2010).

De Moivre pensou nos diferentes valores de: Q = P (X = §+ 1). Segundo Katz (2010,
p. 772) os valores referentes a Q formam uma curva: ““se pensar nos termos da binomial como
colocados ao alto, igualmente espacados em angulos retos para acima de uma linha reta, as
extremidades dos termos acompanham a curva. A curva assim descrita tem dois pontos de

inflexdo, um de cada lado do termo maximo”.

Entdo, De Moivre analisa que para encontrar o numero de langcamentos de dados
necessarios para que a probabilidade de lancar dois seis seja igual a 5 0 valor de g = 35, logo

oresultado dex = 24,5. Entdo, 0 nimero de langamentos necessarios esté entre 24 e 25 (KATZ,
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2010), segundo este autor, essa € a mesma resposta que Huygens encontrou através de um
calculo bastante mais pormenorizado.

Segundo Katz (2010, p. 769) para De Moivre, “o0 método de calculo das probabilidades
relevantes residia no calculo de certos coeficientes binomiais”, assim ele tentou ser um pouco

mais preciso, como consta em Historia de la Probabilidad ([2020], traducdo nossa)

1

demonstrando a constante: m! ~ B.e™™.m™ 2. E para determinar o valor dessa constante,

. . ~ . - 1 1 1 1 -
construiu a seguinte expressdo logaritmica: InB =1 - —+-—— — +—— — --- e concluiu
12 360 1260 1680

de acordo com seu calculo que B = 2.5074

Assim ocorreu com o Teorema do Limite Central, que segundo Historia de la
Probabilidad ([2020], pp. 13-14, traducdo nossa) De Moivre pretendia calcular uma
probabilidade que Jacob Bernoulli ja havia demonstrado a respeito “de que o ntimero de
sucessos de um evento com probabilidade p e n tentativas estaria entre A e B” e para isto Jacob

Bernoulli utilizou a seguinte expressao: ZA<K<B(’;‘).p".(1 —p)™*, ainda de acordo com

Historia de La Probabilidad ([2020], traducéo nossa) a dificuldade envolvida nessa operagéo

£ . . , . !
era o calculo do nimero combinatério: (%) = ———.
k k!(m-k)!
. . . (n—l)z 1\" . -1
Assim, De Moivre Sabia que para n granden—n =(1- ~) seaproxima dee™, logo

o termo intermédio M de (1 + 1)™ paraasoma 2™ éigual a J% Dos dadosobtidos, deacordo

com Katz (2010) De Moivre calculou e chegou a seguinte resultado: P{X = §+ t} ~

p{x =1} e_<¥)=\/2_

2 2nn

(&)
- \n/(KATZ, 2010).

De Moivre ndo estava satisfeito, com este resultado, “por ndo poder liga-lo a nenhuma
constante matematica conhecida, entdo pediu conselho e ajuda ao seu bom amigo James
Stirling (1692-1770), que provou que B = v2m.” (HISTORIA DE LA PROBABILIDAD

([2020], p. 11, traducéo nossa). Possivelmente com um argumento semelhante ao de De Moivre,
mas partindo do produto de Wallis para o nimero r, resultando em logB = 1 — logT , entdo o

1 =
logT =1—~log2m ou T = = (KATZ, 2010).
De acordo com Historia de la Probabilidad ([2020], p. 11, tradugdo nossa) “0S pontos
de inflex&o estdo a uma distancia % \Jn desse maximo. Entdo, aqui esta o Teorema do Limite

Central, conhecido como o fato de que a média de uma amostra aleatéria independente

adequadamente normalizada é aproximadamente normal”. A Figura 7 mostra o grafico da curva
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da frequéncia normal elaborada por De Moivre, como uma representacdo do conceito de

“distribui¢ao normal”.

Figura 7: Curva normal — elaborada por De Moivre

Fonte: Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 221)

Segundo Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 221) De Moivre descreveu a curva da
frequéncia normal “como uma aproximacdo para distribui¢des binomiais, usando essa ideia
para melhorar a estimativa de Bernoulli quanto ao nimero de observacdes necessarias para se
tirar conclusdes precisas”, segundo este autor nem sempre os resultados encontrados eram
satisfatorios, pois a probabilidade necessitava de mais matematica, precisava ser “desenvolvida
até o ponto em que pudesse ser aplicada frutiferamente a questdes praticas” (Ibid., p. 221).

Dos seus estudos com a expansao binomial, De Moivre “conseguiu calcular as somas

de grande numero desses termos melhorando consideravelmente a quantificacdo de incerteza

de Bernoulli” (KATZ, 2010, p. 772) ao encontrar: Y.¢_, P (X = §+ t) e apresentar a integral

—(2t?

n dt.

para uso nas situac@es probabilisticas: 2 fk e
v2rn YO0
De acordo com Katz (2010) De Moivre, realizou um numero infinito de experiéncias, a

probabilidade de um acontecimento, que tem igual nimero de possibilidades de ocorrer e de

~ A - - 1 1 N .
falhar, podendo ocorrer com uma frequéncia superior a: Snt E\/ﬁ e nem com uma frequéncia

. . 1 1 . . . . . . crs
inferior a Sn— Eﬁ , OU seja, na terminologia dos dias atuais, De Moivre, “tinha mostrado que
para n grande, a probabilidade denimero de ocorréncias de uma experiéncia binomial simétrica

distar: >y do valor médio ~ n era 0.682688” (KATZ, 2010, p. 772).

Boyer (1974) ressalta que De Moivre foi 0 primeiro a trabalhar com a formula de
probabilidades. No geral sua contribuicdo, passou a ser utilizada por Carl Friedrich Gauss
“como ferramenta estatistica util por si propria” (Warsi, 2020, p. 193) e por Pierre Simon
Laplace, que usou “ao modelar curvas para erros aleatorios, como erros de medida[...]. Hoje a
distribuicdo normal ¢ muito usada ao modelar dados estatisticos, com aplicagdes que véo de

estudos de populagdo a analise de investimentos” (Warsi, 2020, p. 193).
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“De Moivre interessava-se particularmente por desenvolver para a teoria das
probabilidades processos gerais e notagdes que ele considerava como uma nova ‘algebra’”
(BOYER, 1974, p. 313). Segundo Katz (2010, p. 768) ele “utilizava frequentemente séries para
efetuar os seus calculos probabilisticos”, ainda segundo este autor, o mais importante era a sua
discussdo pormenorizada sobre como aproximar a soma dos termos do bindmio (a + b)™.

Segundo Gadelha (2004, p. 09) O livro Doctrine of Chances, assim como o Livro Ars
Conjectandi, foram considerados os mais importantes para a formalizacdo da teoria da
Probabilidade no século XV11,abrindoum caminho fecundo para que personagens matematicos

no século XVII1, se aprofundassem sobre o tema.

3.3. INTRODUCAO DA PROBABILIDADE NA MATEMATICA

No inicio do inicio do seculo XV111, os estudos sobre probabilidade sdo explorados por
personagens que elevam sua forma de representacédo e aplicagdo, contando com a colaboragéo
de matematicos como Thomas Bayes (1702-1761); Georges-Louis Leclerc (1707-1788); Jean
Le Rond D’Alembert (1717-1783); Joseph Louis Lagrange (1736-1813); Pierre Simon Laplace
(1749-1827); Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Simeon Denis Poisson (1781-1840), seculo
que organizou e introduziu a teoria da probabilidade no mundo da matemaética.

Neste momento da pesquisa, encontra-se 0s estudos e publicacdes das experiéncias e
pesquisas de Pierre Simon Laplace (1749-1827), nascido na cidade de Beaumont-en-Auge,
Normandia, na Franga, pertencente auma familia nobre e rica. Laplace estudou na Universidade
de Caen, matriculou-se na faculdade de Arte, com o intuito de seguir para a faculdade de
teologia, mas em 1768 desistiu e seguiu para Paris, para continuar seus estudos e
consequentemente arrumar um emprego.

De acordo com Historia de la Probabilidad ([2020], p. 21) Laplace “ficou conhecido
pela sua curiosidade universal que o levou a investigar quase todas as areas do conhecimento,
alcancando os seus resultados mais exitosos tanto na mecanica celeste como na teoria das
probabilidades”, foi por meio de seus trabalhos, que os jogos de azar, ganharam um
reconhecimento, sendo analisado por meio de calculo probabilisticos, em diferentes campos de
estudos e assim conseguiu introduzir a teoria da probabilidade no mundo da matematica.

Laplace ¢ considerado um dos cientistas mais influente da histéria da matematica, “Sua

carreira foi importante pelas contribuicfes técnicas para as ciéncias exatas, pela visao filosofica
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que desenvolveu na exposicdo de seu trabalho e pelo papel que exerceu na formagdo das
modernas disciplinas cientificas” (GILLISPIE, 2007, p. 1431).

Laplace afirma que “devemos a debilidade da mente humana uma das mais delicadas ¢
engenhosas teorias matematicas: a ciéncia do azar ou probabilidade” (LAPLACE, 1974, p.
114), assunto do qual se dedicou a estudar e escrever diversos artigos, concomitantemente com
outros assuntos de seus interesses, do qual se dedicou por um longo periodo, vivendo suas
experiéncias e compartilhando delas com outros matematicos.

Laplace em seus estudos iniciais “estabelece com clareza o sentido das palavras acaso
e probabilidade”. Da primeira palavra, ele definiu que ndo tem realidade em si, quando nela
ndo se ver nada de regular, quando ndo se conhece as causas que a acarretam; e da segunda
palavra, definiu como um conjunto de objecGes a probabilidade, como as que ndo sdo possiveis
quantificar, como esperanga, medos e estados mentais (GILLISPIE, 2007, p. 1442).

Segundo Gillispie (2007) Laplace, necessitou aprimorar sua epistemologia, na teoria do
acaso, para distinguir o procedimento e pratica que estava sendo utilizada, pois as abordagem
para determinar as possibilidades de um evento, tinham sido determinadas na seguinte
condicdo: A priori — pela suposicdo da possibilidade igual; A posteriori — por experimentos
repetidos; Por quaisquer razdes que se tivesse para julgar a ocorréncia provavel do evento, ou
seja pelas possiblidades em relagdo as nossas informac6es (GILLISPIE, 2007).

Em respeito a possibilidade absoluta, da condicdo a priori, Laplace indicou que era
formado pelo conjunto de fatores que produzem um evento, “Alguns sdo diferentes em todas
as ocasides, como 0s movimentos exatos da mio ao lancar dados. E o efeito global desses
fatores que chamamos de acaso. Outros fatores sdo constantes, como a habilidade relativa dos
jogadores ou o peso dos dados” (GILLISPIE, 2007, p. 1461). Laplace se dedicou em estudar
cada aspecto relevante das condicGes para avancar com os estudos da probabilidade, levando-o
a observar que o conhecimento humano também era um dos fatores, pois considerou que,

Assituacdo do conhecimentoentravana determinacdo da probabilidade em dois nivek:
no que sabemos (possibilidade relativa) sobre a possibilidade absoluta (fatores

invariantes) dos eventos e em nosso desconhecimento das leis que sempre parecem
produzir os eventos fortuitos (GILLISPIE, 2007, p. 1462).

Este foi um acerto inovador no que Laplace buscava, para desenvolve a teoria de
compreender as estimativas das causas a partir dos efeitos, aplicados a vida real®, que o fez

solucionar o primeiro obstaculo, ele tomou como exemplo estatistico, os dados populacionais,

6 Laplace nio mencionava sobre a teoria e os problemas de Bayes, entretanto “Condorcet mencionou Price e
Bayes no resumo da memoria laplaciana” (GILLISPIE, 2007, p. 1462).
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de interesse publico, dados sobre nascimentos, casamentos e 6bitos, tendo informacgdes reais
sobre uma situacdo real (GILLISPIE, 2007).

Dos dados publicados entre 1709 e 1770 em Paris, mostrava que “haviam nascido
251.527 meninos e 241.945 meninas; a proporcao de aproximadamente 105 para 101 manteve-
se praticamente constante ano a ano” (GILLISPIE, 2007, p. 1462), informagdes essenciais para
que Laplace aplicasse a sua teoria. Entdo, a partir desses dados, ele formulou a probabilidade

do nascimento de um menino como

(pf—q)' onde p é 0 nascimento de menino e g 0 hascimento
de menina (GILLISPIE, 2007).
De acordo com Gillispie (2007), Laplace determinou que a probabilidade de nascer um

P P
+q)+ 0 e (p+q)

para esta situagdo, entdo Laplace “representou a integral definidade P por uma série altamente

menino, estava nos limites - — 0, onde 6 era uma quantidade muito pequena,

convergente, a qual, ao ser calculada, reduzir-se a unidade, quando p e g tornam-se infinitos”
(Ibid., p. 1462), entdo ele tomou a seguinte integral definida: [ x? (1 —x)?dx, onde x é a
probabilidade de nascimento de um menino e (1 — x) a probabilidade de nascimento de uma
menina, Laplace pretendia com esses dados, determinar a probabilidade de que x se enquadre
em limites arbitréario.

Em seguida atribuiu valores para x = 1 e x = 0 e p e ¢ muito grande, considerou que

— 2P(1— x)4 — x(-x) -1 —H 5
y = xP(1— x)? Integrando ydx S ra dy ,ondep - eq=- , sendo a uma fracéo
muito pequena, ficando ydz = azdy em que: z = :8;336 para qualquer que fosse o valor de

2 d(zdz) 3 d[zd(zdz)
2 —a 3
dx dx

z, Laplace aplicou: [ydx = C + ayz {1 — “Z_;Zc +a 14 .3 em que C é

uma constante arbitraria que dependedovalor inicial de: [ ydx , onde, os valores destaintegral,

fornecidos por Laplace, estdo entre os limites: x =0e x = — 0, desde que a fosse muito

1
(1+w)
menor do que 82 (GILLISPIE, 2007).

Laplace definiu que se x = 0, e fazendo y = 0 e z = 0, transformou a seérie:

dz , d(zdz) s d|[zd(zdz)] ‘)

fydx=C+ayZ {1—aa +a o2 a e

em

1+pu
q+1 _ p+1 L d q+1
f o au?™ 1 - A +w)oP (1 + m 0) . a[p+ (1 + 1)267]
: (1 + p)rtats 02(1+u)3
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“série que indicava os limites entre os quais o valor de [ ydx estava contido, valor inferior ao
primeiro termo entre colchetes e maior do que a soma dos dois primeiros termos” (GILLISPIE,
2007, p. 1463). Entretanto, Laplace também utilizou outra demonstracdo para a série:

dz 5 @ g d[zd(zdz)] ‘)

fydx=C+ayZ {1—aa +a 2 a e

que fornecia valores daintegral [ ydx para: x = ﬁ + 0, até x = 1, com este caso “Laplace

provou que, quanto mais aumentavam p e g mais diminuia a, e que a diferenca entre P e a
unidade era proporcional a a” (GILLISPIE, 2007, p. 1463), aplicando assim, a diferenga podia
ser reduzida abaixo de qualquer grandeza dada. Ainda segundo este autor, Laplace calculou a
probabilidade para o nascimento de menino em Paris, chegando a seguinte solucéo:
Calculando a probabilidade de que a possibilidade de um nascimento masculino em
Paris fosse maior do que 0,5, Laplace constatou que ela era inferior a unidade pela

fracdode 1,1521 x 10~*3, Calculou ainda que a probabilidade de, em um dado ano,
0 numero de meninas deixar de ultrapassar o de meninos era de ﬁ em Paris

(GILLISPIE, 2007, p. 1463).

Segundo Gillispie (2007) Laplace elaborou “um método para encontrar solucdes
numeéricas para um tipo de problema cujas solugdes analiticas continham termos elevados a
poténcias tdo altas que as expressdes se tornavam inviaveis quando se usavam ndmero nas
formulas, em lugar de sinais” (GILLISPIE, 2007, p. 1463). Este método também podia ser
aplicado ao célculo préatico de eventos futuros, dada a experiéncia do passado, extraindo dados
de fontes reais, como este exemplo da populagdo, que por fim foi considerado dentro da
inferéncia estatistica (Ibid., 2007).

Gillispie (2007) evidéncia que pela aplicacdo da probabilidade aos estudos
populacionais, Laplace estaria ampliando a teoria da probabilidade além dos jogos de azar,
ademais foi nestas situagcdes de repeticdes que “o levara a compreender, inicialmente, a
inconveniéncia de avaliar formulas em que era preciso substituir o nUmero desses eventos para
chegar a uma solu¢ao numérica” (GILLISPIE, 2007, p. 1522), precisava com isso deum método
geral para “reduzir o termo médio de um bindmio, elevado a uma poténcia alta, a uma série de
convergente” (Ibid., 1522). foi nestas condi¢des que o método fornecido por Laplace,

Transformava as integrais de equacdes diferenciais lineares, ou equacdes de
diferencas finitas, fossem parciais ou ordinarias, em séries convergentes, quando se
usavam grandes nimeros nos termos incluidos sob o sinal da integral, sendo téo
maiores 0s nimeros quanto mais convergente era a série. Entre as formulas que ele

pudera transformar dessa maneira,a maisnotavelera a da diferenca finita da poténcia
de uma variavel (GILLISPIE, 2007, p. 1522).



38

Laplace considerou esta aplicacdo ao problema das urnas, que se remete a duracao de
uma partida, no caso de jogos de azar e “Com isso, enfatizou a vasta utilidade do método na
teoria do acaso, dizendo que seu objetivo era a média a ser escolhida entre os resultados
fornecidos por diferentes conjuntos de observagdes” (GILLISPIE, 2007, p. 1524).

Segundo Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 215) Laplace deu um intervalo de tempo em
seus estudos sobre probabilidade, retornando em 1809 para rever “a analise do erro provavel ao
reunir dados cientificos”, aprofundando suas ideias e teorias sobre a sua aplicabilidade. Neste
retorno aos estudos sobre este tema, publicou o livro Théorie Analytique des Probabilités
(Teoria Analitica das Probabilidades), o qual teve trés publicacdes. Segundo Gillispie (2007)
sua primeira versdo foi publicada em 23 de Margo de 1812, trazendo novas ideias para aplicar
a teoria das probabilidades.

Nesta obra Laplace “‘concentra 0s avangos conseguidos a época e marca um patamar no
desenvolvimento do célculo das probabilidades. Sua contribuicdo é tdo forte que alguns
aspectos “classicos” do conceito de probabilidade tendem a ficar associados ao seu nome”
(ALMEIDA, 2005, p.14-15). Segundo Gillispie (2007), Laplace passou do célculo da
probabilidade para as propriedades da probabilidade, pois dos seus estudos,

E licito dizer que ele organizou o tema, reunindo os principais tipos de problemasda
teoria do acaso ja abordados por muitos matematicos, inclusive ele mesmo, de
maneira meio fortuita, e tornando a aborda-losem conjuntocom problemas das novas
areas de aplicacdo na filosofia da ciéncia, na astronomia, na geodésia, na

instrumentagdo, na teoria dos erros, nas estimativas populacionais E nos
procedimentos de foros judiciais e 6rgaos eleitorais (GILLISPIE, 2007, p. 1526).

Este “foi o primeiro estudo em larga escala inteiramente dedicado a uma nova
especialidade, partindo de problemas antigos e amiude triviais para areas em que, até entdo, a
quantifica¢do fora inexistente ou quimérica” (GILLISPIE, 2007, p. 1527). De acordo com
Gillispie (2007) a Théorie Analytique des Probabilités é um tratado em 4 volumes com 464
paginas, onde na primeira edigdo é divido em duas partes, que ocupa 2/3 do volume aplicados
as solucdes de uma quantidade significativa de problema de probabilidade, envolvendo jogos
de azar, probabilidade da causa, seguro e demografia.

Laplace organizou os principios gerais da probabilidade, a definicdo, a regra da
multiplicacdo as probabilidades de eventos independentes, o teorema sobre a probabilidade das
causas, analise sobre a distingdo entre a expectativa matematica e a expectativa moral, ele
forneceu com seu estudo uma “caracterizacdo da probabilidade como um ramo do

conhecimento exigido pelas limitagdes da inteligéncia humana, e que servia para corrigir
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parcialmente suas deficiéncias” (GILLISPIE, 2007, p. 1527), buscando aplicacdo de métodos a
eventos préaticos, formulando e reformulando problemas desta natureza, deste,
Problemasreais, discutidos nos primeiros capitulos,também consistem,em parte,em
exemplosreelaboradosa partirdaquelese de outros textos anteriores sobre a teoria do
acaso. Laplaceresolveu usando as funcdes geratrizes e os disp0s ndo por seu préprio
interesse, mas para ilustrar a tipologia dos problemas na probabilidade em geral,

entretanto novos contelidos onde a metodologia os tornava apropriado (GILLISPIE,
2007, p. 1527).

Segundo Katz (2010) Laplace utilizou a defini¢do proposta desde Cardano, como sendo
“a razdo do numero de casos favoraveis e o nimero de casos possiveis”, incluindo também a
demonstracdo do teorema do limite central e sua aplicacdo a questdo das inclinagcdes das orbitas
dos cometas. Laplace “era de opinido que ateoria dasprobabilidades podia vir ater implicagcoes
nas ciéncias sociais, do mesmo modo que o calculo era o maior instrumento de matematizacéo
das ciéncias fisicas” (KATZ, 2010, p. 979). De diversos problemas que Laplace formulou,
reformulou, extraiu e outras situacdes, cita-se em Gillispie (2007) que,
Em uma discussao do antigo problema de determinar a probabilidade de que todos
0s n nimeros de uma loteria saiam pelo menos uma vez em i sorteios, tirando-se
r bilhetes a cada sorteio, ele citou o exemplo da loteria nacionalfrancesa,composta
de noventa nimeros, sorteados cinco em cinco. Laplace passou entdo a outros
problemas classicos de probabilidade direta: de nUmeros pares e impares ao se
tirarem bolas de uma urna, de extracdo de um dado nimero de bolas de
determinada cor a partir de misturas em variasurnas, de ordem sequéncias na
retirada de bolas numeradas, de divisdo de prémio e de derrota ou Vitéria de um de
2 jogadores em jogos regulamentares (GILLISPIE, 2007, p. 1527, grifo n0sso).
Laplace apresentou, sua ideia deresolugéo dessas situagdes estabelecendo ligagdes entre
cada estratégia que explica detalhadamente a combinacdo e a expressdo para determinar a
probabilidades dos eventos (GILLISPIE, 2007). Por exemplo, propds um problema debindmio:
“as probabilidades de dois eventos, a e b, sdo, respectivamente, p e 1 — p. A probabilidade de

que a ocorra x vezes e de que b ocorra x’' vezesem x + x' tentativas é dadapelo (x'+

1)-ésimo termo do binémio [p + (1 —p) ]x”’ ” (GILLISPIE, 2007, p. 1529).

o p . _ , 2 n —ni2 _ Wn
Laplace utilizou a férmula: n = x + x'. NATerd exx?  quando t = .7 & soma de
, 2 2 n _,2 .
todos os pares é =e dt + Noree (Ibid., p. 1529).

Em sua analise, Laplace descreve que aproximacOes a serem consideradas como: limite
da probabilidade a priori do evento a e a propor¢do de ocorréncias de a em relagdo ao nimero
total deeventos esteja contidadentrode um certo limite, para este caso, a medidaque os eventos

se repetem, tendo o limite permanecido 0 mesmo, a probabilidade aumenta (GILLISPIE, 2007).
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Laplace também identificou situagdes que podem ocorrer como se “A probabilidade se
mantivesse a mesma, os limites ficam mais proximos. Quando o nimero de eventos chega ao
infinito, os limites convergem para um ponto e a probabilidade transforma-se em certeza”
(GILLISPIE, 2007, p. 1529). Outro sim sobre estes termos, Gillispie (2007) enfatiza que
“levaram os leitores modernos a achar que, de algum modo, Laplace devia ter uma ideia (ou
talvez uma convicgéo reprimida) de que ocorriam processos aleatdrios na propria natureza. Eles
ndo eram apenas decorrentes da nossa ignorancia” (GILLISPIE, 2007, p. 1529).

Um dos problemas, utilizados para esta explicagdo foi utilizando equacdes diferenciais
parciais, sobre o problema das urnas, exemplo que “gira em torno de uma sucessdao de urnas”
(GILLISPIE, 2007, p. 1530). Uma urna com todas as bolas brancas e outra urna somente com
bolas pretas, o que Laplace pretendia era provar que,

Se uma bola for retirada de uma urna qualquer e colocada em sua vizinha, e se esta
for sacudida, e dela se retirar uma bola e esta for colocada na seguinte, e assim por
diante, num namero indefinido de vezes em todo o circulo, a proporcao entre bolas

brancas e pretas em cada urna acabara sendo idéntica a proporgdo de bolas pretas e
brancas em todas elas (GILLISPIE, 2007, p. 1530).

Segundo Gillispie (2007, p. 1530) Laplace ¢ “levado ao problema de corrigir valores
aproximativamente conhecidos pelos resultados de um grande nimero de observagdes”, assim
passou a “considerar o problema como idéntico aqueles em que se exigia que a probabilidade
do erro médio em um grande numero de observacdes se enquadra dentro de certos limites”
(Ibid., p. 1422). Analisando que poderia ocorrer um “erro” pela quantidade de observagdes que
identificou, quando realizou o calculo sobre a amostra populacional, afirmando que neste
calculo existia um erro que ficaria dentro de certos limites. Segundo Gillispie (2007) Laplace
pode mostrar que,

Repetindo as observages um ndmero indefinido de vezes, seu resultado médio
convergia para um limite tal que, se um intervalo igual em qualquer dos lados fosse
tdo reduzido enquanto se aprouvesse, a probabilidade de resultado estar contido nesse
intervalo se aproximaria tanto da certeza de que a diferenca seria inferior a qualquer

magnitude calculavel. Se os erros positivos e negativos eram igualmente possiveis,
esse termo médio era indistinguivel da verdade (GILLISPIE, 2007, p. 1522).

Segundo Gillispie (2007) Laplace presumiu que a equipossibilidade do erro seguia uma
lei, pois era convicto que todoevento era efetivamente determinado pelas leis gerais do universo

e s6 é provavel em relacdo ao nosso conhecimento (GILLISPIE, 2007), deste modo, estabeleceu
k 2

s 2 k —T - X 7 - s

a formula = /5 [ ez dr, determinando que ¢ (Z) é a probabilidade doerro +x,k ¢€

h/2 x ,,h/Zx2
¢ dx e k'éf

hj2 _h/zﬁd)% dx. No entanto,
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A propriedade s passava a ter validade geral quando cada um dos resultados, dos
quaisele fornecia a média, dependia de um nimero muito grande de observagdes. Sua
base tinha que ser estatistica (termo que Laplace ndo empregou), e s6 entdo poderia
ser derivada da teoria da probabilidade e empregada, quaisquer que fossem as
distribuicdes de erros dos instrumentos ou das observagdes (GILLISPIE, 2007, p.
1523).

Tal situacdo foi mais tarde estudadae aplicada por outros matematicos, precisamente
em estimativas estatisticas. Com a teoria do erro, Laplace buscava minimizar os efeitos
necessarios na equagdo feito pelas observagdes, pois sabia que elas estavam “‘sujeitas a erro,
cujo efeito tinha quer ser minimizado. Era preciso considerar um nimero enorme delas, para
que os erros pudessem compensar-se mutuamente nos valores deduzidos do nimero total”
(GILLISPIE, 2007, p. 1525).

Laplace teria que saber como combinar essas equacdes e segundo Gillispie (2007)
Laplace sabia que para isso precisava determinar fatores onde a probabilidade de erro, fosse
minima para cada elemento, definindo o “erro médio como o produto do valor de cada erro
multiplicado por sua probabilidade” (GILLISPIE, 2007, p. 1525). No mais, esta defini¢do para
Laplace também servia para determinar correcdes, de acordo com Gillispie (2007) esta seria
uma abordagem de regressao linear e ndo de abordagem bayesiana como é conhecida.

Considerando a existéncia e os limites dos fenbmenos como objetos de calculo e
calculando a probabilidade de exemplos que exigiam uma observagdo longa e frequente,
Laplace pretendia expressar sua confianca nas observacfes que em algum momento poderia ser
suficiente (GILLISPIE, 2007). Em geral sua convic¢ao era determinar que “a mesma analise
poderia, em principios, aplicar-se a questdes medicas e econdmicas e até em problemas de
moral, pois a operacdo das causas muitas vezes repetidas era tdo regular nesses campos”
(GILLISPIE, 2007, p. 1524).

Laplace abordou sobre “a sua descoberta do efeito das desigualdades nas probabilidades
prévias” (GILLISPIE, 2007, p. 1531), enfatizou que com esta descoberta é necessario certo
cuidado ao aplicar calculos de probabilidade a eventos fisicos, ou seja, “era preciso levar em
conta ligeiros desvios dos pardmetros em relacdo aos valores presumidos” (Ibid., p. 1531).
Laplace citou como exemplo a situacdo no jogo de cara ou coroa, sobre a assimetria
insuspeitadas na moeda que fosse jogada, “em relacdo a como seriam injustas para um dos
jogadores. Segundo Gillispie (2007) Laplace sugeriu, submeter a probabilidade de assimetria

ao calculo, pois,

Considerou que a probabilidade de tirar cara ou coroa fosse de (1:—'1) . Onde a

representa a diferen¢a desconhecida entre as probabilidades anteriores de tirar uma ou
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(A+a)"+(1-a)™

outra. assim a probabilidade de tirar cara n vezes seguidas seria —_——-——€ 0

jogador que apostasse consecutivamente em cara ou coroa levaria vantagem sobre
aquele que apostasse em uma alternancia. Em vez disso, seria mais justo tentar jogar
simultaneamente duas moedas similares n vezes seguidas. Neste caso, o verdadeiro

valorda probabilidade deque as dus moedas caissem do mesmo modo seria 2n1+1 a1+
aa)™ + (1 — aa’)"], o que é mais proximodo zin equipossivel (GILLISPIE, 2007,
p. 1531).

Segundo Gillispie (2007, p. 1531) “Laplace examina a expectativa de vida, as
anuidades, os seguros e a expectativa moral”, este autor enfatiza que isto ocorreu possivelmente
atribuido a servigos prestados ao governo, pois “os procés-verbaus da Academia” tém registros
de que Laplace era convocado para atividades desse tipo algumas vezes (GILLISPIE, 2007,
além de seus estudos aplicados a exemplos praticos da vida, registros de algumas de suas
palestras na Ecole Normale e mesmo dos seus prolegdmenos da memdria sobre probabilidade,
sobre o0 valor da expectativa moral e matematica.

Segundo Berlingoff e Gouvéa (2008) a Teoria Analitica da Probabilidade era,

Um tour de force enciclopédico que reunia tudo o que ele e os outros tinham feito
quanto a probabilidade e estatisticaatéentdo. Era realmente umaobramestra, masseu
estilo técnico, denso, tornava muito dela inacessivel a todos, exceto os leitores mais

determinados e matematicamente sofisticados (BERLINGOFF; GOUVEA, 2008, p.
215).

Laplace entdo decidiu “tornar suas ideias mais acessiveis a uma audiéncia maior [...]
escreveu um prefacio expositério de 153 paginas para a segunda edi¢do” (BERLINGOFF;
GOUVEA, 2008, p. 215), do livro teoria analitica das probabilidades, Laplace defendia a
aplicabilidade da probabilidade a um amplo leque de atividades, incluindo politica e ciéncias
sociais (BERLINGOFF; GOUVEA, 2008).

Em 14 de novembro de 1814, Laplace publicou o livro, Essai Philosophique Sur Les
Probabilités (Ensaio Filosofico sobre as Probabilidade), como uma complementacdo contendo
dois textos’, sobre os principios gerais do calculo da probabilidade, principios de esperanca na
probabilidade, aplicacdes do calculo nos jogos, filosofia natural e ciéncias morais, de acordo
com Pedro Leite de Santana®. Laplace publicou cinco edicBes desta obra, tornando-se “um
genial homem da ciéncia do Século das Luzes, ainda pobremente conhecido do publico
brasileiro” (Santana, 2010, p. 10). Um livro que, Laplace “estendeu sobre assunto passivel de

interessar a um publico mais amplo” (GILLISPIE, 2007, p. 1532).

"Um texto como introdugdo € outro texto como o capitulo décimo primeiro (GILLISPIE, 2007).
8 tradutor do livro Essai Philosophique Sur Les Probabilités
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Laplace complementa-se com seus estudos, da pratica aplicada nos jogos de azar, das
observagdes e andlises que teve durante anos de dedicacdo e escreveu “de maneira mais
persuasiva na linguagem comum do Essai Philosophique do que na linguagem matematica da
Théorie analytique” (lbid., p. 1532), pois conseguiu abranger um nimero maior de leitores,
pela clareza ao expor o tema, elevando-o ao sucesso, nele consta a “importancia que a
probabilidade, a estatistica e a andlise estocastica foram assumindo mais e mais na ciéncia, nas
ciéncias sociais ¢ na filosofia da ciéncia” (Ibid., p. 1532) elevando a teoria da probabilidade a
disciplina de probabilidade no ensino de matematica.

De acordo com Laplace (2010) o Essai Philosophique foi desenvolvido de suas licbes
ministradas nas Escolas Normais, onde era professor de matematica junto com Lagrange, que
enfatizou que a probabilidade podia ser aplicada a diversas questdes da vida, defendia que a
maioria dos casos demandava problemas que envolvia probabilidade. Para Gillispie (2007, p.
1426) este livro “sem duvidateve vida mais longa e, quase certamente, um numero maior de

leitores do que qualquer outro texto” feito por Laplace, que afirmou em seus estudos que,

Quase todos 0s n0ssos conhecimentos sdo apenas provaveis; e no pequeno nimero de
coisas que podemos sabercom certeza, mesmo nasproprias ciéncias matematicas, 0s
principais meios para se chegara verdade —a inducdo e a analogia —sdo fundados nas
probabilidades (LAPLACE, 2010, p. 41).

Sobre isso, Laplace (2010) tem um principio evidente de que qualquer acontecimento
ndo pode comecgar sem que tenha uma causa. Principio este que gerou seu axioma principio da
razao suficiente, usado para qualquer agdo, pois “Todos 0s eventos, mesmo aqueles que por sua
irrelevancia, parecem nao se relacionar as grandes leis da natureza” (LAPLACE, 2010, p. 42).

Laplace organizou exemplos préaticos que satisfizessem as suas ideias, dos muitos
fendbmenos que estudou, concluiu que “a probabilidade se deveem parte a nossa ignorancia, em
parte aos nossos conhecimentos” (LAPLACE, 2010, p. 46). No entanto, determinou das
andlises dos possiveis resultados das apostas nos jogos de azar, que “quando todos os casos sdo
favoraveis a um evento, sua probabilidade se transforma em certeza, e sua expressao torna-se
igual a unidade” (Ibid., p. 46).

Formando, com sua teoria a definicdo classica da probabilidade como sendo o0 nimero
de casos favoraveis dividido pelo nimero de casos possiveis, aplicados a experimentos finitos
e igualmente possiveis (equiprovaveis), organizada na seguinte forma (LAPLACE, 2010):

. namero de casos favoraveis
Probabilidade =

namero de casos possiveis
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Em Junqgueira (2014), destaca-se, a probabilidade de ocorréncia de um evento dada por:

(4) = %, onde: P(A) = probabilidade do evento; (A) = n° de elementos do evento; (S) = n°

de elementos do espaco amostral. Com 0 < P(A) < 1, que devem satisfazer as Propriedades:

i. P(S) =1

ii. P(EA) > 0 ,paratodoAc S

lii. Se A e B sds eventos mutuamente exclusivos entdo: P(A U B) = P(A) + P(B)

Entretanto, Laplace (2010, p. 49) explica que “A teoria dasprobabilidades se relaciona

a consideracOes tdo delicadas que ndo é surpreendente que, a partir dos mesmos dados, duas
pessoas encontrem resultados diferentes, sobretudo em questdes muito complexas”. Para
organizar suas ideias Laplace definiu dez Principios gerais do Calculo das probabilidades

expondo sobre o0 que se remete a uma relacdo geral das observacdes de Laplace, informadas

no quadro 1.
Quadro 1: Principios Gerais do Calculo de Probabilidade
10 Principios Gerais do Calculo das probabilidades — Laplace

1° E a relacdo entre o nimero de casos favoraveis e aquele de todos 0s casos possiveis;

20 A soma das possibilidades de cada caso favoravel. Principio que serve para reduzir os diversos
€asos a casos igualmente possiveis;

3° Se os eventos sao independentesum dos outros, a probabilidade da existéncia de seu conjunto é o
produto de suas probabilidades individuais;

40 Quando dois eventos dependem um do outro, a probabilidade do evento composto é o produto da
probabilidade do primeiro evento pela probabilidade de que, tendo ocorrido o primeiro, 0 outro
ocorrera;

50 Se forem calculadasa priori a probabilidade do evento ocorrido e aquela de um evento composto

desse e de um outro que se espera, a segunda probabilidade dividida pela primeira sera a
probabilidade do evento esperado, inferida do evento obhservado;

6° E uma fracao cujo numerador é a probabilidade do evento resultante da causa considerada e cujo
denominadoréa soma das probabilidades semelhantes relativas astodasas causas. Esse principio
fornece a razdo por que todos os eventos regulares sdo atribuidos a uma causa particular;

7° a probabilidade de um evento futuro é a soma dos produtosda probabilidade de cada causa, obtida
do evento observado, pela probabilidade de que, existindo essa causa, o0 evento futuro ocorra;

8° Quando a vantagem depende de varios eventos, ela é obtida torando-se a soma dos produtos da
probabilidade de cada evento pelo bem relacionado com sua ocorréncia;

90 Em uma série de eventos provaveis, onde uns produzem um beneficio e outros uma perda, obter-

se-a4 a vantagem resultante fazendo a somados produtosda probabilidade de cada evento favoravel
pelo beneficio que ele confere, e subtraindo dessa soma aquela dos produtos da probabilidade de
cada evento desfavoravel pela perda que Ihe é relacionada. Se a segunda soma supera a primeira, 0
beneficio torna-se perda e a esperanca transforma-se em temor;

100 ovalor relativo de uma somainfinitamente pequena é igualao seu valorabsoluto dividido pelo bem
total da pessoa interessada. Isso supde que todo homem tem um bem qualquer cujo valor nunca
pode ser suposto nulo.

Fonte: Laplace (2010, p. 49)

Os dez principios probabilisticos propostos por Laplace no livro Ensaio Filosofico e
podem ser usados em diversas areas do conhecimento. Sobre o0s jogos, sabe-se que foram 0s

primeiros eventos que as pesquisas mostram na historia, “na infinita variedade dessas
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combinacOes, varias delas se prestam com facilidade ao célculo, enquanto outras exigem
céalculos mais dificeis” (LAPLACE, 2010, p. 85). Para Rotunno (2007) as obras e principios
que Laplace atribuiu a Teoria da Probabilidade,
Séo obrasreconhecidas como a Teoria Classica da Probabilidade, conceitos basicos,
desenvolvidos de forma precisa, em dez principios fundamentais [...] A concepcao
determinista de Laplace permitiu saltar de um tratamento causala uma concepcao
estatistica dos acontecimentos. Pode-se dizer que os trabalhos de Laplace podem

ser considerados como o final da terceira etapa na evolucdo da teoria matematica
da probabilidade (ROTUNNO, 2007, p. 21, grifo nosso).

Segundo Boyer (1974) “a Teoria de Probabilidade deve mais a Laplace do que a
qualquer outro matematico”. A partir dele, as disciplinas célculo de probabilidade e estatistica,
que tinham até entdo permanecido separadas, “se fundiram de maneira que o calculo das
probabilidades se constitui no andaime matematico da estatistica. Toda a base matemaética que
permitiu desenvolver a teoria da probabilidade ¢ extraida da analise combinatoria”
(RETRESPO; GONZALEZ, 2003, tradug&o nossa).

Com base nesse acumulo de conhecimentos tedricos e avangos anteriores, 0S
pesquisadores do século XIX puderam explorar e aprimorar ainda mais a teoria da
probabilidade, favorecendo um avango importantissimo tantoem sua formulacao tedrica quanto
em sua aplicagio (ROTUNNO, 2007), pois se beneficiaram de trabalhos pioneiros

estabelecendo bases solidas para o desenvolvimento futuro dessa area do conhecimento.

3.4. AXIOMATIZACAO DA PROBABILIDADE

No século XX, o matematico Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), nascido
em Tombov, na Russia. Segundo O'Connor e Robertson (1999, traducdo nossa), seus pais ndo
eram casados, sua mae faleceu em seu parto, entdo foi criado pela irmé de sua mae, seu nome
foi dado por seu avd materno Yakov Stepanovich Kolmogorov que era da nobreza. Segundo
Almeida (2005) Kolmogorov avangou com os estudosda Teoria da Probabilidade para um nivel
de crescimento exponencial, tornando-se um ramo importante da matematica.

Em 1920, Kolmogorov publicou o artigo intitulado “Uber konbergenz Von Reiher,
deren Glieder durch Zufall Bestimmt Weerden” (Sobre a convergéncia de séries cujos membros
sdo determinados ao acaso) o que se trata de probabilidade. Nessa época o autor estava longe
de se comprometer com a matematica, tendo estudado diversas outras areas, como metalurgia
e histéria russa (O'CONNOR; ROBERTSON, 1999, traducéo nossa), entretanto este artigo,
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pode ter iniciado seu interesse na formulacdo dos seus axiomas, pois ele comecou a dedicar-se
intensamente ao estudo da teoria da probabilidade, publicando outros trabalhos sobre o tema.

Em “1927, Kolmogorov havia concluido suas pesquisas sobre proficiéncia e condicdes
necessarias da lei fraca dos grandes numeros, iniciada por J. Bernoulli” (RETRESPO;
GONZALEZ, 2003, p. 89, traducdo nossa) e em 1929 completou seu doutorado, tendo
publicado 18 trabalhos, entre eles o artigo “A Teoria Geral da Medigdo ¢ o Calculo de
Probabilidades” (RETRESPO; GONZALEZ, 2003, p. 89, traducio nossa), trabalhos que o
embasaram a construir uma defini¢do consistente.

Segundo Kolmogorov (1956, p. 2) “Existem outros sistemas postulacionais da teoria da
probabilidade, particularmente aqueles em que o conceito de probabilidade ndo é tratado como
um dos conceitos basicos, mas é ele proprio expresso por meio de outros conceitos”, entéo,
Kolmogorov determinou que precisava organizar ou mesmo fundamentar este objeto
matematico, de uma forma que integrasse “0 mais proximo possivel a teoria matematica com o
desenvolvimento empirico dateoria da probabilidade” (Ibid., p. 2), sem excluir os créditos que
a probabilidade ja tinha como definigdo e propriedades.

No livro Historia de la Probabilidad ([2020], p. 18, traducdo nossa) destaca-se que a
definicdo axiomatica da probabilidade incorpora exemplos cléssicos e frequentistas, ou seja,
“vem das propriedades fundamentais da probabilidade observadas nos exemplos que ilustram
as definicOes cléassicas e frequentistas. Assim, a definicdo axiomatica os inclui como casos
particulares e supera as deficiéncias de ambos”. Essa perspectiva historica e axiomatica
enriquece 0 ensino da probabilidade, permitindo aos alunos compreender a evolugéo do
conceito e sua aplicacdo em diversas areas.

E importante enfatizar que nesse livro ressalta-se que “Kolmogorov deu uma solugio
para uma parte do sexto problema de Hilbert, que pedia um fundamento axiomatico da teoria
da probabilidade” (Historia de la Probabilidad, [2020], p. 17, tradugéo nossa), justificando a
necessidade desse tema. O que foi muito importante, pois permitiu que Kolmogorov definisse
os axiomas que fundamentaram a teoria da probabilidade de forma rigorosa e matematica,
estabelecendo que a teoria da probabilidade se tornasse uma disciplina matematica bem
fundamentada, com suas proprias leis e regras.

Em 1930 Kolmogorov (1956, p. 01, traducdo nossa) estabeleceu que “a teoria da
probabilidade, como disciplina matematica, poderia e deveria ser desenvolvida a partir de
axiomas exatamente da mesma forma que a Geometria e a Algebra”. Ainda segundo este autor,
com base nas frequéncias relativas e na teoria dos conjuntos ele estabeleceu uma comparacéo

dos eventos aleatérios com o0s conceitos da teoria dos conjuntos, para poder definir certas
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condicbes, em seguida comparou 0s conceitos da teoria dos conjuntos com o0s conceitos da
teoria da probabilidade.

De acordo com Kolmogorov (1956, p. 05, tradugdo nossa) “muitos conceitos da teoria
dos conjuntos sdo designados por outros termos”. O quadro 2 apresenta uma comparacdo entre
0s conceitos da teoria dos conjuntos e os termos utilizados na teoria da probabilidade, com essa
comparagdo, Kolmogorov estabeleceu a linguagem necesséria para tornar mais clara e

consistente sua ideia em relacdo aos axiomas da teoria da probabilidade.

Quadro 2: Comparacio — Terminologia entre as teorias

Teoria dos conjuntos Eventos aleatérios
1] Ae Bndosecruzam,ouseja, AB =0 1 | O Eventos A e B sdo incompativeis
2| AB..N =0 2 | O Eventos A, B, ..., N sdo incompativeis
O Evento X é definido como a ocorréncia
AB..N =X 3 simultanea de eventos 4, B, ..., N
4 O evento X é definido como a ocorréncia de pelo
A+B+-+N=X * | menos um dos os eventos 4,B,..., N i
5 . - O evento oposto A consistindo na ndo ocorréncia
O conjunto complementar A 5
do evento A
6]1]4=0 6 | O evento A é impossivel
7T|A=E 7 | Oevento A deve ocorrer
8 | O sistema U dos conjuntos 4;,4,,..., A, 8. O experimento U consiste em determinar qual
formam uma decomposicéo do conjunto E se 8 doseventos 4,,4,,...,4, ocorre. Chamamos,
Ay + A, +...+ A, = E. (isso pressupde que portanto A; + A, +...+ A, osresultados
0s conjuntos A ndo se interceptam, em pares) possiveis do experimento 2.
9 | B é um subconjuntode A : B c A. 9 9. Da ocorréncia do evento B segue-se a

ocorréncia inevitavel de A.

Fonte: Kolmogorov (1956, p. 05, tradugdo nossa)

De acordo com Eugénio (2016), Kolmogorov buscou essa relagdo para garantir a
fundamentacdo e a validade dos axiomas, para poder contribuir significativamente para o

desenvolvimento da probabilidade como area da matematica, pois,

O significado Axiomatico tenta algebrizar tudo o que j& existia em relagdo a
Probabilidade produzida pelos matematicos e tenta generaliza -la para as mais diversas
4reas da sociedade. Foi o esfor¢o de diversos matematicos em conseguir fazer a
Probabilidade ter um lugar de destaque na Matematica formal, mais conhecida como
Matematica pura. Esse esforco rendeu o reconhecimento da Probabilidade enquanto
fungdo Matematica e convergéncia entre a teoria dos Conjuntos e a teoria da Medida,
as quais até entdo nunca tinham tido dialogo com areas da Matematica (EUGENIO,
2016, p. 26).

Neste sentido, Kolmogorov (1956, traducdo nossa) determina elementos e relages
essenciais, para permitir maior clareza e rigor em seus estudos e possibilitar a generalizacao
dos resultados até mesmo para outros contextos. Pois, Kolmogorov adotou como fato que toda

teoria axiomatica (abstrata) admite, que é,
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Um ndmero ilimitado de interpretagdes concretas além daquelas das quais foi
derivada. Assim, encontramosaplica¢cdesem camposda ciéncia que ndo tém relacéo
com 0s conceitos de evento aleatorio e de probabilidade no significado preciso dessas
palavras. A base postulacional da teoria da probabilidade pode ser estabelecida por
diferentes métodos no que diz respeito a selecdo de axiomas,bem como na selecédo de
conceitos e relacdes basicas. No entanto, se nosso objetivo é alcancara méxima
simplicidade, tanto no sistema de axiomas quanto no desenvolvimento posterior da
teoria, entdo os conceitos postulacionais de um evento aleatdrio e sua probabilidade
parecem os mais adequados (KOLMOGOROQV, 1956, p. 02, tradugdo nossa).

Dessa forma, em sua busca por uma teoria axiomatica para a probabilidade, publicou
em 1933, o livro Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Fundamentos da Teoria da
Probabilidade). Nesta obra, ele utilizou axiomas ja existentes e enfatizou que seu “objetivo ¢
alcancar a méxima simplicidade tanto no sistema de axiomas quanto no desenvolvimento
posterior da teoria” (KOLMOGOROQOV, 1956, p. 01, tradugdo nossa).

A proposta dos axiomas de Kolmogorov foi bem-sucedida mostrando sua aplicagdo a
diversas areas do conhecimento e estabelecendo uma definicdo mais formal, pois tem “uma
fundamentacéo tedrica rigorosa e ndo se limita aos casos de eventos equiprovaveis, pois ela
pode ser aplicada a qualquer tipo de evento e/ou espago amostral” (SALSA; MOREIRA, 2014,
p. 18), dando a probabilidade uma funcéo relevante e significativa para a matematica.

A definicdo moderna que Kolmogorov atribuiu a teoria da probabilidade, baseada na
teoria das medidas, considera experimentos em que o0s resultados possiveis podem ser infinitos
e ndo necessariamente equiprovaveis, pois com os axiomas Kolmogorov definiu uma medida
de certeza, mais ampla e flexivel, aplicada a experimentos mais complexos. Em Historia de la
Probabilidad ([2020], traducéo nossa), ver-se que,

Dos trés axiomas fundamentais de Kolmogorov, a maioria das propriedades
fundamentais de probabilidade que conhecemos e manuseamos hoje sdo deduzidas.
Algm disso, esses axiomas tém a vantagem de serem consistentes, pois existem

objetosreais que os satisfazem e, portanto, especificam a Matematica em nossas vidas
(HISTORIA DE LA PROBABILIDAD ([2020], p. 19, tradugdo nossa).

A partir destes fatos, Kolmogorov (1956, p. 16, traducdo nossa) apresenta “que a
probabilidade P(A) é uma funcéo de conjunto completamente aditiva em &, para poder definir
conceitos axiomaticos para a teoria daprobabilidade, quais ele indicou que podemser chamados
de campo de probabilidade generalizadas. Ent&o, determinou as seguintes condigoes:

§ 1. Axiomas

Seja E uma colecdo de elementos &, 1, ¢, ..., que chamaremos de eventos elementares, e & um

conjunto de subconjuntos de E; os elementos do conjunto & serdo chamados de eventos aleatorios.

I. & € um campo de conjuntos.
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I. & contém o conjunto E.

I11. A cada conjunto A em J é atribuido um nimero real ndo negativo (P)A. Esse ndmero

P(A) é chamado de probabilidade do evento A.

IV. P(E) é igual a 1.

V. Se A e B ndo tém elemento em comum, entdo: P(A+ B) = P(A) + P(B)

Um sistema de conjuntos, §, juntamente com uma atribuicdo definida de nimeros P(A),
satisfazendo os Axiomas I-V, é chamado de campo de probabilidade.

Nosso sistema de Axiomas |-V é consistente.

Segundo Rotunno (2007) ap6s a publicacio de Fundamentos da Teoria da
Probabilidade, elevou-a para Etapa Moderna de seus estudos e aplicacdo a diversas areas de
conhecimentos, um fato ndo determinado anteriormente por nenhum outro matematico que
estudou e contribuiu significativamente com seu avango. Nestas condigdes, Kolmogorov foi
considerado o primeiro matematico a apresentar uma forma axiomatica da probabilidade, este

autor afirma que os axiomas de Kolmogorov,

Tornaram a Teoria das Probabilidades uma parte autdnoma dentro da Matematica e
possibilitaram grande avanco cientifico nestaarea, sobretudo sob o aspecto tedrico. A
utilizacdo de tais modelos como instrumento explicativo voltadoao controle de grande
numero de sucessos € hoje uma opg¢do cada vez mais utilizada no mundo cientifico,
seja nas ciéncias humanas ou nas politicas (ROTUNNO, 2007, p. 33).

Entretanto, os axiomas definidos por Kolmogorov também ndo invalidaram as
definicdes da probabilidade classica organizadas por Laplace. Em Vidarte, Chachapoyas e
Cavalari (2021, pp. 98-99) apresentaram as definices de Laplace usando os axiomas de
Kolmogorov (1956), nas seguintes situacdes:

e Considerando o espago amostral finito Q = {al,a2,... ,an} ea o —algebra discreta

das partes de Q. Nesse caso, 0 F = 2% mensuravel sera o conjunto de partes de Q;

¢ Definindo a funcdo de probabilidade para qualquer evento A da seguinte maneira:

Para 0s n eventos elementares {ai}, i = 1,2,...,n, associamos uma probabilidade
pi = P({ai }) que satisfaz as seguintes condigdes:

A-p;=>0,i=12.,n

B-py + 0+ +p, =1

Para um evento qualquer A = {a;y,a;,,.. ,a;} € F, definindo como

P(A) = Py + Pjy . + Py

Assim, 0 espaco de Probabilidade para esse caso seria (£2,2%, P).
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Se no caso anterior temos a propriedade p = P({a, }) = -+ = P({n}), diz-se que Q

€ um espaco amostral finitoequiprovavel. Fazendouso doitem B, obtém-seque p = %.Assim,

Numerode elementosde A

neste caso a definicdo classica de Probabilidade torna-se: P(4) =

numero total de elementosde 2’

De acordo com Vidarte, Chachapoyas e Cavalari (2021), a definicdo classica da
probabilidade tem sido usada com sucesso para resolver muitos problemas por meios de
técnicas de andlise combinatdria e de contagem. A histéria da matemética desempenha um
papel importante na compreensédo daevolugdo da probabilidade, desde os primeiros problemas
e solugdes, passando pela definicdo frequentista e classica, até a modernizacdo feita por
Kolmogorov, que axiomatizou a probabilidade usando uma abordagem formal baseada em
axiomas matematicos.

Em Salsa e Moreira (2014) destaca-se uma notacdo atual das ideias de Kolmogorov,
primeiramente foi estabelecido as propriedades que definiriam os axiomas como sendo:

e Seja € um experimento aleatério e Q um conjunto formado por todos 0s eventos

elementares desse experimento, em seguida estabeleceu que:

e Seja A o conjunto formado por todos os subconjuntos de Q, inclusive o préprio Q

(evento certo) e o conjunto vazio ¢ (evento impossivel). Assim,

e Umafuncéo P definida em A, que associa a cada evento de A um nimero no intervalo
[0,1], é chamada probabilidade do evento, isto é: P : A — [0, 1], que deve satisfazer
as seguintes condicOes, estabelecidas em Kolmogorov (1956, p. 02, traducdo e
adaptacdo nossa):

I - A cada conjunto A em ( € atribuido um numero real ndo negativo (P)A. Esse nimero
P(A) é chamado de probabilidade do evento A, ou seja, P(A) = 0

In-rPQ) =1

Il - Se A e B ndo tém elemento em comum, entdo: P(A+ B) = P(A) + P(B)

A Axiomatizacdo dada por Kolmogorov na teoria da probabilidade desempenha um
papel fundamental na compreensdo e aplicacdo em diversas areas do conhecimento, pois ele
estabeleceu uma base sélida e rigorosa, uma estrutura matematica necessaria para o estudo de
eventos aleatérios. Ele forneceu um conjunto de regra e principios que validaram o célculo e a

interpretacdo da probabilidade, garantindo uma abordagem matematica precisa.
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4. RECORTES HISTORICOS E ATIVIDADES PARA O ENSINO

Este capitulo é constituido de trés textos, que foram recortados do texto principal.
Apresenta a histéria e a evolugdo da teoria da probabilidade, balizado pelo Diagrama
Metodoldgico de Chaquiam (2022), referentes a momentos histéricos especificos e em alguns
momentos foram adaptados para serem utilizados em atividades pedagdgicas no ensino de
probabilidade para a educacéo basica.

Com base na Base Nacional Comum Curricular (2017), elaboramos instrugdes e
orientacdes, que estdo na pagina inicial dos trés recortes historicos que compdem este trabalho
sobre a teoria da probabilidade, sdo informacfes que garantem que o0s textos atendam aos
critérios estabelecidos na BNCC, proporcionado uma abordagem alinhada as diretrizes

educacionais, como consta abaixo:

Orientacdes e Recomendagdes Oficiais para a Educacdo Bésica

A Base Nacional Comum Curricular, estabelece as orientagcGes essenciais para a
aprendizagem durante a trajetoria escolar, nestas estdo amparadas o ensino de probabilidade e
uso da historia da matematica, com ambas sera enfatizado o desenvolvimento das habilidades
e competéncias necessarias a aprendizagem dosalunos, que inicia pela compreensdo das no¢des
dos conceitos de probabilidade, perpassando por conhecimentos que ajudam a compreender a
importancia da probabilidade em diversas areas e seus devidos calculos.

Plano de aplicacéo

&P Explorar a Historia da Probabilidade, mediada pelo uso da Historia da Matematica,
apresentada e instruida de forma online, pelo google Forms, a professores de matematica da
educacéo bésica.

Objetivos

& Apresentar 0s Recortes Historicos e as Atividades a respeito da Histéria da
Probabilidade, balizada pelo Diagrama Metodoldgico de Chaquiam (2022);

47 Refletir sobre a importancia do uso da historia da matematica no ensino de
probabilidade, na educacdo basica, mediante a compreensdo dos professores, que responderam
aos formularios.

Habilidades da BNCC

& (EFO6MAZ30) Calcular a probabilidade de um evento aleatdrio, expressando-a por
namero racional (forma fracionaria, decimal e percentual) e comparar esse nimero com a
probabilidade obtida por meio de experimentos sucessivos.

&P (EFO7MAZ34) Planejar e realizar experimentos aleatorios ou simulacdes que envolvem
calculo de probabilidades ou estimativas por meio de frequéncia de ocorréncias.
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¥ (EFO9MAZ20) Reconhecer, em experimentos aleatérios, eventos independentes e
dependentes e calcular a probabilidade de sua ocorréncia, nos dois casos.

Competéncia de Matematica da BNCC

¥ Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupacOes de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, e € uma ciéncia viva,
que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos e para alicercar descobertas
e construgdes, inclusive com impactos no mundo do trabalho

Avaliacdo
¥ Participacdo de professores nas tarefas, enviadas online.
&® Andlise das respostas dos professores;
¥ Reflex&o sobre a importancia da probabilidade por meio da Historia da matematica.

Recursos
¥ Recortes Histdricos e suas respectivas atividades;
¥ Computador ou celular conectados a internet

4.1. TEXTO I: UM PROBLEMA QUE DEU INICIO A TEORIA DA PROBABILIDADE

Este texto apresenta um recorte historico proposto por Chaquiam (2022). Neste recorte
em especifico, evidenciou-se 0s personagens que contribuiram com os primeiros relatos,

situacdes, problemas e solug¢bes que levaram a constitui¢do da teoria da probabilidade.

Diagrama Metodoldgico: Um Problema que deu inicio a Teoria da Probabilidade

Pierre de Fermat Blaise Pascal
(1601 - 1665) (1623 - 1662)

Constituigho da Teona da
Probabilidade

!

Luceca Pacioli
(445-1571) | o l

Miceolo Fontana
L 4 (1610 - 1685)

Girolamo Cardano
(1501 - 1576)

©OERN [ I0paEA

Y

Christian Huygens
(1629 - 1695)

Fonte: Vasconcelos (2023).
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Texto I: UM PROBLEMA QUE DEU INICIO A PROBABILIDADE

Veraciv Brabo de Vasconcelos
Miguel Chaquiam

Nesse contexto, surgem personagens que “se limitaram a

Homens jogando no século XV
) . N

resolver problemas concretos, estritamente numéricos”
(TOMAZ, 2011, p. 5), abordando através de teorias matematicas

solucBes para as possibilidades de ganhar e elaborar estratégias
para obter sucessos em suas apostas, sendo este fator que
influenciaria no surgimento da probabilidade

Os primeiros problemas oficialmente publicados a

\ ;

. S it 4 . - L
respeito de situacdes envolvendo a teoria da probabilidade, Eoute: htps /cusinarhiioeia o b

foram propostos pelo italiano Luca Pacioli (1445-1517) e com a contribui¢do dos italianos,
Niccolo Fontana (1499-1557), Girolamo Cardano (1501-1576), Blaise Pascal (1623-1662),
Pierre de Fermat (1601-1665), Christian Huygens (1629-1695), considerados personagens
importantes, por realizarem estudos nos quais compararam as frequéncias dos eventos e
estimaram as chances de se ganhar em jogos de azar.

O primeiro problema, que despertou o interesse para explicar tal situacdo, que seguia
um padréo aleatério, ficou conhecido como o problema dos pontos, publicado em 1494 pelo
matematico Luca Pacioli no seu livro Summa de Aritmetica, Geometria, Proportione e
Proportionalita (Resumo de Aritmética, Geométrica, proporcdo e proporcionalidade)
considerado uma referéncia historica e fundamental para a nocdo da probabilidade, que
envolvia adistribuicdo de um prémio em um jogo de azar interrompido por algum motivo antes
de seu termino. Como foi feito a divisdo do prémio ja que o resultado era incerto?
O problema: “Dois jogadoresdisputavam um prémio que seria dado a quem primeiro fizesse seis
pontos no jogo. Quando o primeiro jogador tinha cinco pontose o segundo tinha trés pontos, houve
uma interrup¢do do jogo. Como se deveria dividir o prémio?” (ARAGAO, 2009, p. 86).
As tentativas de solucéo:

Pacioli, sugeriu que com a interrupcdo do jogo, o prémio pudesse ser dividido “em

propor¢do ao nimero de rodadas ja vencidas por cada jogador” (Warsi, 2020, p. 164). Pacioli,

~ . A - . 5
entdo recomendou que para o jogador com 5 pontos, o prémio seria calculado como 6 vezes 5

. . 3 L, e e o~ . . , .
e para o jogador com 3 pontos seria 6 vezes 5 Porem, a resposta de Pacioli ndo foi satisfatoria

para solucionar o problema.
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O matematico Niccolo Fontana (1499-1557), de pseuddnimo
Tartaglia, de acordo com Historia de la Probabilidad ([2020] p. 04,
traducdo nossa) ele descartou a solucdo proposta por Pacioli e propds
uma divisdo proporcional ao nimero de jogadas vencidas por cada
equipe, utilizando uma divisdo equitativa, e sugeriu que: “se um time ||

A

ganhou a pontos e 0 outro b pontos, 0 jogo € jogado para n pontos e

)
7
e

Fonte: ttps:/fwww_britishmuseum.org/

o0 prémio totalé P, os ganhos devem ser distribuidos daseguinte forma:

G el

Tartaglia afirma neste caso que a maior quantidade vai para a equipe que tiver mais
vitorias. “No entanto, Tartaglia sabia que sua solugdo ndo era a correta e em seu livro deixou
claro que era bom para conferir justica e equilibrio a um elenco, mas ndo era exato do ponto de
vista matematico” (HISTORIA DE LA PROBABILIDAD [2020] p. 04, tradu¢do nossa),

permitindo que com esta ideia outros matematicos a aprimorassem.

Sitlamo Cardan Surge, entdo um personagem de destaque nos jogos, Girolamo
Cardano (1501-1576), matematico, médico, astrélogo e filosofo,
bastante famoso por ser um apostador de jogos de azar que buscava
matematicamente estratégias para ganhar em suas apostas, segundo

Mlodinow (2009) no tempo de Cardano, onde ele estava 0s jogos eram

certos de ocorrer.

Mesmo tendo alguns equivocos, Cardano, de forma simples,

mas com eficacia escreveu suas estratégias em seu livro “Liber de Ludo Aleae” (Livro sobre 0s
jogos de azar) este livro foi o “primeiro €xito na tentativa humana de compreender a natureza
da incerteza” (MLODINOW, 2009, p. 58), mas, lamentavelmente, este livro sé se tornou
publico em 1663. Cardano, afirmou em seu livro que a solugdo de Pacioli no problema dos
pontos, estava incorreta porque ele ndo contava quantos jogos cada equipe precisava vencer
para ganhar o prémio (HISTORIA DE LA PROBABILIDAD [2020]).

Como solucdo, Cardano definiu uma formula para distribuir o prémio, mas reconheceu
que sua solucdo so valeria para alguns casos particulares, sendo: “se n € 0 numero total de
partidas e a e b as partidas vencidas por cada equipe, o prémio deveria ser distribuido da
sequinte forma: [1+2 +--+(n—=b)]: [1+ 2+ ---(n —a)]".

Cardano fez uma importante contribuigdo para a teoria da probabilidade ao introduzir a
ideia de espaco amostral, referindo-se que esta ideia era resultado de um processo aleatorio

compreendido como pontos no espaco. De acordo com Mlodinow (2009) Cardano definiu o



55

espaco amostral da seguinte forma: Suponha que € um processo aleatdrio tenha muitos
resultados igualmente provaveis, alguns favoraveis (ganhar), outros desfavoraveis (perder). A
probabilidade de obtermos um resultado favoravel é igual a proporcéo entre os resultados

favoraveis e o total de resultado possiveis.

Figura 3: Representa¢do do Espaco Amostral de 1 dado

. Um dado tem seis faces {1, 2, 3,4, 5, 6}
Exemplo, se um dado tem seis lados, esses O Espaco Amostralé £1,2 3. 4.5 61,

seis resultados formam o espaco amostral. Apostar focg];"‘“ed"'Cair“afa"e“s”éape”a“' .8

Resultado Favorivel 1

Total Resultados 6
Fonte: Vasconcelos (2023)

. . o1
em cair em um determinado valor do dado é .

Embora, Cardano tenha solucionado este problema e introduzido importantes conceitos
na teoria da probabilidade, como o espago amostral, ele ndo publicou suas ideias. Somente em
1663 é que ela foi oficialmente conhecida. Anteriormente o mateméatico Huygens publicou em
1657 uma solucédo baseada nas ideias dos matematicos Pascal e Fermat.

Tudo iniciou quando Antonie Gombaud (1610-1685) de pseuddnimo Chevalier de

Méré, solicitou a Blaise Pascal (1623-1662) que solucionasse 0
famoso Problema dos Pontos, neste periodo 0s jogos e apostas eram
comuns e quando o jogo comecava o dinheiro apostado néo pertencia
a ninguém até o final do jogo e entdo o ganhador ficava com tudo, por
IS0, a divisdo deveria ser justa, refletindo as possibilidades de cada

jogador vencer a aposta (Berlingoff e Gouvéa, 2008). Pascal

compartilhou suas ideias com o Fermat.

“Pascal percebeu que, independentemente da resposta, os métodos necessarios para
calcula-la ainda eram desconhecidos, e tais métodos, quaisquer que fossem, teriam importante
implicagdes para todos os tipos de situagao competitiva” (MLODINOW, 2009, p. 77).

A partir de entdo, Pascal e Fermat tragaram juntos estratégias para resolver o problema
dos pontos, compartilhadas por meio de cartas: - Pascal desenvolveu sua resposta baseado no
Tridngulo Aritmético, apresentando as probabilidades de cada jogador ganhar em diferentes

pOﬂtOS no jOgO e mOSt I’and 0 COMO as apOStaS Tridngulo Aritmético ou Tridngulo de Pascal

deveriam ser divididas. Todo nimeto &
De acordo com Warsi (2020, p. 160)

numeros sobre
ele.

Pascal “descobriu que o tridangulo poderia ser

Linha utilizada
Para solucionar
O problema dos
pontos

usado para achar o nimero de combinacdes (1]

possiveis quando se escolhe uma quantidade CI

Fonte: Elaborado pela autora, adaptado de Warsi (2020, p. 158)

de objetos a partir de um namero particular

de opcoes disponiveis [...] e cada linha do triangulo de Pascal d& aos coeficientes binomiais
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uma poténcia”. Segundo Eves (2011, p. 939) Pascal tomou a quarta linha do triangulo
aritmético, considerando “que mais quatro partidas decidem o jogo”. Nesse sentido Pascal

mostrou que “os niimeros no tridngulo contam o numero de modos com que varias ocorréncias
podem se combinar” (WARSI, 2020, p. 159).

Segundo Eves (2011) Pascal indicou um numero de combinacdes simples, tomando
como ordem r, de n objetos: C*, decidiu que tomando a linha quatro, tem-se, respectivamente

os coeficientes: 1, 4, 6, 4, 1, e combinou na condi¢do, de que cada combinacdo simples € o

nimero maneiras de obter as quantidades de letras, para analise da solucdo do problema:

Cl+Ci+ct

- Para o primeiro jogador (A): casos possivels

- prémio;

. ) ¢+ ¢y A
Para o segundo jogador (B): casos possivers | PTEMIO;

Pierre de Fermat (1601-1665), por sua vez, utilizou o método

Pierre de Fermat

“fundado nas combinagdes, se estende a um numero qualquer de
jogadores” (LAPLACE, 2010, p. 213), formando 6 arranjos completos
de ordem 4, pois afirmou que quatro partidas decidiriam 0 jogo e assim
organizou com as letras a e b e denomino-0s como: jogador A e jogador
B (EVES, 2011).

De acordo com Eves (2011), as combinagdes que aparecem a,

Fonte: ﬂps:/,\vxuwfhbdﬁshmusem.org/

duas ou mais vezes sdo favoraveis a A e as combinagdes que aparecem b, trés ou mais vezes,
sdo favoraveis a B. E assim multiplicaria esses dados pelo valor do prémio para se ter uma
divis&o justa.

Pascal e Fermat, cada um com seu proprio método, chegaram a um mesmo resultado
para o problema dos pontos, além de refletirem outros problemas equivalentes, contribuindo
com a base do desenvolvimento da teoria da probabilidade, envolvendo também os jogos de
azar, viabilizando que o estudo do acaso tomasse uma expressao matematica e assim fosse
introduzido um calculo para a probabilidade (JUNQUEIRA, 2015).

O problema dos pontos foi um desafio combinagBes de Fermat
o T i e e e | rz;z(:.lr.a dF:JfM l':-'-l'r!/i!g-'
matematico no campo da probabilidade. Segundo Py ey bah bbb

Mlodinow (2009, p. 84) “aandlise de Pascal e Fermat abaa  baba aabb  abbb
daba falb bblba bl

Fonte: Eves (2011, p. 393)

mostrou-se um grande primeiro passo na busca de

uma teoria matematica coerente da aleatoriedade”.
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Christian Huyeens No entanto, coube ao matematico Christian Huygens (1629-

1695), em 1657, tornar publico as cartas, que continham as solucdes
proposta por Pascal e Fermat sobre o problema dos pontos. Huygens
apresentou as solucdes, com as respectivas estratégias e célculos
utilizados pelos matematicos, no livro De Ratiociniis in Ludo Aleae
(Raciocinio Relacionado aos Jogos dos Dados), considerado o

Fonte: https//impa brinoticias | nrimeiro documento publicado sobre probabilidade.

Katz (2010, p. 576) enfatiza que “Huygens forneceu discussdes pormenorizadas acerca
do raciocinio por trds das solugdes, em particular como calcular num jogo de azar” (KATZ,
2010, p. 576), segundo este mesmo autor Huygens declarou que os resultados dos jogos de azar
podem ser incertos, pois as chances de um jogador ganhar ou perder, dependia de um
determinado valor, introduzindo como valor esperado, que € a quantidade média que uma
pessoa ganharia se jogasse 0 jogo muitas vezes, sendo esta a quantidade que um jogador
pagaria para ter o privilégio de jogar este jogo.

Segundo Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 213) Huygens baseava na expectativa
matematica ou resultado esperado de uma situagdo, Por exemplo: “Oferecem-lhe a chance de
jogar um unico dado. Se aparecer o 6, vocé ganha $ 10; Se aparecer 3, vocé ganha $ 5; de
outro modo, vocé ndo ganha nada. Qual é um prego justo para jogar esse jogo?”. Segundo 0S
mesmos autores, nesta situagdo o valor esperado, consiste em somar os produtos de cada
recompensa possivel pela probabilidade de obté-la. Considerando que o dado nédo é viciado e
gue todas as possibilidades tém a mesma chance de acontecer, a expectativa matematica desse
jogo seria entdo o valor de $ 2,50.

Portanto, “a expectativa matematica de um jogo ¢ encontrada somando os produtos de
cada recompensa possivel pela probabilidade de vocé a obter” (lbid., p. 213). Segundo
Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 216) Huygens “inverteu o processo, usando a expectativa para
calcular a probabilidade, em vez docontrario. Mas a ideia fundamental era a mesma: resultados
igualmente provaveis significam expectativas iguais”, de situacdes iguais e repetidas, foi o que
0 levou a escrever suas proposicdes, sobre os jogos de azar relacionados as chances para se
obter sucesso.

Outro sim, observa-se que 0 método utilizado por Huygens, para organizar os dados e
resolver os problemas, ndo definia uma férmula conclusiva para aplicar a probabilidade,
contudo é evidente que eram considerados casos possiveis e casos favoraveis, pois, segundo
Gneri (S.d, p. 03) foi considerado as chances de um jogador ganhar, onde “no contexto de um

jogo e desde o ponto de vista de um jogador, consideram-se 0 conjunto de todos os resultados
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ou casos possiveis, sendo feita uma particdo em dois subconjuntos: o dos resultados ou casos

favoraveis e o dos ndo favoraveis”, aos apostadores/jogadores, organizada como:

namero de casos favoraveis

namero de casos possiveis
Segundo Katz (2010, p. 578) Huygens se aprofundou nos estudos e forneceu
informacGes relevantes de como calcular num jogo de azar, deixando a exposicdo de outros
matematicos que por ventura se interessassem por este ramo da matematica, sendo que seu
tratado “era a unica introducao disponivel a teoria da probabilidade até o inicio do século
dezoito”, contribuicdo que foi fundamental para a evolugdo da teoria da probabilidade nos

séculos posteriores.

Sugestdes de Atividades do Texto |
1°) Conhecendo um pouco da Historia da Constituicdo da Teoria da Probabilidade, envolva a
matematica em suas repostas:
a) Explique com suas palavras, sobre o primeiro problema matematico que gerou interesse na

teoria da probabilidade e como essa teoria foi aplicada para resolver este problema.

b) Explique com a teoria da probabilidade foi apresentada oficialmente para 0 mundo?

c) Resuma sobre as principais contribui¢des de Cardano para o desenvolvimento da teoria da

probabilidade e como elas impactaram a matematica?

d) Qual foi o primeiro conceito matematico utilizado por Pacioli para tentar solucionar o
problema dos jogos de azar e como esse conceito influenciou o desenvolvimento da teoria da
probabilidade?

2% Como a teoria da probabilidade foi oficialmente estabelecida e qual foi o papel

desempenhado pelo matematico Huygens nesse processo?

3% Resolva o problema dos pontos, utilizando suas préprias estratégias e raciocinio: Dois
jogadores disputavam um prémio que seria dado a quem primeiro fizesse seis pontos no jogo.

Quando o primeiro jogador tinha cinco pontos e o segundo tinha trés pontos, houve uma
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interrupcéo do jogo. Como se deveria dividir o prémio? Sendo que o valor para o prémio € de
R$ 500,00.

4%) Resolve este problema, utilizando suas préprias estratégias e raciocinio. Esté é a proposta
gue o matematico Huygens apresenta no texto: Oferecem-lhe a chance de jogar um unico dado.
Se aparecer 0 6, vocé ganha $10; Se aparecer 3, vocé ganha $5; de outro modo, vocé ndo ganha

nada. Qual é um preco justo para jogar esse jogo?

5% Emum jogo de moedas, dois jogadores apostam 30 moedas cada um, ganha o prémio quem
primeiro fizer 10 pontos. Considerando os jogadores como A e B, entdo cada vez que a moeda
é lancada, se sair cara 1 (um) ponto é de B e se sair coroa 1 (um) ponto é de A. Entretanto, por
algum motivo o jogo é interrompido quando A tem 8 pontos e B tem 7 pontos.

a) Como esse prémio deve ser dividido de forma justa, considerando a pontuacgdo que A e B
tem no momento que o jogo foi interrompido?

b) Existe outra forma de dividir o prémio que possa ser considerada de forma justa. Explique e
exemplifique.

c) Caso 0 jogo continuasse e B ganhasse o proximo ponto. Quem seria 0 vencedor do jogo?

PARA SABER MAIS: Questdo adaptadado livro do 9° ano (Matemaética — Bianchini, 2007,
p. 140).

6%) Cardano Introduziu o termo espacgo amostral, Como apresentado no texto | com o resultado
de apenas 1 dado.

a) Represente o espaco amostral do langamento de dois dados em uma tabela.

b) Imagine: Carol, Rafael e Sofia brincando de jogar esses dados. Responda os itens c, d, e.
justificando qual deles tem a probabilidade de ganhar em uma jogada:

c) Sendo a soma dos numeros das faces de cima: Carol = 6; Rafael = 7 e Sofia=8

d) Sendo a diferenca em mddulo entre os nimeros das faces de cima: Carol = 1; do Rafael =3
edaSofia=0

e) Eles apostaram, que o produto dos nimeros das faces de cima seria: Carol = nimero impar;

do Rafael = nimero primo e da Sofia = nimero par.
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Nota Didéatica aos Professores

A primeira e a segunda questdo, o objetivo é incentivar o aluno a investigar respostas
que foram contadas neste recorte histérico, fazendo com que eles relatem trechos da historia,
de acordo a compreensdo e entendimento que tiveram sobre a historia.

A terceira e a quarta questdo, os alunos devem raciocinar e buscar por seus proprios
meios para solucionar os problemas, que foram retirados dos recortes histéricos, o objetivo é
que alunos tenham autonomia para encontrar respostas.

A quinta questédo, contém informacdes que foram geradas e adaptadasdo problemas dos
pontos, contendo opcBes: a) para fazer a divisdo do prémio, utilizando qualquer estratégia e
neste caso pode ser as propostas por Fermat ou Pascal; a letra b) evidencia que eles possam
dividir por outra estratégia de solucéo, que pode ser algo que eles mesmo saibam e a c) instiga-
los a perceber que o jogo estd empatado, logo o prémio deveria ser igualmente dividido, ou
seja, cada jogador poderia ter de volta suas 30 moedas e isto seria justo, pode se indagar.

Na sexta, os alunos podem se organizem em dupla e distribuir dados para que possam
fazer o experimento de lanca-los e anotar os nimeros que aparecem nas faces voltadas para
cima. Outra opcéo e fazer eles analisarem na tabela construida no item a) para fazer as

possiblidades de acordo com o espago amostral dos resultados de Carol, Rafael e Sofia.

4.2. TEXTO Il: UMA HISTORIA DA TEORIA DA PROBABILIDADE

Diagrama Metodoldgico: Uma Historia da Teoria da Probabilidade

r o
Pierre Simon Laplace | __________ R
(1749 —1827) : g : .
S
Teoria da Probabilidade [¢=—==——7 ---i 5 |
' & |
¥ ¥ -

*

Lucca Pacioli; Girolamo Cardano,
Pierre de Fermat; Blaise Pascal; Christian Huygens;
Abraham de Moivre; Johann Bernoulli; Andrei
Andreyevich Markov; Andrei N. Kolmogorov

Fonte: Vasconcelos (2023).
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Este texto apresenta um recorte historico proposto por Chaquiam (2022). Neste recorte
em especifico, foi Construido um texto sobre uma Historia da Probabilidade, que comegou no
final no século X1V e foi se desenvolvendo com a colaboracdo de matematicos geniais até ser

axiomatizada no século XX.

Texto 11: UMA HISTORIA DA TEORIA DA PROBABILIDADE

Veraciv Brabo de Vasconcelos
Miguel Chaquiam

Este recorte conta a surpreendente histéria desenvolvida por LS

matematicos que foram capazes de desenvolver uma ciéncia, que

DE ARITHMETT

estabelece leis racionais para reger situacdes determinadas puramente | ciommmsomo i mormosama

S FRATER LUCASPACION L

pelo azar (EVES, 2011). e
O problema dos pontos, que foi publicado em 1494, no livro

Summa de Aritmetica, Geometria, Proportione e Proportionalita

ten maton, e irs mdoncds
Fonte: https://impa br/noticias

(Resumo de Aritmética, Geométrica, proporcdo e proporcionalidade)

de Luca Pacioli (1445-1517), este foi o ponto inicial para origem da teoria da probabilidade.

Consistia na seguinte situacdo: “Dois jogadores disputavam um prémio que seria dado
a quem primeiro fizesse seis pontos no jogo. Quando o primeiro jogador tinha cinco pontos e
0 segundo tinha trés pontos, houve uma interrupcdo do jogo. Como se deveria dividir o
prémio?” (ARAGAO, 2009, p. 86).

A partir de situacbes como essa, Os matematicos italianos Luca Pacioli, Niccolo
Fontana e Girolamo Cardano foram os primeiros a estudar as possibilidades de ocorréncias de
eventos aleatdrios e a desenvolver métodos para resolver situacoes parecidas, revelando ser um
modo Gtil de medir as possibilidades de que algo ocorra (WARSI, 2020), teoria que se expandiu
para aplicacOes praticas em diversas areas.

- Luca Pacioli (1445-1517) sugeriu que o prémio fosse dividido “em propor¢do ao
numero de rodadas ja vencidas por cada jogador” (WARSI, 2020, p. 164), visando “estabelecer
uma regra fixa que permita a quantidade de aposta em um jogo quando, por qualquer motivo, é
interrompido” (SECADES, 2000, p. 10, traducdo nossa).

- Niccolo Fontana (1499-1557), publicou sua solucdo, em seu trabalho General

Trattato (Tratado Geral), sua proposta era fazer a divisdo da aposta na proporcdo entre o
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tamanho davantagem e a duracdo do jogo, mas tal divisdo falharia quando fosse muitas jogad as
(WARSI, 2020).

- Girolamo Cardano (1501-1576), famoso por ser um apostador de jogos de azar que
buscava matematicamente estratégias para ganhar em suas apostas, (MLODINOW, 2009),
evidenciou que a solucdo de Pacioli e Fontana seria incorreta, pois sé valeria para alguns casos
particulares. Cardano escreveu o livro Liber de Ludo Aleae (Livro sobre o0s jogos de azar), este
livro foi “primeiro éxito na tentativa humana de compreender a natureza da incerteza”
(MLODINOW, 2009), publicado em 1663.

Além do mais, Cardano, propds a lei do espaco amostral, que é a ideia de que o0s
possiveis resultados de um processo aleatério podem ser compreendidos como pontos no
espago” (Mlodinow, 2009, p. 59), lei que formou a base da descrigdo matematica da incerteza,
ele definiu como: “um processo aleatério com resultados igualmente provaveis, alguns
favoraveis (ganhar), outros desfavoraveis (perder). A probabilidade de obtermos um resultado
favoravel € igual a proporcao entre os resultados

Figura 3: Representacio do Espaco Amostral de 1 dado
favoraveis e o total de resultado”. Por exemplo, [Um dado tem seis faces {1, 2, 3, 4, 5, 6}

O Espaco Amostral é {1,2, 3,4, 5, 6},
A chance de cairna face “5” é apenas 1.

segundo Mlodinow (2009) um dado tem 6 lados,

om

esses seis resultados formam o espago amostral, €  |"°%%  Resultado Favorsvel 1
. . 1 Total Resultados 6
a probabilidade de obter um desses seis lados é pe Fonte: Vasconcelos (2023)
Galilea Galile Em concordancia com os estudos de experimentos aleatorios,

envolvendo jogos de azar, apresenta-se Galileu Galilei (1564-1642),
que foi solicitado a solucionar tais problemas a pedido do gréo-duque
de Toscana, Ferdinando Dei Medici, que envio por meio de uma carta
0 seguinte problema, para ser respondido matematicamente:
“Quando jogamos trés dados, porque o numero 10 aparece com mais
frequéncia que o numero 9?7 (MLODINOW, 2009, p. 70-71).

Para atenderao pedidodogrdo-duque, Galileu escreveu um manual sobre jogos deazar,

https://revistagalilen.globo.

intitulado Sopra le scoperte dei dadi (Sobre os resultados dos jogos de dados), compreendido
em dois sentidos: “primeiro como uma forma de entenderas constantes frequéncias no processo
de chances e, segundo, como um método de determinar situagdes presumiveis de f¢”
(CALABRIA; CAVALARI, 2013, p. 10).

De acordo com Zindel (2015) Galileu fez uma explicacdo razoavelmente simples para
esta situacdo, pois observou que no lancamento dos trés dados é necesséario levar em

consideracdo que ha 216 possibilidades dos resultados. Mlodinow (2009, p. 72) explica que
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Galileu apresentou uma solugédo utilizando o seguinte principio “a probabilidade de um evento
depende do numero de maneiras pelas quais pode ocorrer” 0 que ndo se tratava de uma
explicacdo diferente, mas de como calcular tal problema, pois 0 numero de maneiras de como
um resultado pode acontecer € ponto fundamental para determinar sua probabilidade.

Contudo Galileu parece ndo ter se importado com tal efeito, pois, “Ele ndo levou seu
trabalho sobre a aleatoriedade aléem do problema dos dados, e afirmou, no primeiro paragrafo
do trabalho, que estava escrevendo sobre esse jogo somente porque havia recebido “a ordem de
fazé-lo”” (MLODINOW, 2009, p. 72).

Em meados do século XVII, a Teoria da Probabilidade, foi | ZLivro: DeRatiocinis in Ludo Aleae

formalmente considerada de fato, através da publicacdo do Tratado:

“De Ratiociniis in Ludo Aleae (Raciocinio Relacionado aos Jogos dos RATIOCINIIS

b
LTUDO ALE £

Dados), do matemético Christian Huygens (1629-1695), que ficou | g@gzﬁ%ﬂ;ﬁm
i vt b e

sabendo que os matematicos Franceses Blaise Pascal (1623-1662) e

. . = [ ey e
Pierre de Fermat (1601-1665), tinham trocados cartas contendo as | EiEFErEares
solugBes para o problema dos pontos, enviadas pelo Chevalier de | TEEEEs il

Vor o
.

Meéré, isto foi considerado fundamental para tornar publica ateoria da | Fonte: np:isciences amisoafor’

probabilidade.

- Pascal usou o Triangulo Aritmético, apresentando as probabilidades de cada jogador
ganhar em diferentes pontos e dividir as apostas de forma justa e Fermat utilizou combinagdes
das possiveis alternativas de ganhar ou perder e assim formou 6 arranjos completos de ordem
4. Dando inicio aos primeiros elementos da ciéncia das probabilidades.

Segundo Laplace (2010) Pascal e Fermat forneceram contribuicdes, como principios e
métodos para submeter a probabilidade de um evento ocorrer utilizando célculo, e enfatiza que

ninguém antes deles resolvera questfes desse género.

Jacob Bernoulli  (1654-1705) “reconheceu a ampla
aplicabilidade das probabilidades” (BERLINGOFF; GOUVEA, 2008,

Jacobh Bernoulli

p. 214) e dedicou-se a testar na pratica o que ocorria em cada situacao
de um longo teste, entdo propds a determinacdo de probabilidades a
posteriori por observacao dos resultados obtidos em varias instancias
semelhantes, visando quantificar o risco em situacfes em que era

impossivel enumerar todas as possibilidades

Fonte: http://sciences.amisbof.org’

e calcular o nimero exato dessas observacoes (KATZ, 2010).
Segundo Aragdo (2009, p. 88) a partir dasobservacdes e aplicagdes de Jacob Bernoulli,

inicia-se um “processo de abstragdo das possibilidades fora das limitagdes dos jogos e dos
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seguros; & ele ¢ atribuido a primeira sistematizacdo de uma teoria das probabilidades, tendo em
vista suas aplica¢des praticas”, ele pretendia determinar um tratamento formal para os casos de

eventos que ndo tinham a mesma probabilidade de ocorrer.

Esses resultados, deram origem ao Teorema Aureo, T
B M

conhecido também com Lei dos Grandes Numeros, permitindo a

Bernoulli conseguir a prova cientifica que o levou a experiéncia de

quantificar a medidada incerteza (LAPLACE, 2010, p. 214) e assim | noe W.m.,\m,.,q

1
DE LVDO PIL®E
TETICULARIS

apresentou “a teoria geral das combinagdes e das sequéncias,

aplicando-a a vérias questdes dificeis relativas aos acasos”. Ele foi

BASILE ¥,

considerado o primeiro matematico a apresentar um Teorema nos Topele TUUANISIONU M, uanen

estudos da teoria da probabilidade e levou 20 anos para provar esta |

Fonte: http://sciences.amisbnf.org/

lei, que foi publicada no livro Ars Conjectandi (A Arte da Conjectura) lancado em 1713.

A Lei dos Grandes Numeros estabelece a seguinte defini¢do: se “p € a probabilidade de

um evento, se m € o numero de ocorréncias do evento em n experiéncias, se € € um nimero
positivo arbitrariamente pequeno, e se P € a probabilidade de que a desigualdade |n1_p| <eg

esteja satisfeita, entdo lim P = 1” (BOYER, 1974, p. 309), definicdo que fundamentou a

n-e
Probabilidade Frequentista, usada em experimentos aleatérios, como jogar dados, lancar
moeda, realizar sorteios, na condicdo que seja realizado um nimero suficientemente grande de
tentativas para que a probabilidade estimada seja precisa.

A definicdo mais atual da probabilidade frequentista é abordada no site
clubes.obmep.org.br/blog (2022) que considera um experimento aleatério como espaco
amostral . Deve considerar que um experimento seja repetido nas mesmas condigdes por n
tentativas independentes, sendo n > 0, e nesta condicdo um evento E ocorra m Vezes,

sendom < n. Entdo, a frequéncia relativa de E é denotada como f,.(E) e definida como:
f-(E) = n \2 Sendoque0<m <n,entdo0 < f.(E) <1
n

Katz (2010) ressalta que a contribuicdo que Jacob Bernoulli deu a teoria da
probabilidade € digno de mencao. Segundo Mlodinow (2009, p. 105) o teorema trata de como
os resultados refletem as probabilidades subjacentes quando se faz muitas jogadas observando
0 que ocorre no limite de um ndmero arbitrariamente grande de jogadas repetidas, observagdes
que Jacob Bernoulli testou com diversas situagfes, como por exemplo, uma urna com pedras

coloridas:
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Imaginem uma urna cheia contendo 3 mil pedrinhas brancas e 2 mil pretas, uma razao
de 60% de brancas contra 40% de pretas. Entdo, com que precisdo devemos esperar que a
proporcao de pedrinhas brancas retiradas se aproxime de 60%, e com qual probabilidade? .

Segundo Mlodinow (2009) essa situacao foi submetida a seguinte condig&o:

- Retira-se uma pedrinha da urna, “com reposi¢do”; para nao alterar a proporc¢éo 3: 2;

- Deve-se identificar a probabilidade a priori de sair uma pedrinha branca.

Abraham De Moivre (1667-1754) contribuiu com o desenvolvimento da teoria da
probabilidade, publicando livios como: De Mensura sortis (Sobre as Medidas das
Possibilidades), Miscellanea analytica (Miscelanea de Analise) e The Doctrine of Chances
(Doutrina das chances) (BOYER, 1974). Suas obras foram consideradas um avango na historia
da probabilidade, devido as regras matematicas que estavam evoluindo, permitindo que De
Moivre apresentasse regras gerais e as aplicacdes detalhadas dessas regras (KATZ, 2010).

Segundo Warsi (2020) De Moivre analisou que a

Curva de sino - De Moivre

distribuicdo binomial, introduzida por Jacob Bernoulli, contendo
situacfes como: sucesso e fracasso. Tinham dois resultados /
igualmente provaveis, ele percebeu que esses resultados /

binomiais se aglomeravam ao redor de uma média, conforme

Fonte: proeducacionai_coﬁl (20221
mais dados eram coletados, decidiu representa-los “criando

assim uma curva de sino para distribuicdo binomial” (WARSI, 2020, p. 193).
Para Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 221) a curva da frequéncia normal era “como uma
aproximagdo para distribuicbes binomiais, usando essa ideia para melhorar a estimativa de

Bernoulli quanto ao niimero de observacdes necessarias para se tirar conclusdes precisas”.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827), estudou profundamente

Pierre-Simon Laplace

as informagdes sobre os eventos e situacdes que envolviam a teoria
das probabilidades, estendendo-a “a ciéncia ¢ introduziu suas
ferramentas matematicas para prever a probabilidade de muitos
incidentes e até mesmo de fendmenos naturais [...] além disso ela é
usada em outros campos, como: psicologia, economia, engenharia e

I y
AF 05 1 i
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Fonte: htps /historiabiogramacom | €SPOTTE” (WARSI, 2020, p. 165), € a ele é atribuido também sua

aplicacdo na Estatistica.

Em 1812, Pierre-Simon Laplace publicou o livro Theéorie Analytique des Probabilités
(Teoria Analitica das Probabilidades), abordando temas como jogos de azar, probabilidade da
causa, seguro e demografia (GILLISPIE, 2007, p. 1527). Essa obra “foi o primeiro estudo em

larga escala inteiramente dedicado a uma nova especialidade”, a Teori da Probabilidade.
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Laplace foi além do calculo da probabilidade, explorando as propriedades da
probabilidade, caracterizando-a “como um ramo do conhecimento exigido pelas limitagcdes da
inteligéncia humana” (Ibid., 2007 p. 1527), buscando aplicar métodos a eventos préaticos,
formulando e reformulando problemas dessa natureza.

Em 1814, publicou o livro Essai Philosophique Sur Les | EssaiPhitosophique Sur Les Probabilités
Probabilités (Ensaio Filoséfico sobre as Probabilidades) tendo uma ESSAL FIILOSOPIIQUE

linguagem mais comum ao entendimento matematico do que | "HOBABILITES:

Théorie analytique (GILLISPIE, 2007, p. 1532), mostrando a

“importancia que a probabilidade, a estatistica e a analise estocastica

foram assumindo mais e mais na ciéncia, nas ciéncias sociais e na

filosofia da ciéncia”.

Laplace defendia que a maioria dos casos demandava

Fonte: https://gallica.bnf fi/

problemas que envolvia probabilidade. Segundo Gillispie (2007, p.
1426) este livro “sem duvidateve vida mais longa e, quase certamente, um niimero maior de
leitores do que qualquer outro texto” feito por Laplace, pois,
Quase todos 0s nossos conhecimentos sdo apenas provaveis; e no pequeno nimero de
coisas que podemos sabercom certeza, mesmo nasproprias ciéncias matematicas, 0s

principais meios para se chegara verdade —a inducdo e a analogia —sdo fundados nas
probabilidades (LAPLACE, 2010, p. 41).

Dos muitos fenomenos que estudou, Laplace concluiu que “a probabilidade se deve

em parte a nossa ignorancia, em parte aos nossos conhecimentos” (LAPLACE, 2010, p. 46), e

de suas analises dos possiveis resultados das apostas nos jogos de azar, definiu que “quando

todos os casos sdo favoraveis a um evento, sua probabilidade se transforma em certeza, e sua
expressdo torna-se igual a unidade” (LAPLACE, 2010, p. 46).

Laplace (2010), organizou a definicdo classica da probabilidade, como sendo o nimero

de casos favoraveis dividido pelo nimero de casos possiveis, aplicados a experimentos finitos

e igualmente possiveis (equiprovaveis), organizada na seguinte forma:

namero de casos favoraveis

Probabilidade = — —
namero de casos possiveis

Junqueira (2014), destaca que a probabilidade de ocorréncia de um evento € dada por:

(A4) = %, onde: P(A) = probabilidade do evento; (A) = n° de elementos doevento e (S) =

n° de elementos doespago amostral. Com 0 < P(A) < 1, que devem satisfazer as Propriedades:
i. P(S)=1
ii. P(EA)>0,paratodoAc S
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iii. Se A e B sds eventos mutuamente exclusivos entdo: P(AUB) = P(A) + P(B)

Laplace (2010, p. 49) explica que “A teoria das probabilidades se relaciona a
consideracOes tdo delicadas que ndo é surpreendente que, a partir dos mesmos dados, duas
pessoas encontrem resultados diferentes, sobretudo em questdes muito complexas”. Para
Rotunno (2007) as obras e principios que Laplace atribuiu a Teoria da Probabilidade, séo
definidos como teoria classica da probabilidade e “Pode-se dizer que os trabalhos de Laplace
podem ser considerados como o final da terceira etapa na evolucdo da teoria matematica da
probabilidade” (ROTUNNO, 2007, p. 21).

No século XIX, os personagens que colaboram com a teoria da probabilidade, tinham a
seu favor um acumulo de conhecimentos tedricos que foram desenvolvidos no século XVIII,
favorecendo um avango importantissimo tanto em sua formulagdo teorica quanto em sua
aplicacdo (ROTUNNO, 2007) alteando a probabilidade a um determinado ordenamento das

relagGes dos seus conhecimentos.

O estudodaTeoria daProbabilidade, teve um nivel de crescimento
exponencial no século XX (ALMEIDA, 2005), com a contribui¢cdo de
Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), que defendeu que “A

teoria da probabilidade, como disciplina matematica, pode e deve ser

desenvolvida a partir de axiomas exatamente da mesma forma que a
Geometria ¢ a Algebra” (KOLMOGOROV, 1956, p. 01, tradu¢&o nossa).

Em 1933, Kolmogorov cumpre seu prop0sito com éxito e publica

= o
Fonte: https:/timenote.info

o livro Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Fundamentos da Teoria da
Probabilidade), apresentando a forma axiomatica da teoria da probabilidade utilizando de
axiomas ja existentes e enfatizando que seu “objetivo ¢ alcangar a maxima simplicidade tanto
no sistema de axiomas quanto no desenvolvimento posterior da teoria” (KOLMOGOROQV,
1956, p. 01, tradugdo nossa).
Axiomas:

“Seja E uma colecédo de elementos &,7,¢,..., que chamaremos de eventos elementares,
e & um conjunto de subconjuntos de E; os elementos do conjunto & serdo chamados de eventos
aleatorios”, sdo propriedades que Kolmogorov (1956, p. 16, tradugao nossa) definiu, como:

I. & € um campo de conjuntos.

Il. & contém o conjunto E.

Entretanto, as trés propriedades que ficaram conhecidas como axiomas de Kolmogorov

(1956) do livro Fundamentos da Teoria da Probabilidade, séo:
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I11. A cada conjunto A em J é atribuido um ndmero real ndo negativo (P)A. Esse

namero P(A) é chamado de probabilidade do evento A.

IV.P(E)éigualal.

V. Se A e B ndo tém elemento em comum, entdo: P(A+ B) = P(A) + P(B)

Axiomas que Kolmogorov (1956) estabeleceu fazendo uma comparagéo da teoria dos
conjuntos com a teoria da probabilidade. A utilizacdo de tais modelos como instrumento
explicativo voltado ao controle de grande nimero de sucessos é hoje uma op¢do cada vez mais
utilizada no mundo cientifico (ROTUNNO, 2007) em qualquer ciéncia.

Segundo Avelar (2018) os conceitos que foram sendo atribuidos anteriormente a
probabilidade, acabaram ndo sendo suficientes para embasar uma formulacdo matematica
rigorosa, foi a partir da ideia que Kolmogorov, por meio de seus estudos e experiéncias e
considerando que a probabilidade precisava de uma fundamentacao, que decidiu “estabelece
uma definicdo axiomatica de probabilidade, em que 0s conceitos anteriores se tornam casos
particulares” (AVELAR, 2018, p. 28).

Isto foi muito importante, pois permitiu que Kolmogorov definisse os axiomas que
fundamentaram a teoria da probabilidade de forma rigorosa e matematica, estabelecendo que a
teoria da probabilidade se tornasse uma disciplina matematica bem fundamentada, com suas

préprias leis e regras.

Sugestdes de Atividades do Texto 11
1%) Analise e explique as diferentes probabilidades mencionadas no texto, destacando como elas
contribuiram para o desenvolvimento da teoria da probabilidade. Comente também como essas
probabilidades s&o reconhecidas atualmente e de que maneira hoje, e como elas influenciaram

a forma como a teoria da probabilidade € entendida e aplicada em diversos contextos.

2%) Suponha que vocé esteja participando de um jogo com dois dados justos e idénticos, e queira
determinar a probabilidade de obter asoma de 7 resultados. Utilize seu raciocinio e criatividade
para calcular os resultados, explorando mais de uma abordagem de probabilidades. Analise e
compare as semelhanca e diferencas entre as solu¢Ges obtidas.

Observacdo: Represente o espaco amostral completo do lancamento de dois dados em uma

tabela.
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3% Sabendo que no lancamento de 3 dados o espago amostral € 216, conforme Galilei
apresentou no texto. Analise e utilize sua melhor estratégias para fazer os célculos e responda
0S seguintes itens;

a) Represente o espaco amostral completo do langamento de trés dados em uma tabela.

d) Forme as 25 possiblidades da soma igual a 9 e as 27 possibilidades da soma igual a 10, que
Galilei apresentou para o grdo-duque.

b) Calcule a probabilidade de cada uma dessas somas ocorrer,

c) Calcule a probabilidade de se obter uma soma par neste espaco amostral,

d) Qual é a probabilidade de se obter a soma de nimeros primos?

e) Qual é a probabilidade de se obter exatamente duas faces com o nimero 6 ao langar 3 dados?

EXERCICIOS PROPOSTOS: Questio adaptada do livro do 8° ano (Matematica — Bianchini,
2007, p. 88)
4%) - Questdo 39: Sortear uma letra de um texto qualquer € um experimento aleatério? Porque,

identifique sua resposta de acordo com o texto Il.

5% - Questdo 40: Em uma urna, ha 9 bolas pretas, 5 bolas amarelas e 3 bolas vermelhas. Se
retiramos uma bola ao acaso, qual é a probabilidade de sair uma bola amarela? N&o tendo

reposicao da bola amarela. Qual é a probabilidade da segunda bola retirada ser preta?

6%) - Questdo 41: a professora vai sortear, ao acaso, umaluno entre os 40 alunos dasala. Sabendo

gue ha 18 meninas na sala. Qual é a probabilidade de ser sorteado um menino?

7%) - Questdo 43: Olhando para a classe, verifique quantos alunos ha neste momento em sala de
aula. Quantos sdo meninos? Qual € a probabilidade de que, ao sortear um aluno ao acaso, seja

uma menina?

Nota Didatica aos Professores
Na primeira questdo os alunos devem investigar as diferentes probabilidades
mencionadas no texto e explicar como elas contribuiram para o desenvolvimento da
probabilidade. Mostrando que houver acertos, erros e maneiras distintas de solucdo, suas
respostas devem contemplar um pouco de cadapersonagem que contribui ao longo dos séculos.
Na segunda questdo devem calcular a probabilidade utilizando diferentes abordagens

como a classica e a frequenstista e comparar as solucGes realizadas por ambas. Na terceira
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questdo devem primeiramente representar o espaco amostral em uma tabela, para melhor
visualizacdo e calcular as probabilidades determinadas nas alternativas.

Na quarta, os alunos podem responder de acordo com seu entendimento sobre
experimento aleatorio, de acordo com isto, deve ficar esclarecido para eles que o processo de
selecdo de uma letra € imprevisivel e cada letra pode tera mesma chance de ser escolhid a, pois
ndo ha indicacbes de que a escolha da letra seja influenciada por algum critério, o que confirma
a aleatoriedade desse experimento.

Na quinta, sexta e sétima questdo os alunos devem interpretar e analisar informagdes
essenciais que definem o uso do célculo das probabilidades. realizada através de experimento

em sala de aula.

4.3. TEXTO I11: DA DEFINICAO CLASSICA A DEFINICAO AXIOMATICA

Este texto apresenta um recorte historico proposto por Chaquiam (2022). Neste recorte
em especifico, foi Construido um texto sobre a Probabilidade Classica, definida pelo
matematico Laplace até sua Axiomatizacdo definida pelo mateméatico Kolmogorov, ou seja,

uma histéria da Probabilidade Classica a Probabilidade Moderna.

Diagrama Metodoldgico: Da Definicdo classica a Definicdo Axiomatica

Pierre Simon Laplace
(1749—1827)

F 3

LINHA DO
TEMPO

Teoria da Probabilidade |4~~~~~"~"-

roroBotoy] @ atdsirn

Andrei N. Kolmogorov
(1903-1987)

Fonte: Vasconcelos (2023).



71

Texto I11: DA DEFINICAO CLASSICA A DEFINICAO AXIOMATICA

Veraciv Brabo de Vasconcelos
Miguel Chaquiam

No inicio do século XIX, o matemético Pierre Simon L aplace
(1749-1827), foi responsavel pela primeira definicdo conhecida como
Definicdo classica da Probabilidade, foi por meio de seus trabalhos, que
0s jogos deazar, ganharam um reconhecimento, sendo analisado por meio
de célculo probabilisticos, em diferentes campos de estudos e assim

conseguiu introduzir a teoria da probabilidade no mundo da matematica. . catalunyavanguardista.com

Para Laplace, “a ciéncia do azar ou probabilidade” (LAPLACE, 1974, p. 114) era uma
das teorias matematicas mais delicadas e engenhosas, resultante da debilidade da mente
humana. Em seus estudos iniciais, ele definiu com clareza o sentido das palavras acaso e
probabilidade. Em relacdo a primeira, ele afirmou que ndo possui realidade em si, quando nela
ndo ha nada de regular ou quando ndo se conhece as causas que a acarretam. Quanto a segunda,

ele definiu como um conjunto de objecBes & probabilidade, como

A probabilidade esta

aquelas que ndo séo possiveis quantificar, como esperanca, medos e ligada a um eISpaco
amostra
estados mentais (GILLISPIE, 2007).

Nesse contexto, duas relacdes eram pertinentes a Laplace, como “a tarefa de calcular a
probabilidade de eventos complexos, compostos de eventos elementares cujas respectivas
possibilidades nao eram conhecidas” e “determinar numericamente a influéncia que
acontecimentos passados exerciam na probabilidade de acontecimentos futuros” (GILLISPIE,
2007, p. 1461). Para Laplace, com relacbes bem definidas, seria possivel elaborar uma lei que
pudesse revelar as causas desses acontecimentos.

Gillispie (2007) apresenta uma andlise da necessidade de Laplace em aprimorar sua
epistemologia, para distinguir a abordagem para determinar as possibilidades de um evento, em
duas condicdes: A priori e A posteriori, ele se dedicou a estudar cada aspecto relevante das
condicOes para avancar com o0s estudos da probabilidade e observou que o conhecimento
humano também era um dos fatores determinantes. Pois, “a situagdo do conhecimento entrava
na determinacdo da probabilidade em dois niveis: no que sabemos sobre a possibilidade
absoluta dos eventos e em nosso desconhecimento das leis que sempre parecem produzir 0S
eventos fortuitos” (GILLISPIE, 2007, p. 1462).
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E foi desses conhecimentos que Laplace publicou, em 23 de Marco de 1812, o livro
Théorie Analytiqgue des Probabilités (Teoria Analitica das Probabilidades), seu primeiro
“estudoem larga escala inteiramente dedicado auma nova especialidade, partindo de problemas
antigos e amiude triviais para areas em que, até entdo, a quantificacdo fora inexistente ou
quimérica” (GILLISPIE, 2007, p. 1527), trazendo os principais tipos de problemas ja abordados
por matematicos geniais e trazendo novas ideias para aplicar a probabilidades, passando do
calculo da probabilidade para as propriedades da probabilidade. Este autor ressalta, que,

E licito dizer que ele organizou o tema, reunindo os principais tipos de problemasda
teoria do acaso j4 abordados por muitos matematicos, inclusive ele mesmo, de
maneira meio fortuita, e tornando a aborda-losem conjuntocom problemas das novas
areas de aplicacdo na filosofia da ciéncia, na astronomia, na geodésia, na

instrumentacdo, na teoria dos erros, nas estimativas populacionais E nos
procedimentos de foros judiciais e 6rgdos eleitorais (GILLISPIE, 2007, p. 1526).

Nesta obra, Laplace concentrou os avangos conseguidos a época, marcando um patamar
no desenvolvimento do calculo das probabilidades. “Sua contribui¢do ¢ tao forte que alguns
aspectos “classicos” do conceito de probabilidade tendem a ficar associados ao seu nome”
(ALMEIDA, 2005, p.14-15). Pedro Leite de Santana® afirma que Laplace foi “um genial
homem da ciéncia do Século das Luzes, ainda pouco conhecido do publico brasileiro”
(SANTANA, 2010, p. 10).

Gillispie (2007) destaca que Laplace organizou os principios gerais da probabilidade,
incluindo a definicdo, a regra da multiplicacdo, as probabilidades de eventos independentes, o
teorema sobre a probabilidade das causas e também analisou a distin¢éo entre a expectativa
matemdtica e a expectativa moral, fornecendo com seu estudo uma “caracterizacdo da
probabilidade como um ramo do conhecimento exigido pelas limitagbes da inteligéncia
humana, e que servia para corrigir parcialmente suas deficiéncias” (GILLISPIE,2007,p. 1527).

De acordo com Katz (2010) Laplace utilizou a defini¢do proposta por Cardano, ou seja,
“a razdo do numero de casos favoraveis e o nimero de casos possiveis”, incluindo também a
demonstracdo do teorema do limite central e sua aplicacdo a questdo das inclinacdes dasOrbitas
dos cometas. Laplace sugeriu que “era de opinido que a teoria das probabilidades podia vir a
ter implicagBes nas ciéncias sociais, do mesmo modo que o célculo era o maior instrumento de
matematizagdo das ciéncias fisicas” (KATZ, 2010, p. 979).

De diversos problemas que Laplace formulou, reformulou e elaborou, Gillispie (2007)
cita situagbes como problemas classicos de probabilidade direta, tais como analisar situagdes

de retirar nimeros pares ou impares, retirar determinada cor de bola, ordem sequencial na

9 tradutor do livro Essai Philosophique Sur Les Probabilités
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retirada de bolas numeradas, divisdo de prémio, derrota ou vitdria em jogos regulamentares.
Berlingoff e Gouvéa (2008) enfatizam que o livro Teoria Analitica da Probabilidade era,
Um tour de force enciclopédico que reunia tudo o que ele e os outros tinham feito
quanto a probabilidade e estatisticaatéentdo. Era realmente umaobramestra, mas seu
estilo técnico, denso, tornava muito dela inacessivel a todos, exceto os leitores mais

determinados e matematicamente sofisticados (BERLINGOFF; GOUVEA, 2008, p.
215).

Diante desta situacdo, Berlingoff e Gouvéa (2008, p. 217) enfatizam que Laplace
decidiu escrever um livro que tornasse suas ideias mais acessiveis a um publico maior, entdo
em 14 denovembro de 1814, publicou o livro Essai Philosophique Sur Les Probabilités (Ensaio
Filosdfico sobre as Probabilidade), neste livro Laplace conseguiu abranger um ndimero maior
deleitores, pela clareza ao expor o tema, elevando-o ao sucesso, pois nele consta a “importancia
gue a probabilidade, a estatistica e a analise estocastica foram assumindo mais e mais na ciéncia,
nas ciéncias sociais ¢ na filosofia da ciéncia”.

Laplace (2010) organizar exemplos praticos que satisfizessem as suas ideias, dos
muitos fendmenos que estudou e concluiu que “a probabilidade se deve em parte a nossa
ignorancia, em parte aos nossos conhecimentos” (LAPLACE, 2010, p. 46) e criou uma férmula
para calcular a probabilidade, baseada na regra posta por Cardano para 0s jogos de azar,
segundo esta regra, “quando todos os casos sdo favoraveis a um evento, sua probabilidade se
transforma em certeza, e sua expressdo torna-se igual a unidade” (LAPLACE, 2010, p. 46).

Laplace (2010), organizou a defini¢do cléssica da probabilidade, como sendoo nimero
de casos favoraveis dividido pelo nimero de casos possiveis, aplicados a experimentos finitos

e igualmente possiveis (equiprovaveis), organizada na seguinte forma:

. namero de casos favoraveis
Probabilidade =

namero de casos possiveis

Em Junqueira (2014), destaca-se, a probabilidade de ocorréncia de um evento dada por:

n (4) P(A) = probabilidade do evento;
P(A) = ) ~——> (4) =n2de elementos do evento;
(S) = n2de elementos do espaco amostral.
Com 0 < P(A) < 1, que devem satisfazer as Fropriedades:

i. P(S)=1
ii. P(EA)>0,paratodoAc S
iii. Se A e B sés eventos mutuamente exclusivos entdo: P(AU B) = P(A) + P(B)
Laplace (2010), ressalta que para organizar as ideias definiu dez Principios Gerais,
considerados fundamentais para o Teoria Classica da Probabilidade, por permitirem que o uso

da teoria da probabilidade pudesse ser aplicado em diversas areas do conhecimento e “na
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infinita variedade dessas combinacdes, varias delas se prestam com facilidade ao calculo,
enquanto outras exigem calculos mais dificeis” (LAPLACE, 2010, p. 85).

De acordocom Rotunno (2007, p. 21) “Pode-se dizer que os trabalhos de Laplace podem
ser considerados como o final da terceira etapa na evolucdo da teoria matemética da
probabilidade”. Para Boyer (1974), a Teoria de Probabilidade deve mais a Laplace do que a
qualquer outro matematico dessa historia. Pois seus trabalhos sdo referéncias a leituras dotema,
sem contar que “propicia grande ganho intelectual” (SANTANA, 2010, p. 20).

No século XX, o matematico Andrey Nikolaevich Kolmogorov

(1903-1987), avancou com os estudos da Teoria da Probabilidade para
um nivel de crescimento exponencial, tornando-se um ramo importante
da matemética (ALMEIDA, 2005). De acordo com O'Connor e
Robertson (1999, traducdo nossa), 0s matematicos russos,

desempenharam um papel fundamental nos estudos das areas

relacionadas ao célculo de probabilidades e estatistica. Eles formaram

uma escola liderada principalmente por Kolmogorov, que se destacou https://timenote.info

por seus trabalhos na teoria da probabilidade.

Kolmogorov (1956, p. 01, tradugdo nossa) estabeleceu que “a teoria da probabilidade,
como disciplina matematica, poderia e deveria ser desenvolvidaa partir deaxiomas exatamente
da mesma forma que a Geometria e a Algebra”. De acordo com Eugénio (2016, p. 26) foi “o
esforco de diversos matematicos em conseguir fazer a Probabilidade ter um lugar de destaque
na Matematica formal, mais conhecida como Matematica pura”, ainda segundo este autor, esse
esforco “rendeu o reconhecimento da Probabilidade enquanto fungdo Matematica e
convergéncia entre a teoria dos Conjuntos e a teoria da Medida, as quais até entdo nunca tinham
tido dialogo com areas da Matematica” (EUGENIO, 2016, p. 26).

Kolmogorov (1956) publicou o livro Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
(Fundamentos da Teoria da Probabilidade) em 1933, apresentando a forma axiomética da
teoria da probabilidade e mostrando sua aplicacdo a diversas areas do conhecimento,
estabelecendo “uma fundamentacéo teorica rigorosa e ndo se limita aos casos de eventos
equiprovaveis, pois ela pode ser aplicada a qualquer tipo de evento e/ou espago amostral”
(SALSA; MOREIRA, 2014, p. 18).

Nestas condi¢des, Kolmogorov foi considerado o primeiro matematico a apresentar uma

forma axiomatica da probabilidade. Rotunno (2007) afirma que os axiomas de Kolmogorov,

Tornaram a Teoria das Probabilidades uma parte auténoma dentro da Matematica e
possibilitaram grande avanco cientifico nestaarea, sobretudo sob o aspecto teérico. A
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utilizagdo de taismodeloscomo instrumento explicativo voltadoao controle de grande
ndmero de sucessos é hoje uma opg¢do cada vez mais utilizada no mundo cientifico,
seja nas ciéncias humanas ou nas politicas (ROTUNNO, 2007, p. 33).

Em Salsa e Moreira (2014) destaca-se uma notacdo atual das ideias de Kolmogorov.
Primeiramente, ele estabeleceu propriedades que definiriam os axiomas como sendo: Seja € um
experimento aleatério e Q um conjunto formado por todos os eventos elementares desse
experimento, em seguida definiu: Seja A o conjunto formado por todos os subconjuntos de Q,
inclusive o proprio Q (evento certo) e o conjunto vazio ¢ (evento impossivel). Uma funcéo P
definida em A, que associa a cada evento de A um numero no intervalo [0,1], é chamada
probabilidade do evento, isto é: P : A — [0,1] que deve satisfazer as seguintes condicoes,
estabelecidas em Kolmogorov (1956, p. 02, traducdo e adaptacéo nossa):

I - A cada conjunto A em Q € atribuido um numero real ndo negativo (P)A. Esse nimero
P(A) é chamado de probabilidade do evento A, ou seja, P(A) = 0

In-rP(Q) =1

Il - Se A e B ndo tém elemento em comum, entdo: P(A+ B) = P(A) + P(B)

Essa definicdo moderna que Kolmogorov atribuiu a teoria da probabilidade, baseada na
teoria das medidas, considera experimentos em que o0s resultados possiveis podem ser infinitos
e ndo necessariamente equiprovaveis, pois com os Axiomas Kolmogorov definiu uma medida
de certeza, mais ampla e flexivel, pois pode ser aplicada a experimentos mais complexos. Em

Historia de la Probabilidad ([2020], traducéo nossa), ver-se que,

Dos trés axiomas fundamentais de Kolmogorov, a maioria das propriedades
fundamentais de probabilidade que conhecemos e manuseamos hoje sdo deduzidas.
Além disso, esses axiomas tém a vantagem de serem consistentes, pois existem
objetosreais que os satisfazem e, portanto, especificam a Matematica em nossas vidas
(HISTORIA DE LA PROBABILIDAD ([2020], p. 19, traducdo nossa).

Entretanto, os axiomas definidos por Kolmogorov ndo invalidaram as defini¢des da
probabilidade cléassica organizadas por Laplace. Em Vidarte, Chachapoyas e Cavalari (2021,
pp. 98-99) apresentaram as defini¢bes de Laplace usando os axiomas de Kolmogorov (1956),
nas seguintes situacoes:

- Considerando o espago amostral finito Q = {al,a2, ... ,an} e a o —algebra discreta
das partes de Q. Nesse caso, 0 F = 2% mensuravel sera o conjunto de partes de ;

- Definindo a funcdo de probabilidade para qualquer evento A da seguinte maneira:

Para os n eventos elementares {ai}, i = 1,2,...,n, associamos uma probabilidade
pi = P({ai }) que satisfaz as seguintes condicdes:

A-p,=>0,i=12,..,n e B-p, +p, ++p, = L
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Para um evento qualquer A = {a;;,a;,,... ,a;,} € F, definindo como
P(A) = Pjy + Pjy .. + Pj.
Assim, 0 espaco de Probabilidade para esse caso seria (£2,2%, P).

Se no caso anterior temos a propriedade p = P({a, }) = -+ = P({n}), diz-se que Q

é um espaco amostral finitoequiprovavel. Fazendouso doitem B, obtém-seque p = %.Assim,

neste caso a definicdo classica de Probabilidade torna-se:

Nuamero de elementos de A

P(A) =
(4) numero total de elementos de ()

De acordo com Vidarte, Chachapoyas e Cavalari (2021), a definicdo classica da
probabilidade tem sido usada com sucesso para resolver muitos problemas por meios de
técnicas de analise combinatoria e de contagem. A historia da matematica desempenha um
papel importante na compreenséo daevolucdo da probabilidade, desde os primeiros problemas
e solucdes, passando pela definicdo frequentista e classica, até a modernizacdo feita por
Kolmogorov, que axiomatizou a probabilidade usando uma abordagem formal baseada em
axiomas matematicos.

De acordo com Vidarte, Chachapoyas e Cavalari (2021), a definicdo classica da
probabilidade tem sido usada com sucesso para resolver muitos problemas por meios de
técnicas de andlise combinatdria e de contagem. A histéria da matematica desempenha um
papel importante na compreensdo daevolucdo da probabilidade, desde os primeiros problemas
e solugdes, passando pela definicdo frequentista e classica, até a modernizacdo feita por
Kolmogorov, que axiomatizou a probabilidade usando uma abordagem formal baseada em

axiomas matematicos.

Sugestbes de Atividades do Texto 111
1%) Faca uma analogia entre a definicédo classica e a definicdo moderna daprobabilidade, e como
elas podem ser utilizadas para ajudar a entender os conceitos relacionados a experimentos

simples do cotidiano?

2%) Explique a definicdo dada por Laplace para os termos “acaso” ¢ “probabilidade” em seus

estudos iniciais? Dé um exemplo matematico de cada um.
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TRABALHANDO A INFORMACAO: Questéo adaptada do livro do 6° ano (Matematica —
Bianchini, 2007, p. 205).
3% - Questdo 1: Possibilidades e probabilidades

Hugo esta jogando trilha com sua irma. Para andar o niUmero de casas necessarias e
vencer 0 jogo na proxima rodada, ele precisa de uma soma de pelo menos 10 pontos ao lancar
dois dados.
a) Represente 0 espaco amostral completo do langamento de dois
dados.
b) Destaque os pares, doespaco amostral, que satisfazem a condicéo

da soma igual a 10 pontos ou maior que Hugo precisa para ganhar.

¢) Qual ¢ a probabilidade de Hugo vencer o jogo na proxima rodada?

d) Supondo que Hugo precise obter nos dados uma soma igual a 8 ou maior, a probabilidade de
ele ganhar o jogo aumenta? Justifique sua resposta.

e) Se a probabilidade de Hugo vencer o jogo na préxima rodada fosse de 100%, quantas casas

ele precisaria andar?

4% Em um jogo de cartas, um jogador precisa retirar duas cartas de um baralho completo, que
tem 52 cartas. O jogador ganha se a soma dos valores das duas cartas retiradas for um numero

par. Qual é a probabilidade de o jogador ganhar?

TRABALHANDO A INFORMACAO: Quest&o adaptada do livro do 6° ano (Matematica —
Bianchini, 2007, p. 271)
59 - Questdo 1: utilizando probabilidade classica responda as questdes adaptadas.
A probabilidade das cores
Asirmas Neusa e Nilza fizeram uma experiéncia de jogar um dado cubico e anotar a cor
que ficava na face superior para verificar a probabilidade

das cores. Elas esperavam que a probabilidade de ficar na

. . , 1
face superior fosse a mesma para todas as cores, isto &, pe

Enquanto uma delas jogava o dado, a outraanotava & U
a cor da face superior e colocava em um saquinho uma ficha com essa cor. Depois de Nilza
jogar o dado 30 vezes, Neusa verificou a frequéncia de cada cor, ou seja, quantas vezes cada
cor ficou na face voltada para cima e organizou as informac6es, de acordo com suas anotagdes

em uma tabela.
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a) faca a anotagdo na tabela correspondentes a frequéncia de cada cor: . I
— 1 7
Tabela de frequéncias das cores do dado /
: 11 i
Cor Azul | Amarela | Verde | Laranja | Preta | Vermelha

Frequéncia j\

b) Calcule a probabilidade de cada cor do experimento que as irméas fizeram.

c) Andlise, calcule e explique: Se as irmds dobrarem o resultado de cada cor, a probabilidade

de cada uma continuar sendo a mesma?

Nota Didatica aos Professores

A primeira questdo refere-se a uma explicacdo da definicdo Classica, a resposta deve
evidenciar os ventos equiprovaveis e arelacdo entre o nimero de eventos favoraveis e 0 numero
total de eventos possiveis e da definicdo moderna que é mais geral, se aplica a qualquer tipo de
evento, sendo baseada na teoria damedida e em conceitos como a funcgéo de probabilidade, os
alunos devem explorar informagdes dotexto. A segundaquestéo, precisa-se entender o conceito
de cada palavra e sua utilizacdo nos eventos que seguem na teoria da probabilidade explorando
as informacges no texto.

A terceira questdo é uma adaptacédo do livro didatico, na opgao a) precisa representar o
espaco amostral, que séo 36 pares, na b) deve-se destacar os pares que a somar for 10 o maior,
neste caso ha 6 pares, na c) deve-se aplicar a formula para calcular a probabilidade de Hugo
vencer, nad) deve destacar os pares que soma 8 ou mais para que ele possa ganhar e a €) analisar
a probabilidade de quantas casas ele precisa andar pra vencer o jogo com 100%, neste caso 1
ou duas devido ao resultado.

A quarta questdo envolve um experimento com cartas de baralho, objetivo é separar em
pares e impares, calcular a probabilidade de retirar duas cartas, multiplicar essas probabilidades
e somar o0s valores das duas retiras para obter a probabilidade esperada. A quinta questdo,
envolver preencher a tabela com os resultados da experiencias que as irmds fizeram e calcular
a probabilidade de cada cor. E necessario analisar se a probabilidade de obter a mesma

quantidade de cores em uma outra retirada se mantem e explicar por que isso ocorre.
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5. ORIENTACOES AOS PROFESSORES E ALUNOS

Relacionar a Historia da Matematica com Ensino de Probabilidade, pode ndo ser uma
tarefa dificil, pois o contexto da origem do uso da probabilidade € uma histéria que interagi
com exemplos com que sdo rotineiros, dindmicos, agradaveis a todas as idades e mais
interessante ainda por ser muito usado fora da escola, de acordo com Roque (2012) utilizar a
Histdria no Ensino de matematica, fortalece uma reinvencdo do problema no qual os conceitos
de um contetdo ou objeto de conhecimento foram criados.

Sabe-se que algumas situacBes probabilisticas sdo dificeis e complexas de prever e
interpretar. Por isso, o ensino de probabilidade podee dever ser articulado com outros conceitos
matematicos, como algebra, nimeros decimais, fracionarios e porcentagens, para ajudar a
utilizar adequadamente a interpretacdo da formula e saber usar sua aplicagdo em situagdes

diversas que envolvam calculos.

5.1. AOS PROFESSORES

Recomenda-se, sobre o uso deste produto educacional, que consiste em utilizar a
Histdéria da Matematica no Ensino de Probabilidade, com o propésito de tornar o contedldo mais
significativo para os alunos, além de proporcionar uma conexao entre a teoria e sua aplicacdo
para uso em sala de aula.

E importante ressaltar que este produto pode ser adaptado de acordo com a realidade e
as necessidades do local onde sera aplicado, permitindo ao professor ter a flexibilidade de
selecionar 0s aspectos historicos, ou seja, 0s recortes histéricos do texto principal e 0s
problemas matematicos que melhor se adequam ao seu planejamento escolar e aos objetivos
que pretendem na aprendizagem estabelecida.

No entanto, no decorrer de sua construcdo, percebe-se que algumas etapas podem ser
uteis para utilizar efetivamente neste produto educacional, que vieram das percep¢des dos
professores que participaram do questionario virtual para validacdo deste produto, tendo em
vista que este “é um recorte rico e que deve ser apresentado em um tempo mais longo do que
uma ou duas aulas. Sem perder de vista instigar o interesse dos alunos pelo conteudo”.

- Familiarize-se com o texto principal: Uma Historia da Probabilidade. Estude o

material fornecido e compreenda as diferentes teorias, conceitos e contribui¢des matematicas
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ao longo do tempo. Isso ajudara a contextualizar o ensino da probabilidade para aplicar em sala
de aula.

- Adapte o material a sua realidade: considere as caracteristicas e 0 conhecimento prévio
dos alunos, facas adaptacdes das atividades e dos exemplos para que sejam relevantes e
compreensiveis, de acordo com fatos que vivem em suas rotinas, de forma a estimular a
aplicacéo da probabilidade.

- Crie atividades praticas, experimentos, jogos ou projetos que permitam aos seus alunos
explorar e vivenciar os conceitos de probabilidade.

- Utilize recursos visuais, tecnologicos e manipuldveis para promover uma
aprendizagem ativa e significativa, experimente jogos interativos, video aulas, seminarios,
simulacBes préticas e reais, contacdo de historia, (para textos muito longos) no sentido de
materializar os pontos histéricos em atividades prontas que possam ser aplicadas aos alunos

- Estimule o pensamento critico dosseus alunos, incentive-os a refletir sobre as solugdes
encontradas, comparar diferentes abordagens, discutir as implicacbes da probabilidade em
situaces que fazem parte dasua rotina, promova o raciocinio lo6gico e a argumentacdo com a
intencdo de que possam até mesmo criar outros problemas na pratica.

- Avalie o aprendizado, utilizando diferentes estratégias de avaliacdo para verificar o
progresso dos seus alunos. Além de testes tradicionais, pode incluir projetos, apresentacoes,
discussdes em grupo, solicitar que criem problemas parecidos e envie a outros alunos para
solucionarem.

- Procure, na medida do possivel fazer uma conexdo entre a histdria da probabilidade e
o0 estudo da economia mundial, que envolve diversos elementos probabilisticos, como apostas,
riscos, incertezas, previsdes, tendéncias, desenvolvimento estatistico. Com essa sugestdo é
possivel enriquecer o conhecimento dos alunos sobre os conceitos probabilisticos, fornecendo
uma perspectiva de uso mais abrangente e pratica.

- Estimule nos alunos apresentar a historia, por meio de recursos e situaces possiveis,
COmMo nos eventos que sdo propostos durante o ano letivo, faga com que os alunos busquem por
diversos meios que venham auxilia-los a fazer tais representacdes como teatro, danga, jogos.

Este produto educacional é uma ferramenta flexivel e adaptéavel. Sinta-se a vontade para
personalizar de acordo com as suas necessidades e a realidade da turma, do local e da regido,
buscando sempre tornar o ensino de probabilidade mais atraente, compreensivel a aplicavel aos

alunos.
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5.2. AOS ALUNOS

Este produto educacional foi elaborado para auxiliar o professor especialmente em suas
aulas de probabilidade, utilizando a Historia da Matematica, com o objetivo de ajudar o aluno
a compreender como a teoria da probabilidade se constitui e se desenvolvendo ao longo do
tempo, pois “pra tudo houve um comego, que somente a Historia pode contar”.

Buscamos esclarecer alguns questionamentos da existéncia da probabilidade. Sabe-se
que é umdesafio estudar, aprender, saber recriar de fatouma histéria, para fazer vocé estudante,
viver um pouco essa construcdo histérica, para mostrar quais foram 0s primeiros
encaminhamentos que a humanidade necessitou para comecar a usar probabilidade e assim
responder perguntas do tipo “porque a matematica?”’ e “quem inventou matematica?”.

Mostrar que matematicos geniais, de uma época, também erraram resolvendo
problemas, com estes recortes possibilita apresentar ao estudante que nem tudo se acertar, mas
é possivel estudar, compreender e aprender, pois 0 erro sempre vai existir. Entdo estudante:

- Permita-se aprender a Histéria da Matematica, vocé vai se surpreender com muitas
descobertas, desafios, erros, solu¢des e muitas ideias.

- Conecte-se com 0s personagens que a Historia conta, conheca o quanto importante
eles foram e contribuiram para o desenvolvimento da teoria da probabilidade, perceba que a
matematica é uma ciéncia viva e cheia de possibilidades.

- Explore os problemas historicos, que muitas vezes parecem ser tao atuais.

- Desafie-se a aprender para resolver situagdes reais e complexas.

- Busquem exemplos praticos e situacdes de suas rotinas em que a probabilidade esta
presente, reflita sobre como a matematica pode ajudar a tomar decisfes e entender melhor as
incertezas que nos cercam

- Participe das atividades propostas pelo professor, ele estudou para proporcionar um
meio melhor de aprender este conteldo, esteja presente, participe ativamente contribua, dé sua
opinido para melhorar este produto,

- Faca perguntas, quando néo entender o assunto e se for preciso busque por respostas
para que possa ajudar as duvidas de outros colegas e assim vocé terd muito mais a ensinar do
que a aprender. Lembre-se que a aprendizagem € um processo continuo e as perguntas sao
fundamentais para ampliar seus conhecimentos.

- Tenha autonomia no processo de resolucdo dos problemas propostos e mesmo

proponha problemas e solugdes, seu conhecimento é muito valido em sala de aula.
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