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Apresentagao

Este trabalho visa facilitar a compreensdo e dar destaque aos conceitos de
homomorfismo e quase homomorfismo que aparecem no estudo dos temas da
Matematica basica do Ensino Médio. Ele é vinculado a dissertagdo de mestrado intitulada
"QUASE HOMOMORFISMO”, apresentada como requisito para a conclusdo do curso de
mestrado em rede nacional (PROFMAT).

A proposta é tornar esses conceitos mais acessiveis e compreensiveis para
estudantes do Ensino Médio, promovendo uma integracdo entre a pratica e a teoria no
curriculo escolar. A introdugdo desses topicos visa, ndo apenas aprimorar o conhecimento
dos alunos, mas também, estimular o pensamento critico e analitico, melhorando suas

habilidades para estudos futuros em Matematica e areas afins.

No contexto do Ensino Médio, a abordagem de temas como
homomorfismo e quase homomorfismo pode ser feita por meio de uma sequéncia didatica
cuidadosamente planejada, para promover um aprendizado significativo e, portanto, uma

ferramenta que o professor podera utilizar na apresentacdo desses conceitos.

A sequéncia didatica aqui desenvolvida se inicia com os conceitos mais basicos,
depois avanca para exemplos mais elaborados, associados com atividades praticas,
buscando facilitar a compreensao, promover o desenvolvimento de habilidades e do

raciocinio légico e abstrato.

Além disso, a reflexdo continua, integrada a este recurso educacional, pode
permitir que o professor adapte sua abordagem conforme o progresso individual do
estudante, garantindo um melhor indice do aprendizado. Assim, a aplicacdo desses

conceitos pode ser incentivada ao longo do processo.

Por fim, este recurso educacional, ndo apenas visa socializar os conceitos de
homomorfismo e quase homomorfismo com os alunos do Ensino Médio, mas também,
busca estimular o interesse dos estudantes por temas mais complexos, que, com certeza,

fazem parte de sua formacgdo, direta ou indiretamente.
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Ao professor
Caro professor,

Para utilizar este recurso educacional de maneira eficaz é essencial realizar uma
revisdo minuciosa de todos os conceitos envolvidos nesta sequéncia, principalmente o
conceito de homomorfismo. Além disso, é importante considerar o nivel de conhecimento
da turma, planejar estratégias e o momento certo para introduzir o novo conceito de
QUASE HOMOMORFISMO, envolvendo os alunos com atividades praticas e exemplos que

facilitem a compreensao dele.

Antes de iniciar esse processo, vocé pode realizar uma avaliagdo diagnéstica, o que

pode ajudar a definir a melhor abordagem a ser feita.

Estabelecer expectativas claras, antecipar dificuldades potenciais e incentivar o
engajamento dos alunos, desde o inicio, sdo agdes fundamentais para uma implementagao

eficaz desta sequéncia didatica.

Objetivos:

Compreender o conceito de homomorfismo de maneira significativa.
Compreender o conceito de quase homomorfismo.

Reconhecer fun¢des que sejam quase homomorfismos.

Adquirir habilidades para ajustar fungdes para quase homomorfismos.

Introdugao
Sejam todos muito bem-vindos!

Hoje, teremos uma aula especial e Unica, onde vamos explorar dois conceitos
matematicos que, apesar parecerem mais avancados, podem ser compreendidos neste
nivel de ensino: homomorfismo e quase homomorfismo, o segundo tipo de funcao, pode

significar uma novidade.

Nosso objetivo € apresentar esses conceitos de maneira que estudantes do Ensino
Médio possam entendé-los claramente e ver como eles podem aparecer em aplicacdes da
Matematica.
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Comecaremos com uma breve revisao de conceitos fundamentais, como fungdes e
operagoes basicas, para garantir que todos estejam prontos para entender o que vem a
seguir. No segundo momento, abordaremos a definicio de quase homomorfismo,
utilizando exemplos simples e praticos, de como ajustar as fun¢des de modo que

tenhamos um homomorfismo.

Essa aula foi cuidadosamente planejada para que todos os estudantes pudessem
adquirir e construir conhecimentos sélidos acerca desse novo conceito. Sera um momento

de aprendizado valioso e esperamos que todos aproveitem ao maximo.

Vamos iniciar nossa jornada no mundo dos homomorfismos!

Revisando conceitos basicos

Como ja foi dito, antes de falar sobre homomorfismos, se faz necessario que todos
os estudantes estejam confortaveis com os conceitos de func¢des e operacdes basicas
definidas em um conjunto ndo vazio. Iniciaremos, entdo, com uma breve revisdo sobre
esses conteudos para avaliar o nivel de entendimento dos alunos e esclarecer algumas
duvidas que ainda possam existir. [sso serd importante para que o aluno entenda que um

homomorfismo é uma funcao que age de maneira especial entre dois conjuntos.

O conceito de fungio:

Uma funcao f é uma relacdo entre dois conjuntos ndo vazios, A e B, em que cada

elemento do conjunto 4, estd associado a exatamente um elemento do conjunto B.

Representamos uma func¢do pela expressao

f:A - B
x v fG)=y

e temos que:

i) o dominio de f, representado por D(f) = A, é o conjunto onde a funcdo age,

transformando cada x € A em um elemento y € B.

ii) o contradominio de f, representado por CD(f) = B, é o conjunto que contém todas as

transformadas de f.
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iii) O conjunto imagem de f, representado por Im(f) = f(A), é o subconjunto do

contradominio que contém todos os valores transformados pela fun¢cdo. Em simbolos,

temos Im(f) = f(4) ={f(x) / x € A}

Exemplo 01: Tomaremos os conjuntos A = B = N e a fungdo

fN - N
x ~ f(x)=2x

que relaciona cada nimero natural a um ntimero natural par. Nesse caso, temos D(f) =
CD(f)=N e Im(f) =f(N)={0,2,4,6, ---,2n,--+}, respectivamente, o dominio, o

contradominio e o conjunto imagem da funcao f.

Exemplo 02: Observemos a conhecida fungdo

ffR - R
x ~ f(x)=x?

Para facilitar o entendimento de como essa func¢iao age, observemos a tabela

abaixo:

x f(x) = x? y
-3 f(=3)=(=3)?*=9 9
—2 f(=2)=(-2)*=4 4
-1 fD)=(-1)?*=1 1
1 Iy [ )" 1 1

2 F(-3)=(-3) =3 7

0 FO)=02=0 0

1 fH)=12=1 1
vz F(V2) = (V2)' =2

2 f(2)=22=4 4

f(3)=3%2=9 9

n f(n) = n? n?
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Podemos observar que para cada um dos elementos x, que escolhemos no dominio
de f, hd um unico elemento correspondente em seu contradominio. A funcao, em si. tem

como imagem todo conjunto dos nimeros reais ndo negativos, ou seja,
Im(f) = f(R) = {x € R/x = 0} = R,.
Operagdes definidas em um conjunto

Defini¢do: Uma operacdo * é bem definida em um conjunto S # @ se, e somente se, vale

queax*b € S,Va,b€ES.

Exemplos comuns de operagdes (bem) definidas em um conjunto incluem:
Adicdoem Z:V a,b € Z,valeque a + b € Z.
Multiplicagioem R: V a,b € R, valequea b € R.

Queremos destacar os conceitos de

Unido: a unido do conjunto A com o conjunto B é o conjunto que contém todos os

elementos de A e B. Isso é denotado por AU B = {x/x € Aoux € B}.

Intersegdo: a intersecdo de A com B € o conjunto que contém todos os elementos que sdo

comunsaAeB,ouseja, ANB={x/x€Aex€B}.
Agora, vamos incluir em nossos exemplos essas operagdes.
Seja® # Q um conjunto. Em P(Q) = {X / X c Q} estdo bem definidas as operacoes
U (uniao) e N (intersecdo).
Unidoem P(Q) = {X/X c Q}: VA,B € P(Q),valeque AUB € P(Q).
Intersegdoem P(Q) = {X/X c Q}: VA,B € P(Q),valeque AN B € P(Q).
As operacdoes de unido e interse¢io definidas em P(Q)) gozam das

propriedades listadas na Defini¢do 02, em 1.2, sendo que @ é o elemento neutro da uniao

e () é o elemento neutro da intersecao.

Essas operacgdes se ligam da seguinte forma: (Distributividade da unido em relagao
a interse¢do): V X,Y,Z € P(Q),valeque XU(YNZ)=XUY)N (XUZ). Também vale
que XN(YUZ)=(XNY)U (X NZ). Também vale a Distributividade da interse¢io em

relacdo a unido.
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O Conceito de homomorfismo

A palavra homomorfismo é de origem grega. E um combinado das palavras
“homos” que significa "mesmo" e “morphe” que significa "formato". Os
homomorfismos sao fung¢des especiais que nos permitem comparar dois conjuntos nos

quais operagdes como a adicao e a multiplicagdo estao definidas.

Defini¢do: Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Suponha que * é uma operacao bem definida

em X e O é uma operacdo bem definidaem Y.

Dizemos que uma fung¢ao

p:X =Y
x > (x)

¢ um homomorfismo se, e somente se, p(a * b) = ¢(a)oe(b),V a,b € X.

Se as operagdes * e O forem operacdes de adicdo é comum dizer que ¢ é um
homomorfismo aditivo e que ¢ é um homomorfismo multiplicativo, se * e O forem
operac¢des de multiplicagdo. Contudo, existem homomorfismos que agem transformando

somas em produtos e, vice-versa. Exemplos conhecidos sdo as fun¢des elementares
exp: R— R, \{0} e log:R,\{0} =R
r ~ exp(r) r ~ log(r)
Exemplo 01: A fungdo conhecida

ffR - R
x ~ f(x)=2x

é¢ um homomorfismo aditivo: V a, b € R, vale que
fla+b)=2(a+b)=2a+2b=f(a)+f(b)

Exemplo 02: Vamos definir por #X := a cardinalidade do conjunto X. Assim, podemos

definir a fungao

#:P(Q) > N
X o~ #X)

e considerar as operacdes de “unido” e “adicdo” definidas, respectivamente, em P(Q) e N.

16



Agora,V A,B € P(Q),vale que #(A U B) = #(A) + #(B) — #(A n B).E, se tivermos

#(A N B) # 0, a fungdo # ndo sera um homomorfismo.

Exemplo 03: Perceba que nas fung¢des ja mencionadas, a fun¢do exponencial ndo é um

homomorfismo aditivo: se a, b € R, em geral, temos exp(a + b) # exp(a) + exp(b).

Mas, sera homomorfismo, se considerarmos a multiplicacio em R, \{0}. Esse

ajuste também nos convida a dizer que, aditivamente,

exp:R - R,\{0}
r ~exp (1)

é um gquase homomorfismo.

A fungio logaritmo ndo é um homomorfismo multiplicativo: para a,b € R, \{0},
em geral, In(ab) # In(a)ln(b) Mas, sera homomorfismo, se considerarmos a adi¢do em R.

Entao queremos dizer que, multiplicativamente,

n:R\{0} - R
T A~ In (1)

é um quase homomorfismo.

Esses exemplos justificam o “ou” colocado no item ii) da definicao acima. Vocé ja é

capaz de relacionar outros exemplos?

Considere () um conjunto finito e pense nas fungoes

C:P(Q),U - PQ)U o C:P(Q),Nn - PN
X A~ Cqo(X) :== complementar de X em Q. X ~ Co(X)
Esses sdao dois quase homomorfismos. Fagca os ajustes e obtenha dois

homomorfismos para comprovar isso.

As abordagens que fizemos serdo comentadas mais uma vez nas discussoes feitas
na proxima secao deste trabalho. Muitas coisas podem ser sugeridas a posteriori. Mas,
acreditamos que a ideia de se estabelecer a definicdo de um gquase homomorfismo ja tem

a nossa contribuicao.
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Quase homomorfismo

Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Suponha que * é uma operagdo bem definida

em X e O é uma operacdo bem definidaem Y.

Dizemos que uma fung¢ao
n:M —Y
m ~» n(m)
é um quase homomorfismo se, e somente se, uma das condi¢des sdo satisfeitasn = ¢/, €
um homomorfismo, quando fazemos a restrigdo de uma fungao
p: X —>Y
x > p(x),
que nio é um homomorfismo, ao subconjunto M, conveniente escolhido em D(¢) = X, no

qual a operacdo * também estd (bem) definida.

1 = @ passa a ser um homomorfismo, quando substituimos as operagdes * ou O,

respectivamente, definidas em X ouem Y.

O apéndice, anexado neste recurso educacional, contém uma atividade aplicada

como forma de validacdo do conceito a ser estabelecido.

Atividade pratica: Reconhecendo um quase homomorfismo

A validacao desta sequéncia didatica sera feita através de uma atividade que foi
desenvolvida em sala de aula, pensada segundo o roteiro abaixo e que trata de contagem

de elementos de um conjunto.

Roteiro:

1. Apresentar uma caixa principal contendo um “conjunto” de varias bolinhas coloridas
com as cores amarelo e branco. Algumas somente com uma cor e outras com 2 cores,

amarelo e branco.

2. Relembrar os conceitos de unido e interse¢do de conjuntos, apelando para o fato de que
a “unido” dos conjuntos das bolinhas amarelas com o das bolinhas brancas e o das
bolinhas que possuem 2 cores, dao a totalidade do que tem na caixa. A “interse¢ao”,

explicar, mencionando as bolinhas com as cores amarelo e branco.
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3. Disponibilizar, sobre uma mesa, no centro das aten¢des dos alunos, 2 caixas, cada uma

capaz de abrigar um “subconjunto” de bolinhas que sera retirado da caixa principal.

4. Fazer 2 retiradas aleatdrias, uma por vez, colocando as bolinhas obtidas em cada uma
das caixas disponibilizadas, de modo a formar dois “subconjuntos” ndo vazios (de
bolinhas). Digamos, A = {Bolinhas que tém a cor amarela} e um subconjunto B =

{Bolinhas que tém a cor branca}.

5. Realizar a seguinte contagem: o nimero de bolinhas que estdo em A ou B, que possuem

a cor amarela ou a cor branca, ou seja, determinar #(4 U B).

6. Voltar as bolinhas para a caixa principal e fazer 2 retiradas, uma por vez, numa escolher
somente bolinhas amarelas e na outra escolher somente bolinhas brancas, colocando as
bolinhas obtidas em cada uma das caixas disponibilizadas, de modo a formar
M = {Bolinhas somente na cor amarela} e N = {Bolinhas somente na cor branca}, dois

“subconjuntos”.

7. Realizar a seguinte contagem: o nimero de bolinhas que esta em M ou N, que possuem

somente a cor amarela ou somente a cor branca, ou seja, #(M U N).

8. Retirar da caixa principal todas as bolinhas que possuem duas cores, amarela e branco.
Em seguida, nomear a caixa pela letra C e considerar o conjunto £ de todos os possiveis
subconjuntos de C, formados por bolinhas de uma cor sé6. Entao, concluir que a fungao
#:L - N
X ~ #X := cardilalidade de X
que conta o numero de bolinhas de cada conjunto X, é tal que V A,B € L, temos

#(AUB) = #(A) + #(B) — #(AN B) = #(A) + #(B) — #(0) = #(A) + #(B) — 0.

Noutro sentido, dados A,B € L, se #{(AUB) =4 =1+ 3 =2 + 2, por exemplo,
concluir que #(A) = 1e #(B) =3 ou #(A) = #(B) = 2.

9. Reconhecer que

#:P(C) -» N
X ~~»  #X := cardilalidade de X
é¢ um exemplo que mostra que a fun¢do # parece se comportar como um homomorfismo,
mas restringimos a contagem somente aos conjuntos disjuntos que formamos com as

bolinhas.
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Outro problema que aponta que # também nao é um quase homomorfismo é que
oconjunto L ={M € P(Q)/VY € P(Q),M NnY = @} néo é fechado para a operagdo U: se
XeY€Lclaroque XUY)NM=XnM)u(YnM)=0n@ = @.Porém, relacionando
XouYcomXUY, temos(XUY)NX=Xou(XUY)NnY =Y.

Dessa forma, nao podemos considerar #/L para definir um quase homomorfismo

conforme o item ii) 2.3.

Consideragdes finais

O presente trabalho teve como objetivo apresentar os conceitos de
homomorfismo e quase homomorfismo de maneira clara e objetiva, destacando algumas
funcbes que comumente aparecem na Matematica do ensino basico, A proposta
pedagodgica foi materializada em uma sequéncia didatica estruturada, visando a
divulgacao e o estabelecimento de um novo conceito que foi pensado a partir de algumas

de nossas observagoes.

A atividade de validacao juntamente com o roteiro desta sequéncia didatica, a
nosso ver, permitiu que os estudantes compreendessem, de forma significativa, o conceito

de um quase homomorfismo, conectando os novos conhecimentos a sua base de

aprendizagem.

A atividade pratica e os debates em sala de aula possibilitaram o
desenvolvimento de habilidades cognitivas, como a abstracdo e a capacidade de modelar
um objeto matematico. Isso nos faz crer que o trabalho contribui de forma significativa
para a compreensdo do conceito de quase homomorfismo e demonstra a importancia do
uso de metodologias no ensino de Matematica, que termina fazendo com que os alunos se
tornem mais criticos e mais capazes, o que é essencial para seu desenvolvimento

académico e pessoal.
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