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1. APRESENTACAO

Caro professor, este produto educaional aborda o conceito de Fungc&o com
énfase na Bijecdo de Funcéo e sua aplicacdo na comparagédo da cardinalidade de
conjuntos infinitos. Ele foi construido a partir da pesquisa de Silva (2023), uma
dissertacdo de mestrado desenvolvida no &mbito do Programa de Pds-graduacéo em
Ensino de Matematica (PPGEM) da Universidade do Estado do Para (UEPA), que
tinha por objetivo analisar os efeitos da aplicacdo de uma sequéncia didatica para o
ensino de Bijecdo de Funcdo por meio de atividades experimentais sobre a
participacdo nas aulas, a construgdo de conceito e o desempenho na resolucdo de
guestdes que abordam o assunto e sua aplicagéo.

Funcgéo é um conteudo de grande relevancia, devido sua riqueza de linguagens
e representacdes que possibilitam a compreensao, interpretacdo e construcéo de
argumentos e modelos que fundamentam a resolucdo de situagbes-problema no
contexto escolar ou da vida cotidiana, bem como o desevolvimento de competéncias
e habilidades que auxiliam na aquisicdo de conhecimentos da Matematica e outras
areas do conhecimento. Por esse fato, esse € um dos conteudos matematicos mais
estudado ao longo do Ensino Médio.

Um fato intrigante € que mesmo sendo um assunto téo trabalhado, pesquisas
como as de Guimardes (2010), Magarinus (2011), Santos (2013) e Silva (2018)
destacam uma acentuada deficiéncia dos estudantes em relacdo aos conceitos e
linguagens das funcdes. Por que um assunto que € tdo trabalhado € pouco
compreendido pelos discentes?

A partir dessa inquietacdo realizamos um estudo sobre Funcéo, por meio da
nalise de documentos curriculares oficiais e livros didaticos, revisdo de estudos e
pesquisa de campo, 0 que evidenciou as lacunas e nos impulsionou a buscar uma
forma eficaz de promover o ensino e a aprendizagem desse conteudo.

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacado Nacional (LDB), no inciso Il do artigo
36 estabelece que devem ser adotadas metodologias de ensino que estimulem a
iniciativa dos estudantes. Os PCNs reforcam que o desenvolvimento da capacidade
de raciocinio resulta em autoconfianca, responsabilidade, autonomia e capacidade de
comunicacédo e argumentacao (BRASIL, 1998, p. 52).

Dessa forma, elaboramos uma Sequéncia Didatica pautada no Ensino por

Atividades Experimentais e na Resoluc¢ao de Problemas como Ponto de Partida, que



sdo metodologias que propiciam o protagonismo e o desenvolvimento intelectual do
aluno, que diante de um problema precisa colocar em acdo uma ampla série de
habilidades e conhecimentos, explorando muitos conceitos e constituindo novos
saberes em uma atmosfera de investigacao.

O objetivo desse produto educacional é propor uma Sequéncia Didéatica para o
ensino de Funcdo com énfase na Bijecdo de Funcdo, com a pretenséo de contribuir
com a pratica docente, tornando-se uma alternativa para melhoria da aprendizagem

dos estudantes neste tema.

2. ASPECTOS HISTORICOS

Em todos os campos da Matematica, bem como em outras ciéncias, € notéria
a necessidade de trabalhar com diversas representacdes para facilitar a compreensao
e a construcdo do conhecimento a cerca do objeto de estudo, estabelecendo assim
uma comunicacao mais efetiva. O estudo das funcdes apresenta, de forma explicita,
uma grande diversidade dessas caracteristicas, uma vez que uma funcao pode ser
representa na forma algébrica ou grafica, e também por meio de tabelas e gréficos.
O PCN+ reforca que
“O estudo de fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias necessarias para expressar a relacdo entre
grandezas e modelar situacdes-problema, construindo modelos descritivos

de fendbmenos e permitindo varias conexdes dentro e fora da Matematica”
(BRASIL, 2002, p.121).

O estudo do conteudo Funcdo € de fundamental importancia para a
Matematica, bem como para outros campos do conhecimento, uma vez qua ela
apresenta uma rigueza de linguagens e representacdes possibilitando modelar,
equacionar, representar e solucionar os mais diversos problemas. Mas como surgiu e
Como ocorreu o processo historico evolutivo do conceito de Fungao?

Embora ndo exista um consenso entre varios autores em relagdo ao periodo
em que surgiu o conceito de funcdo, sabe-se que ele foi originado a partir da
necessidade e busca do homem em compreender e descrever fenbmenos naturais,
bem como na tentativa de solucionar problemas do cotidiano.

Ao tratar sobre o desenvolvimento do conceito de funcdo Sa, Souza e Silva

(2003, p.1) destacam que "guando o homem levado pela necessidade, passou a
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associar uma pedra a cada animal visando ao controle de seu rebanho, poderiamos
encarar essa relacao de dependéncia entre as pedras e 0s animais como uma relagéo
funcional".

Para conhecer a quantidade de animais que havia no rebanho, os pastores
utilizavam pedrinhas e um saco, colocando nesse uma pedrinha para representar
cada ovelha que saia a pastar. A noite, ele retirava uma pedrinha do saco, cada vez
gue uma ovelha entrava no cercado.

Conforme Ifrah (2005):
Tudo comecou com este artificio conhecido como correspondéncia um a um,
gue confere, mesmo aos espiritos mais desprovidos, a possibilidade de
comparar com facilidade duas colecdes de seres ou de objetos, da mesma

natureza ou ndo, sem ter de recorrer a contagem abstrata. (IFRAH, 2005,
p.25).

Esse método de relacionar ou associar demonstra a intuicdo de unicidade, onde
0 processo de contagem é realizado por meio da correspondéncia entre objetos, que
relaciona um conjunto de pedras com um conjunto de animais, 0 que evidencia a
existéncia de uma nocéao de funcionalidade.

Esse provavel método de contagem estava baseado em algum método simples
gue utilizava o principio de correspondéncia biunivoca, dessa forma, nessa época, o
conceito de funcdo tem suas origens no surgimento do conceito do numero.
(VAZQUEZ; REY; BOUBEE, 2008, apud MACIEL, 2011, p. 10).

Zuffi (2016) afirma que:

"Podemos encontrar este 'instinto de funcionalidade', que precede uma ideia
mais geral de fungéo, desde cerca de 2000 A.C., em célculos babilénicos com
tabelas sexagesimais de quadrados e de raizes quadradas, podendo ser
tomadas como “fungdes tabuladas”, destinadas a um fim pratico". (ZUFFI,
2016, p. 2)

Aos babilénios também é atribuida a construcdo de tabelas em argila, "onde
para cada valor na primeira coluna havia um nimero na segunda, que era o resultado
da multiplicacdo do nimero da primeira por uma constante”. (SA, SOUZA e SILVA,
2003, p. 125)

Essa ideia de dependéncia, encontrada nessas tabelas demonstra a existéncia,
mesmo de forma rudimentar, da ideia do conceito de funcdo. Guimaraes (2010)
assegura que "ndo é prudente supor que o conceito de fungcdo ja estava sendo
formado [...] o que podemos afirmar é que o instinto de funcionalidade ja se fazia util,

presente e necessario ha muitos séculos". (GUIMARAES, 2010, p. 21)
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Segundo Boyer (1974, p. 193), durante o periodo da Idade Média, "Nicole
Oresme (1323-1382), matematico francés, desenvolveu a teoria das latitudes e
longitudes, para descrever diferentes graus de intensidade das variaveis velocidade e
tempo relacionados durante o movimento de um corpo que se desloca com aceleracao
constante” (BOYER, 1974, p. 193 apud MAGARINUS, 2013, p. 16), o autor afirma
ainda que "os termos latitude e longitude, sdo equivalentes a nossa ordenada e
abscissa". (BOYER, 1996, p. 181 apud BUENO,; VIALI, 2009, p. 39)

De acordo com Sa, Souza e Silva (2003, p. 127), no século XVI, ocorreu intenso
avanco na Algebra, quando Francois Viéte (1540-1630) inicia os estudos baseados
em parametros e variaveis, denominada l6gica speciosa. Maciel (2011) corrobora

com essa ideia ao asseverar que

"Viéte (1540-1603) contribuiu fortemente para o avanco da Algebra em seu
trabalho In artem, no qual o desenvolvimento do simbolismo algébrico foi
fortemente influenciado. Nesse texto, o francés introduziu a pratica de se
utilizarem vogais para representar incégnitas e consoantes para a

representacdo de valores constantes". (MACIEL, 2011, p. 12-13)

Conforme EVES (2004), antes da notacdo de Viéte, utilizava-se letras ou
simbolos diferentes para representar as poténcias de uma mesma quantidade. Dessa
forma, "o que se indica hoje por x, X2 e X3 era expresso por Viéte como A, A
guadratum e A cubum”. (EVES, 2004 apud MACIEL, 2011, p. 13)

Mendes (1994) destaca que Galileu Galilei (1564-1642) utilizou a matematica
para modelar os fenbmenos da natureza, modelando relacdes de variaveis
interdependentes, para entender a como ocorriam o0s fenémenos, objetivando
descrever mudancas da natureza e que o estudo de movimento originou 0s conceitos
de relacdo entre variaveis e o de funcéo ou, embora Galileu ndo tenha formalizado o
conceito de funcédo (MENDES, 1994, p. 21-22 apud SA; SOUZA; SILVA, 2003, p.127).

Zuffi (2016, p. 3), cita que "Galileu Galilei (1564-1642) contribuiu para a
evolucdo da ideia de funcdo, ao introduzir o quantitativo nas suas representacdes
graficas. Conforme Monna (1972, p. 58, apud BUENO; VIALLI, 2009, p. 40) “Descartes,
com sua aplicacdo de métodos algébricos a geometria, abriu 0o caminho para a
introducdo da nocédo de funcdo que, gradualmente, se desenvolveu até sua forma
moderna”.

Bueno e Viali (2009) asseguram que
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"A introducdo de fungbes escritas através de equagdes iniciou uma
verdadeira revolucdo no estudo de matemética. O uso de expressdes
analiticas, regidas por operacdes e relacdes especificas, introduzido,
independentemente, por Pierre Fermat (1601-1665) e René Descartes,
originou caracteristicas especificas do estudo do tema. Proveniente da
algebra aplicada & geometria, essa nova forma de representar as funcdes
logo se estendeu a outras areas da Matematica e, especialmente, ao
desenvolvimento do céalculo diferencial e integral". (BUENO; VIALI, 2009, p.
40)

No século XVIIl o Problema da Corda Vibrante, mexeu com o raciocinio dos
matematicos da época e influenciou na reformulacéo do conceito de fungéo, j& que na
época nao era comum a representacdo de uma funcdo por meio de uma expressao
analitica. (CORREIA, 1999, MACIEL, 2011, p. 15).

Em Mendes (1994) encontramos a definicdo que Fourrier deu a fungéo:

"Acima de tudo deve ser destacado que a funcéo f(x), para a qual esta prova
se aplica, é inteiramente arbitraria, e ndo sujeita a uma lei de continuidade...
Em geral, a fungéo f(x) representa uma sucesséo de valores que séo dados
a abscissa x, e existe um nimero igual de ordenadas f(x)... N6s ndo supomos
estas ordenadas sujeitas a uma lei comum: elas se sucedem de qualquer
maneira que seja e cada uma delas é dada como se fosse uma quantidade
anica". (MENDES, 1994, p. 40, apud, SA, SOUZA e SILVA, 2003, p. 132)

No final do século XVIII, surgiram muitos absurdos e contradicbes na
Matematica, evidenciando que era essencial buscar uma fundamentacéao rigorosa da
analise, para formalizar e fundamentar a Matematica. Dessa forma, a ideia de funcao
precisou ser cuidadosa e claramente estabelecida, com as nocbes de limite,
continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade, provendo o surgimento da Analise
Matematica que tinha como objeto de estudo as funcdes.

No século XIX Peter Gustav Lejune Dirichlet (1805-1859), contemporaneo de
Cauchy, destacou-se, ao propor uma fungcédo que ficou conhecida como "funcéo de
Dirichlet":

Fo ={

a, se x racional;

. ) coma # b, a e b constantes.
b, se x irracional;

Segundo Kliner (1989) a funcdo de Dirichlet foi o primeiro exemplo de funcéo
descontinua em todos os pontos da funcao; e a primeira funcao com restricdo explicita
do dominio num intervalo (KLEINER, 1989, p.292 apud MACIEL, 2011 p. 19).

O quadro, a sequir, elaborado por Sa, Souza e Silva (2003), apresenta de forma
organizada e em ordem cronoldgica, a contribuicdo de cada estudioso para o processo

de evolugao do conceito de funcéo.



Quadro 1 - Quadro Sindtico da Evolugéo do Conceito de Funcao.
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(continua)

Autor Ano Contribuicdo
René Descartes (1596- - Chegou a definir fungdo como qualquer poténcia de x, como x?, x>,.....
1650)
Isaac Newton (1643- - Introduziu o termo “variavel independente”.
1727)
James Gregory 1667 Na obra Vera Circuli et Hyperbolae Quadratura,
conceituou fungdo sem utilizar a palavra propriamente dita: “Nos
chamamos uma quantidade x composta de outras quantidades a, b,... se X
resulta de a, b,.... pelas quatro operacGes elementares, por extracdo de
raizes ou por qualquer outra operagio imaginavel”.
Gottfried Wilhelm 1694 Empregou a palavra funcéo para designar quantidades geométricas que
Von Leibniz (1646- dependiam de um ponto em uma curva. E na obra Histdria usou a palavra
1716) “fun¢do” para representar quantidades que dependem de uma variavel.
Jakob Bernoulli 1694 Empregou a palavra funcdo como sendo: quantidades geométricas que
(1654-1705) dependiam de um ponto em uma curva.
Johann Bernoulli 1718 Definiu da seguinte maneira: “fun¢do de uma magnitude variavel a
guantidade composta de alguma forma por esta magnitude variavel e por
constantes.
Leonhard Euler (1707- - Introduziu o simbolo f(x).
1783)
D’ Alembert - N 0* 0*
(1717-1783) Equacéo da onda: atJ: =a axjg
Tentativa de resposta para o problema da corda vibrante:
Daniel Bernoulli 1753 = nmx nat
(1700-1782) y(x,t)= ) b, sen—— cos —
n=1
Na obra Théorie des Functions Analytiques, definiu: “Chama-se fungéo de
uma ou de vérias quantidades a toda expresséo de calculo na qual essas
Joseph-Louis quantidades entrem de alguma maneira, combinadas ou ndo com outras
Lagrange 1797 quantidades cujos valores sdo dados e invariaveis, enquanto que as
(1736-1813) quantidades da funcdo podem receber todos os valores possiveis. Assim,
nas fung¢des sdo consideradas apenas as quantidades assumidas como
variaveis e ndo as constantes que aparecem combinadas a elas”
Lecons sur le calcul des functions:
Joseph-Louis “Fungdes representavam diferentes operacdes que deviam ser realizadas em
Lagrange 1806 quantidades conhecidas para obterem-se valores de quantidades
(1736-1813) desconhecidas, e estas quantidades desconhecidas eram, propriamente, o
ultimo resultado do calculo”.
Afirmou em La théorie analytique de la chaleur que qualquer funcéo
poderia ser expressa por uma série trigonomeétrica da seguinte forma:
Jean Baptiste Joseph | 1822 a, — —
Fourier (1768-1830) f@) =3+ Z [y cos %+ 5,5
n=1
Benhard Bolzano 1817 Publicou Functionlehre onde conceituou continuidade muito préxima do
(1781-1848) conceito atual. Demonstrou o teorema do valor médio.
Em Cours d’analyse definiu fungdo: “Quando quantidades variaveis estao
Augustin Louis ligadas entre si de tal forma que, o valor de uma delas sendo dado, pode-se
Cauchy 1821 | determinar o valor das demais, diz-se usualmente que estas quantidades séo

(1789-1857)

expressas por meio de uma delas, que toma o nome de variével
independente; e as outras quantidades expressas por meio da variavel
independente sdo o que chamamos de fun¢do dessa variavel”.
Definiu continuidade através de infinitésimos.

Peter Gustav Lejune
Dirichlet (1805-1859)

Demonstrou que nem todas as funcdes podem ser descritas pelas serie de
Fourier.
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(concluséo)

Peter Gustav Lejune

Definiu fungdo como:
“Se uma variavel y esta relacionada com uma variavel x de tal modo que,

Dirichlet (1805-1859) | 1837 | sempre que é dado um valor numérico a x, existe uma regra segundo a qual
um valor Unico de y fica determinado, entéo diz-se que y € fungdo da
variavel independente x”.
Definiu funcéo:
“A concepgdo geral exige que uma fungo de x seja chamada de um
Nikoldi Lobatchesvsky - numero que é dado para cada x e que muda gradualmente com x. o valor
(1792-1856) da funcéo pode ser dado ou por uma expressao analitica, ou por uma
condigdo que oferega um meio para testar todos os ndmeros e selecionar
um deles; ou finalmente, a dependéncia pode existir mas permanece
desconhecida”
Bernhard Riemann - Esclareceu os critérios de integrabilidade, e deu origem ao conceito de
(1826-1866) “integral de Riemann”.
Philipp Cantor (1845- - Desenvolveu a teoria dos conjuntos.
1918)
Karl Weierstrass - Definiu fungdo como uma série de poténcia juntamente com todas as que
(1815-1897) podem ser obtidas dela por prolongamento analitico.
Definiu trés conceitos primitivos que o zero, o conceito de ndmero (inteiro
Giuseppe Peano - ndo-negativo) e a relacdo de ser sucessor de, 0s quais, junto com cinco
(1858-1932) postulados, forneceram uma construgéo rigorosa do conjunto dos niimeros
naturais.
Em théorie des Ensembles conceituou funcéo de duas maneiras: ”Sejam E
e F dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma relagdo entre uma variavel x de
E e uma variavel y de F é dita uma relagdo funcional em y, ou relacdo
funcional de E em F, se qualquer que seja x*E, existe um e somente um
elemento y*F que estejam associados a x na relagdo considerada.
Nicolas Bourbaki 1968 Déa-se 0 nome de funcio & operagio que desta forma associa a todo o

elemento x®E o elemento y*F que se encontra ligado a x na relacdo dada;
diz-se que y é o valor da funcédo para o elemento x, e que a funcdo esta
determinada pela relacdo funcional considerada. Duas relacfes funcionais
equivalentes determinam a mesma fung¢do.” E “um certo subconjunto do
produto cartesiano AxB”.

Fonte: S4, Souza e Silva (2003, p. 136 a 139)

Conforme Guimaréaes (2010, p. 20) no século XIX notou-se que a definicdo de

funcdo apresentava diversas incoeréncias e limitacfes. A Teoria dos Conjuntos de

George Cantor, do final do século XIX, e a associacdo da funcdo as nocdes de

continuidade e de desenvolvimento em séries, ampliaram enormemente sua natureza

e seu significado, transformando o conceito de fungcdo em uma das pedras angulares

da Matematica atual, sendo também utilizada para modelar fenbmenos naturais e

sociais.
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3. ASPECTOS CURRICULARES

7

A importancia do conceito de Funcdo é evidenciada pela sua presenca
destacada em véarios ramos da Matematica, bem como sua utilizagdo em outras areas
do conhecimento tais como expresar e compreender fenémenos fisicos, biolégicos e
sociais.

A Lei de Diretrizes e Bases (LDB) destaca, que o Ensino Médio, etapa final da
educacdo basica, deve assegurar aos estudantes instrumentos que lhes permitam
"continuar aprendendo”, promovendo o desenvolvimento da compreensdo dos
"fundamentos cientificos e tecnoldgicos dos processos produtivos"”, formando assim,
um individuo apto para o trabalho e o cumprimento da cidadania.

Com o intuito de assegurar uma educacdo com base cientifica e tecnoldgica,
as Diretrizes Curriculares Nacionais do Ensino Médio (DCNEM), organiza o Ensino
Médio em areas do conhecimento, onde o estudo da Funcdo apresenta-se na area
das Ciéncias da Natureza e da Matematica.

De acorodo com o os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio
(PCNEM) o ensino de Funcéo deve

[...] garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito
de funcdo em situacdes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade
de situacdes-problema de matemética e de outras areas, o aluno pode ser
inceintivado a buscar a solucdo, ajustando o seus conhecimentos sobre

fungbes para construir um modelo para interpretacdo e investigagdo em
Matematica. (BRASIL, 2000, p. 257)

O documento aponta para a necessidade da utilizacdo de novas metodologias
gue tenham o aluno como protagonista na constru¢cdo do seu conhecimento, bem
como de modelos que lhe permita interpretar e investigar em Mateméatica e, dessa
forma, continuar aprendendo.

Os PCNEM destacam a necessidade de o aluno perceber "a Matematica como
um sistema de codigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicacao e ideias
e permitam modelar a realidade e interpreta-la" (BRASIL, 1998, p. 39).

Segundo as Orientagcdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN+):

"Além das conexdes internas a propria Matematica, o conceito de funcéo
desempenha também papel importante para descrever e estudar através da
leitura, interpretac@o e construgdo de gréaficos, o comportamento de certos

fenébmenos tanto do cotidiano, como de outras areas de conhecimento, como
a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica



16

garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de
funcdo em situagdes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de
situagbes problema de Matematica e de outras areas, o aluno pode ser
incentivado a buscar a solucéo, ajustando seus conhecimentos sobre funcéo
para construir um modelo para interpretagdo e investigacdo em Matematica."
(BRASIL, 2002, p. 43-44).

De acordo com as Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio (OCEM):

O estudo das fun¢bes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
A linguagem das ciéncias, necessdria para expressar a relacdo entre
grandezas e modelar situag@es-problema, construindo modelos descritivos
de fenbmenos e permitindo vérias conexdes dentro e fora da propria
matematica (BRASIL, 2006, p. 121).

Esse documento aponta para uma metodologia capaz de propiciar uma
conexdo do objeto Funcdo com outros conteddos matematicos, visualizacdo e
aplicabilidade desse conteudo.

Na BNCC o objeto Func¢éo esta contemplado

Na Competéncia Especifica 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos
matemdaticos para interpretar situacdes em diversos contextos, sejam
atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das
questdes socioecondmicas ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios,
de modo a contribuir para uma formacéao geral.

Habilidade: (EM13MAT101) Interpretar criticamente situacées econémicas,
sociais e fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacao de
grandezas, pela andlise dos gréaficos das funcdes representadas e das taxas
de variacdo, com ou sem apoio de tecnologias digitais. (BRASIL, 2018, p.
332)

Competéncia especifica 4:

Compreender e utilizar, com flexibilidade e preciséo, diferentes registros de
representacéo matematicos (algébrico, geomeétrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugcdo e comunicacdo de resultados de
problemas.

(EM13MAT404) Analisar fungdes definidas por uma ou mais sentencas
(tabela do Imposto de Renda, contas de luz, agua, gas etc.), em suas
representacdes algébrica e gréfica, identificando dominios de validade,
imagem, crescimento e decrescimento, e convertendo essas representacoes
de uma para outra, com ou sem apoio de tecnologias digitais. (BRASIL, 2018,
p. 538-539).

Dessa forma, fica evidente a importancia do estudo do objeto Funcéo, uma vez
gue seu conceito, linguagem e representacdes auxiliam no desenvolvimento de
competéncias e habilidades que promovem a constru¢do do conhecimento de

Matematica bem como em outras areas do conhecimento.
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4. REVISAO DE ESTUDOS

Neste capitulo apresentamos os resultados de uma revisdo de estudos que
abordam o ensino e a aprendizagem de Func¢ao, dentre 0s quais procuramos destacar
aqueles que tratavam da Bijecdo de Funcdo. Esse levantamento de estudos foi
realizado com o objetivo de conhecer o que se tem discutido na literatura académica
e cientifica sobre o processo de ensino e aprensdizagem referente a Bijecdo de
Funcéo, norteando o planejamento e a constru¢do da nossa Sequéncia Didatica.

Com o objetivo de organizar e sistematizar o nosso estudo, adotamos as
categorias definidas por Silva (2014, apud SILVA, 2018, p. 32), que as dividiu em trés
categorias: estudos diagnosticos, que sdo aqueles que analisam e identificam
algumas dificuldades dos alunos, durante o processo de ensino e aprendizagem;
estudos experimentais, que se propdem a realizar atividades voltadas ao ensino de
determinado assunto, com o objetivo de diminuir e/ou superar dificuldades e/ou
aumentar a eficacia do processo de ensino e aprendizagem de conteudos
matematicos; e estudos tedricos, que apresentam aspectos conceituais sobre o

conteldo estudado.

Estudos diagnosticos

Em Santos (2013), temos uma dissertacédo com o titulo: O Ensino das Funcdes
Afim e Quadréticas por Atividades, que apresenta como questdo norteadora: “Quais
os efeitos de um conjunto de atividades sobre funcdo afim e quadratica no
desempenho de alunos do 1° ano do ensino médio?” E tem como objetivo investigar
as contribuicbes de atividades para o processo de compreensdo do conteudo de
funcdes afim e quadrética.

Neste estudo, a autora observou como um conjunto de atividades pode ser
utilizado como um recurso metodolégico para o processo de ensino e aprendizagem.
Nesse intuito, ela aplicou uma sequéncia de atividades que propiciaram os alunos:
observar, inferir, testar e concluir, conceitos, propriedades, utilizacdo e aplicacédo dos
contetdos de Funcao Afim e Funcao Quadrética.

A metodologia utilizada foi baseada na Engenharia Didética, de Michéle Artigue
e para elaboracdo das atividades em analises de situagcfes de ensino, ela utilizou a
perspectiva da didatica da matematica, proposta por Brousseau. A decisdo de

trabalhar com modelagem matematica e o ensino por atividades, foi tomada apés o
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estudo e andlise do levantamento bibliogréafico. A pesquisa foi desenvolvida em uma
Escola Estadual de Belém, tendo com amostra 30 alunos, de uma turma do 1° Ano do
Ensino Médio.

Os resultados da pesquisa mostraram que a intervencgao proposta, melhorou a
aprendizagem dos conteddos matematicos trabalhados, promovendo o
desenvolvimento de habilidades de observacdo, de proposicdo, de didlogo, de
elaboracdo de texto, de interpretacdo, de autonomia na busca de caminhos para a
resolucdo das questdes e na construgdo dos conceitos e nogcbes em relagdo aos
contetdos matematicos tratados.

A autora concluiu que houve melhora consideravel na aprendizagem e que o
ensino por atividades e modelagem matematica contribui para o envolvimento dos
alunos acarretando um aumento significativo no nivel de aprendizagem sobre os

contetdos abordados.

Estudos experimentais

Em Silva (2017), temos uma dissertacdo que trabalha o tema A Abordagem
Geomeétrica no Tratamento das Funcdes, que tem como objetivos: investigar o impacto
da abordagem geométrica no estudo das funcdes, e certificar-se de como ela pode
contribuir para a aquisicdo de competéncias em outras areas do conhecimento; Fazer
uma abordagem que forneca um sentido no estudo de algumas funcdes
estabelecendo algumas conexdes entre as propriedades das funcbes e seus
significados, em aplicacfes em outras areas do conhecimento.

A metodologia adotada foi a Engenharia Didatica. A pesquisa foi realizada no
Centro de Ensino Médio 02 de Planaltina-CEM-02, localizado em uma cidade satélite
do Distrito federal, no setor educacional, regido central da cidade de Planaltina, no
turno da noite. A amostra foi constituida por professores (de Fisica, Quimica, Biologia,
Geografia e Sociologia) e os alunos de uma turma do 1° Ano do Ensino Médio
composta por 40 alunos. Os dados foram coletados por meio de uma entrevista
composta de 10 perguntas pertinentes ao tema abordado, proposta aos professores,
tendo em vista verificar o quanto o ensino de Matematica, e, sobretudo a abordagem
geométrica, esta presente em outras areas do conhecimento, servindo como aporte a
essas disciplinas; e a aplicacéo de atividades para os alunos, visando analisar o seu

dominio na interpretacdo de gréaficos para a resolucdo de questdes de Matematica e
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de outras areas do conhecimento, bem como a receptividade dos mesmos quanto a
esse tipo de abordagem.

Os resultados obtidos apontaram que a Matematica esta presente em todas as
disciplinas pesquisadas e que trabalho interdisciplinar pode contribuir para
desenvolver a habilidade de fazer a leitura de gréaficos de funcdes por parte dos
discentes, permitindo ao autor concluir que a abordagem geométrica das funcdes
torna o conteddo mais palpavel, favorecendo tanto no estudo da Matemética quanto
de outras disciplinas, permitindo visualizar e compreender fendbmenos, que se
representados por meio de um texto ou de forma algébrica, ele ndo compreenderia.

Em Guimaraes (2010), temos uma dissertacao que versa sobre Atividades para
Aprendizagem do Conceito Matematico de Fung&o, com o objetivo de facilitar o ensino
e a aprendizagem do conceito matematico de funcdo. Segundo a autora, a escolha do
tema foi motivada pela constatacdo das dificuldades dos estudantes do 1° ano do
Ensino Médio com o tema funcoes.

A metodologia aplicada foi a Engenharia Didatica. A pesquisa foi realizada em
uma escola Estadual de Campinas-SP e uma escola Cooperativa — Araraquara-SP.
A amostra foi composta por 86 alunos de quatro turmas do 1° ano do Ensino Médio,
sendo duas turmas de cada escola. A coleta de dados foi realizada por meio da
aplicacdo de folhas de atividades, resolvidas em grupos pequenos de estudantes.

Os resultados obtidos possibilitaram a analise e comparacdo com as
observacdes prévias, apontando para a necessidade de uma reformulacéo de alguns
trechos das folhas de atividades, tornando ainda mais positivos, os resultados de sua
aplicacdo. Tudo isso levou a pesquisadora a concluir que a dinamica, em geral,
estimulou e incentivou a participacdo dos estudantes no seu proprio processo de
aprendizagem. A autora destaca que o material elaborado pode auxiliar outros
profissionais da area, mesmo que seja necessario fazer pequenas alteracdes para
torna-lo compativel com cada realidade.

O trabalho de Silva (2018) é uma dissertacdo que tem por titulo O Ensino de
Funcao Afim por Atividades: experiéncia em uma escola publica do Estado do Para.
Apresenta os resultados de um estudo, com o objetivo de avaliar os efeitos que uma
sequéncia didatica tem sobre os discentes quando da resolucdo de questdes
relacionadas a funcédo afim, partindo da seguinte questéo norteadora: quais os efeitos
da aplicacdo de uma sequéncia didatica, diferente do modelo tradicional, tém para a

resolucdo de questdes envolvendo fungao afim?
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A metodologia adotada foi Engenharia Didatica, estando as suas etapas
descritas ao longo do trabalho. A pesquisa foi desenvolvida a partir da andlise
bibliografica de trabalhos que abordam a tematica, seguida da aplicacdo de
questionérios, testes e uma sequéncia didatica, aplicada a uma amostra de 25 alunos
de uma turma do 1° ano do Ensino Médio de uma Escola publica no municipio de
Belém.

Os resultados evidenciaram uma melhora na compreensdo do conceito de
funcao afim, avangos progressivos dentro do processo de discussao dos conceitos e
definicdes matematicas trabalhadas, bem como um aumento efetivo da participacéo
dos alunos nas aulas. O autor concluiu que houve melhoras significativas na
compreensao dos conceitos relacionados a funcao afim e que a metodologia adotada
na pesquisa favoreceu a investigacéo da aplicacdo da sequéncia didatica elaborada.

O autor ressalta que para utilizar a sequéncia didatica proposta neste trabalho,
€ necessario primeiro identificar as dificuldades dos alunos em relagdo aos conteudos
matematicos do ensino fundamental e, concomitantemente, utilizar os recursos
tecnolégicos disponiveis, para desenvolver as atividades que versam sobre a

construcéo e leitura do grafico da fungéo no plano cartesiano, a exemplo do Geogebra.

Estudos tedricos

A pesquisa de Espirito Santo (2019) € uma dissertacdo que desenvolve o tema
Conjuntos infinitos e funcdes bijetivas: uma abordagem no ensino basico, com o
objetivo de formalizar a definicdo de conjunto infinito na educacao basica através do
conceito de funcéo bijetiva, tornando o aluno capaz de diferenciar um conjunto infinito
de um conjunto finito muito grande. A metodologia adotada foi a pesquisa
bibliografica. Para defender a ideia de que o estudo de conjuntos infinitos é importante
como introducéo a utilizacdo de conceitos abstratos e ainda ajuda a amadurecer 0s
conceitos fundamentais de conjuntos e funcbes, a autora utiliza como referéncias o
trabalho do PROFMAT (BACCARIN, 2013), o livro (GRIFFITHS, 1975) e o livro
(ARAGON et al., 2011). Em seguida, é trabalhada a definicdo de conjunto infinito,
partindo da ideia de que bijecdes s6 podem ser definidas entre conjuntos com mesma
cardinalidade, pautando-se no trabalho do PROFMAT (BORGES, 2015) e os livros
(LIMA, 2016) e (GRIFFITHS, 1975).

A autora realiza uma pesquisa descritiva em alguns livros didaticos nacionais,

com o objetivo de se fazer uma sondagem para verificar de que forma os conceitos
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de conjunto finito e fungdes aparecem em tais livros, bem como se existe algum tipo
de abordagem relacionada a conjunto infinito. Os resultados obtidos foram
organizados e apresentados por meio de imagens e andlise dos livros, avaliando a
forma como séo abordados os conceitos de conjuntos e fungéo, bem como a defini¢ao
de conjunto finito e conjunto infinito.

A autora concluiu que diante de toda a sondagem realizada em alguns livros
didaticos nacionais, notou-se a auséncia em quase todos de uma abordagem sobre
conjunto infinito. A importadncia de se explorar o conceito de infinito através de
atividades propostas que ndo estdo nos livros permite aos estudantes formular
hipGteses para a resolucao das atividades, fazendo o aluno pensar matematicamente
0 que proporciona um maior entendimento em conceitos abstratos envolvendo
bijetividade de fungdes.

Em Melo (2017), temos uma dissertacdo que trabalha o tema Modelagem
matematica no estudo das fungdes afim e quadratica, que tem como objetivo principal
apresentar a modelagem matematica atrelada a teoria de registro de representacéao
semiotica como uma perspectiva de ensino que auxilia professores de Matematica em
suas aulas, bem como o desenvolvimento de uma sequéncia didatica para o ensino
basico, que possa auxiliar professores e alunos no processo de ensino-aprendizagem
em Matematica. A metodologia aplicada na pesquisa foi a modelagem matematica de
Bassanezi atrelada a teoria de registro de representacéo semiotica de Duval seguidas
da aplicacdo e andlise da avaliacdo diagnostica.

O estudo iniciou a partir de um levantamento bibliografico, complementado pela
analise de textos didaticos, seguidos da analise de alguns trabalhos académicos que
abordam a mesma tematica, nos quais se percebeu que as propostas de utilizacédo
dos temas no ensino basico eram bem amplas e vém ganhando espaco, reforcando
assim, a relevancia de se discutir o tema, possibilitando a elaboracéo de sequéncias
didaticas a serem utilizadas como ajuda no processo de ensino e aprendizagem,
visando esse ser o produto final do trabalho dissertativo.

A amostra da pesquisa foi composta por 48 alunos de duas turmas do 1° Ano
do Ensino Médio da Escola de Referéncia em Ensino Médio Henrique Justino de Melo.
Os resultados foram obtidos por meio da aplicacdo de uma avaliacdo diagndéstica com
duracdo de 2 aulas, que possibilitou identificar a acentuada dificuldade dos
estudantes em conceitos matematicos basicos como operagfes com inteiros, além da

dificuldade em interpretacdo textual, e os resultados da pesquisa bibliografica,
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possibilitaram a constru¢cdo uma sequéncia didatica voltada para o trabalho docente
baseado na Modelagem Matematica e a Teoria de Registro de Representacfes
Semiéticas. Diante do exposto, 0 autor concluiu que o uso da Modelagem Mateméatica
associada a Teoria de Registro de Representacdes Semidticas traz ganho ao
processo de ensino e aprendizagem, pois possibilita aos alunos a conexao entre a
matematica da escola com a matematica do seu cotidiano e aos professores uma
dindmica melhor na sua pratica pedagogica e consequentemente na sua forma de
avaliar.

Em Magarinus (2011), encontramos uma dissertacao que trabalha o tema: Uma
proposta para o ensino de funcao através da utilizacdo de objetos de aprendizagem.
Neste trabalho a autora relata que ao constatar a existéncia de inumeras dificuldades
de compreensdo e aprendizagem dos conceitos relacionados ao objeto Funcéo,
sentiu-se motivada a refletir em sua pratica pedagodgica e repensar seus métodos, o
gue resultou na realizacdo de uma pesquisa investigativa no intuito de identificar a
verdadeira compreensao dos alunos do conceito de Funcéo. O objetivo desse estudo
foi apresentar uma proposta para o ensino de funcéo através da utilizacdo de objetos
de aprendizagem. Para tanto, a autora prop0e atividades pautadas na
contextualizacéo e interdisciplinaridade, partindo de problemas reais que pudessem
contribuir na aprendizagem significativa, com o auxilio dos softwares Tracker e
Geogebra.

A metodologia adotada pela autora foi 0 desenvolvimento de uma sequéncia
de atividades atraentes, interativas e especificas para cada conteudo conforme o
planejado para cada aula. A partir da apresentacao da ideia intuitiva de funcéo, ela
utilizou o computador para apresentar de forma atraente e diferente do método
tradicional, a analise de movimentos mecanicos simples, quando trabalhado a funcéo
afim, e a exibicdo de um video de uma esfera em queda livre, quando abordado funcao
guadratica.

A pesquisadora concluiu que existe a necessidade da aplicacdo de novas
metodologias de ensino da matematica, que possibilitem uma participacdo efetiva do
aluno comrelacao a construcdo do conhecimento, para torna-lo significativo. Por isso,
ela propfe o uso de softwares e a resolucdo de problemas contextualizados, pois é
uma proposta metodoldgica diferenciada e interativa, mas ela lembra que ndo se pode
garantir sua plena eficicia, pois durante o processo de ensino-aprendizagem ha

diferentes variaveis.
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5. ENSINO POR ATIVIDADES EXPERIMENTAIS

Neste capitulo discorremos sobre o Ensino de Matematica por Atividades
Experimentais e a Resolucdo de Problemas como Objetivo que sdo as metodologias

de ensino que fundamentaram a constru¢do nossa Sequéncia Didatica.

5.1 Ensino por Atividades Experimentais

O Ensino por Atividades “é uma pratica metodoldgica que proporciona ao aluno
construir sua aprendizagem, por meio da aquisi¢cao de conhecimentos e redescoberta
de principios” (SA, 2009, p. 14). Essa abordagem metoldgica de ensino viabiliza o
protagonismo do estudante na constru¢do do saber, uma vez que ele € conduzido
pelo professor por meio de um processo de colaboragédo até descobrir o conteudo
abordado.

Segundo Sa (2019) O ensino por atividades apresenta as seguintes
caracteristicas:

1) E diretivo

2) Tem compromisso com o conteldo;

3) Tem compromisso com o desenvolvimento de habilidades para além do
conteuldo;

4) E estruturado

5) E sequencial

6) Nao esta necessariamente associado a resolucdo de problemas

7) Leva em consideracé@o os conhecimentos prévios dos estudantes

8) Os resultados sdo institucionalizados ao final da atividade

9) Nao dispensa a participacéo do professor

10) E adequado para formagdo de conceitos e acesso a resultados
operacionais ou algoritmicos.

11) E iterativo entre estudantes e professor. (SA, 2019, p. 16-17)

Dessa forma, o Ensino de Matematica por Atividade € uma metodologia capaz
de promover um ensino dinamico, envolvente e participativo, onde os conteudos
propostos sdo descobertos pelo proprio aluno durante o processo de aprendizagem
tendo o professor apenas como orientador, possibilitando a construcdo da autonomia
do aluno, que encontrar leis gerais e generalizacdes sem o auxilio direto do professor,
construindo seu conhecimento por meio de observacdes e descobertas.

Sa (2009) corrobora com essa ideia ao afirmar que

A proposicao do ensino de Matemética baseado em atividades pressupde a
possibilidade de conduzir o aprendiz a uma constru¢éo constante das nogées
matematicas presentes nos objetivos da atividade. Isso é evidenciado a partir
da elaboracdo da mesma, até a sua realizacdo e experimentacao, visto que
cada etapa vivida pelo estudante servird de apoio para a discussdo e
posterior elaboracado final dos conceitos em construcdo. Cabe, porém, ao
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professor preocupar-se com o0 modo de elaboragéo dessas atividades e com
as orientacOes dadas aos estudantes durante a realizacdo das mesmas, pois
isso podera ser decisivo no processo de aprendizagem do aluno (SA, 2009,
p.18).

No método tradicional de ensino o professor apresenta conceitos e definicéo,
seguidos de exemplos e exercicios sem aplicacdo ou relagcdo com o cotidiano do
aluno, que de forma passiva, copia e reproduz os conhecimentos escritos no quadro.
Por outro lado, o Ensino por Atividades parte de uma atividade com perguntas que
objetivam instigar e nortear o discente a encontrar regularidades e por meio de
discussao chegar a sua resolucdo, construindo assim o seu conhecimento por meio
da descoberta, ou mesmo da redescoberta, através de leis gerais ou generalizages.

Conforme Sa (2009), o Ensino por Atividades pode ser realizado por dois tipos
basicos de atividade: conceituacdo ou redescoberta, onde a atividade de
conceituacdo tem por objetivo conduzir o estudante, por meio da percepcado da
ocorréncia de um determinado tipo de situacao/tipo de objeto matematico, promover
a construcéo da definicdo desse objeto matematico.

A atividade de redescoberta objetiva "levar o estudante ao descobrimento de
uma relacdo ou propriedade relativa a um dado objeto ou operacdo matematica”,
correspondendo ao momento de exploracdo do objeto, a qual antecede a
demonstracao do resultado, ndo se limitando simplesmente na demonstracdo de um
resultado matematico recorrente do processo. Por meio dela, o aluno descobre uma
relacéo/propriedade, percebendo regularidades nos resultados, sendo conduzido a
uma demonstracdo do objeto matematico estudado.

Dessa forma o que diferencia esses dois tipos de atividades € que na Atividade
de Conceituacao a construcdo do conhecimento ocorre durante a definicdo do objeto
matematico, enquanto que na Atividade por Redescoberta, essa construcdo é
decorrente da descoberta das relacdes/propriedade observadas durante a exploracao
do objeto matematico.

Uma Atividade de Conceituacdo ou de Redescoberta pode ser organizada,
didaticamente, em seis momentos: organizacao, apresentacao, execucao, registro,
andlise e institucionalizacdo. O quadro a seguir apresenta cada momento dessa

atividade com a descricdo detalhada de como cada um deles deve ser desenvolvido.
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Quadro 4 - Momentos de ensino por atividades experimentais

Momento

O que seré feito?

Como sera feito?

10

Organizacéo

Organizar a turma, preferencialmente, em equipes
com no maximo 4 alunos e no minimo 2. E importante
que o professor dirja as acbes e oriente, sem
imposicédo, a formacdo das equipes, demonstrando
seguranca e evitando desperdicio de tempo nessa
etapa de organizacao

20

Apresentagao da
Atividade

O professor distribuira todo o material necessario para
a realizacdo da atividade incluindo o roteiro da
mesma, impresso ou disponibilizado no quadro,
conforme as condigbes estruturais da escola. A
organizagao do material em kits facilita a distribuicao
e economiza tempo.

30

Execucédo da
Atividade

Cada equipe realizara os  procedimentos
estabelecidos para a atividade: manipulacdo dos
materiais, realizacdo de medidas e/ou calculo,
comparacdo e/ou observacdo. O professor deve
"supervisionar o desenvolvimento das agoes e auxiliar
nas dudvidas, quando solicitado ou perceber
dificuldade de execucao"”.

40

Registro

sistematizacéo das informacdes na pesquisa cientifica
e o0 registro das informacdes obtidas durante a
execucdo dos procedimentos. O professor deve
supervisionar o desenvolvimento das acbes e auxiliar
dirimindo as eventuais duvidas que possam ocorrer
durante o processo".

50

Analise

cada equipe, por meio da andlise das informacdes
registradas, deve perceber as caracteristicas do
objeto matematico que a atividade objetiva conceituar
ou definir. Caso alguma equipe néo consiga perceber
a relacdo valida, por meio das informacbes
registradas, o professor deve auxiliar os membros
dessa equipe direcionando a eles perguntas reflexivas
gue os faca perceber a relacdo desejada.

60

Institucionalizagao

O professor solicitara que um representante de cada
equipe, anote no quadro a(s) observacao(bes)
elaborada(s) pela equipe, e apés a analise dessas, 0
professor apresentard o conceito ou definicdo na
forma padréo.

Fonte: Adaptado de S4 (2019, p. 18-21)

Ao discorrer sobre o ensino por atividades, S& (2019) destaca que no inicio é

muito raro os estudantes apresentarem observacdes que se aproxime do conceito do

objeto matematico apresentado, contudo o professor deve analisar as observacéo

elaboradas por cada equipe, analisar e destacar as caracteristicas desejadas do

objeto e somente apds esse processo, apresentar o conceito ou definicdo na forma

padréo.
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Corréa (2019) ressalta que

"O professor devera ainda, chamar a atencéo da turma para as caracteristicas
que comp8em uma concluséo, e finalmente, elaborar juntamente com a turma
uma que permita a alguém que ndo participou da atividade entender a
relac@o/propriedade estabelecida, e ainda, se possivel, representar esta
conclusdo também com representagfes visuais ou simbolos matematicos. A
essa conclusdo elaborada pelo professor em conjunto com a turma sera
denominada conclusdo da turma, que representa o término da
institucionalizacdo e consequentemente o final dos momentos do ensino por
atividade". (CORREA, 2019, p. 142).

Dessa forma evidencia-se a importancia da valorizacdo das respostas dos
estudantes que colaboram de forma direta e positiva na construcéo da concluséo da
turma, que sera orientada pelo professor.

O Ensino Por Atividades cobra a construcao de textos conclusivos, e por terem
pouca experiéncia com esse tipo de atividade, os estudantes demonstraram
dificuldades, registrando a relacéo obtida no momento da analise no lugar do texto
conclusivo, além de gastar muito tempo na realizacédo da mesma. Esse fato ndo deve
ser motivo de preocupacéao, pois o professor pode direcionar algumas perguntas a
turma, promovendo reflexdo e discussdo que possibilite a elaboracdo de uma
conclusdo mais adequada para a atividade, além disso as pesquisas de Corréa (2019)
e Conceicao (2019) confirmam o que havia sido afirmado por Sa (1999), que e o tempo
gasto nestas atividades tende a diminuir a medida que vao sendo desenvolvidas

atividades de mesma natureza.

5.2 Resolucao de Problemas como Ponto de Partida

A resolucéo de problemas é uma das tendéncias mais importantes no ensino
de Matematica, pois ela apresenta uma especificidade dessa area, uma vez que a
historia e a evolucdo da Matematica sempre tiveram como ponto de partida a busca
de solucdes para problemas.

Conforme Sa (2004, p. 11) em 1980 o "National Council of Teachers of
Mathematics" (Conselho Nacional de Professores de Mateméatica/Estados Unidos) -
NCTM - recomendou que a resolucéo de problemas fosse a grande énfase do ensino
de Matematica. O autor enfatiza ainda que "nos Parametros Curriculares Nacionais
(PCNS) a resolucao de problemas é destacada nos objetivos da Matematica no ensino

fundamental e como recurso de ensino". (SA, 2004, p. 11).
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Para Toledo (2010), um problema matematico € qualquer situacdo que requer
uma descoberta de informacdes matematicas, antes desconhecidas para aquela
pessoa que esta tentando resolvé-la, sendo também, o desenvolvimento de um
determinado resultado matematico. (TOLEDO, 2010 apud MIRANDA, 2015, p. 19).

"Aresolucao de problemas é uma atividade inerente a vida, pois cada dia temos
gue enfrentar situacfes novas e que as solu¢des ndo estdo imeidatamente a mao".
(SA, 2004, p. 17)

Ernest (1996, p.30) corrobora com essa ideia ao afirmar que:

"resolver um problema é encontrar, por meios apropriados um caminho onde
nenhum é conhecido a partida, encontrar o caminho para sair de uma
dificuldade, encontrar o caminho para contornar um obstéculo, atingir um fim
desejado que ndo é imediatamente atingivel"

A utilizacdo da resolucao de problemas como metodologia de ensino objetiva o
desenvolvimento intelectual do aluno. Pozzo (1998) corrobora com essa ideia ao
afirmar que "[...] quando um aluno ou qualquer pessoa enfrenta uma tarefa do tipo que
denominamos problema, precisa colocar em acdo uma ampla série de habilidades e
conhecimentos" (POZZO, 1998, p. 19)

A resolucao de problemas é apresentado como uma metodologia capaz de
promover um aprendizado ativo e interativo, de modo que o estudante, ao enfrentar
situacOes-problema, torne-se capaz de desenvolver estratégias, planejar etapas,
obter e verificar a solu¢do para o problema proposto.

De acordo com Miranda (2015, p. 14) a utilizacdo da Resolucdo de Problemas
€ 0 caminho para superar o desafio de estabelecer relacbes da Mateméatica com o
cotidiano dos estudantes, despertando nesses o interesse em aprendé-la de forma

significativa, por meio de atividades motivadoras e criativas.

"Quando os professores de matematica ensinam através da resolucdo de
problemas, eles estdo dando a seus alunos um meio poderoso e muito
importante de desenvolver sua propria compreensdo. A medida que a
compreenséo dos alunos se torna mais profunda e mais rica, sua habilidade
em usar matematica para resolver problemas aumenta consideravelmente".
(ONUCHIC, 1999, p. 208)

Neste sentido a autora apresenta a ideia do construtivismo, apresentando uma
relacdo de dependéncia entre a compreensdo matematica e a capacidade de resolver

problemas.
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A autora defende ainda que "[...] 0 ponto de partida das atividades matematicas
ndo é a definicdo, mas o problema; [...] que a Resolucdo de Problema ndo é uma
atividade para ser desenvolvida em paralelo ou como aplicagdo da aprendizagem,
mas como orientacao para aprendizagem” (ONUCHIC, 1999, p. 215)

Magarinus (2013, p. 29) ressalta que

"A metodologia de resolver problemas prevé muito mais que apenas levar o
aluno a encontrar solugcdes. O importante, nesse processo, € 0 caminho
percorrido até chegar a solucdo de um problema, pois é neste momento que
muitos conceitos matematicos poderdo ser explorados e novos saberes
constituidos".

De acordo com Mendonga (1999, p. 16-17, apud, SA, 2009, p. 10) a abordagem
da Resolugéo de Problemas é realizada a partir de trés concepgoes:
e Como Objetivo, onde o problema é utilizado para ensinar a resolver
problemas.
e Como Processo, onde analiza-se as estratégias dos alunos.
e Como Ponto de Partida, "os problemas sdo usados como recurso

pedagégico para iniciar o processo de construcdo de um dado
conhecimento especifico”

Na ultima concepcdo o problema é o ponto de partida do processo de
construcdo do conhecimento matematico, sendo o elemento formador desse
processo, a metodologia utilizada para formar conceitos.

Na Resolucdo de Problemas como Ponto de Partida "o desenvolvimento do
ensino é iniciado pela apresentacdo de um problema que permitira desencadear o
processo de aprendizagem, culminando na sistematizacdo de conhecimentos
matematicos previamente determinados pelo professor’. (MENDONCA, 1999 apud
SA, 2004, p. 15).

Conforme Polya (1977, apud SA, 2009, p. 11) a resolucédo de um problema
perpassa pelas seguintes fases: (a) compreenséo do problema, onde o resolvedor
procura entender o enunciado e as condicdes apresentadas nos problema,
identificando claramente a pergunta a ser respondida; (b) estabelecimento de um
plano, fase em que o resolvedor identifica uma conexao entre os dados do problema
e a pergunta a ser respondida, construindo assim, um caminho que le a solucéo; (c)
execucdo do plano, nessa fase o plano é colocado em prética, analisando cada
passo dado em busca da resolucéo; e (d) retrospecto, faze em que o resolvedor deve

verificar se a solugao obtida satisfaz as condi¢cbes e a pergunta do problema.
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S4& (2009, p. 15) enfatiza que

a construgcdo natural do conhecimento matemaético quase sempre é
consequéncia da tentativa de resolver um problema, onde normalmente sdo
identificados invariantes que posteriormente sdo estudadas suas
propriedades e finalmente ddo origem a definicdo de uma operagédo ou

estrutura matematica.

A Histéria da Matemética evidencia que a construcdo do conhecimento
matematico é resultante dessa tentativa de resolver um problema, sendo esta o
fundamento da "concepcéo de resolucdo de problemas como ponto de partida, cujo
objetivo é partindo de um problema culminar numa sistematizacdo de conceitos e
operacfes da matematica". (SA, 2009, p. 15)

Sa (2009) apresenta algumas recomendacfes para a elaboracao de aulas na
perspectiva da Resolucéo de Problemas como Ponto de Partida:

1. Nao tente fazer uma aula desse modo de maneira improvisada, pois sua
operacionalizacdo ndo € corriqueira e, dessa forma, a chance de facassar é muito
grande.

2. Determine qual é o problema mais simples e interessante paraturma que uma
operacdo ou conceito matematico auxiliam a solucdo. O problema selecionado
deve ter um enunciado simples e ser significativo para os alunos, uma vez que o
objetivo é sistematizar um assunto a partir de um problema e néo testar o dominio do
assunto.

3. Descubra um processo de resolver o problema sem o uso da operacao.
Obtenha solu¢cdes manipulativas ou com o0 uso de outros conceitos ja conhecidos.
Uma boa fonte de informacao sobre essas solu¢cdes € a Histéria da Matematica.

4. Proponha a situacdo-problema em sala e disponibilize um pouco de tempo
para turma pensar numa solucdo.

O problema deve ser disponibilizado de forma escrita, e todos os alunos devem
acessa-lo simultaneamente, assim todos terdo 0 mesmo tempo para pensar numa
solucdo.

5. Solicite que a turma apresente uma solucdo ao problema ou apresente a
solucéo que vocé tem.

E comum que os alunos ndo consigam chegar a solu¢do do problema em pouco
tempo, haja visto que a solugéo criativa que o professor conhece € fruto de muito
trabalho de outras pessoas em outras épocas. O mais importante é que ele tenha

tempo suficiente para ler, compreender e tentar resolver o problema.
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6. Faca um registro escrito e detalhado da solugé&o para toda a turma.

Um aluno ou o professor apresentard a solugdo do problema para toda a turma, por
meio de um registro escrito e detalhado, o permitira a evidencia dos invariantes que
emergem do processo de resolucdo do problema.

7. Analise com a turma os invariantes que surgiram na resolucéo do problema.

Apébs a resolucédo do problema proposto, analise e identifique junto com a turma o
resultado que serd sempre presente na resolucdo de um problema similar ao que
acabou de ser resolvido.

8. Solicite da turma uma conclusdo operacional para resolver o problema
apresentado.

Como resolver esse problema sem realizar todos esses calculos ou procedimentos?

9. Sistematize o conceito do conteudo que vocé tinha como objetivo trabalhar.

O prefessor apresentara formalmente e por escrito a definicdo da operacéo, conceito,
propriedade ou estrutura matematica que planejou trabalhar. E importante destacar
gue como 0 nome padronizado é fruto de um longo processo historico, € quase
impossivel o aluno enuncia-lo.

10. Mostre como fica a solug¢édo do problema proposto com o uso do conteddo
sistematizado.

Apresente a solucdo do problema utilizando o conceito que foi sistematizado para
destacar a importancia e as vantagens de se conhecer tal conteudo. Se possivel, fale
sobre o0 desenvolvimento histérico do assunto, isso ajudara os alunos a
compreenderem o processo de constru¢cdo do conhecimento matematico sem ter que
refazer todos os passos dados pelos estudiosos que contribuiram para formalizacéo
do conceito.

11. Proponha outras questdes envolvendo o assunto sistematizado.

Para que os alunos interiorize o conteudo trabalhado utilizando-o de maneira
operacional na resolucdo de outras situacdes-problema que envolvam tal contetudo
em condicdes diferentes da questéo inicial, € intereswante que o professor proponha
na forma de questdes as propriedades mais relevantes do assunto.

A utilizacdo da Resolucdo de Problemas como Ponto de Partida no processo
de ensino e aprendizagem remonta, de forma simplificada, todo o processo de criacao
e construcdo do conhecimento matematico, propicia o protagonismo de estudante na
construcdo do seu conhecimento, fazendo que que a aula seja mais dindmica, atrativa

e produtiva.



6. SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo, apresentamos uma proposta de Sequéncia Didatica como
metodologia de ensino para Funcdo com énfase na Bijecdo de Funcao, composta por
atividades que foram elaboradas com base nos pressupostos do Ensino por
Atividades Experimentais, da Resolugéo de Problemas como Ponto de Partida e nas

conclusdes e entendimentos obtidos por meio da revisédo des estudos, bem como as

andlises dos aspectos historicos e curriculares do objeto Fungéo.

A seguir apresentamos as atividades que comp&em a Sequéncia Didéatica, com
suas respectivas atividades de aprofundamento e orientacGes didaticas, para que o
professor possa aplica-las de modo a desenvolver ao maximo a aprendizagem dos

estudantes.

Atividade 01

Titulo: Funcéo

Objetivo: Definir funcéo

ATIVIDADE 01

Material: Roteiro da atividade, quadro de relacdes, caneta, lapis e papel.

Procedimento:

Observe 0 Quadro de Relacgdes e:
e I|dentifique por F as relacbes em que para cada elemento do conjunto A

(conjunto de partida), existe um unico elemento correspondente em B

(conjunto de chegada);

e |dentifique por NF as relacdes em que exista pelo menos um elemento do
conjunto A que ndo possui elemento correspondente em B ou que possua
mais de um elemento correspondente em B.

A partir das informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

Relacao

Todo elemento do conjunto A possui um Unico elemento
correspondente no conjunto B?

Sim

Nao

O W NP
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Observacao

Conslusao

Orientacfes Didaticas

A atividade 01 € composta por um quadro, cujos espacos em branco devem ser
preenchidos pelos estudantes, com base nas informa¢cfes obtidas no quadro de
relacbes que ele recebera junto com a atividade. Inicialmente o professor deve
organizar a turma em equipes com no maximo 4 alunos e no minimo 2. Em seguida,
o professor apresenta a atividade e distribui a Atividade 01 e o Quadro de Relac¢des.

No teceiro momento ocorre a execucao da atividade, onde cada equipe devera
escrever no Quadro de Relacdes, F para as relacbes em que para cada elemento do
conjunto A (conjunto de partida), existe um Unico elemento correspondente em B
(conjunto de chegada) ou NF nas relagdes onde esse fato ndo ocorre, e de posse
dessas informacdes, efetuar o preenchimento do quadro que compde esta atividade.

Sugerimos ao professor que, neste momento, esteja atento para auxiliar as
equipes, sanando duvidas, dificuldades e, a seguir, orienta-los na efetivacdo do

registro, por meio do preenchimento dos quadros de observagao e concluséo.
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No quadro de observacdo a equipe deve registrar as caracteristicas
apresentadas pelas relacdes, deduzindo que aquelas assinaladas por F representam
uma Funcdo, e através da observacdo dessas observacdes seja capaz de preencher
0 quadro de conclusédo com a definicdo de funcdo. Neste momento o professor pode
auxiliar as equipes por meio de perguntas reflexivas que possibilite perceber a relacao
desejada. A seguir, o docente realiza a socializacao das conclusfes dos estudantes,
e com base nessas informagdes, formaliza a definicdo de Fung&o, por meio de uma
concluséo geral da atividade junto com os estudantes, podendo em em seguida dire
iona-los para aresolucdo da atividade a seguir.

Atividade 02

ATIVIDADE 02

Titulo: Imagem de uma funcao

Objetivo: Identificar a imagem de uma funcéo.

Material: Roteiro da atividade, caneta ou lapis e papel.

Procedimento:

A relacéo seguinte, representa a funcéo f, que relaciona os elementos do conjunto
A com os elementos do conjunto B. Com base nessas informacdes responda as

perguntas a seguir:
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QUESTOES
1) Na funcao f qual € o elemento do conjunto B que corresponde ao elemento 1 do

conjunto A?

2) Na funcgéo f qual é o elemento do conjunto B que corresponde ao elemento 2 do

conjunto A?

3) Na funcgéo f qual é o elemento do conjunto B que corresponde ao elemento 3 do

conjunto A?

4) Na funcéo f qual é o elemento do conjunto B que corresponde ao elemento 4 do

conjunto A?

5) Na funcéo f qual € o elemento do conjunto B que corresponde ao elemento 0 do

conjunto A?

Em Matematica a pergunta: Na funcdo f qual é o elemento do conjunto B
gue corresponde ao elemento 1? Equivale a parguntar: Na fungcéo f qual é

aimagem de 1?

6) Na funcéo f qual € a imagem de 2?
7) Na funcéo f qual é aimagem de 3?
8) Na funcéo f qual é aimagem de 47?

9) Na funcgéo f qual é aimagem de 07?

Em Matematica a pergunta: Na funcdo f qual é a imagem de 1? E

representada por f(1)

10) Determine:

a) f(2) = e) f(H) + f(3) =

b) f(3) = G - fM4)=

) f(4) = 9 F3P + [f@]* =
d) f(0) = h) f(2) + f3) + f(0) =

Observacao:
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Orientacdes Didéticas

A atividade 02 é composta por 10 questfes que devem ser respondidas com
base em uma funcédo de A em B, representada por meio do diagrama de setas (ou
diagrama de Venn) e nas informacdes de dois quadros explicativos, que se
encontram, respectivamente, ap0s as questdes 5 e 9.

Ap6s recolher a atividade 01, o professor apresenta e entrega uma cépia da
atividade 02 para cada equipe, orientado-as a observar a funcdo de A em B,
representada pelo diagrama de setas e efetivar a leitura atenciosa dos quadros
explicativos, e com base nessas observacoes, realizar a resolucao da atividade. Nesta
etapa, o professor deve estimular a reflexdo e discussdo em grupo e, quando
necessario, sanar duavidas e dificuldades, de modo que os estudantes percebam que
os elementos que recebem setas sdo denominados imagem dos elementos de onde
saem essas setas e, dessa forma, seja direcionados a efetuar o registro no quadro de
observagéo, desenvolvendo assim a habilidade de identificar a imagem de um
elemento de uma funcao.

Apos o registro das observacodes, o docente orietara os estudantes a socializar
suas observacdes e a partir dai o professor formalizara o modo pratico de identificar
a imagem de um elemento de uma funcdo, tomando como base as proprias

observacdes que os discentes encontraram.

Atividade 03

ATIVIDADE 03

Titulo: Imagem e Contradominio de uma funcao
Objetivo: Conceituar conjunto imagem e contradominio de uma funcao.
Material: Roteiro de atividade, Quadro de Funcdes 1, lapis ou caneta e papel.
Procedimento:

e Observe o quadro de Funcdes 1

e Com as informacfes obtidas responda as questdes a seguir:
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QUESTOES

1. Na funcdo 1 qual é o conjunto dos elementos do conjunto B que s&o imagem de

algum elemento do conjunto A?

2. Na funcé@o 3 qual é o conjunto dos elementos do conjunto B que sé&o imagem de

algum elemento do conjunto A?

3. Na funcéo 4 qual é o conjunto dos elementos do conjunto B que sdo imagem de

algum elemento do conjunto A?

4. Na funcéo 5 qual é o conjunto dos elementos do conjunto B que sdo imagem de

algum elemento do conjunto A?

5. Na funcdo 12 qual € o conjunto dos elementos do conjunto B que sao imagem

de algum elemento do conjunto A?

Em Matematica a pergunta: Na funcao f qual € o conjunto dos elementos
do conjunto B que sdo imagem de algum elemento do conjunto A? Equivale
a pergunta: Qual é o conjunto imagem da func¢éo f ? O conjunto imagem da

funcéo f é representado por Im(f).

6. Qual é o conjunto imagem da funcdo 1 ?

7. Qual é o conjunto imagem da funcédo 3 ?

8. Qual é o conjunto imagem da funcéo 4 ?

9. Qual é o conjunto imagem da funcéo 5 ?

10 Qual é o conjunto imagem da funcéao 12 ?

11 O que é conjunto imagem de uma funcao?
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12. Na funcgéo 1 qual é o conjunto de chegada das flechas?

13. Na funcéo 3 qual é o conjunto de chegada das flechas?

14. Na funcéo 4 qual é o conjunto de chegada das flechas?

15 Na funcéo 5 qual é o conjunto que contém a imagem dessa funcéo?

16. Qual é o conjunto que contém a imagem da fungéo 127

Em Matematica a pergunta: Na funcao f qual € o conjunto de chegada das
flechas? Ou qual € o conjunto que contém a imagem da funcédo f? Equivale
a pergunta: Qual é o contradominio dafuncéo f? O contradomino da funcéo

f é representado por CD(f).

17. Qual é o contradominio da funcao 1?

18. Qual é o contradominio da funcao 3?

19. Qual é o contradominio da funcao 4?

20. Qual é o contradominio da funcéo 127

21. O que é o contradominio de uma funcéo?

Orientacfes Didaticas

A atividade 03 é composta por 21 questdes que devem ser resopondidas com
base no Quadro de FuncbBes 1 e em dois quadros informativos que sucedem,
respectivamente, as questbes 5 e 16.

Logo apés a conclusao da atividade 02, o professor deve apresentar a atividade
03 e entregar junto como ela o Quadro de Funcdes 1, orientado os estudantes a
seguirem com atencao o procedimento da atividade e o comando de cada questao. A
resolucdo das questdes de 1 a 11 e a leitura do quadro informativo que sucede a

guestao 5 devem auxiliar o estudante na construgéo do conceito de conjunto imagem,
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a resolucdo das demais questdes e a leitura do outro quadro informativo devem
promover uma reflexdo que resultara na constru¢éo do conceito de contradominio de
uma fungao.

Sugerimos ao professor que estimule os alunos a discutirem em grupo e
refletirem nas ideias apresentadas nos quadros informativos. Caso julgue necessario,
o docente pode direcionar perguntas aos grupos, promvendo reflexdes e agu¢cando o
espirito investigativo dos estudantes de modo que a resolucéo das questdes seja visto
como algo prazeroso e desafiador.

Destacamos que durante a execucdo da atividade, o professor deve estar
atento para auxiliar os discentes, principalmente, a efetuar o registro das respostas
das questdes 11 e 21, onde eles devem escrever, respectivamente, o conceito de
imagem e contradominio de uma funcdo. No momento seguinte, o professor solicitara
gue um representante de cada equipe apresente 0 conceito de imagem e
contradominio de uma funcdo e, logo em seguida, com base nas respostas
apresentadas, ele apresentara aos estudantes a formalizacdo dos conceitos da
imagem e contradominio de uma funcdo.

Apos a conclusédo da Atividade 03, o professor entregara para cada equipe uma
copia da Atividade de Aprofundamento das Atividades 01, 02 e 03, para consolidar os

conceitos de Funcdao, imagem e contradomino de uma funcéao.

Atividade de Aprofundamento das Atividades 01, 02 e 03

1. Estabeleca se cada um dos esquemas das relacdes abaixo, define ou ndo uma
funcdo de A em B. Justifigue a sua resposta.
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b) A 5 d) A

2. O que é necessério fazer para que o diagrama abaixo represente uma funcao de A
em B?
A B

]

3. (FBR-CEPEL-2014) No figura a seguir esta evidenciada, através de setas,
uma relacao entre os elementos do conjunto A e os elementos do conjunto B.

A B

A respeito desta relacdo € correto afirmar que:
A) ndo é uma funcéo.

B) € uma funcdo que nado é injetora nem

1]}

sobrejetora.

C) é uma funcéo injetora, mas nao sobrejetora.
D) € uma funcao sobrejetora, mas néo injetora.
E) é uma funcéo bijetora.

4. (IEZZ1-2016) Sejam A = N e B = N. responda:
a) A lei que associa cada elemento de A ao seu sucessor em B define uma funcéo?

Por que?

b) A lei que associa cada elemento de A ao seu quadrado em B define uma funcao?
Por que ?
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5. O esquema a seguir, representa uma fungéo de “A” em “B”.
A B

]

a) Qual é aimagem do elemento 1? d) Determine o valor de f(7) — f(4).

b) Qual & aimagem do elemento 47? e) Quanto vale f(1) + f(7)?

HOLION
ek

c) qual € o elemento do conjunto A que f) Qual € o valor de

tem como imagem o elemento 12
do conjunto B?

6. Determine o conjunto imagem de cada funcao a seguir:

a) A

b)
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7. Uma funcdo f: A — B € uma regra que relaiciona cada elemento do conjunto A um
Gnico elemento do conjunto B. Com base nas definicdes de dominio, contradominio e
imagem de uma funcéo julgue em verdadeira (V) ou falsa (F) cada proposicéo a seguir,
reescrevendo as proposicoes falsas de modo que elas passem a ser verdadeiras:
() Nafuncéo f: A - B, aimagem da funcéo f é um subconjunto do conjunto B.
() O contradominio de uma funcdo é o conjunto de todos os resultados que se
relacionam a algum elemento do dominio.

( ) Aimagem de uma funcgéo € o conjunto numérico com todos os valores que podem
ser relacionados a algum elemento do dominio.

() Uma funcéo pode ter o conjunto imagem igual ao contradominio.
8. Seja a funcdo f(x) =2x—1, com dominio Dm = {1,2,3} e o contradominio

composto pelos numeros naturais impares compreendidos entre 0 e 10. Represente

0 conjunto imagem da fungéo f.

9. (PAIVA-2010) O diagrama abaixo representa uma funcéof: A - B.

Calcule:

a) f(=2)

b) £(0)

) f3)+f(5)

10. (PAIVA-2010) O diagrama ao lado
representa uma funcédo f: A - B, sendo k uma
constante real.

Determine o numero k, sabendo que

f@ e
f(4)—f(3)_f =D
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11. Indique o contradominio CD(f) e o conjunto imagem Im(f) de cada funcéo a

seqguir:

a 5 9 c D

12. Com abase no diagrama a seguir, que representa a funcéo f: A - B, julgue em
CERTA (C) ou ERRADA (E) cada uma das seguintes afirmacdes, fazendo as devidas

correcOes nas afirmacdes erradas:

A B

( ) 2éaimagemde 7.

( ) 4éaimagemde —1el.

() O contradominio da funcdo f: A — B € o conjunto A.

() Aimagem da funcéo f: A —» B é o conjunto Im(f) = {4,7}.

() Aimagem de uma fungéo f: A — B é representada por todos os elementos do
contradominio.

() Aimagem é um subconjunto do contradominio.
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13. O esquema ao lado representa a funcao A B
de A em B.

Com base nesse esquema, responda:

a) O que representa o conjunto destacado de azul? “

b) A parte laranja junto com a parte azul do esquema representa o dominio ou o
contradominio da funcao? Justifique a sua resposta.

14. Identifiqgue o conjunto contradominio e o conjunto imagem de cada fungéo
representada a seguir:

a) d)

Al Gy

3./ /

b) e)
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15. (IEZZ1-2016) Se A={x € Z\-2<x<2}eB={x€Z\-5<x<5}e f:A-> B é
definida pela lei y = 2x + 1, quantos sdo os elementos de B que nao pertencem ao

conjunto imagem?

16. (IEZZI-2016) Seja f: N — Z definida por f(x) = —x. Qual é o conjunto imagem de
f?

17. Sejam A={0,1,2,3,4} e B={-1,0,1,2,3,4,5,7}. Em cada caso a seguir
determine o contradominio e o conjunto imagem de f:
a) f:A - B definidapor f(x)=x+1

b) f: A — B definida por f(x) = 2x — 1

OrientagOes Didaticas

Sugerimos ao professor que, caso perceba que os alunos apresentam muita
dificuldade durante a resolucdo dessa atividade de aprofundamento, mostre e
relembre as conclusdes que tiveram, ajudando-os a recordarem as regularidades
percebidas por eles. Logo depois que todos os discentes tiverem concluido a
resolucdo da atividade, devem ser encaminhados para a etapa da formalizacédo, onde
terdo a oportunidade de sociabilizar suas respostas, discutindo possiveis métodos
propostos nessas resolugbes, bem como outros mais formais que podem ser
apresentados por eles e/ou pelo professor. Em seguida, os alunos devem ser
direcionados a resolucédo da atividade 04, que apresnta um processo de resolucao

semelhante ao utilizado nas atividades anteriores, como veremos a segulir.

Atividade 04
ATIVIDADE 04

Titulo: Dominio de uma funcao
Objetivo: Conceituar conjunto dominio de uma funcgéo.

Material: Quadro de Funcdes 1, roteiro de atividade, lapis ou caneta e papel.
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Procedimento
e Observe o Quadro de Fungdes 1;

e Com as informacdes obtidas responda as questdes a seguir:

QUESTOES

1. Na funcdo 1 qual é o conjunto dos elementos do conjunto A que tem um elemento

correspondente no conjunto B?

2. Na funcao 5 qual é o conjunto dos elementos do conjunto A que tem um elemento

correspondente no conjunto B?

3. Nafuncao 8 qual é o conjunto dos elementos do conjunto A que tem um elemento
correspondente no conjunto B?
4. Na funcdo 10 qual é o conjunto dos elementos do conjunto A que tem um

elemento correspondente no conjunto B?

5. Na funcdo 11 qual € o conjunto dos elementos do conjunto A que tem um

elemento correspondente no conjunto B?

Em Matematica a pergunta: Na funcédo f qual é o conjunto dos elementos
do conjunto A que tem um elemento correspondente em B? Equivale a
pergunta: Qual € o dominio da funcéo f ? O dominio da funcgéo f é

representado por D(f).

6. Qual é o dominio da funcao 1? 9. Qual é o dominio da funcdo 10?
7. Qual é o dominio da funcao 5? 10. Qual é o dominio da funcdo 11?
8. Qual é o dominio da funcao 8? 11. O que é dominio de uma funcéo

de A em B?
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Orientacdes Didéticas

A atividade 04 é composta por 11 questdes que devem ser resolvidas com base
nas informacdes obtidas por meio da observacdo do Quadro de Fungdes 1 e do
guadro informativo que sucede a questao 5.

Apos recolher todas as atividades de aprofundamento, o professor apresentara
a Atividade 04, distribuindo uma cépia dessa e do Quadro de Func¢bes 1 para cada
equipe, direcionando-as ao momento da execucdo da atividade, onde cada equipe
observara o Quadro de Func¢des 1 e, com base nas informacgdes obtidas, seguindo o
comando de cada questdo resolvera a atvidade, preechendo o espaco destinado a
cada questéo com sua respectiva resolucao.

Sugerimos ao professor que, apos o registro das resolucdes das questdes que
compdem a Atividade 04, convide um aluno de cada equipe para socializar a resposta
da questéo 11 e, depois que todos aqueles que desejarem, tiverem compartilhado a
sua resposta, efetue a formalizac&o do conceito do conjunto dominio de uma funcéo,
com base nas respostas apresentadas pelos discentes, e depois proponha a
Atividadae de Aprofundamento a seguir, com o objetivo de fixar melhor o conceito de

conjunto dominio de uma funcao.

Atividade de Aprofundamento da Atividade 04

1. Determine o dominio de cada uma das funcdes f de A em B a seguir:

a) A d) A
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2. De acordo com as respostas obtidas na questédo anterior, qual € o dominio da fucao
f:A—-B(fdeAemB)?

3. Na funcéo f:Z - R, definida por f(x) = 2x — 5, o dominio dessa funcdo, também
conhecido como conjunto de partida é o conjunto de todos os valores que podem
substituir a variavel x nesta funcédo. Desse modo, podemos concluir que o dominio da
fungéo f:Z-> R é

A) o conjunto Z, dos numeros inteiros. D) o conjunto N, dos nimeros naturais.
B) o conjunto R, dos nameros reais. E) formado por todos os valores de f(x).
C) obtido multiplicando os elementos dos

conjuntos Z por R.

4. A tabela a seguir apresenta a nota de cinco alunos em uma prova de Matematica:

NOME Ana Beatriz Caio Daniel Ellen
NOTA 8,5 10 10 9 6
Considerando uma fungao f que associa o0 nome de cada aluno a respectiva nota,

determine:

a) Qual é o dominio da fungéo f?

b) Ha alguns elementos do dominio que tém a mesma imagem. Quais sao esses

elementos.

5. Dada a fungéo f:A — B, determine o dominio de cada funcéo, representada a

seqguir:
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b) d)

s A

6. O diagrama ao lado representa a funcaof, onde x € Vo oA \(
A e y € B. Nestas condi¢des determine: [ 10 /\/ 2 7“ =*5
-5ty (CONS L
a) D(f); d) £5); om0
b) CD(f); e)y, quando x = 1; | 407 | Mes
\ o —F o /
) Im(f f) (), quando x = & W

7. (UFRS) Considerando A={x €Z /-1 <x <10}, e sendo R a relacdo em A
formada pelos pares (x,y) tais que y = 2x — 1, o dominio e a imagem dessa relagéo
correspondem, respectivamente, a

A){0,1,2,3e{1,3,5, 7} D){1,2,3,4,5}e{1,3,5,7, 9}
B){1,2,3,4}e{3,5,7, 9} E){1, 2,3,4,5}e{0, 2, 4,6, 8
C){0,1,2,3,4}te{0, 2,4,6, 8

8. (IEZZI-2016) Sejam os conjuntos 4 = {—-2,—1,0,1,1,2}e B ={-1,0,1,2,3,4,5}. Em
cada caso, determine o dominio, o contradominio e o conjunto imagem de f:

a) f:A—- Bdadaporf(x)=x+2 c)f:A—-Bdadaporf(x)=—-x+1

b) f: A - B dada por f(x) = x? d) f: A - B dada por f(x) = |x|



49

9. O esquema ao lado representa uma fungao de “A” em

1] » 2 H V- ;. . /’ ‘\\ _IF r/f';\

B”. Determine o dominio, o contradominio e a imagem L / A\
[ 5 \\"\: >

dessa funcao. ( +— \

Orientacdes Didéticas

Sugerimos ao professor que, caso perceba que os alunos apresentam muita
dificuldade durante a resolucdo dessa atividade de aprofundamento, apresente as
conclusdes que eles registraram na questdo 11, ajudando-os a recordarem as
regularidades identificadas pelos estudantes. Logo depois que todos os discentes
tiverem concluido a resolucao da atividade, devem ser encaminhados para a etapa da
formalizacdo, onde terdo a oportunidade de sociabilizar suas respostas, discutindo
possiveis métodos propostos nessas resolucdes, bem como outros mais formais que
podem ser apresentados por eles e/ou pelo professor.

As atividades 5, 6 e 7, a seguir, devem compor uma aula envolvendo as
definicbes de Funcao Injetora, Funcéo Sobrejetora e Funcéo Bijetora. Elas apresntam
um processo de resolucdo semelhante ao utilizado nas atividades anteriores, como

veremos a seguir:

Atividade 05
ATIVIDADE 05

Titulo: Funcéo Injetora
Objetivo: Definir Funcéo Injetora;
Material: Roteiro da atividade, Quadro de Funcdes 1, caneta ou lapis.
Procedimento:
Observe 0 Quadro de Funcbes 1 e:
¢ Identifique por | as fungcBes que ndo existem elementos distintos do dominio
com a mesma imagem;
e Identifique por NI as funcbes que existem os elementos distintos do dominio
com a mesma imagem.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:
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Existem elementos distintos do dominio com a mesma imagem?

Funcéao Sim N&o

©O| 0O Nl O O | W N|

[EEN
o

[EE
[EE

[EEN
N

Observacao:

Definicao

Orientagcfes Didaticas

A atividade 05 € composta por um quadro, cujos espacos em branco devem ser
preenchidos pelos estudantes, com base nas informa¢des obtidas no Quadro de
Funcdes 1. Inicialmente o professor organizar a turma mantendo 0S mesmos grupos
formados por ocasidao da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui

a Atividade 05 e o Quadro de Funcdes 1, direcionando os alunos a execucdo da
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atividade, onde cada equipe devera analisar o Quadro de Func¢bes 1, escrevendo |
para aquelas onde ndo ha elementos distintos do dominio que tenham a mesma
imagem e NI para as funcées em que elementos distintos do dominio possuem a
mesma imagem e, em seguida, devem preencher o quadro da Atvidade 05, com base
nas informacdes obtidas.

Sugerimos ao professor que, neste momento, esteja atento para auxiliar as
equipes, sanando duvidas e dificuldades, por meio de ponderacbes com base em
perguntas direcionadas a turma, levando-os a refletir sobre o signigicado de | e NI e
sua relacdo com as respostas registradas no quadro da Atividade 05, o que auxiliara
no desenvolvimento da capacidade de andlise desses educandos e facilitara a
execussao das atividades posteriores.

Apoés deduzir que as fungdes assinaladas por | representam uma Funcéo
Injetora e notar as caracteristicas dessa, as equipes deveréo preencher o quadro de
observacéao e concluir que: Funcgao Injetora € aquela em que elementos diferentes do
dominio pssuem imagens diferentes no contradominio, alcancando assim o objetivo
proposto para essa atividade. Em seguida o docente deve pedir que um representante
de cada equipe solcialize sua observacao e definicdo e, apos a explanacédo de todos,
realizar a formalizacéo da definicdo de Funcao Injetora, represntando-a também por
meio de desenho e simbologia, podendo em em seguida direciona-los para a

resolucdo da atividade 06.

Atividade 06

ATIVIDADE 06

Titulo: Funcdo Sobrejetora
Objetivo: Definir Funcédo Sobrejetora
Material: Roteiro da atividade, Quadro de Funcdes 1, caneta, lapis e papel.
Procedimento:
e Observe o0 Quadro de Funcbes 1,
e I|dentifique por S cada funcdo em que todo elemento do contradominio é
imagem de pelo menos um elemento do dominio

e Com as informagdes obtidas preencha o quadro a seguir
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Todo elemento do contradominio € imagem de
Funcéao pelo menos um elemento do dominio?
Sim N&o
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
Observacao:
Defini¢éao:

Orientagfes Didaticas

A atividade 06 € composta por um quadro, cujos espacos em branco devem ser

preenchidos pelos estudantes, com base nas informa¢des obtidas no Quadro de

FuncBes 1. Apos receber a atividade 05, o professor deve apresentar e entregar a

atividade 06, explicando que seu processo de resolugdo é o mesmo utilizado na

atividade anterior, direcionando os alunos a execuc¢do da atividade, onde cada equipe
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devera analisar o Quadro de Func¢des 1, identificando por S cada fungdo em que todo
elemento do contradominio € imagem de pelo menos um elemento do dominio e, em
seguida, devem preencher o quadro da Atvidade 06, com base nas informacdes
obtidas.

Sugerimos ao professor que pergunte aos grupos: qual é o signigicado de S?
E, em seguida solicite a eles que comparam a imagem (Im(f)) e o contradominio
(C(f)) de cada funcéo, propiciando subsidios para que os estudantes preencham os
guadros de observacao e definido aproximando-se ao maximo da definicdo de Funcéo
Sobrejetora: uma funcdo € sobrejetora quando a sua imagem é igual ao seu
contradominio, isto &, Im(f) = C(f). Em seguida o docente deve pedir que um
representante de cada equipe solcialize sua observacédo e definicdo e, apds a
explanacdo de todos, realizar a formalizacdo da definicdo de Funcdo Sobrejetora,
represntando-a também por meio de desenho e simbologia, podendo em em seguida
direciona-los para a resolucéo da atividade 07.

Atividade 07
ATIVIDADE 07

Titulo: Funcéo Bijetora
Objetivo: Definir Funcéo Bijetora.
Material: Roteiro da atividade, Quadro de Funcdes 2, caneta ou lapis.

Procedimento:

e Observe cada um dos diagramas do Quadro de Funcdes 2;
e |dentifique por | as funcdes injetoras;
e |dentifique por S as funcdes sobrejetoras.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

Funcéao A funcdo é injetora? A funcao é sobrejetora?

Sim Nao Sim Nao

o2 | X
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Nl S| <| 4| | » O

Observagao:

Definicéo:

A atividade 07 € composta por um quadro, cujos espacos em branco devem ser
preenchidos pelos estudantes, com base nas informac¢des obtidas no Quadro de
Funcdes 2. ApoOs recolher a atividade 06, o professor deve apresentar e entregar a
atividade 07, explicando que seu processo de resolucdo é o mesmo utilizado na
atividade anterior, direcionando os alunos a execucao da atividade, onde cada equipe
deverda analisar o Quadro de Funcgdes 2, identificando por | as fungdes injetoras e por
S, as sobrejetoras e, em seguida, devem preencher o quadro da Atvidade 07, com
base nas informac¢des obtidas.

Acreditamos que apds o preenchimento do quadro eles notardo que existem
funcdes que sdo simultaneamente Injetora e Sobrejetora. Nesse momento o docente
deve direciona-los a preencher o quadro de observacdo com essa informacéo. E
provavel que os estudantes tenham dificuldade em definir esse tipo de funcdo como
Bijetora, por isso recomendamos que o professor direcione a seguinte pergunta a
turma: qual é o significado do prefixo BI? Objetivando promover reflexao, discusséo e
a construcéo da definicdo de que Funcao Bijetora € aquela que é simultaneamente

injetora e sobrejetora.
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Em seguida o docente deve pedir que um representante de cada equipe
solcialize sua observacdo e definicdo e, apds a explanacdo de todos, realizar a
formalizacdo da definicdo de Funcdo Sobrejetora, representando-a também por meio
de desenho e simbologia, podendo em em seguida direcion&-los para a resolucéo da
Atividade de Aprofundamento das Atividades 05, 06 e 07.

Atividade de Aprofundamento das Atividades 05, 06 e 07

1. Verifigue em cada caso a seguir se 0 esquema representa uma funcéo injetora,

justificando a sua resposta.

R
a) S C)

Dessa forma, podemos afirmar que o valor de n ndo pode ser igual a 1, nem igual a

3,o0useja,n+1en =+ 3. Porqué?
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3. Explique o que é necessério fazer para que a funcdo de A em B representada

pelo esquema abaixo, seja uma fungao injetora.
A B

4. Considere trés funcoes f, g e h, tais que:

A funcéo f atribui a cada pessoa do mundo, a sua idade;
A funcéo g atribui a cada pais, a sua capital;

A funcgéo h atribui a cada numero natural, o seu dobro.

Qual (is) dessas funcgdes € (séo) injetora(s)? Justifique a sua resposta.

5. IAUPE/CEP-2017) Considere trés funcdes f, g e h, tais que:

A funcéo f atribui a cada pessoa do Brasil a sua altura;

A funcgéo g atribui a Estado uma bandeira.

A funcéo h atribui a cada namero natural, o seu triplo.
Podemos afirmar que, das funcdes dadas, sao (é) injetoras (a):
A f,geh Clgeh E) nenhuma delas
B)feh D) apenas h

6. (PAIVA-2010 - Adaptada) Em uma biblioteca, todos os livros séo catalogados pelo
titulo, além de outros identificadores, e ha titulos com mais de um exemplar.
Considerando a funcéo f que tem como dominio o conjunto de todos os exemplares
da biblioteca e como contradominio o conjunto dos titulos dos livros catalogados

biblioteca, € correto afirmar que f é uma funcéo injetora? Por qué?
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7. Verifigue em cada situagao a seguir se a fungcao de A em B, representada pelo
esquema, define ou ndo uma funcao sobrejetora. Justifique a sua resposta.

a) c)

b) d)

8. Explique o que é necessario fazer para que a funcao representada pelo esquema

seguinte seja uma funcao sobrejetora.

0 B

9. Dados os conjuntos A ={-1,0,1,2} e B ={0,1,2,3}.

A funcéao definida f: A — B, por f(x) = x* + 1 é sobrejetora? Por qué?

10. Julgue cada proposicédo a seguir em VERDADEIRA ou FALSA, escrevendo a

afirmacgdao correta para cada proposicao falsa:
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a) Uma funcéo é dita sobrejetora quando o seu contradominio € igual a sua imagem.

b) Uma funcdo n&o pode ser injetora e sobrejetora ao mesmo tempo.

¢) Em uma fungéo sobrejetora o dominio e o contradominio sdo iguais.

11. Arespeito da funcao sobrejetora podemos afirmar corretamente que

A) cada elemento do seu contradominio esta associado a um unico elemento do seu
contradominio.

B) toda funcéo sobrejetora € também injetora.

C) uma funcéo é sobrejetora quando o contradominio e a imagem sao iguais.

D) em toda funcdo sobrejetora a quantidade de elementos do dominio e do
contradominio sdo sempre iguais.

E) em um diagrama de uma funcéo sobrejetora, ndo pode haver duas flechas com

extremidades no mesmo ponto do contradominio.

12. (UFRN) Sejam B o conjunto formado por todos os brasileiros e R o conjunto dos
nameros reais. Se f: B - R é a funcdo que associa a cada brasileiro sua altura,
medida em centimetros, entéo f :

A) é injetora e ndo é sobrejetora. C) néo é injetora e é sobrejetora.

B) é injetora e é sobrejetora. D) ndo é injetora e ndo €é sobrejetora.

13. (LEONARDO-2016) A funcdo f:R - R, definida por f(x)=x* é sempre

sobrejetora? Justifique sua resposta.

14. (LEONARDO-2016) A fungéo g: A — B € sobrejetora?
E injetora? Justifique sua resposta.
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15. Dados os conjuntos A = {—1,0,1,2} e B = {1,2,3,4,5} é correto afirmar que a fungéo
f:A - B definida por f(x) = x + 2 € uma funcao sobrejetora? Por qué?

16. Verifique em cada caso a seguir, se a funcdo de A em B é uma funcéao bijetora,

justificando sua resposta:

m

Is
Il )

m

b) d)

S
l"m
% o]
>
.lr
(=]

17. Dados os conjuntos A = {—1,0,1,2} e B ={0,1, 2,3}.
a) A funcéo f: A — B, definida por f(x) = x + 1 é bijetora? Por qué?

b) A funcéo definida f: A — B, por f(x) = x* + 1 é bijetora? Por qué?

18. Seja M o conjunto formado por todos os maranhenses e N o conjunto dos numeros
naturais. Se f: M — N é a fungdo que associa a cada maranhense sua idade, em
anos, entao f:

A) é injetora, mas nao € sobrejetora. C) néo é injetora, nem sobrejetora.

B) ndo € injetora e é sobrejetora. D) é bijetora.

19. Seja A ={1,2,3,4,5} e R o conjunto dos numeros reais. A fungdo f: A - R,
definida por f(x) = (x + 1)(x — 3). Entao:
A) f é somente sobrejetora; C) f € bijetora;

B) f é somente injetora,; D) Im(f) = {-3,0,1,3}.
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20. Sejam os conjuntos A e B formados, respectivamente, por 5 estados brasileiros e
7 capitais de estados brasileiros, conforme a representagéo seguinte:
A = {Ceara, Maranhio, Para, Sio Paulo, Tocantins}
B = {Belém, Coritiba, Fortaleza, Goiania, Palmas, Sdo Luis, S0 Paulo}
A funcao f que associa a cada estado brasileiro pertencente ao conjunto A uma capital

brasileira pertencente ao conjunto B € uma func¢éo bijetora? Por qué?

21. Em uma funcéo bijetora f: A - B, a cada elemento de A corresponde um sé

elemento de B e vice -versa? Justifique sua resposta.

22. (PAIVA-2010) O Cadastro de Pessoas Fisicas ou CPF é o
cadastro da Receita Federal brasileira. Nem todas as pessoas

sdo obrigadas a se inscrever no CPF; s6 tém essa obrigacao Bt

GUSTAVO KENZO SATO DA COSTA

131172000

aquelas com rendimento tributavel proveniente de negocios no
Brasil, brasileiras ou ndo, que vivem ou ndo no Brasil. Cada contribuinte cadastrado
recebe um documento chamado de cartdo de CPF, ou simplesmente CPF. Esse
documento identifica o contribuinte com um nimero de onze algarismos. Esse numero
€ unico para cada contribuinte e ndo muda, mesmo quando o cartdo é perdido.
Consideremos o conjunto A, de todos os numeros de CPFs distribuidos aos cidadaos
brasileiros que vivem no Brasil, e o conjunto B, de todos os cidadaos brasileiros que
vivem no Brasil. Classifique como injetora, sobrejetora ou bijetora a fungéo f: A - B

gue associa cada CPF a um cidad&o brasileiro.

Orientagfes Didaticas

Sugerimos ao professor que, caso perceba que os alunos apresentam muita
dificuldade durante a resolucdo dessa atividade de aprofundamento, apresente as
conclusdes que eles registraram nas atividades 5, 6 e 7, ajudando-os a recordarem
as regularidades identificadas pelos estudantes. Logo depois que todos os discentes
tiverem concluido a resolucao da atividade, devem ser encaminhados para a etapa da
formalizacdo, onde terdo a oportunidade de sociabilizar suas respostas, discutindo
possiveis métodos propostos nessas resolugdes, bem como outros mais formais que

podem ser apresentados pelo professor.
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As atividades 8, 9 e 10, a seguir, devem compor uma aula envolvendo a
identificacdo do grafico da Funcéo Injetora, Funcdo Sobrejetora e Func¢éo Bijetora.,

com processo de resolugéo semelhante ao utilizado nas atividade anteriores.

Atividade 08

ATIVIDADE 08

Titulo: Grafico de uma Funcao Injetora
Objetivo: Identificar o gréafico de uma Funcéao Injetora.
Material: Roteiro da atividade, Quadro de Gréficos, régua, caneta ou lapis,
borracha.
Procedimento:
Em cada grafico do Quadro de Graficos, trace linhas horizontais (paralelas ao
eixo X) e a seqguir:
e |dentifique por | os graficos que ndo séo "cortados” (interceptados) pela
mesma reta mais de uma vez;

e |dentifique por NI os graficos que sdo cortados (interceptados) mais de
uma vez pela mesma reta.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

O grafico é "cortado” (interceptado) mais de uma vez por
Gréafico uma mesma reta?
Sim N&o
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
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Observacao:

Concluséao

Orientagdes Didaticas

A atividade 08 € composta por um quadro, cujos espacos em branco devem ser
preenchidos pelos estudantes, com base nas informacdes obtidas no Quadro de
Graficos. Inicialmente o professor organizar a turma mantendo 0S mesmos grupos
formados por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui
a Atividade 08, o Quadro de Graficos e uma régua. O professor também pode solicitar,
com antecedéncia, que os alunos tragam sua régua.

Em seguida o docente devera direcionar os estudantes ao momento da
execucao da atividade, onde um dos integrantes da equipe, utilizando a régua e o
lapis ou caneta, devera tracar retas paralelas ao eixo "X", e juntamente com seu grupo,
identificar por | os graficos que sdo "cortados" (interceptados) pela mesma reta
somente uma vez e, por NI quando a mesma reta cortar o grafico nenhuma vez ou
mais de uma vez.

Sugerimos ao professor que, nesta etapa, esteja atento para explicar, se
necessario, o que é reta paralela, além de exclarecer outras duavidas que possam
surgir. A seguir, com basde nas informacfes obtidas, os alunos devem preencher o
guadro assinalando "sim" ou "ndo" para a pergunta relacionada a cada grafico do
Quadro de Graficos.

Apdbs o preenchimento do quadro os estudantes notardo que cada uma das
retas paralelas ao eixo "x" toca o grafico de uma funcéo injetora em um so6 ponto,

devendo ser orientado a preencher o quadro de observagao com essa informagéo. Se
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os alunos tiverem dificuldade em preencher o quadro de concluséo, recomendamos
qgue o professor faca ponderagfes, pautadas em perguntas direcionadas a turma, no
intuito de promover reflexdo, discusséo relacionando o conceito de uma Fungao
Injetora e o comportamento do seu grafico.

Em seguida o docente deve pedir que um representante de cada equipe
solcialize sua observacdo e conclusdo e, ap0s a explanacdo de todos, realizar a
institucionalizacao do método pratico para reconhecimento do gréafico de uma funcéo

injetora, podendo em em seguida direciona-los para a resolucao da atividade 09.

Atividade 09
ATIVIDADE 09

Titulo: Grafico de uma Funcgéo Sobrejetora
Objetivo: Identificar o grafico de uma Funcéo Sobrejetora
Material: Roteiro da atividade, Quadro de Graficos, régua, caneta ou lapis,
borracha
Procedimento:
Em cada grafico do Quadro de Graficos, trace linhas horizontais (paralelas ao
eixo X) e a seqguir:
e Identifique por S os graficos que sdo "cortados" (interceptados) pela
mesma reta mais de uma vez;

¢ Identifique por NS os graficos que ndo sdo cortados (interceptados) mais
de uma vez pela mesma reta.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

O grafico é "cortado" (interceptado) mais de uma vez por

Lg ?
Grafico uma mesma reta”

Sim Nao

o O | W N|




64

10
11
12

Observacao:

Conclusao

Orientacfes Didaticas

A atividade 09 € composta por um quadro, cujos espacos em branco devem ser
preenchidos pelos estudantes, com base nas informac¢des obtidas no Quadro de
Graficos. Inicialmente o professor recolhe a Atividade 08 e, em seguida, apresenta e
distribui a Atividade 09, o Quadro de Gréficos e uma régua. O docente também pode
solicitar, com antecedéncia, que os alunos tragam sua régua.

Em seguida o docente devera direcionar os estudantes ao momento da
execucao da atividade, onde um dos integrantes da equipe, utilizando a régua e o
lapis ou caneta, deverd tracar linhas horizontais, ou seja, retas paralelas ao eixo "x",
e juntamente com seu grupo, ldentificar por S os gréaficos que sédo "cortados"
(interceptados) pela mesma reta uma ou mais vezes, e por NS quando nao sao

cortados (interceptados) por pelomenos uma dessas retas. A seguir, com basde nas
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informacgdes obtidas, os alunos devem preencher o quadro assinalando "sim" ou "nao"
para a pergunta relacionada a cada gréafico do Quadro de Gréficos.

Sugerimos que neste momento, o professor oriente os estudantes a comparar
o Quadro de Gréficos com o quadro da Atividade 09, desse modo eles notardo que
em todos os graficos de Fungdo Sobrejetora cada uma das retas paralelas ao eixo "X"
toca o grafico em um ou mais pontos do seu dominio.

Em seguida o docente deve pedir que um representante de cada equipe
solcialize sua observacdo e conclusédo e, apds a explanacao de todos, realizar a
institucionalizacao do método pratico para reconhecimento do grafico de uma Funcao
Sobrejetora, podendo em em seguida direciona-los para a resolucdo da atividade 10.

Atividade 10

ATIVIDADE 10

Titulo: Grafico de uma Funcéo Bijetora
Objetivo: Identificar o grafico de uma Funcéo Bijetora
Material: Roteiro da atividade, Quadro de Graficos, régua, caneta ou lapis,
borracha
Procedimento:
Em cada grafico do Quadro de Graficos, trace linhas horizontais (paralelas ao
eixo X) e a sequir:
e Identifique por B os graficos que sdo "cortados" (interceptados) uma
Unica vez pela mesma reta;

e |dentifique por NB os graficos que ndo sao cortados (interceptados) ou
sao cortados mais de uma vez pela mesma reta.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a sequir:
Cadareta "corta" (intercepta) o grafico uma unica vez?

Gréfico Sim Nao
1

o O &~ W N
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10
11
12

Observacao:

Conclusao

Orientacfes Didaticas

A atividade 10 € composta por um quadro, cujos espacos em branco devem ser
preenchidos pelos estudantes, com base nas informac¢des obtidas no Quadro de
Graficos. Inicialmente o professor recolhe a Atividade 09 e, em seguida, apresenta e
distribui a Atividade 10, o Quadro de Graficos e uma régua. O docente também pode
solicitar, com antecedéncia, que os alunos tragam sua régua.

Em seguida o docente devera direcionar os estudantes ao momento da
execucao da atividade, onde um dos integrantes da equipe, utilizando a régua e o
lapis ou caneta, deverd tracar linhas horizontais, ou seja, retas paralelas ao eixo "x",
e juntamente com seu grupo, identificar por B os graficos que sdo "cortados"
(interceptados) uma Unica vez pela mesma reta, e por NB quando isso ndo ocorrer. A
seguir, com basde nas informac¢des obtidas, os alunos devem preencher o quadro
assinalando "sim" ou "ndo" para a pergunta relacionada a cada grafico do Quadro de
Gréficos.

Sugerimos que neste momento, o professor oriente os estudantes a comparar

0 Quadro de Graficos com o quadro da Atividade 10, desse modo eles notardo que



67

em todos os gréficos de Funcéo Bijetora cada uma das retas paralelas ao eixo "x" toca
o grafico em um Unico ponto do seu dominio, alcangcando o objetivo proposto para
essa atividade que é identificar o grafico de uma Funcao Bijetora.

Em seguida o docente deve pedir que um representante de cada equipe
solcialize sua observacdo e conclusédo e, apos a explanacao de todos, realizar a
institucionalizacao do método pratico para reconhecimento do grafico de uma Funcéo
Bijetora, podendo em em seguida direciona-los para a resolucdo da Atividade de
Aprofundamento das Atividades 08, 09 e 10.

Atividade de Aprofundamento das Atividades 08, 09 e 10

1. (UNIFESP) Ha funcdes y = f(x) que possuem a seguinte propriedade: “a valores
distintos de x correspondem valores distintos de y". Tais fungdes sdo chamadas
injetoras. Qual, dentre as fun¢des cujos graficos aparecem a seguir, € injetora?

A) by D) ¥
% 1 x
B) 1y E) y
1 ® 1 ¥
C) by
] 1 x

2. A seguir temos o grafico que representa a funcéo f: R — R. Essa funcao é injetora?
Justifique a sua resposta.
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3. O grafico ao lado represeta a funcdo f: R - R, definida
por f(x) = x® — 2x. Essa funcao é injetora, sobrejetora ou y
bijetora? Por qué?

4. (UFPE) Dentre as curvas a seguir, qual pode ser o grafico de uma funcéo injetora

y=f(x)?

A) Y ) y] E) W
] " °
0 X ‘ -
B) vy D) d
o : i

Funcio I Funcio II Fungio IIT
E(s&0) injetora(s) a(s) funcio(des)

A) lelll,apenas C) I, apenas
B) Ill, apenas D)L 1lelll

6. Verifique se cada fungdo f:R — R a seguir representa uma fungdo bijetora.
Justifique a sua resposta.

a) y Jl

/

>y




e

d) yA

K‘F

7. A curva abaixo é o grafico da funcéo f: R — R, definida por f(x) = x* + 2x — 3.
Essa funcéao é bijetora? Por qué?

v &

8. As funcdes a sequir, definidas pelos graficos, tém dominio A = [1,4] e
contradominio B = [1,4]. Qual deles representa uma funcao bijetora?

A) 5}4? C}dy D) 4

i s i 1}
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9. (PUCCAMP-SP) Seja f a funcéo de R em R, dada pelo grafico a seguir. E correto
afirmar que:
A) f é sobrejetora e ndo injetora.
Y B) f é bijetora.
C) f(x) = f(—x) paratodo x real.
D) f(x) > 0 para todo x real.
E) o conjunto imagem de f é |—oo; 2]

XY

10. (UFF) Considere as fungbes f, g e h, todas definidas em [m,n] com imagens em
[p, q] representadas através dos graficos a seguir.

AI.P .n.y .lhj'

-
=
-
=
-
=

A) f é bijetiva, g é sobrejetiva e h ndo € injetiva.

B) f é sobrejetiva, g € injetiva e h ndo é sobrejetiva.
C) fndo é injetiva, g € bijetiva e h € injetiva.

D) f é injetiva, g ndo é sobrejetiva e h é bijetiva.

E) f é sobrejetiva, g ndo € injetiva e h € sobrejetiva.

Orientacfes Didaticas

Sugerimos ao professor que, caso perceba que os alunos apresentam muita
dificuldade durante a resolucdo dessa atividade de aprofundamento, apresente as
conclusdes que eles registraram nas atividades 8, 9 e 10, ajudando-o0s a recordarem
as regularidades identificadas pelos estudantes. Logo depois que todos os discentes
tiverem concluido a resolucao da atividade, devem ser encaminhados para a etapa da
formalizacdo, onde terdo a oportunidade de sociabilizar suas respostas, discutindo
possiveis métodos propostos nessas resolucdes, bem como outros métodos mais
formais, que podem ser apresentados pelo professor, que facilitam a identificacdo do
gréfico de uma Funcdo Injetora, Sobrejetora e Bijetora. Em seguida o docente deve

direcionar os estudantes a resolucdo da Atividade 11.



Atividade 11

ATIVIDADE 11

Titulo: Cardinalidade do Dominio e do Contradominio de uma Funcéo Bijetora

71

Objetivo: Descobrir a relacéo entre a cardinalidade do dominio e do contradominio

de uma funcao bijetora.

Material: Roteiro da atividade, Quadro de Funcdes 2, caneta ou lapis.
Procedimento:

e Observe cada um dos diagramas do Quadro de Funcgdes 2;

¢ |dentifique aquelas que sé&o bijetoras.

Com as informacgdes obtidas preencha o quadro a seguir:

A funcgéo é bijetora? A quantidade de elementos
. (cardinalidade) do dominio e do

Fungao contradominio é igual?

Sim N&o Sim N&o
K
L
M
N
P
Q
R
S
T
\%
w
Z

Observacao:
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Concluséao:

Orientacdes Didéticas

A atividade 11 é composta por um quadro, cujos espagos em branco devem ser
preenchidos pelos estudantes, com base nas informag¢des obtidas no Quadro de
Funcdes 2. Inicialmente o professor recolhe a Atividade 10 e, em seguida, apresenta
e distribui a Atividade 11, o Quadro de Funcdes 2.

Em seguida o docente devera direcionar os estudantes ao momento da
execucao da atividade, onde cada equipe devera obsevar os diagramas de setas do
Quadro de Funcdes 2 e identificar aqueles que representam uma funcao bijetora e,
em seguida, com base nas informacdes obtidas, devem preencher o quadro da
Atividade 11, marcando sim ou ndo para cada pergunta.

Sugerimos que neste momento, o professor expligue aos estudantes que
cardinalidade € o mesmo que quantidade de elementos e, em seguida estimule os
estudantes a comparar a quantidade de elementos do dominio e do contradominio de
uma Funcao Bijetora, e apo0s a discussdo em grupo, registrar no quadro de
observacéo as caracteristicas observadas, notando que em toda Funcéo Bijetora o
dominio e o contradominio possuem a mesma cardinalidade, ou seja, a mesma
guantidade de elementos.

Em seguida o docente deve pedir que um representante de cada equipe
solcialize sua observacédo e conclusdo e, apos a explanacdo de todos, realizar a
institucionalizacdo de que em toda funcdo bijetora o dominio e o contradominio
possuem a mesma cardinalidade, isto €, a mesma quantidade de elementos, podendo
em em seguida direciona-los para a resolucédo da Atividade de Aprofundamento da
Atividade 11.
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Atividade de Aprofundamento da Atividade 11
1. A quantidade de elementos que um conjunto A possui € deonominada cardinalidade
do conjunto A, sendo sibolizada por #A.

Compare a cardinalidade do dominio (#A) e do contradominio (#B) de cada uma

A B
>~ ]
A B

2. Na questéo anterior todas as fun¢des sao bijetoras. Qual € a relacao existente

das seguintes fungdes:

a) | A B

c)
d)
entre a bijecdo de dois conjuntos e a cardinalidade desses conjuntos?

3. O diagrama ao lado representa a fungéo f: A = B,

definida por f(x) = x + 1, ou seja, que associa a cada /Nt N\
elemento do conjunto A 0 seu sucessor no conjunto B. ' Z::T\\_ 6
a) compare a cardinalidade (a quantidade de elementos) Teo—T —s. 7
dos conjuntos 4 e B. _ 'ﬂ__\\:z
\a g

b) essa funcéo é bijetora? Por qué?

c) o que podemos afirmar em relacdo a cardinalidade de dois conjuntos quando

entre eles ha uma bijecdo?
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d) se esses conjuntos fossem infinitos qual seria a imagem do elemento 1007 E do

elemento n?

e) Se é possivel estabelecer uma bijecdo entre dois conjuntos infinitos é correto
afirmar que eles possuem a mesma quantidade de elementos? Justifique a sua

resposta.

4. E possivel estabelecer uma relagéo que leva cada um dos elementos do conjunto
Z a um unico elemento de N? Cite outros conjuntos em que essa relagdo com o

conjunto N pode ser estabelecida.

Orientagdes Didaticas

Sugerimos ao professor que, caso perceba que os alunos apresentam muita
dificuldade durante a resolucdo dessa atividade de aprofundamento, apresente as
conclusdes que eles registraram nas atividades 11, ajudando-os a recordarem as
regularidades identificadas. Logo depois que todos os discentes tiverem concluido a
resolucdo da atividade, devem ser encaminhados para a etapa da formalizacdo, onde
terdo a oportunidade de sociabilizar suas respostas, discutindo possiveis métodos
propostos nessas resolugoes.

As atividades 12, 13 e 14, a seguir, devem compor uma aula envolvendo a
comparacdo da quantidade de elementos de conjuntos infinitos, por meio da

Resolucdo de Problemas como Ponto de Partida.

Atividade 12

ATIVIDADE 12

Problema 1: Qual conjunto possui mais elementos o conjunto dos nimeros naturais

ou o conjunto dos nimeros naturais pares?

Orienta¢cfes Didaticas

A atividade 12 é composta pelo Problema 1 e 8 questdes envolvendo a
sistematizacdo da comparacdo da quantidade de elementos do conjuntos dos

nameros naturais e do conjunto dos nimeros naturais pares.
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O objetivo dessa atividade é desenvolver a habilidade de aplicar conceito de
Funcéo Bijetora para comparar a cardinalidade ou quantidade de elementos de
conjuntos infinitos, percebendo que se existe uma Funcao Bijetora que relaciona os
elementos de dois conjuntos, esses possuem a mesma cardinalidade (quantidade de
lementos). Para obter éxito, o professor devera seguir rigorosamente os momentos da

Resolucdo de Problema como Ponto de Partida:

Momento da apresentagéo

Inicialmente o professor organiza a turma mantendo as mesmas equipes
formadas por ocasido da Atividade 01, entregando para cada uma delas uma folha de
papel sulfite com o Problema 1, colocando-a com o verso para cima, de modo que 0s
alunos néo possam ler o problema até que todos eles o recebam e sejam autorizados

pelo professor a desvirar a folha e efetuar a leitura do problema a seguir:

Qual conjunto possui mais elementos o conjunto dos nimeros naturais ou 0 conjunto

dos numeros naturais pares?

Momento de resolucao

Apoés a leitura do problema, que pode ser realizada pelo professor ou por toda
a turma, sera estipulado um tempo de 20 minutos para 0s grupos realizarem a
resolucdo do problema.

Embora existam algumas maneiras distintas de obter a resolucdo do problema
acima, os alunos podem ser conduzidos ao erro se utilizarem o senso comum de que
o todo é sempre maior do que a parte, afirmando que, como o conjunto dos nimeros
naturais pares € uma parte dos niumeros naturais (que também € composto pelos
nameros naturais impares), o conjunto dos nimeros naturais possui mais elementos,
0 que vai gerar uma boa discusséo, favorecendo a introducédo e o desenvolvimento da

aplicacdo da bijecdo de funcdo na comparacao de conjuntos infinitos.

Momento da analise

Ao término dos 20 minutos, o docente inicia 0 momento da andlise, mediante a
verificagdo de que ha uma correspondéncia "um a um" entre os elementos dos dois
conjuntos, e dessa forma, mesmo sendo P um subconjunto préprio de N, temos uma

correspondéncia biunivoca, ou seja, uma funcdo bijetora, pois a funcdo f:N — P,
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definida por f(n) = 2n faz corresponder cada elemento de N a um elemento distinto
de P, entdo o numero de lementos do cojunto N é iagual ao nimero de elementos do
conjunto P. Portanto os dois conjuntos, mesmo sendo infinitos, possuem a mesma
guantidade de elementos.

Solugcdo 1. Utilizando a representacdo dos dois conjuntos por

enumeracao e verificar que ha uma bijecéo entre eles.
T I
2

P ={o0,
Ao representar o conjunto dos nameros naturais € o conjunto dos nameros

N = { s}
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naturais pares, colocando esse ultimo abaixo do primeiro, o professor utilizara a seta
indicada na figura, mostrando que cada elemento do conjunto dos niumeros naturais
possui um unico elemento correspondente no conjunto dos numeros naturais pares,
em seguida ele perguntaréa aos alunos: e o elemento n do conjunto dos naturais, qual
€ 0 seu elmento correspondente no conjunto dos nameros naturais pares? Esse
guestionamento fard com que os alunos percebam que cada elemento do primeiro
conjunto possui correspondéncia com o seu dobro, chegando facil a resposta: 2n.

A seguir o professor apresentard uma segunda solucdo para o problema

utilizando o digrama de Venn, da seguinte forma:

Solucédo 2: Utilizando o Diagrama de Venn fazendo cada elemento do conjunto
dos naturais corresponder a um elemento do conjunto dos nimeros naturais

pares.

A A
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Ao Representar os dois conjuntos por meio do Diagrama de Venn e demosntrar
gue cada lementos do conjunto dos naturais possui um elemento correspondente no
conjunto dos naturais pares, e dessa forma concluir que os dois conjuntos possuem a
mesma quantidade de elementos, embora o senso comum "afirme" o contrario.

Essa conclusdo mostra que para verificar se dois conjuntos possuem a mesma
guantidade de elementos (mesma cardinalidade), basta verifica se existe uma
bijecéo entre eles. Em seguinda o educado inicia 0 momento da sitematizacao.

Momento da Sistematizacao
Neste momento o professor apresentara a definicdo que utiliza a bijecdo para
verificar se dois conjuntos possuem a mesma quantidade de lementos, que é

invariante na resolucéo do problema proposto.

Definic&o: Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Dizemos que A e B tém a mesma
guatidade de elementos, isto €, a mesma cardinalidade ou que a cardinalidade de A é
igual a de B e escrevemos #A = #B, se existe uma bijecdo f: A —» B. Caso contrario

eles ndo possuem a mesma quantidade de elementos.

Solucéo do problema proposto com o uso do conteudo sistematizado.

Apés a apresentacdo da definicdo o professor apresentara a interpretacao do
problema inicial demostrando que a utilizacdo da definicdo acima facilita a resolucéo
do problema proposto, sendo eficaz para verificar se dois conjuntos possuem ou nao
a mesma quantidade de elementos, ou seja, se eles sdo equipotentes. Apos
estabelecer que dois conjuntos possuem a mesma quantidade de elementos quando
existe uma bijecdo entre eles, o professor dar continuidade ao estudo do assunto,
entregando uma lista de exercicios com questdes envolvendo a sistematizacdo da

comparacao da quantidade de elementos de dois conjuntos.

Questdes envolvendo a sistematizacdo do assunto da Atividade 12
1. Quem possui mais elementos o conjunto dos dias da semana ou o0 conjunto A =
{1,2,3,4,5,6,7}?

2. Entre os conjuntos dos nimeros naturais e 0s nimeros naturais multiplos de 5 quem

tem mais elementos? Justifique a sua resposta




78

3. Onde h& mais nimeros no conjunto dos nameros naturais ou no conjunto dos
nameros quadrados perfeitos?
4. Qual conjunto possui mais elementos o conjunto dos numeros naturais ou o

conjunto dos ndmeros naturais impares?

5. Entre os conjuntos dos nimeros naturais e os numeros multiplos de trés quem tem

mais elementos?

6. Quem possui mais elementos o conjunto dos nimeros naturais ou o conjunto dos
nameros inteiros estritamente positivos?
7. Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos numeros

naturais ou o conjunto dos numeros inteiros estritamente negativos?

8. Quem possui mais elementos o conjunto dos numeros naturais ou o conjunto dos

numeros inteiros ndo negativos?

Orientacfes Didaticas

Sugerimos ao professor que, caso perceba que os alunos apresentam muita
dificuldade durante a resolucdo dessa atividade com questdes de sistematizacao do
assunto, relembre a definicdo apresentada no momento da sistematizacdo. Logo
depois que todos os discentes tiverem concluido a resolucéo da atividade, devem ser
encaminhados para a etapa da formalizacdo, onde terdo a oportunidade de
sociabilizar suas respostas, discutindo possiveis métodos propostos nessas
resolucdes, bem como outros mais formais que podem ser apresentados por eles ou
pelo professor. Em seguida, os alunos devem ser direcionados a resolucdo da
atividade 13, que apresnta um processo de resolucdo semelhante ao utilizado nas

atividade anterior, como veremos a segulir:
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Atividade 13

ATIVIDADE 13

Problema 2: Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos

nameros naturais ou 0 conjunto dos numeros inteiros?

Orientacdes Didéticas
A atividade 13 é composta pelo Problema 2, e 5 questbes envolvendo a

sistematizacdo da comparacdo da quantidade de elementos do conjuntos dos
nameros naturais e do conjunto dos niumeros inteiros.

O objetivo dessa atividade é desenvolver a habilidade de aplicar conceito de
Funcdo Bijetora para comparar a cardinalidade ou quantidade de elementos de
conjuntos infinitos. Para obter éxito, 0 professor devera seguir rigorosamente 0s

momentos da Resolucéo de Problema como Ponto de Partida:

Momento da apresentacgao

Apoés recolher a atividade com questdes envolvendo a sistematizacdo da
comparacao da quantidade de elementos de dois conjuntos, o devera entregar uma
copia do problema para cada grupo colocando-a com o verso para cima, de modo que
os alunos nao possam ler o problema até que todos eles o recebam e sejam

autorizados pelo professor a desvirar a folha e efetuar a leitura do problema a seguir:

Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos nimeros naturais

ou 0 conjunto dos numeros inteiros?

Momento de resolucao

Ao concluir a leitura do problema, o professor informara que os alunos terdo 20
minutos para apresentar a solucéo do problema.

A experiéncia adquirida por meio da resolucdo do problema 1 e das questdes
envolvendo a sistematizacdo do assunto, pode fazer com que alguns grupos
apresentem a solugéo correta para o problema 2, uma vez que eles aprosentam um
processo de resolucédo semelhante.

Sugerimos ao professor que pega as duplas para ndo socializarem a solucéo
do problema com os outros estudantes até o momento oportuno que sera indicado por

ele.
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Momento da analise

Ao término dos 20 minutos, o professor pedira que um representante de cada
grupo va até o quadro e apresente a sua solucdo para o problema 2, analisando e
discutindo com a turma cada etapa da resolucéao do problema, verificando assim se a
solucdo apresentada pela grupo esté correta.

Ap6s a apresentacdo da primeira dupla, caso outras tenham obtido uma
solucéo diferente para o problema, o professor pedira que algumas delas apresentem
a sua solucdo. Ndo havendo, o docente apresentara uma solucdo diferente para o
problema, embora tenha a mesma resposta.

Solugcdo 1. Utilizando a representacdo dos dois conjuntos por

enumeracao e verificar que ha uma bijecéo entre eles.

N=:-5 3 1 0 2 4 6 .. 2k-1 2k

Z=..-3 -2 -1 0 1 2 3 . —k k

inteiros, o professor demonstrara que existe uma relacdo que associa a cada numero
natural par um nimero inteiro que corresponde a sua metade, e cada numero natural
impar esta associado a um numero inteiro igual ao oposto ou simétrico do numero
inteiro correpondente ao seu sucessor, demonstrando assim que ha uma bijecéao entre
0s dois conjuntos e por isso 0s dois conjuntos possuem a mesma quantidade de
elementos.

Se julgar necessario, o professor pode apresentar uma segunda solucéo para

o problema utilizando o digrama de Venn, da seguinte forma:

Solucédo 2: Utilizando o Diagrama de Venn fazendo cada elemento do conjunto

dos naturais corresponder a um elemento do conjunto dos nimeros inteiros.
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Ao Representar os dois conjuntos por meio do Diagrama de Venn e demosntrar
gue existe uma Funcdo Bijetora que associa, um a um, os elementos dos dois
conjuntos, o professor demonstrard que o0s dois conjuntos possuem a mesma

guantidade de elementos, embora 0 senso comum "afirme” o contrario, pois a funcéo
n
2

n+1 ;.
T) , Senelimpar

, senépar

f:N > Z, definida por f(n)= ( faz corresponder cada

elemento de N a um elemento distinto de Z, entdo o numero de lementos do cojunto
N é iagual ao numero de elementos do conjunto Z. Portanto, os dois conjuntos
possuem a mesma quantidade de elementos. Em seguinda o educado inicia o
momento da sitematizacéo.
Momento da Sistematizacao

Neste momento o professor apresentara a aplicacdo da definicdo de Funcéao
Bijetora para verificar se dois conjuntos possuem a mesma quantidade de lementos,

gue é invariante na resolucao do problema proposto.

Definicdo: Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Dizemos que A e B tém a mesma
guatidade de elementos, isto €, a mesma cardinalidade ou que a cardinalidade de A é
igual & de B e escrevemos #A = #B, se existe uma bijecdo f: A — B. Caso contrario

eles ndo possuem a mesma quantidade de elementos.

Solucéo do problema proposto com o uso do conteudo sistematizado.
Apés estabelecer que dois conjuntos possuem a mesma quantidade de

elementos quando existe uma bijecao entre eles, o professor dar continuidade ao
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estudo do assunto, entregando uma lista de exercicios com questdes envolvendo a

sistematizacédo da comparacéo da quantidade de elementos de dois conjuntos.

Questdes envolvendo a sistematizagdo do assunto da Atividade 13

1. Quem possui mais elementos o conjunto dos numeros naturais impares ou o
conjunto dos nameros inteiros?
2. Onde h&a mais pontos no conjunto dos pontos de um segmento de 1m ou no conjunto

dos pontos de um segmento de 10m?

3. Onde ha mais pontos no conjunto dos pontos de uma circunferéncia de raio 2 cm

ou no conjunto dos pontos de uma circunferéncia de raio 10 cm?

4. Qual conjunto possui a maior quantidade de elementos: o conjunto dos numeros

inteiros ndo negativos ou o conjunto dos numeros inteiros?

5. Que conjunto possui a maior quantidade de elementos: o conjunto dos nameros

inteiros negativos ou o conjunto dos numeros inteiros?

Orientacfes Didaticas

Sugerimos ao professor que, caso perceba que os alunos apresentam muita
dificuldade durante a resolucdo dessa atividade com questdes de sistematizacao do
assunto, relembre a definicAo apresentada no momento da sistematizacdo. Logo
depois que todos os discentes tiverem concluido a resolucdo da atividade, devem ser
encaminhados para a etapa da formalizacdo, onde terdo a oportunidade de
sociabilizar suas respostas, discutindo possiveis métodos propostos nessas
resolucdes, bem como outros mais formais que podem ser apresentados por eles ou
pelo professor. Em seguida, os alunos devem ser direcionados a resolucdo da
atividade 14, que apresnta um processo de resolucdo semelhante ao utilizado nas

atividade anterior, como veremos a seguir:
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Atividade 14

ATIVIDADE 14

Problema 3: Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos

nameros naturais ou 0 conjunto dos numeros racionais?

Orientacdes Didéticas
A atividade 14 é composta pelo Problema 2, e 6 questdes envolvendo a

sistematizacdo da comparacdo da quantidade de elementos do conjuntos dos
nameros naturais e do conjunto dos numeros racionais.

O objetivo dessa atividade € desenvolver a habilidade de aplicar conceito de
Fungéo Bijetora para comparar a cardinalidade ou quantidade de elementos de
conjuntos infinitos. Para obter éxito, 0 professor devera seguir rigorosamente 0s

momentos da Resolucéo de Problema como Ponto de Partida:

Momento da apresentacgao

Apoés recolher a atividade com questdes envolvendo a sistematizacdo da
comparacdo da quantidade de elementos de dois conjuntos, o professor devera
entregar uma copia do problema 3 para cada grupo, colocando-a com 0 verso para
cima, de modo que os alunos ndo possam ler o problema até que todos eles o
recebam e sejam autorizados pelo professor a desvirar a folha e efetuar a leitura do

problema a seguir:

Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos nimeros naturais

ou 0 conjunto dos numeros racionais?

Momento de resolucéao

Ao concluir a leitura do problema, o professor informara que os alunos terédo 25
minutos para resolver o problema, solicitando aos grupos que nao socializem a
solucéo do problema com os outros estudantes até o momento que sera indicado por

ele.

Momento da analise
Ao término dos 25 minutos, o professor pedira que um representante de cada

grupo va até o quadro e apresente a sua solugdo para o problema 3, analisando e
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discutindo com a turma cada etapa da resolucéao do problema, verificando assim se a
solucdo apresentada pela grupo esta correta.

Ap6s a apresentacdo da primeira dupla, caso outras tenham obtido uma
solucéo diferente para o problema, o professor pedira que algumas delas apresentem
a sua solucdo. Ndo havendo, o docente apresentara uma solucdo diferente para o

problema, embora tenha a mesma resposta.

Solucdo 1: Demonstrando que o conjunto dos numeros racionais é enumeravel.
Demonstracgéo:

Seja a seguinte particdo do conjunto dos numeros racionais:

Q=Qru{o}uQ;.
Como afuncéo f:Q; — Q*, dada por f (g) = —g, com p e g primos entre si € bijetora,
entdo fica provado que Q; e Q* sdo equipotentes.

Seja a fungdo f:Q; — N x N, dada por f (g) = (p,q), com p e g primos entre Si

Se f(S) ==, entdo (p,q) = (m,n). Logop =me q = n.

Portanto, f é injetora.

Como a imagem de toda funcéo injetora € equipotente a seu dominio. Entéo, f:(Q})
€ equipotente a Q; e esta contido em N X N que é equipotente. E ja que Q é infinito,
pois N c Qi . Entdo temos que f:(Qi) € um subconjunto infinito de N x N que é
enumeravel.

Logo, Q; € enumeravel.

Q* U Q; é enumeravel, pois QX é equipotente a Q.

Portanto, Q = Q* U {0} U Q} é enumeravel.

Como o conjunto Q dos racionais € enumeravel e todo conjunto enumeravel
possui a mesma cardinalidade do conjunto dos numeros naturais, o professor prova
gue o conjunto dos nimeros naturais e 0 conjunto dos nimeros inteiros possuem a
mesma quantidade de elementos.

A seguir o professor apresentard uma segunda solucdo para o problema

utilizando "O passeio de Cantor":
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Solugéo 2: Utilizando a demonstracao classica conhecida como "O passeio de
Cantor"

George Cator provou, por meio de uma demonstragéo classica, que o0 conjunto
dos numeros racionais € enumeravel.

Nessa demonstracdo ele conseguiu listar, de forma ordenada, todas as fracdes
- . . ~ . 1 2 .
positivas (incluindo as fragdes equivalentes como Se; ), por meio de uma tabela onde

na i-ésima linha ele escreveu as fragdes com numerador i e na j-ésima coluna as
fracbes com denominador j, ou seja, na 12 linha da tabela estdo todas as fracdes
positivas cujo numerador é 1 e 32 coluna estdo todas as fracbes positivas com

denominador 3, de acordo com a figura a seguir:

AW N

R R W N =
CNRN] W NN RN
] B W N|w =W
SR W N R

| 1] W | N = o1
RN W NOY] = O

Em seguida ele enumerou todos os quadradinhos dessa tabela inifinita com os

nameros naturais "passeando” num zigue-zague, conforme a figura seguinte:

1 2 3 4 5 6
1 @ @/@ 1 1 1
1 ;1 1 ; 5 6
I ] L‘3 ] 2 2 2

2
2 I@/{@/EK 2 5 G
3 3 3 3 3 3
3?‘/52/@) 3 4 5 6
4 il 4 4 4 4 4
1 2 3 2 5 5
) . ) ) )

Desse modo ele observou que temos uma correspondéncia bijetora entre o
conjunto dos numeros naturais e o cojunto dos quadradinhos, da tabela, que contém

0S nUumeros racionais positivos. Assim, ele concluiu que o conjunto dos ndameros
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racionais positivos possui a mesma cardinalidade do conjunto dos numeros naturais,
ou seja, 0 conjunto dos numeros racionais positivos € enumeravel.

O conjunto dos numeros naturais é um subconjunto proprio do conjunto dos
nameros racionais e mesmo assim os dois possuem a mesma cardinalidade, isto é, a
mesma quantidade de elementos. Concluindo que nesse caso a parte hdo € menor
gue o todo, mas se o conjunto é finito a parte € sempre menor que o todo.

A tabela infinita que Cantor construiu estabelce uma fungéo sobrejetiva f: N —

2 1
) aes

Q. talque: f() =1 f() =2 fB) =3 fA4) =1
Como N é um conjunto enumeravel e f:N - Q. é sobrejetiva, segue que o conjunto
Q. também é enumeravel.

De modo semelhante podemos provar que o conjunto Q_ dos numeros
racionais negativos é enumeravel.

Como Q =Q, UQ_ e a unido entre conjuntos enumeraveis € enumeravel,
podemos concluir que o conjunto dos nameros racionais € enumeravel, isto €, ele

possui a mesma quantidade de elementos do conjunto dos nimeros naturais

Momento da Sistematizacao
Nesse momento o professor reforcara a importancia da utilizacdo do conceito
de bijecao para verificar se dois conjuntos possuem a mesma quantidade de lementos,

gue € invariante na resolucao do problema proposto.

Solucéo do problema proposto com o uso do conteudo sistematizado

Apés estabelecer que dois conjuntos possuem a mesma quantidade de
elementos quando existe uma bijecdo entre eles, o professor dar continuidade ao
estudo do assunto, entregando uma lista de exercicios com questdes envolvendo a

sistematizacdo da comparacédo da quantidade de elementos de dois conjuntos.

Questdes envolvendo a sistematizacdo do assunto da Atividade 14

1. Qual intervalo possui maior quantidade de elementos: [0,1] ou ]0,1]?

2. Dizemos que dois intervalos sado equipotentes quando eles possuem a mesma

guantidade de elementos. O intervalo [0,1] é equipotente ao intervalo ]0,1[?
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3. Qual conjunto possui mais elementos: o conjunto dos numeros naturais ou o

conjunto dos nameros reais que estao entre 0 e 1?

4. Qual conjunto possui a maior quantidade de elementos: o produto cartesiano Z X Z

ou 0 conjunto dos numeros raiconais Q?

5. O axioma grego que afirma que "o todo € sempre maior que as partes" esta correto?

Por qué?

6. Em matematica dizemos que dois conjuntos sdo equipotentes quando possuem a
mesma cardinalidade, isto €, a mesma a quantidade de elementos. Nestas condi¢des
€ correto afirmar que os conjuntos dos nimeros naturais € equipotente ao conjunto

dos numeros inteiros e ao dos racionais? Justifique a sua resposta

Orientacfes Didaticas

Sugerimos ao professor que, caso perceba que os alunos apresentam muita
dificuldade durante a resolucdo dessa atividade com questdes de sistematizacao do
assunto, relembre a definicAo apresentada no momento da sistematizacdo. Logo
depois que todos os discentes tiverem concluido a resolucao da atividade, devem ser
encaminhados para a etapa da formalizacdo, onde terdo a oportunidade de
sociabilizar suas respostas, discutindo possiveis métodos propostos nessas
resolucdes, bem como outros mais formais que podem ser apresentados por eles ou

pelo professor.

As atividades 15, 16 e 17, a seguir, devem compor uma aula envolvendo a
comparacao da quantidade de elementos de conjuntos infinitos. Nas Atvidades 15 e
16 sera utilizado o Ensino por Atividades Experimentais, e na Atividade 17, a

Resolucdo de Problemas como Ponto de Partida.
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Atividade 15

ATIVIDADE 15

Titulo: A cardinalidade dos intervalos reais

Objetivo: Descobrir uma relacdo entre a cardinalidade dos intervalos de numeros
reais

Material: Roteiro da atividade, Quadro de Intervalos Reais, caneta ou lapis

Procedimento:

e Observe o Quadro de Intervalos Reais, indicando por B as relacdes, entre 0s
intervalos reais, que reprentam uma funcgéo bijetora e por NB aquelas que néo
representam;

e Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir.

Conjuntos A relacédo de A em B € uma funcao bijetora?

Sim Nao

Observacao:

Concluséo
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Orientacdes Didéticas

A atividade 15 é composta por um quadro, cujos espagos em branco devem ser
preenchidos pelos estudantes, com base nas informag¢des obtidas no Quadro de
Intervalos Reais. Inicialmente o professor organizar a turma mantendo oS mesmos
grupos formados por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e
distribui a Atividade 15 e o Quadro de Intervalos Reais.

Em seguida o docente devera direcionar os estudantes ao momento da
execucao da atividade, onde cada equipe devera analisar o Quadro de Relacbes de
Intervalos reais, escrevendo B para aquelas onde existe uma fungéo bijetora que
relaciona os elementos do primeiro intervalo com os do segundo intervalo e, em
seguida, devem preencher o quadro da Atvidade 15, com base nas informacdes
obtidas, assinalando “sim” ou “ndo” para a pergunta referente a cada relagdo de
intervalos.

Apoés o preenchimento do quadro os estudantes notardo que em todos
0s casos analisados existe uma bijecdo entre os intervalos reais, eles devem ser
orientados a registrar essa informacdo no quadro de observacdo. Se os alunos
tiverem dificuldade em preencher o quadro de conclusdo, recomendamos que o
professor faca ponderagdes, que ajude a recordarem que quando existe uma bijecéao
entre dois conjuntos eles possuem a mesma quantidade de elementos, pois desse
forma os grupos concluirdo que todos os intervalos reais possuem a mesma
cardinalidade, isto €, a mesma quantidade de elementos, alcancando assim o objetivo
proposto para essa atividade.

Em seguida o docente deve pedir que um representante de cada equipe
solcialize sua observacdo e conclusédo e, apés a explanacdo de todos, realizar a
formalizacdo da conclusdo de que todos os intervalos reais possuem a mesma
cardinalidade, isto é, a mesma quantidade de elementos, represntando-a também por
meio de desenho e simbologia. A seguir, o professor direcionard os estudantes a

resolucdo da Atividade 16.
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Atividade 16

ATIVIDADE 16

Titulo: Comparando a cardinalidade de um intervalo de numeros reais e a
cardinalidade do conjunto dos numeros reais

Objetivo: Descobrir a relacdo entre a cardinalidade de um intervalo de niUmeros reais

e a cardinalidade do conjunto dos nimeros reais

Material: Roteiro da atividade, régua, caneta ou lapis, borracha

Procedimento:
O gréfico a seqguir representa a funcao f:[0,1] - R.

e Utilizando arégua e o lapis, trace retas paralelas ao eixo x e que passem pelos
pontos do contradominio.

Ay

[
el b

Mlﬁ ol
ol |

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

Sim Nao

Cada uma das retas tracadas cortam um elemento
diferente do contradominio?

O conjunto imagem é igual ao contradominio da fungcéo?
A funcéo f:[0,1] - R é bijetora?

Observacao:
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Conclusao

Orientacdes Didéticas

A atividade 16 é composta por um quadro, cujos espagos em branco devem ser
preenchidos pelos estudantes, com base nas informacdes obtidas no gréafico que se
encontra na propria atividade. Inicialmente o professor recolhera a Atividade 15 e, em
seguida, apresenta e distribui a Atividade 16 e uma régua.

Em seguida o docente devera direcionar os estudantes ao momento da
execucao da atividade, onde cada equipe devera escolher um representante para
tracar varias retas paralelas ao eixo "X" e, em seguida, preencher o quadro da
Atividade 16, marcando sim ou ndo para cada pergunta.

Apbs o preenchimento do quadro os estudantes notardo que existe uma funcao
bijetora entre os intervalos reais e o conjunto dos niumeros reais. Recomendamos que
nesse momento o professor esteja atendo para orientar 0s alunos a registrarem essa
informacé&o no quadro de observacéo e, caso eles tiverem dificuldade em preencher o
guadro de conclusdo, ajuda-los a recordarem, por meio de perguntas reflexivas
direcionadas a turma, a relacéo entre o dominio e o contradominio de uma Funcéao
Bijetora. Dessa forma, os discentes alacancardo o objetivo proposto para essa
atividade que é compreendar que existe uma funcéo bijetora que relaciona o intervalo
de numeros reais e 0 conjunto dos nameros reais, concluindo que eles possuem a
mesma cardinalidade.

Em seguida o docente deve solicitar que um componente de cada equipe
socialize sua observacao e concluséo, e ap0s a fala da ultima equipe, ele (o professor)
realizara a formalizacdo da conclusdo de que todo e qualquer intervalo real possui a
mesma cardinalidade, isto €, a mesma quantidade de elementos do conjunto dos
nameros reais, representando esse fato por meio desenho e simbologia. A seguir, 0

professor direcionaré os estudantes a resolucéo da Atividade 17.
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Atividade 17

ATIVIDADE 17
Problema 4: Existe infinito maior que o outro?

Orientacdes Didéticas
A atividade 17 é composta pelo Problema 4, que tem por objetivo verificar que

existe um infinito maior que o outro. Para obter éxito, o professor devera seguir

rigorosamente os momentos da Resolugdo de Problema como Ponto de Partida:

Momento da apresentagéo

Apoés recolher a atividade 16, o professor devera entregar uma coépia do
problema para cada grupo, colocando-a com o verso para cima, de modo que 0s
alunos néo possam ler o problema até que todos eles o recebam e sejam autorizados

pelo professor a desvirar a folha e efetuar a leitura do problema a seguir:

Existe infinito maior que o outro?

Momento de resolucéao

Ao concluir a leitura do problema, o professor informara que os cada grupo tera
25 minutos para realizar a resolucdo do problema. Sugerimos ao professor que peca
aos grupos para nao socializarem a solucao do problema com os outros estudantes

até o momento oportuno que sera indicado por ele.

Acreditamos que por se tratar de um problema com elevado grau de dificuldade, os
alunos ndo conseguirdo apresentar a solucéo correta para esse problema, no entanto
a discusséo de ideias e a apresentacado das estratégias utilizadas por cada dupla, bem
como a construcao de cada etapa da solucdo do problema propiciara um ambiente
favoravel a construcdo de novos conhecimentos, sobretudo a compreenséo de que

existe infinito maior que o outro.

Momento da analise

Ao término dos 25 minutos, o professor pedird que um representante de cada
grupo va até o quadro e apresente a sua solugdo para o problema 4, analisando e
discutindo com a turma cada etapa da resolugcéao do problema, verificando assim se a

solucdo apresentada pela grupo estéa correta.
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Ap6s a apresentacdo da primeira dupla, caso outras tenham obtido uma
solucéo diferente para o problema, o professor pedira que algumas delas apresentem
a sua solucdo. Ndo havendo, o docente apresentara uma solucdo diferente para o
problema, embora tenha a mesma resposta.

Solucgéo:

Para resolver esse problema utilizaremos o método de reducéo ao absurdo.

Quando tentamos representar todos 0Ss numeros reais em uma reta numérica,

percebemos que é impossivel listar todos eles:

1,666

Por que € impossivel representar todos 0s numeros reais em uma reta
numérica? Existe uma bijecéo f: R — N ou o conjunto R dos reais € ndo enumeravel?
Para facilitar a nossa compreenséo, suponhamos que é possivel listar todos os
nuameros reais (na forma decimal) compreendidos entre 0 e 1 e que além disso sejam
formados somente pelos algarismos 0 e 1, destacando na nossa lista o 1° algarismo
apos a virgula, do 1° nimero; o 2° algarismo apos a virgula, do 2° nUmero e assim
sucessivamente, conforme destacamos a seguir:
12-0,11111111 ...
22 -0,01010101 ...
32-0,10011001 ...
4¢ - 0,11011011...
52 - 0,00100100....
62 —-0,11011101 ...

72— 0,00010001 ...

82-0,11101110...



94

A partir desses algarismos obtemos o0 nimero 0,11010100 ...

Trocando a posi¢do dos algarismos 0 e 1 que se encontram apés a virgula,
surge um novo numero: 0,00101011 ... que € um numero real compreendido entre 0
e 1 e formado somente pelos algarismos 0 e 1, mas que com certeza nao aparece na
nossa lista anterior, uma vez que seu primeiro digito é diferente do algarismo da
primeira posi¢cdo da diagonal, tendo também sua segunda casa decimal diferente do
algarimso que ocupa a segunda posi¢cao da diagonal e assim por diante.

Assim, o nimero 0,00101011 ... ndo pode ser nenhum nimero da nossa lista,
mas nossa lista tinha todos os numeros reais que atendiam as condi¢cfes
estabelecidas, o0 que € um absurdo!

ISSO ocorreu porque supomos que o conjunto dos nimeros reais € enumeravel,
0 que leva ao absurdo do numero esta e, ao mesmo tempo, nao esta numa lista.

Logo o conjunto dos numeros reais ndo pode ser enumerado, isto €, o conjunto
dos nameros reais, que € infinito, possui mais elementos que o conjunto dos nameros
naturais, que também é infinito, portanto, esta provado que existe infinito maior que o
outro.

Momento da Sistematizacao

Neste momento o professor apresentara a resolucdo do problema, provando
gue o conjunto dos numeros reais possui mais elementos que o conjunto dos nimeros
naturais, apresentando aos estudantes uma nova de técnica de comparacdo da
guantidade de elementos de dois conjuntos, além de ampliar a visdo deles acerca do

infinito.

Definicdo: Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Dizemos que A e B tém a mesma
guatidade de elementos, isto €, a mesma cardinalidade ou que a cardinalidade de A é
igual & de B e escrevemos #A = #B, se existe uma bijecdo f: A - B. Caso contrario

eles ndo possuem a mesma quantidade de elementos.

Solucéo do problema proposto com o uso do conteudo sistematizado
Apés estabelecer existem infinito maio que outro, o professor dar continuidade
ao estudo do assunto, entregando uma lista de exercicios com questdes envolvendo

a sistematizacdo da comparacéo da quantidade de elementos de dois conjuntos.
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Questdes envolvendo a sistematizagdo do assunto da Atividade 17

1. Qual conjunto possui mais elementos o conjunto dos nameros reais ou o intervalo
real [0, 1]?

2. Considere o conjunto (R — @) dos ndmeros irracionais e o conjunto Q dos nimeros
racionais. Existem mais nimeros racionais ou irracionais?

3. Dados o conjunto dos nimeros reais entre 0 e 1, ou seja, ]0,1[ e o conjunto dos
nameros reais entre 0 e 100, isto &, ]0,100[. Qual deles possui mais elementos?

4. Dados o conjunto dos nimeros reais entre 0 e 1, ou seja, ]0,1[ e o conjunto dos
ndmeros reais maiores que 0, isto &, ]0,« [. Qual deles possui mais elementos?

OrientagOes Didaticas

Sugerimos ao professor que, caso perceba que o0s alunos apresentam muita
dificuldade durante a resolucdo dessa atividade com questdes de sistematizacao do
assunto, relembre a definicAo apresentada no momento da sistematizacdo. Logo
depois que todos os discentes tiverem concluido a resolucao da atividade, devem ser
encaminhados para a etapa da formalizacdo, onde terdo a oportunidade de
sociabilizar suas respostas, discutindo possiveis métodos propostos nessas
resolucdes, bem como outros mais formais que podem ser apresentados por eles ou

pelo professor.
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7. CONSIDERACOES

O objetivo desse produto educacional foi apresentar uma Sequéncia Didatica
para o ensino de para o ensino de Fungcédo com énfase na Bijecdo de Funcéo, com a
pretensdo de contribuir com a pratica docente, tornando-se uma alternativa para
melhoria da aprendizagem dos estudantes neste tema. Sua construcdo levou em
consideracao informacdes, tais como, 0s aspectos histéricos da Funcdo, aspectos
curriculares e uma reviséo de estudos sobre o0 ensino e aprendizagem de Fung¢ao com
énfase na Bijecdo de Funcado, além da utilizacdo das metodologias Ensino por
Atividades Experimentais e Resolugéo de Problemas como Ponto de Partida.

Os apectos historicos das Fungdes evidenciram a importancia da Historia da
Matematica como metodologia de ensino, além de nos possiblitar compreender como
ocorreu a evolucéo da ideia de Funcao, bem como as contribui¢cdes de varios povos
ao longo do tempo, ocasionando transformacdes em seus conceitos, linguagem e
representacbes, de modo que esse se tornou uma das pedras angulares da
Matematica atual, sendo também utilizada para modelar fenbmenos naturais e sociais.

Os aspectos curriculares sinalizam para a necessidade da utilizacdo de novas
metodologias que tenham o aluno como protagonista na construcdo do seu
conhecimento, bem como de modelos que lhe permita interpretar e investigar em
Matematica e, dessa forma, continuar aprendendo.

A revisao de estudos possibilitou a construcdo de um panorama que revelou a
necessidade de buscar novas estratégias didaticas e metodoldgicas mais eficazes
para o ensino de Bijecdo de Funcdo, norteando o planejamento desse produto
educacional, além de apresentar algumas sugestdes fundamentais para a elaboracao
da Sequéncia Didatica, na qual adotamos como metodologias o Ensino por Atividades
Experimentais e a Resolucédo de Problemas como Ponto de Partida, por promoverem
0 protagonismo do estudante na construcao do seu conhecimento.

A Sequéncia Didatica aqui apresentada foi utilizada em uma dissertacdo de
mestrado do autor Silva (2023), apos ter sido aplicada a estudantes das 12 e 32 séries
do Ensino Médio, obtendo resultados expressivos na aprendizagem de Funcdo com
énfase na Bijecdo de Funcéo, por isso, essa Sequéncia Didatica é apresentada neste
livro como um Produto Educacional, acompanhada com orientacdes diaticas, para
serem utilizadas por professores em sala de aula, ou em aula remota, estando sujeita

a ajustes pelo docente para melhor se adequar a cada situagéo.
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Por meio desse Produto Educacional esperamos contribuir com a pratica
docente de Matematica, facilitando significativamente o planejamento e a execucgao
de aulas sobre Funcdo com énfase na Bijecdo de Funcdo e sua aplicacdo na

comparacao de conjuntos infinitos, no Ensino Médio ou Superior.
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