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RESUMO

SILVA, Euvaldo Soares da. O Ensino da comparacéo de Conjuntos Infinitos por
meio de Atividades Experimentais. Dissertacdo do Programa de Mestrado
Profissional em Ensino de Matematica — Universidade do Estado do Para, Belém,
2023.

O presente trabalho apresenta os resultados de uma pesquisa que teve como objetivo
analisar os efeitos da aplicacdo de uma sequéncia didatica para o ensino da
comparagao de conjuntos infinitos por meio de atividades experimentais sobre a
participacdo nas aulas, a construcdo de conceito e o desempenho dos alunos na
resolucdo de questdes que abordam o assunto e sua aplicagdo. A parte experimental
da pesquisa foi desenvolvida em uma escola publica estadual de Imperatriz no estado
do Maranhéo, tendo como sujeitos 10 estudantes do Ensino Médio, a fim de investigar
0 seguinte problema cientifico: de que forma o ensino por atividades experimentais
influencia no ensino e aprendizagem de Bijecdo de Funcdo e sua aplicacdo na
comparacao da cardinalidade de conjuntos numéricos? Adotou-se como metodologia
de pesquisa a Engenharia Didatica. A analise dos resultados se deu pelo registro dos
discentes nas atividades, confrontacdo das analises a priori e a posteriori, pela
comparacao entre os resultados do pré-teste com o pos-teste, pela aplicacdo do
Coeficiente de Correlacéo Linear de Pearson e do Teste de Hipotese. Os resultados
da comparacéo apontaram aumento consideravel nas notas do pos-teste; o teste de
hipétese comprovou que as notas do poés-teste tiveram melhora significativa em
relacdo ao pré-teste e a analise das correlagcbes mostrou que nenhum dos fatores
socioecondémicos levantados teve interferéncia direta nos resultados obtidos,
evidenciando que ocorreu melhoras na aprendizagem e que o bom resultado do
experimento € decorrente, sobretudo, da metodologia utilizada. Os 6timos resultados
desta dissertacdo motivaram a constru¢ao de um Produto Educacional intitulado: Uma
Sequéncia Didatica para o Ensino da comparacao de Conjuntos Infinitos por meio de
Atividades Experimentais, cujo objetivo € propor uma Sequéncia Didatica para o
ensino de Funcdo com énfase na Bijecdo de Funcéo e sua aplicacdo na comparacao
de conjuntos infinitos, com a pretensao de contribuir com a pratica docente, tornando-
se uma alternativa para melhoria da aprendizagem dos estudantes neste tema.

Palavras-chave: Ensino de matematica. Ensino de Bijecdo. Ensino por Atividades
Experimentais.



ABSTRACT

SILVA, Euvaldo Soares da. The Teaching Comparison of Infinite Sets through
Experimental Activities. Dissertation from the Professional Master's Program in
Mathematics Teaching - University of the State Par4, Belém, 2023.

This paper presents the results of a research that aimed to analyze the effects of
applying a didactic sequence for teaching the comparison of infinite sets through
experimental activities on class participation, concept construction and student
performance. in the resolution of questions that approach the subject and its
application.. The experimental part of the research was developed in a state public
school in Imperatriz in the state of Maranh&o, with 10 high school students as subjects,
in order to investigate the following scientific problem: how teaching through
experimental activities influences teaching and learning of Function Bijection and its
application in comparing the cardinality of numerical sets? Didactic Engineering was
adopted as a research methodology. The analysis of the results took place by
registering of the students in the activities, confrontation of a priori and a posteriori
analyzes, comparing the results of the pre-test with the post-test, applying Pearson's
Linear Correlation Coefficient and the Test of Hypothesis. The results of the
comparison showed a considerable increase in the post-test scores; the hypothesis
test proved that the post-test scores had a significant improvement in relation to the
pre-test and the correlation analysis showed that none of the socioeconomic factors
raised had direct interference in the results obtained, showing that there were
improvements in learning and that good The result of the experiment is due, above all,
to the methodology used. The excellent results of this dissertation motivated the
construction of an Educational Product entitled: A Didactic Sequence for Teaching the
Comparison of Infinite Sets through Experimental Activities, whose objective is to
propose a Didactic Sequence for teaching Function with emphasis on Bijection of
Function and its application in the comparison of infinite sets, with the intention of
contributing to teaching practice, becoming an alternative for improving students'
learning in this subject.

Keywords: Mathematics teaching. Bijection Teaching. Teaching by Experimental
Activities.
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1 INTRODUCAO

A importancia do conceito de Funcdo € evidenciada pela sua presenca
destacada em véarios ramos da Matematica, bem como sua utilizagdo em outras areas
do conhecimento. Essa relevancia deve-se a sua riqueza de linguagens e
representacdes que possibilitam a compreenséo, inerpretacdo e construcdo de
argumentos e modelos que fundamentam a resolucdo de situagdes-problema no
contexto escolar ou da vida cotidiana, bem como o desevolvimento de competéncias
e habilidades que auxiliam na aquisicdo de outros conhecimentos da Matemética e
outras areas.

Um fato intrigante € que mesmo sendo um assunto tao trabalhado, pesquisas
como as de Guimaraes (2010), Magarinus (2011), Santos (2013) e Silva (2018)
destacam uma acentuada deficiéncia dos estudantes em relacdo aos conceitos e
linguagens das func¢des, o que explica o grande numero de dissertacdes do CAPES e
do PROFMAT que abordam o tema Funcdo. Neses trabalhos a pergunta mais
recorrente €: por que um assunto que é tao trabalhado é pouco compreendido pelos
discentes?

Na busca de uma resposta satisfatOria para esse gquestionamento, inciamos um
estudo sobre funcdo com énfase na Bijecdo de Funcdo, por meio da analise de
documentos oficiais (PCN, BNCC, etc.) e seis livros didaticos do primeiro ano do
Ensino Médio, em seguida realizamos uma pesquisa de campo com 105 alunos de
duas escolas do Ensino Médio, no municipio de Ananindeua, no Estado do Para,
objetivando verificar como esse conteludo esta contemplado nos documentos oficiais,
gual a proposta pedagdgica dos livros didaticos e como ocorre na pratica o seu ensino.

A nossa pesquisa revelou que 49,5% dos alunos entrevistados nao estudaram
Bijecdo de Funcdo e que a maioria dos alunos, que tinham estudado esse tema,
apresentou um resultado insuficiente, confirmando os resultados das pesquisas
anteriormente citadas e gerando uma inquietacdo e questionamentos que nos
impulsionou a buscar uma forma eficaz de promover o ensino e a aprendizagem desse
conteudo.

Dessa forma, a nossa pesquisa tem como objetivo analisar os efeitos da
aplicacdo de uma sequéncia didatica para o ensino da comparacdo de conjuntos
infinitos por meio de atividades experimentais sobre a participacdo nas aulas, a

construcéo de conceito e o desempenho dos alunos na resolugcéo de questbes que
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abordam o assunto e sua aplicagéo. A escolha do tema e a abordagem da Bijecéo de
Funcéo justifica-se por sua importancia historica e suas aplicacdes no cotidiano, bem
como sua relevancia em outras areas do conhecimento.

O Ensino por Atividades Experimentais e a Resolu¢cdo de Problemas como
Ponto de Partida foram utilizados como ferramentas metodoldgicas por permitirem que
o0 aluno seja protagonista na construcdo do seu conhecimento, pois a primeira
possibilita ao estudante relacionar conceito, linguagem e grafico da funcao,
visualizando dinamicamente cada um dos seus elementos, descobrindo suas
propriedades de modo que o conhecimento construido seja significativo e sirva de
base para a construcao de novos conhecimentos da Matematica e de outras areas.

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB), no inciso Il do artigo
36 estabelece que devem ser adotadas metodologias de ensino que estimulem a
iniciativa dos estudantes. Os PCNs reforcam que o desenvolvimento da capacidade
de raciocinio resulta em autoconfianca, responsabilidade, autonomia e capacidade de
comunicacédo e argumentacao (BRASIL, 1998, p. 52).

A Resolucado de Problemas como Ponto de Partida atrelada ao Ensino por
Atividades Experimentais sdo metodologias que contemplam o que foi anteriormente
citado, uma vez que essas metodologias propiciam o desenvolvimento intelectual do
aluno, que diante de um problema precisa colocar em acdo uma ampla série de
habilidades e conhecimentos, explorando muitos conceitos e constituindo novos
saberes em uma atmosfera de investigacao.

Dessa forma, todos esses fatos e argumentos destacam a importancia de se
desenvolver um estudo que possibilite responder ao seguinte questionamento: de que
forma o ensino por atividades experimentais influencia no ensino e
aprendizagem de Bijecdo de Funcdo e sua aplicacdo na comparacdo da
cardinalidade de conjuntos numéricos? No intuito de responder esse
guestionamento desenvolveremos 0 nosso estudo com o0 seguinte objetivo geral:
analisar os efeitos da aplicacdo de uma sequéncia didatica para o ensino da
comparacao de conjuntos infinitos por meio de atividades experimentais sobre
a participacao nas aulas, a construcao de conceito e o desempenho dos alunos
naresolucao de questdes que abordam o assunto e sua aplicagao. A metodologia
adotada para essa pesquisa foi a Engenharia Didatica constituida por 4 fases: (1)
analises prévias, (2) concepcado e andlise a priori, (3) experimentacdo, (4) andlise a

posteriori e validagao.
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Os dados foram coletados por meio dos registros dos discentes nas atividades
e analisados a luz de um paralelo entre as analises a priori e a posteriori, comparando
0os resultados do pré-teste com o poés-teste. Esse procedimento, bem como a
verificacdo de ocorréncia de erro na aplicacao do pré-teste e/ou pds-teste se deu pela
aplicacdo do Coeficiente de Correlacdo de Pearson e do teste de HipGtese, porque
acreditamos que a comparacao desses resultados atrelada a analise das correlacfes
podem evidenciar se ocorreu melhoras na aprendizagem dos alunos e se tal melhora
€ decorrente da metodologia utilizada. Dessa forma, esperamos responder a questédo
gue motivou a nossa pesquisa.

O nosso estudo estd organizado da seguinte forma: na primeira Secao
apresentamos um texto introdutorio, mostrando a necessidade do estudo da Bijecao
de Funcéo, discorrendo sobre a questdo norteadora da pesquisa, 0s objetivos geral e
especificos, esclarecendo ainda a metodologia que sera utilizada, bem como, a forma
de coleta e tratamento dos dados. Na Secéo 2 apresentamos a Engenharia Didatica
de forma dealhada.

Na Secdo 3, destacamos a primeira fase da engenharia didatica (analises
prévias), na qual constam o0s seguintes topicos: aspectos historicos das Funcoes,
onde destacamos a importancia da histéria da Matematica como metodologia de
ensino e a evolucdo historica do conceito de funcédo; aspectos matematicos da
Bijecdo, aspectos curriculares da Bijecdo de Funcdo, O processo de Ensino e
Aprendizagem de Bijecdo de Funcao na visdo dos Estudantes, onde apresentamos
uma revisao literaria sobre o tema e os resultados de um estudo realizado com 105
estudantes do 2° ano do ensino médio; Tendencia da educacdo matematica onde
enfatizamos o Ensino por Atividades Experimentais e a Resolu¢cdo de Problemas
como Ponto de Partida.

Na Secao 4 descrevemos a segunda fase da Engenharia Didatica (concepc¢éao
e analise a priori), apresentando a Sequéncia Didatica (SD) e seu respectivo
desenvolvimento. Os tépicos da Bijecdo de Funcédo que foram contemplados nessa
SD obedecem a seguinte ordem sequencial: Definicdo de Func¢éo, Imagem de uma
funcdo, Imagem e contradominio de uma funcdo, Dominio de uma funcédo, Funcéo
injetora, Funcdo sobrejetora, Funcédo bijetora, Comparando a cardinalidade de
conjuntos infinitos, Conjuntos Enumeraveis e Conjuntos ndo enumeraveis.

Na Secéo 5, apresentamos de forma detalhada como ira ocorrer a terceira fase

da Engenharia Didética (experimentacdo), descrevendo as técnicas e instrumentos
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utilizados na producéo de informag@es; e a forma como seré realizada a aplicacdo das
atividades que constituem a Sequéncia Didatica com suas respectivas andlises a
priori, junto aos alunos da 12 e 32 séries do Ensino Médio de uma escola publica
estadual localizada no municipio de Imperatriz, no Estado do Maranh&o.

Na Secao 6, destacamos como ocorrera a quarta e Ultima fase da engenharia
didatica (analise a posteriori e validacdo). Nele apresentaremos o0 conjunto de
resultados que serdo obtidos durante a experimentacdo, e também, por meio da
confrontacao entre os dados obtidos na andlise a priori e a posteriori, para verificar se
0s objetivos foram alcangados.

Por fim, nas Consideracdes Finais onde apresentamos 0s principais resultados
alcancados por meio do desenvolvimento da nossa investigagdo, bem como
sugestbes validadas para o ensino de Bijecdo. Essas sugestbes reunidas e
organizadas resultaram em um produto educacional que foi elaborado na forma de

uma Sequencia Didatica para o ensino do referido assunto.
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2 ENGENHARIA DIDATICA

A Engenharia Didatica € uma metodologia de pesquisa que foi elaborada no
inicio da década de 80, para dar suporte de natureza metodoldgica a pesquisas
relacionadas com realiza¢cfes didaticas.

Artigue (1996) justifica o termo engenharia didatica ao fazer uma analogia do
trabalho didatico com o oficio do engenheiro que com o objetivo de realizar um projeto
preciso, fundamenta-se em seus conhecimentos cientificos, aceitando se submeter
ao controle cientifico e trabalhar com objetos mais complexos que os propostos pela
ciéncia. (ARTIGUE, 1996, p. 193).

A Engenharia Didatica (ED) apresenta duplo sentido. Por um lado configura-se
uma producdo para 0 ensino, mas por outro € uma metodologia de pesquisa com
etapas bem definidas.

De acordo com Conceicéo (2019, p. 20), a ED vista como producgéo para o
ensino, "é um produto didatico, que envolve um plano de ensino, a criacdo de materiais
didaticos, uma experimentacdo com uma validacdo e uma avaliacao posterior". Essa
ideia é confirmada por Douday (1993) ao asseverar que a Engenharia Didatica

caracteriza-se por propor:

[...] uma sequéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articulada(s) no
tempo, de forma constante, por um professor-engenheiro para realizar um
projeto de aprendizagem para certa populagdo de alunos. No decurso das
trocas entre professor e alunos, o projeto evolui sob as reagdes dos alunos e
em func¢éo das escolhas e decisdes do professor (DOUADY, 1993, p. 2 apud
MACHADO, 2002, p. 198).

Segundo Artigue (1996, p. 196) a utilizacdo da ED como metodologia de
investigacado caracterizada "por um esquema experimental baseado em ‘realizagbes
didaticas’ na sala de aula, isto &, na concepc¢ao, na realizacdo, na observacédo e na
analise de sequéncias de ensino".

Conforme Pais (2001, p. 99) a Engenharia Didatica se caracteriza como "uma
forma particular de organizacéo dos procedimentos metodoldgicos da pesquisa” uma
"concepc¢ao que contempla tanto a dimensao tedrica com a experimental da pesquisa
em didatica".

Essa organizacdo dos procedimentos metodologicos da ED possibilita

contemplar desde a dimenséo teodrica até a dimenséo experimental. Desse modo, ela
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interliga a investigacdo (plano tedrico) com a agéo (plano experimental) da pratica
educativa, constituindo uma grande vantagem para quem escolhe essa metodologia.

Ha dois niveis distintos de Engenharia Didatica, que sdo complementares e
indispensaveis:

a) a microengenharia, relacionadas as pesquisas que tem um contetdo especifico
como objeto de estudo, sendo realizadas de forma local, levando em consideragéo a
complexidade dos fen6menos de sala de aula, e

b) "a macroengenharia, as pesquisas que possibilitam constituir a complexidade dos
estudos da microengenharia com a dos fenémenos ligados a duracao nas relacées
ensino/aprendizagem.”. (MACHADO, 1999, p. 19).

A Engenharia Didatica se caracteriza ainda pelas investigacoes realizadas por
meio das experimentacdes em sala de aula com abordagem comparativa, e se
distingue das outras metodologias de pesquisa por sua validacdo interna,
confrontando a andlise a priori e a analise a posteriori.

Almouloud e Coutinho (2008, p. 66) afirmam que "a Engenharia Didatica pode
ser utilizada em pesquisas que estudam os processos de ensino e aprendizagem de
um dado conceito".

Todas as evidéncias apresentadas até 0 momento justificam a vasta utilizacao
dessa metodologia e a escolha da mesma para nortear a nossa pesquisa, destacando
a organizacao dos seus procedimentos metodoldgicos que propicia a visualizacdo que
vai da dimensdo tedrica até a dimenséo pratica, interligando investigacao e acao da
préatica educativa, tudo isso somado ao fato de que "a empregabilidade da engenharia
didatica intensifica a credibilidade da pesquisa e potencializa seu vinculo com a
realidade da sala de aula" (ARTIGUE, 1996, p.247 apud PAIS, 2001, p. 108)..

A seguir, apresentamos de forma detalhada as fases que constituem e

organizam a metodologia da Engenharia Didatica.

2.1 As Fases da Engenharia Didéatica

A metodologia da Engenharia Didatica esta organizada em 4 fases: (1) analises
prévias; (2) concepcao e analise a priori; (3) experimentacédo; (4) analise a posteriori

e validacéo.
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2.1.1 Andlises prévias
Nas analises prévias séo efetuadas as analises do quadro tedérico didatico geral

e dos conhecimentos académicos construidos anteriormente sobre o estudo em
outras andlises preliminares. Nessa primeira fase sdo realizadas as analises

preliminares que de acordo com Artigue (1996, p. 198), na maioria das vezes séo:

e aanalise epistemoldgica dos contetdos visados pelo ensino;

e aanalise do ensino habitual e dos seus efeitos;

e a andlise das concepc¢bes dos alunos, das dificuldades e obstaculos que
marcam a sua evolucao;

e aanalise do campo de constrangimento no qual vira a situar-se a realizacéo
didéatica efetiva;

e ¢, naturalmente, tendo em conta os objetivos especificos da investigagao.

Dessa forma, a fase das analises prévias ou analise preliminar é constituida
pela pesquisa de todo o conhecimento académico pré-existente sobre o0 objeto
estudado por meio de revisbes bibliograficas analisando seus aspectos
epistemologicos e histéricos, analise do ensino usual e das condutas dos alunos
diante da execucéo do ensino.

E nessa fase que o pesquisador: obtém o referencial tedrico, faz a revisio
literaria, analisa a evolucdo do contetdo estudado e como esse esta sendo ensinado
ao aluno, procurando compreender as concepcdes e dificuldades do aluno.

Artigue (1988) lembra que a expressdo "analises prévias" ou "analises
preliminares” se refere ao primeiro nivel de organizacdo e ndo a temporalidade, uma
vez que esta fase deve ser trabalhada concomitantemente com as outras, podendo
cada uma delas ser retomada de acordo com as necessidades que surgirem durante
o desenvolvimento da metodologia.

Almouloud e Coutinho (2008, p. 67) reforcam que "estas andlises preliminares
devem permitir ao pesquisador a identificacdo das variaveis didaticas potenciais que
serdo explicitadas e manipuladas nas fases que se seguem: a analise a priori e

construcdo da sequéncia de ensino".

2.1.2 Concepcéo e Analise a Priori
A segunda fase denominada Concepcdes e Analise a Priori € crucial para a

pesquisa, uma vez que a partir das andlises prévias o pesquisador determina as
variaveis que julga importante ao problema da pesquisa e aquelas podem conduzir a
solucéo desse problema. Essas variaveis podem ser de dois tipos: as macrodidéticas

ou globais, que organizam e englobam todas as etapas, e as microdidaticas ou
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locais, que se referem a organizacao local da engenharia, ou seja, a organizagédo de
uma fase, que podem depender ou ndo do conteudo matematico que se deseja
ensinar.

E nesse momento que se elabora a Sequéncia Didatica, composta por
atividades diretamente relacionadas com o0 assunto da pesquisa e pautadas nas
analises prévias anteriormente realizadas.

Sa e Alves (2011) sugerem que nessa fase da pesquisa:

e “[...] seja construido um roteiro de atividade que esteja escrito de maneira
clara numa linguagem acessivel aos alunos;

e 0 roteiro contenha titulo, objetivos, lista do material necessario, descricao
clara dos procedimentos a serem realizados, espaco para registros de
resultados do experimento, espaco para registro das primeiras
descobertas ou observacdes oriundas da analise dos registros e espaco
para o registro da conclusdo alcangada com a atividade;

e asacOes propostas na parte do procedimento do roteiro sejam exequiveis
dentro das condi¢des cognitivas, intelectuais e emocionais da turma
envolvida;

e 0 procedimento proposto na atividade leve o aluno, por meio de acdes
que podem envolver construcdes, comparacdes, calculos, analises,
reflexdes, levantamento e teste de hipoteses, e a perceber regularidades
entre os resultados obtidos que possam ser expressas ha forma de um
conceito, propriedade ou procedimento relativo ao assunto que esta
sendo trabalhado;

e para cada atividade, de preferéncia tenha-se somente um objetivo a ser
alcangado.”(SA; ALVES, 2011, p.151-152)

A Sequéncia Didatica é centrada no aluno, pois sua construcdo €
fundamentada na previsdo das a¢des e dos comportamentos dos alunos durante a
aplicacdo de cada atividade que a constitui, de modo que o estudante torne-se o

protagonista de sua aprendizagem.

2.1.3 Experimentacao

A fase da Experimentacdo € o momento em que o pesquisador conhece o l6cus
e aplica a Sequéncia Didatica, colocando em pratica todo o dispositivo construido,
efetuando as corre¢cBes necessarias para o bom andamento da experimentacao.

A Sequéncia Didética é constituida por determinado numero de aulas (secdes)
planejadas e analisadas previamente, objetivando observar situacbes de
aprendizagem dos conceitos pesquisados, possibilitando verificar a proximidade dos

resultados praticos com a analise tedrica. (PAIS, 2001, p. 102)
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Machado (1999) destaca que essa fase da Engenharia € classica, tendo seu
inicio no contato do pesquisador/professor/observador(es) com a populacdo de
alunos-objetos do estudo. A fase da Experimentacao supde:

e a explicitacdo dos objetos e condi¢cdes de realizacdo da pesquisa a
populacgdo de alunos que participara da experimentacao;

e 0 estabelecimento do contrato didético;

e aaplicagdo dos instrumentos de pesquisa;

e oregistro das observacfes feitas durante a experimentacédo (observagéo

cuidadosa descrita em relatério, transcricdo dos registros audiovisuais,
etc.). (MACHADO, 1999, p. 206)

Destacamos que nesse momento ndo pode haver interferéncia explicita do
pesquisador, uma vez que explicacdes ou dicas que podem facilitar as resolucdes por

parte dos estudantes, vao interferir diretamente no resultado.

2.1.4 Andlises a Posteriori e Validagao

Nesta ultima fase da Engenharia Didatica, ocorre a analise do conjunto de
informacdes coletadas durante a experimentacao, isto é, a producéo dos alunos, as
observacbes realizadas em relacdo ao comportamento deles durante o
desenvolvimento da sequéncia didatica e todos os dados construidos no decorrer da
experimentacao.

De acordo com Pais (2001), a analise a posteriori aumenta sua credibilidade
guando complementa os dados obtidos por meio de outras técnicas, como
guestionarios, entrevistas, gravacoes, didlogos, entre outras, uma vez que essas
facilitam a compreenséo do fenémenao.

Artigue (1996) afirma que esta fase contempla as expectativas declaradas na
analise a priori e o confronto da analise a priori e analise a posteriori, validando, ou
nao, a hipétese da pesquisa. Dessa forma, a fase validacao exige atencéo redobrada,
uma vez que ela certifica a existéncia do carater cientifico. Portanto, a Engenharia
Didatica € uma metodologia fundamentada em registros de estudo de caso, cuja

validade € interna e permeia o contexto da pesquisa realizada.
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3 ANALISES PREVIAS

Nesta secdo, apresentamos 0s aspectos historicos das Funcdes, delineando a
evolucédo histérica do conceito e destacando a importancia da histéria da Matematica
como metodologia de ensino, em seguida discorremos sobre aspectos matematicos e
curriculares da Bijecdo de Fungéo, enfatizando a forma que os documentos oficiais
abordam o tema, e os resultados da pesquisa de campo que revela a forma como
esse objeto matematico € esninado na pratica, seguido de uma revisao literaria e da
Tendencia da educagdo matematica onde enfatizamos o Ensino por atividades

experimentais e a Resolugéo de Problemas como Ponto de Partida.

3.1 Aspectos historicos das Fungbdes

Nesta parte do trabalho buscamos promover uma reflexdo sobre a importancia
da historia da Matematica como metodologia de ensino, destacando a origem e a

evolucao do conceito e notacéo de funcéo ao longo do tempo.

3.1.1 A Importancia da Histéria da Matematica como Metodologia de Ensino

A matematica tem sido vista por muitos, como algo complexo, de dificil
compreensao, destinado aos poucos que tém o dom de aprendé-la. Essa visédo
somada a maneira como seus conteudos matematicos tém sido trabalhados, resultam
no desinteresse dos alunos pelo estudo dessa disciplina.

Na maioria dos casos, 0s conhecimentos matematicos sao apresentados como
uma colecao arbitraria de informagdes descontextualizadas, sem aplicacdo pratica,
destinada a um grupo seleto, desvinculados das demais atividades humanas, distante
da realidade e que so serve para fortalecer a aversdo e a resisténcia que a maioria
dos alunos demonstra por essa disciplina.

Quando esses assuntos sédo trabalhados de forma abstrata e desvinculados do
cotidiano, fortalecem a ideia de que a Matematica é estatica, pronta e acabada, uma
ciéncia onde ndo ha nada a ser descoberto ou inventado, imutavel e absoluta, e que
sempre teve a forma que nos é apresentada na escola.

Ao tratar essa problematica, D'Ambrosio (2003) nos lembra que

E preciso substituir os processos de ensino que priorizam a exposicdo, que
levam a um receber passivo do conteldo, através de processos que ndo
estimulam os alunos a participacdo. E preciso que eles deixem de ver a
matemética como um produto acabado, cuja transmissao de contetdos é
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vista como um conjunto estatico de conhecimentos e técnicas.
(D'AMBROSIO, 2003, p. 57)

Nesse sentido o autor destaca a necessidade de uma metodologia que mostre
ao aluno que a matematica é passivel de mudancas e a transmissdo de seus
contetdos é um conjunto dinamico de conhecimentos e técnicas.

Chaquiam (2017) destaca que

[...] os estudos apontam que a histéria da matematica, combinada com outros
recursos didaticos e metodologicos, pode contribuir para a melhoria do ensino
e da aprendizagem da Matematica, emerge como uma possibilidade de
buscar uma nova forma de ver e entender a Matematica, tornando-a mais
contextualizada, mais integrada as outras disciplinas, mais agradavel, mais
criativa, mais humanizada. (CHAQUIAM, 2017, p. 14).

A utilizacéo da histéria nas aulas de matematica, quando apresenta a origem,
a evolucao e as peculiaridades do objeto matematico, possibilitam ao aluno perceber
e identificar as transformacdes sofridas pelo contetdo ao longo da historia, bem como
as contribuicdes de diversos povos em diferentes lugares e épocas até chegarem a
forma que sdo apresentados no presente, na escola, despertando assim, o interesse
e 0 gosto pelo estudo desse conteudo, uma vez que o mesmo "se aproxima" do
estudante.

Lopes e Ferreira (2013) corroboram com essa ideia ao afirmar que o processo
de construcdo e a evolucdo dos conhecimentos matematicos ao longo do tempo
podem facilitar sua compreensao e significacdo dentro do espaco escolar, uma vez
gue a histéria da matematica contextualiza historicamente, torna-se um objeto
matematico capaz de mostrar o porqué estudar certo conteudo, construindo um olhar
critico sobre o assunto trabalhado, tornado assim as aulas mais dindmicas e
interessantes. (LOPES; FERREIRA, 2013, p. 76-77)

Chaquiam (2017, p. 14) reforcar essa ideia ao destacar que "pesquisas atuais
indicam que a insercdo de fatos do passado pode ser uma dinamica bastante
interessante para introduzir um determinado conteido matematico em sala de aula".

Dessa forma, o contexto historico do conteudo matematico estudado, faz com
gue o aluno perceba que a Matematica ndo é fechada em si mesma, passando a
compreendé-la como uma heranga cultural de diferentes povos, construida e
desenvolvida ao longo de varios séculos, resultante da busca de solucbes para
situacdes do dia-a-dia, descobrindo-a como algo dindmico e em evolugéo, por meio

da comparacao entre esse conhecimento ao longo da historia.
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Miguel e Morim (2013, p. 8) consideram que a abordagem historica dos
conteudos é a melhor estratégia em sala de aula, destacando que ela "é fonte de
selecdo e constituicdo de métodos para a elaboracédo de sequéncias adequadas aos
diferentes topicos de ensino da matematica escolar". (MIGUEL; MIORIM, 2013 apud
LOPES; FERREIRA, 2013, p. 81)

Neste sentido os pesquisadores destacam a importancia da conexao entre o
conteldo e sua construcao histérica, ndo s6 como metodologia de ensino, mas,
sobretudo como ferramenta que favorece a elaboracdo de uma sequéncia didatica
eficaz, uma vez que ao conhecer a histéria da criacdo e do desenvolvimento do
conteudo trabalhado, o professor ja conhece de antemao as dificuldades enfrentadas
na sua construcao.

De acordo com os PCN, o uso da Histéria da Matematica possibilita o
desenvolvimento de atitudes e valores do aluno diante do conhecimento matematico
(BRASIL, 20004, P. 45)

Essa ideia é reforcada por Brolezzi (1991) ao afirmar que a compreensao da
evolucdao histérica dos significados permeia um ensino significativo, porque possibilita
reconstruir significados com os alunos e que seu estudo na totalidade fornece a "cada
topico do curriculo, uma razdo de ser, uma utilidade que transcende a sua possivel
aplicacao pratica imediata” (BROLEZZI, 1991, apud LOPES; FERREIRA, 2013, p. 80-
81).

Assim cai por terra a ideia de que a Matematica € algo estatico, pronto e
acabado, que surgiu sem nenhum propdsito e da maneira que a conhecemos na sala
de aula, sem utilidade ou aplicacdo pratica, distante da nossa realidade cotidiana.

Apropriando-se de um conhecimento historico mais profundo o professor teréa a
disposicdo mais que conhecimentos biograficos ilustrativos ou saber localizar o
contetdo no espacgo e no tempo, sendo capaz de permear 0s processos de criacao
da Matematica provendo aos alunos o acesso ao conhecimento. (BROLEZZI, 1991,
p.51).

Esse conhecimento possibilita ainda, ao professor prever erros e compreender
as dificuldades dos alunos, considerando que um objeto matematico que a
humanidade construiu ao longo de muito tempo, certamente levara um bom tempo
para ser assimilado pelo estudante.

Berlinghoff e Gouvéa (2008, p. 3), destacam que saber como as dificuldades

com certos conteldos matematicos foram superadas ao longo da histéria permite ao
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professor definir estratégias para que o0s estudantes consigam superar esses
obstaculos.

Dessa forma, a apresentacdo do conteido matematico atrelado ao seu
desenvolvimento histérico € uma O6tima estratégia pedagogica, pois possibilita ao
professor prever erros e compreender as dificuldades dos alunos, além de quebrar o
paradigma de que a Matemética € destinada a um grupo seleto e que seus conteudos
surgiram da forma como conhecemos, sem sentido e desprovida de utilidade.

Portanto, a Historia da Mateméatica é uma ferramenta metodolégica capaz de
motivar e despertar a curiosidade, o interesse e o envolvimento do aluno pelo estudo
do conteudo abordado, uma vez que a contextualizacdo histérica do conteudo
matematico em pauta mostra que o0 mesmo surgiu com um propoésito, como fruto da
contribuicdo de diversas pessoas e povos em diferentes épocas, e possui uma

aplicagéo pratica no cotidiano desse estudante.

3.1.2 A Evolucéao Histérica do Conceito de Funcao

Em todos os campos da Matematica, bem como em outras ciéncias, € notéria
a necessidade de trabalhar com diversas representacdes para facilitar a compreensao
e a construcado do conhecimento a cerca do objeto de estudo, estabelecendo assim
uma comunicacao mais efetiva. O estudo das funcdes apresenta, de forma explicita,
uma grande diversidade dessas caracteristicas, uma vez que uma funcdo pode ser
representa na forma algébrica ou grafica, e também por meio de tabelas e graficos.

O PCN-+ reforca que

“O estudo de fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias necessarias para expressar a relacdo entre
grandezas e modelar situa¢des-problema, construindo modelos descritivos
de fendbmenos e permitindo varias conexdes dentro e fora da Matematica”
(BRASIL, 2002, p.121).

O estudo do conteddo Funcdo € de fundamental importancia para a
Matematica, bem como para outros campos do conhecimento, uma vez qua ela
apresenta uma riqueza de linguagens e representacdes possibilitando modelar,
equacionar, representar e solucionar os mais diversos problemas. Mas como surgiu e
como ocorreu o processo histérico evolutivo do conceito de Funcéo?

Embora ndo exista um consenso entre varios autores em relacdo ao periodo

em que surgiu o conceito de funcdo, sabe-se que ele foi originado a partir da
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necessidade e busca do homem em compreender e descrever fendbmenos naturais,
bem como na tentativa de solucionar problemas do cotidiano.

Ao tratar sobre o desenvolvimento do conceito de funcdo Sa, Souza e Silva
(2003, p.1) destacam que "quando o homem levado pela necessidade, passou a
associar uma pedra a cada animal visando ao controle de seu rebanho, poderiamos
encarar essa relacao de dependéncia entre as pedras e 0s animais como uma relagéo
funcional".

Para conhecer a quantidade de animais que havia no rebanho, os pastores
utilizavam pedrinhas e um saco, colocando nesse uma pedrinha para representar
cada ovelha que saia a pastar. A noite, ele retirava uma pedrinha do saco, cada vez
gue uma ovelha entrava no cercado.

Conforme Ifrah (2005):

Tudo comecou com este artificio conhecido como correspondéncia um a um,
gue confere, mesmo aos espiritos mais desprovidos, a possibilidade de
comparar com facilidade duas colecdes de seres ou de objetos, da mesma
natureza ou ndo, sem ter de recorrer a contagem abstrata. (IFRAH, 2005,
p.25)

Esse método de relacionar ou associar demonstra a intuicdo de unicidade, onde
0 processo de contagem é realizado por meio da correspondéncia entre objetos, que
relaciona um conjunto de pedras com um conjunto de animais, 0 que evidencia a
existéncia de uma nocéao de funcionalidade.

Esse provavel método de contagem estava baseado em algum método simples
gue utilizava o principio de correspondéncia biunivoca, dessa forma, nessa época, o
conceito de funcdo tem suas origens no surgimento do conceito do namero.
(VAZQUEZ; REY; BOUBEE, 2008, apud MACIEL, 2011, p. 10).

Zuffi (2016) afirma que:

"Podemos encontrar este 'instinto de funcionalidade', que precede uma ideia
mais geral de func¢éo, desde cerca de 2000 A.C., em célculos babilénicos com
tabelas sexagesimais de quadrados e de raizes quadradas, podendo ser
tomadas como “fun¢des tabuladas”, destinadas a um fim pratico". (ZUFFI,
2016, p. 2)
Aos babilénios também é atribuida a construcdo de tabelas em argila, "onde
para cada valor na primeira coluna havia um nimero na segunda, que era o resultado
da multiplicacdo do nimero da primeira por uma constante”. (SA, SOUZA e SILVA,

2003, p. 125)
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Essa ideia de dependéncia, encontrada nessas tabelas demonstra a existéncia,
mesmo de forma rudimentar, da ideia do conceito de funcédo. Guimardes (2010)
assegura que "ndo é prudente supor que o conceito de funcdo ja estava sendo
formado [...] 0 que podemos afirmar é que o instinto de funcionalidade ja se fazia util,
presente e necessario ha muitos séculos". (GUIMARAES, 2010, p. 21)

Segundo Boyer (1974, p. 193), durante o periodo da Idade Média, "Nicole
Oresme (1323-1382), mateméatico francés, desenvolveu a teoria das latitudes e
longitudes, para descrever diferentes graus de intensidade das variaveis velocidade e
tempo relacionados durante 0 movimento de um corpo que se desloca com aceleracao
constante” (BOYER, 1974, p. 193 apud MAGARINUS, 2013, p. 16), o autor afirma
ainda que "os termos latitude e longitude, sdo equivalentes a nossa ordenada e
abscissa". (BOYER, 1996, p. 181 apud BUENO; VIALI, 2009, p. 39)

De acordo com S4, Souza e Silva (2003, p. 127), no século XVI, ocorreu intenso
avanco na Algebra, quando Francois Viéte (1540-1630) inicia os estudos baseados
em parametros e variaveis, denominada légica speciosa. Maciel (2011) corrobora
com essa ideia ao asseverar que

"Viéte (1540-1603) contribuiu fortemente para o avanco da Algebra em seu
trabalho In artem, no qual o desenvolvimento do simbolismo algébrico foi
fortemente influenciado. Nesse texto, o francés introduziu a préatica de se

utilizarem vogais para representar incognitas e consoantes para a
representacdo de valores constantes". (MACIEL, 2011, p. 12-13)

Conforme EVES (2004), antes da notacdo de Viéte, utilizava-se letras ou
simbolos diferentes para representar as poténcias de uma mesma quantidade. Dessa
forma, "o que se indica hoje por X, X2 e X3 era expresso por Viéte como A, A
guadratum e A cubum”. (EVES, 2004 apud MACIEL, 2011, p. 13)

Mendes (1994) destaca que Galileu Galilei (1564-1642) utilizou a matematica
para modelar os fenbmenos da natureza, modelando relacdes de variaveis
interdependentes, para entender a como ocorriam o0s fenémenos, objetivando
descrever mudancas da natureza e que o estudo de movimento originou 0s conceitos
de relacdo entre variaveis e o de funcéo ou, embora Galileu ndo tenha formalizado o
conceito de funcédo (MENDES, 1994, p. 21-22 apud SA; SOUZA; SILVA, 2003, p.127).

Zuffi (2016, p. 3), cita que "Galileu Galilei (1564-1642) contribuiu para a
evolucao da ideia de funcéo, ao introduzir o quantitativo nas suas representacoes
gréficas. Conforme Monna (1972, p. 58, apud BUENO; VIALI, 2009, p. 40) “Descartes,
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com sua aplicacdo de métodos algébricos a geometria, abriu 0 caminho para a
introducdo da nocao de funcdo que, gradualmente, se desenvolveu até sua forma
moderna”.

Bueno e Viali (2009) asseguram que

"A introducdo de funcgbes escritas através de equacgdes iniciou uma
verdadeira revolucdo no estudo de matematica. O uso de expressbes
analiticas, regidas por operacdes e relacdes especificas, introduzido,
independentemente, por Pierre Fermat (1601-1665) e René Descartes,
originou caracteristicas especificas do estudo do tema. Proveniente da
algebra aplicada a geometria, essa nova forma de representar as funcdes
logo se estendeu a outras areas da Matematica e, especialmente, ao
desenvolvimento do calculo diferencial e integral". (BUENO; VIALI, 2009, p.
40)

No século XVIII o Problema da Corda Vibrante, mexeu com o raciocinio dos
matematicos da época e influenciou na reformulac&o do conceito de fungéo, ja que na
época nao era comum a representacao de uma funcéo por meio de uma expressao
analitica, definida por uma série de poténcias, para solucionar problemas da
matematica aplicada ao conceito relacionado a dependéncia funcional. (CORREIA,
1999, MACIEL, 2011, p. 15).

Em Mendes (1994) encontramos a definicdo que Fourrier deu a funcéo:

"Acima de tudo deve ser destacado que a funcéo f(x), para a qual esta prova
se aplica, é inteiramente arbitraria, e ndo sujeita a uma lei de continuidade...
Em geral, a funcéo f(x) representa uma sucesséo de valores que séo dados
a abscissa x, e existe um nimero igual de ordenadas f(x)... NOs hdo supomos
estas ordenadas sujeitas a uma lei comum: elas se sucedem de qualquer
maneira que seja e cada uma delas é dada como se fosse uma quantidade
anica". (MENDES, 1994, p. 40, apud, SA, SOUZA e SILVA, 2003, p. 132)

No final do século XVIII, surgiram muitos absurdos e contradicbes na
Matematica, evidenciando que era essencial buscar uma fundamentacéao rigorosa da
analise, para formalizar e fundamentar a Matematica. Dessa forma, a ideia de funcao
precisou ser cuidadosa e claramente estabelecida, com as nocbes de limite,
continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade, provendo o surgimento da Analise
Matematica que tinha como objeto de estudo as funcdes.

No século XIX Peter Gustav Lejune Dirichlet (1805-1859), contemporaneo de
Cauchy, destacou-se, ao propor uma fungédo que ficou conhecida como "funcéo de
Dirichlet":

Fe ={

a, se x racional;

. ) coma # b, a e b constantes.
b, se x irracional;
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Segundo Kliner (1989) a funcao de Dirichlet ndo poderia ser escrita como uma
série de Fourier, nem representada por uma expressao analitica ou por uma curva
feita a mao livre. Ela foi o primeiro exemplo de funcéo descontinua em todos os pontos
da funcéo; e a primeira funcdo com restricdo explicita do dominio num intervalo
(KLEINER, 1989, p.292 apud MACIEL, 2011 p. 19).

O conceito de Funcao foi construido de forma lenta, durante um longo periodo
de tempo, como fruto da contribuicdo de varios autores, mas esse conceito comeca a
tomar consisténcia em um periodo recente. Esse fato esta explicito no quadro sinético,
a seguir, elaborado por S4, Souza e Silva (2003), que apresenta de forma organizada
e em ordem cronolégica, a contribuicdo de cada estudioso para o processo de
evolucgao do conceito de fungéo.

Quadro 1 - Quadro Sinético da Evolucédo do Conceito de Funcao.

(continua)
Autor Ano Contribuicéao
René Descartes | - Chegou a definir funcdo como qualquer poténcia de x, como
(1596-1650) x%,x3,... .
Isaac Newton - Introduziu o termo “varidvel independente”.
(1643-1727)
James Gregory | 1667 Na obra Vera Circuli et Hyperbolae Quadratura,

conceituou funcao sem utilizar a palavra propriamente dita:
“No6s chamamos uma quantidade x composta de outras
quantidades a, b,... se x resulta de a, b,.... pelas quatro
operacgdes elementares, por extracao de raizes ou por qualquer
outra operagao imaginavel”.

Gottfried Wilhelm | 1694 Empregou a palavra fungdo para designar quantidades
Von Leibniz geométricas que dependiam de um ponto em uma curva. E na
(1646-1716) obra Historia usou a palavra “fungdo” para representar

quantidades que dependem de uma variavel.
Jakob Bernoulli | 1694 Empregou a palavra fungdo como sendo: quantidades
(1654-1705) geométricas que dependiam de um ponto em uma curva.
Johann Bernoulli | 1718 Definiu da seguinte maneira: “fun¢do de uma magnitude

variavel a quantidade composta de alguma forma por esta
magnitude variavel e por constantes.

Leonhard Euler - Introduziu o simbolo f(x).
(1707-1783)
D’ Alembert - % . 9% o’y
Equacdo daonda: — =a—
(1717-1783) quag e~ Lo
Daniel Bernoulli | 1753 Tentativa de resposta para o problema da corda vibrante:

(1700-1782) nmx nmat

y(x, t) = z b,, sen—— cos—
n=1
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(concluséo)

Joseph-Louis 1797 | Na obra Théorie des Functions Analytiques, definiu: “Chama-
Lagrange se funcdo de uma ou de varias quantidades a toda expressdo de
(1736-1813) calculo na qual essas quantidades entrem de alguma maneira,
combinadas ou ndo com outras quantidades cujos valores séo
dados e invariaveis, enquanto que as quantidades da funcéo
podem receber todos os valores possiveis. Assim, nas funcbes
séo consideradas apenas as quantidades assumidas como
variaveis € ndo as constantes que aparecem combinadas a elas”
Joseph-Louis 1806 Lecons sur le calcul des functions:
Lagrange “Fungdes representavam diferentes operagdes que deviam ser
(1736-1813) realizadas em quantidades conhecidas para obterem-se valores
de quantidades desconhecidas, e estas quantidades
desconhecidas eram, propriamente, o Gltimo resultado do
calculo”.
Jean Baptiste 1822 | Afirmou em La théorie analytique de la chaleur que qualquer
Joseph Fourier funcéo poderia ser expressa por uma série trigonomeétrica da
(1768-1830) seguinte forma:
flx) = @+ z [an cos%+ bng
2 P l l
Benhard Bolzano | 1817 | Publicou Functionlehre onde conceituou continuidade muito
(1781-1848) proxima do conceito atual. Demonstrou o teorema do valor
medio
Augustin Louis | 1821 Em Cours d’analyse definiu fungdo: “Quando quantidades
Cauchy variaveis estdo ligadas entre si de tal forma que, o valor de
(1789-1857) uma delas sendo dado, pode-se determinar o valor das demais,
diz-se usualmente que estas quantidades sdo expressas por
meio de uma delas, que toma o nome de variavel
independente; e as outras quantidades expressas por meio da
variavel independente sdo o que chamamos de fungédo dessa
variavel”.
Definiu continuidade através de infinitésimos.
Peter Gustav - Demonstrou que nem todas as fungdes podem ser descritas
Lejune Dirichlet pelas serie de Fourier.
(1805-1859)
Peter Gustav 1837 Definiu funcdo como:

Lejune Dirichlet
(1805-1859)

“Se uma variavel y esta relacionada com uma variavel x de tal
modo que, sempre que é dado um valor numérico a x, existe
uma regra segundo a qual um valor Unico de y fica
determinado, entdo diz-se que y é funcdo da variavel
independente x”.

Nikolai
Lobatchesvsky
(1792-1856)

Definiu funcao:

“A concepgdo geral exige que uma fungdo de x seja chamada
de um namero que é dado para cada x e que muda
gradualmente com x. o valor da fung¢do pode ser dado ou por
uma expressao analitica, ou por uma condigdo que ofereca um
meio para testar todos 0s nimeros e selecionar um deles; ou
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finalmente, a dependéncia pode existir mas permanece

desconhecida”
Bernhard Riemann - Esclareceu os critérios de integrabilidade, e deu origem ao
(1826-1866) conceito de “integral de Riemann”.
Philipp Cantor - Desenvolveu a teoria dos conjuntos.
(1845-1918)
Karl Weierstrass - Definiu funcdo como uma série de poténcia juntamente com
(1815-1897) todas as que podem ser obtidas dela por prolongamento
analitico.
Giuseppe Peano - Definiu trés conceitos primitivos que o zero, o conceito de
(1858-1932) namero (inteiro ndo-negativo) e a relacdo de ser sucessor de,

0s quais, junto com cinco postulados, forneceram uma
construcdo rigorosa do conjunto dos nimeros naturais.
Nicolas Bourbaki | 1968 Em théorie des Ensembles conceituou funcao de duas
maneiras: “Sejam E e F dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma
relagdo entre uma variavel x de E' e uma variavel y de F é dita
uma relacdo funcional em y, ou relacdo funcional de E em F,
se qualquer que seja x*E, existe um e somente um elemento
yF que estejam associados a x na relacéo considerada.
Da-se 0 nome de fungéo a operagdo que desta forma associa a
todo o elemento x®E o elemento y®F que se encontra ligado a
x na relacdo dada; diz-se que y é o valor da funcéo para o
elemento x, e que a fungéo esta determinada pela relacéo
funcional considerada. Duas relag@es funcionais equivalentes
determinam a mesma fun¢do.” E “um certo subconjunto do

produto cartesiano AxB”.
Fonte: S4, Souza e Silva (2003, p. 136 a 139)

Conforme Guimaréaes (2010, p. 20) no século XIX notou-se que a definicdo de
funcdo apresentava diversas incoeréncias e limitacdes. A Teoria dos Conjuntos de
George Cantor, do final do século XIX, e a associacdo da funcdo as nocdes de
continuidade e de desenvolvimento em séries, ampliaram enormemente sua natureza
e seu significado, transformando o conceito de funcdo em uma das pedras angulares
da Matematica atual, sendo também utilizada para modelar fenbmenos naturais e

sociais.

3.2 Aspectos Matematicos da Bijecéo de Funcéo

Nesta subsecdo vamos nos deter no estudo de Fung¢do com énfase na Bijecao
de Funcdes, por meio da construcdo de definicdo, representacéo e da aplicacdo do
conceito de Funcdo. As referéncias utilizadas para enunciar e demonstrar 0s

principais resultados presentes nesta subsecdo foram: Alencar Filho (1980), Avila
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(1994), Campiteli e Campiteli (2006), Gerébnimo e Franco (2008), Lima (2014), Neri e
Cabral (2011).

3.2.1 Defini¢cao de Fungéo

Definigcdo 1. (Fung&o) Sejam A e B dois conjuntos n&o vazios. Uma funcao
f:A - B (Ié-se: fungéo f de A em B) € uma regra de associacao, ou relacdo, entre os
elementos de A e B onde a cada x € A associa um Unico elemento f(x) (Ié-se: f de
x) em B, dito imagem de x por f. (NERI; CABRAL, 2011, p. 6)

Dessa forma o conjunto A € denominado dominio da funcdo f:A—> B e
denotado por Dm(f); e o conjunto B € o contradominio, denominado por Cd(f).

Neste sentido Lima (2014) destaca que uma funcéo f: A - B é constituida por
trés partes: (a) Dominio: (conjunto A) conjunto onde a funcéo € definida (ou conjunto
de partida) (b) Contradominio: (conjunto B) conjunto onde a funcdo toma valores
(conjunto de chegada) e (c) Lei de correspondéncia, isto €, uma regra que permite
associar, de modo bem determinado, a cada elemento de x € A, um Unico elemento
f(x) € B. (LIMA, 2014, p. 13)

O autor lembra ainda que "ndo se deve confundir f com f(x): f é a funcao,
enquanto f(x) é o valor que a fungéo assume num ponto x do seu dominio” e menciona
duas condicfes sobre a natureza da regra ou lei de correspondéncia da funcéo:

a) N&o deve haver excecdes: a regra deve fornecer f(x) € B para todo x € 4;
b) Nao deve haver ambiguidades: a cada x € A, a regra deve fazer corresponder um
anico f(x) € B. (LIMA, 2014, p. 13)

Em outros termos, uma funcéo f: A — B € um tipo especial de relacdo de A em
B onde para cada elemento x € A corresponde um, e somente um, elemento y € B,
ou seja, ndo pode existir elemento do dominio (conjunto A) que ndo tenha imagem
(elemento correspondente em B) ou possua mais de uma imagem (em B).

E importante destacar que nem todo elemento de B é, necessariamente,
imagem de um elemento de A e, também, que elementos distintos de A podem ter a
mesma imagem.

Exemplo 1. Dados os conjuntos A = {m,n} e B = {5,6,7}. A relacdo de A e B dada
por f = {(m,5), (n,7)} é uma funcdo de A em B, porque, para todo elemento de A vale

a Definicao 1.
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Figura 1: Diagrama sagital da fungéo f

A B

Fonte: O autor

O diagrama sagital, também denominado diagrama de flechas, diagrama de
setas ou diagrama de Venn é um grafico utilizado para representar relacao entre
conjuntos. (KIELING, 2019, p. 45).

Exemplo 2. Sejam A = {5,6,7} e {a, b, c}. A relacdo de A em B dada por
f={G5,a),(5,c),(6,b),(7,c)} ndo é uma funcdo de A em B, porque f(5) =a,
f(5) =c¢ ea # c, 0que contraria a Definigdo 1. (b).

Dessa forma, podemos concluir que funcéo € toda relacdo de A em B, onde

cada elemento de A possui um unico elemento correspondente em B. Assim:
i) um elemento x € A, ndo pode ter mais de um elemento correspondente em B;
i) ndo pode existir elemento de A que nao tenha um elemento correspondente em B.

E importante destacar que, de acordo com a definicéo, para que uma relagéo
de A em B seja uma funcdo ndo depende da quantidade de elementos do conjunto A
ou do conjunto B, mas sim de que cada elemento do conjunto A tenha um, e um so6
elemento correspondente em B. Pode existir elementos do cojunto B que ndo possua

elementos de A associado a eles.

3.2.2 Fungcao Composta

Definicdo 2: Conforme Alencar Filho (1980): "sejam A, B, C trés conjuntos, distintos
ou ndo. Consideremos as duas funcdes f = (F,A,B) e g = (G,B,(C) tais que o

contradominio da primeira e o dominio da segunda coincidem".

Teorema 1. A relagdo composta go f = (G o F,A,C) de ge f € uma funcdo de A
em C. (ALENCAR FILHO, 1980, p. 265)
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Demonstracgéo :

Pela funcéo f, a todo elemento X € A corresponde o elemento Unico f(x) € B tal que
(x,f(x)) € F. Além disso, a todo elemento Y € B corresponde, pela funcéo g, o
elemento Gnico g(y) € C tal que (y,g(y)) € G. Portanto, em particular, ao elemento

y = f(x) € B correspode, pela fungdo g, o elemento unico g(f(x)) € C tal que
(f(x),g(f(x)))eG. Assim sendo, fazendo corresponder, diretamente, a todo

elemento x € A o0 elemento Unico g(f(x)) € G o F, resulta definida uma outra fungéo
geof=(GoF,AC) de A em C tal que (gof) (x)= g(f(x)) para todo x € 4,
denominada funcdo composta de g e f.

A figura a seguir ilustra a composicao da da funcdo f em g, isto €, a funcéo

compostade g e f:

Figura 2: Funcdo Compostade g e f

A B C

gof

Fonte: O autor

Simbolicamente temos: g o f = {(x, g(f (x))\x € A}; A, C}

De acordo com Alencar Filho (1980, p. 265) Composicdo de funcdo é a
operacao que associa a todo par ordenado da funcdo f = (F,A4,B) e g(G,B,(C), uma
determinada funcdo go f ={G o F, A, C}.

A composicao de funcéo pode também ser vizualizada conforme os diagramas

seguintes:

Figura 3: Visualiza¢des da composi¢éo de fungéo

f g

S \C | T
gef gof

Fonte: Alencar Filho (1972, p. 266)
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Dessa forma, podemos escrever a seguinte defini¢cao:

Definicdo 3: (Funcdo Composta) Sejam f:A - B e g:B — C funcdes tais que o
dominio de g é igual ao contradominio de f, denominamos Fun¢do Composta de f e
g a funcdo de f em g, indicada por g o f: A — C, e definida por
(gefHx) =g(f(x)), paratodox € R. (LIMA, 2014, p. 20)

Exemplo 3: Sejam A = {a,, a,, a3}, B = {by,b,bs,b,} € C = {c;,c,,} € as funcbes:
f ={(ay,by),(ay b,), (as, bs)} de Aem B; e g = {(by,c1), (b, 1), (b3, C3), (by, c;)} de B
em C.

A funcédo composta de f e g, cujanotacdo é g o f: A — C, pode ser representada

pela figura a seguir:

Figura 4: Representagéo da Fun¢do Composta g o f

Fonte: O autor.

Exemplo 4; Sendo f:R - R, tal que f(x) =2x e g:R - R, tal que g(x) = 3x?,

determine a funcdo composta de f e g.

Resolucéao:
De acordo com a Definigédo 4, a funcdo composta de f e g, definidapor g f: R - R,
tal que:
(go ) =g(f(x)) =32x)%* =3 4x*
Portanto: (g o f)(x) = g(f(x)) = 12x2
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Teorema 2: Sejam f:A—- B, g:C—->D e h:E - F funcdes tais que Im(f)c C e
Im(g) c E. Entao:
@ (g° N = g(f()),x € A.
(b) (hoeg)of =ho(gof) (Propriedade Associativa)
Demonstracao:
(@) Dado x € A, sejam y = f(x) e z = g(f(x)), entdo (x,y) € Gr(f) e (v,2) ¢
Gr(y).
Logo, pela Definicdo 6 , temos que (x,y) € Gr(g e f), ouseja, z=(go f)(x).
Portanto, (g o f)(x) = z = g(f (x)).
(b) Pelo item (a), para x € A, temos que
((hog)ofCx) = (ho (X)) = h(g(f(x)) = h(g o Hx) = ho(gefHX)
Portanto, ((heg)of=ho(gof).
Geralmente a propriedade comutativa ndo é valida na composigéo de funcéo,

como mostraremos no exemplo a seguir:

Exemplo 5: Sejam Sendo f: R — R, definida por f(x) = x + 3 e g: R - R, definida por

g(x) = 3x + 2. Dessa forma temos que:

) (gofN@)=g(fx)) =3x+3)+2=3x+9 +2

Assim, (go f)(x) =3x+ 11

Por outro lado,

(gef):R-R,dadapor (fog)(x)=f(g(x))=@x+2)+3=3x+2+3

(feg)(x) =3x+5

Dessaforma (geof)(0)=3(0)+11=0+11=>(geof)(0)=11e
(fe9)(0)=3(0)+5=(fo9)(0) =5

Portanto (g ° f)(0) # (f = g)(0)

3.2.3 Propriedades da Composicao de Funcbes

Propriedade 1: A composicao de funcéo é associativa, isto €,
ho(fog)=(hof)og.
Demonstracgéo:
((hog)of(x) = (ho (f(X)) = h(g(f (X)) = h(g o H(x) =ho(gef)X)
Portanto, ((heg)of =ho(geof). [ ]
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Propriedade 2 : A funcédo identidade (A c ReId: A — R,Id(x) = x) funciona como
um “elemento neutro” da composi¢éo, ou seja: para

frA->Reld:A—> A/ ldof=fold=f
Demonstracéo:

De fato, Id o f, f o Id e f ttm 0 mesmo dominio A e ainda:
[(1d) » f1(x) = 1d(f(x)) = f(x). Vx € Dm(f) e

[f o UD](x) = f(Id(x)) = f(x), Vx € Dm(f)
Logo,ldof =fold=f ]

3.2.4 Fungao Inversa

Definic&o 4. (Funcao Injetora) Uma fungéo f: A — B € denominada injetora quando
f(x1) = f(x2) = x1 = x5. V1, X, € A,
ou, equivalentemente, quando,
X1 # x; = f(xq) # f(x,) Vxq,x, € A.
(IEZZ1; MURAKAMI, 2013, p. 221).

Em outras palavras, a funcdo f:A — B é dita injetora ou injetiva, se dois
elementos diferentes quaisquer de A possuem imagens diferentes em B.

A funcéo f(x) = 2x é injetora, pois

flx) = f(xy) = 2x; = 2x5 = X1 = X3. VX1, X5 € R..

Por outro lado, f(x) = x2+ 1 ndo € injetora, pois tomando x, # x,, por exemplo

x; =—-1ex, =1, teremos
fGD)=fEED=D*+1=2 ef(x)=f(D=1)>*+1=2
Logo f(x1) = f(xz).

Note que, conforme a Definicdo 4, para elementos iguais do dominio temos
imagens iguais.
Exemplo 6: Prove que a fungdo afim f(x) =ax + b coma # 0, é injetora.
De fato, para todos x; e x, em R, temos
f(x1) = f(x,) ® ax; + b =ax, + b Adicionado —b, mebro a membro, vem
ax, = ax, © ax, —ax, =0  escrevendo a em evidéncia, temos
a(x; —x,)=0. Comoa+#0=x;—x,=0

Desse modo x; = x,.
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Portanto, a funcao afim f(x) =ax+b coma # 0, é injetora. =

E importante destacar que para determinar a injetividade de uma funcéo
devemos analisar seu dominio, pois a funcéo f: R — R, definida por f(x) = x2+ 1 ndo
€ injetora, mas se tivéssemos f:R* —» R, essa funcado seria injetora. Dessa forma

podemos concluir que o dominio determina a injetividade de uma fungéo.

Definicdo 5. (Funcao Sobrejetora) Uma funcdo f: A —» B € denominada sobrejetora,
se Im(f) =B, ou seja, para todo y € B existe x € A tal que f(x) =y. (IEZZI;
MURAKAMI, 2013, p. 220). Note que na Funcdo Sobrejetora o contradominio é igual
a imagem da funcéo.

Exemplo 7: Verifique se a fungdo f: R - R dada por f(x) = 2x — 3 é sobrejetora.
y+3

SejayeR. Sey =2x—3,entdo x = = Dessa forma temos que
_ y+3\ _ y+3 _

fe=r(7)=2(5)-3=v

Logo, f(x) =y

Portanto, a funcéo f € sobrejetora.

A funcao f:R — R, definida por f(x) = 2x2 ndo é sobrejetora, pois existe um
elemento y € R tal que, para todo x € R, temos f(x) # y, uma vez que para todo x €
R, temos f(x) = 0. Por outro lado, se f:R — R, afuncéo seria sobrejetora. Portanto,
€ por meio da andlise do contradominio de uma funcédo que podemos determinar a

sobrejetividade da mesma.

Teorema 3. Seja f: A —» B uma funcédo. Se existir g: B —» A tal que (f o g) = I, entdo
f € sobrejetora.
Demonstracao:
Seja y € B e escrevemos x = g(y), entao
fO=fgW)=( DM =5L0)=y.

Portanto, f € sobrejetora. m

Definicdo 6 (Funcao Bijetora). Uma fungéo f: A - B é denominada bijetora se for,

simulateneamente, injetora e sobrejetora. (KIELING, 2019, p. 85)
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Exemplo 8: A fungdo f: R — R, definida por f(x) = 2x3 é bijetora, pois cada numero
real do dominio, possui uma Unica imagem real no contradominio e o contradominio

é igual aimagem, Cd(f) = Im(f) = R.

Proposi¢cdo 1. Dados uma fungdo f:A4 — B e subconjuntos X,Y c A, valem as
seguintes propriedades:
O f&XUY) =700 UfE);
(i) f&XNY) =X N fE);
(i) XcY=fX c f);
(iv) f(9) = @.
Demonstracéo:
()Seye f(XUY), entdo existe x € X U Y tal que y = f(x).
SexeX,tem-sey€ f(X)e,casox €Y, tem-sey € f(Y). Emquaquer caso, y €
fF& U f(Y), logo f(XUY) c f(X) U f(Y).
Reciprocramente, seja z € f(X) U f(Y). Assim, z € f(X) ou z € f(Y). No primeiro
Caso, existe x € X tal que z = f(x). No segundo, existe y € Y tal que z = f(y).
Em qualquer caso, existe w € X U Y tal que z = f(w). Assim, z € f(X U Y),
mostrando que f(X) U f(Y) c f(X UY). As duas inclusdes provam a igualdade
desejada.
(i) Sey € f(X NY), entdo existe x € X N Y tal que y = f(x).
ComoxeXNY,entioxeXexeY,logoyef(X)eyef().
Portanto,y € f(X) N f(Y). m
(iii) Dado y € f(X), tem-se que existe x € X tal que y = f(x).
ComoXcY,temsequexeY, logoy=f(x)ef(Y). m
(iv) Suponha que (@) # @. Assim, existe ao manos um elemento y na imagem f (@)
De f. Logo existe x € @ tal que y = f(x). No entanto, como x € @ & impossivel,

Concluimos que f(@) =0. =

Definicdo 7. (Funcéo Inversa). Uma funcdo g:B - A é denominada inversa da
fungdo f:A - B quando gof =idy, € fog=1idg, OU Seja quando g € iversa a
esquerda e a direita para f, isto €, quando a funcao €, injetora e sobrejetora ao mesmo
tempo.

Com base no que foi anteriormente apresentado e na definicdo 6, podemos
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afirmar que uma funcao f: A — B possui iversa se, e somente se, f € bijetora.

Proprosicao 2. Sejaafuncédo f: A - B. Uma condicao necessaria e suficiete para que
a relacédo inversa de f, denominada por por f~1, seja uma funcdo de B em A:
f~1:B - A, é que f seja uma funcéo bijetora.

Demosntracéo:

|. Provemos que, se f~1 é uma funcéo, entdo a funcéo f: A — B é bijetora.

(a) Sejam x4, x, € A, tais que f(x;) =y = f(x,). Entdo (x,y) € f e (x5, y) € f e, dai,
(y,x;) € f~re (y,x,) € f71. Como f~! é uma funcdo, podemos escrever

x1 = f"Y(y) ex, =f"1(y). Desse modo f~1(y) é Unico, e x; = x,. Portanto, a funcdo
f éinjetora.

(b) Sejay € B. Como f~! é uma fungdo de B em A, existe x € A tal que f~1(y) = x e,
assim, f(x) = y. Portanto, f é sobrejetora.

Il. Provemos que, se, f é bijetora, entdo f~! é uma funcéo.

(a) Como f é sobrejetora, dado y € B, existe x € A tal que f(x) = y e, portanto, (y,x) €
f~1. Desse modo Dm(f~1) = B.

(b) Seja y € B e suponhamos (y,x;) € f~! e (y,x,) € f~L. Entdo (x;,y) Ef e
(x,,y) € f ou considerando-se que f € uma funcgéo, temos f(x;) =y = f(x,). Como
f é injetora, conclui-se dessas igualdades que x; = x,. ISSO mostra que, para cada
y € B, existe um Unico elemento x tal que (y,x) € f~1. De (a) e (b) segue que f~1 é

uma funcdo de A em B, representada por f"1:B > A. =

Exemplo 9: Seja f: R - R, definida por f(x) = 2x + 1 uma funcéo bijetora, determine
afuncéo 1, inversa de f.
fr={o0) eR\xy) €f={(yx) eR\y =2x+1}} =

= {(x,y) R\ x =2y + 1} = {(x,)) e R\ y =2}

2

Portanto, f~1 é uma funcédo de R — R, inversa de f, dada pela lei f~1(x) = xz;l

Definicdo 8. (Funcédo Idéntica). Dado um conjunto A ndo-vazio (A # @), chama-se
funcao idéntica de A a funcdo iy: A —» A dada pela lei iy(x) = x, para todo x € A.
Note que para cada A existe uma fungéo idéntica i, e, ainda que, se

A + B = i, # ig, por terem diferentes dominios.
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3.2.5 Propriedades da Funcéo Injetora

Propriedade 1. Emtoda funcdo f:A — B injetora, temos que
f(X-Y) = f(X)— f(Y) para quaisquer X, Y contidos em A.

Demonstracéo:

Consideret € f(X —=Y).

Como f(X—-Y)={beB;b=f(a),a€eX—-YC A},

logoteB;t=f(x),xeEX-Y >teB;t=f(x),xeXexeV.

Nada impede que 3y € Y; f(y) = t. Mas como t € injetora, temos que flx)=
t=f)=>x=y.

Assim,t =f(x)e f(X) et =f(x)¢f(Y).Logote f(X)—f().

Portanto se afungdo f: A - B é injetiva, entdo f (X — Y) = f(X) — f(Y) para quaisquer

X, Y contidos em A.

Propriedade 2. A funcéo f: A — B € injetora, se somente se,

f(A—X)=f(A)— f(X) paratodo X C A

Demonstracao:

(i) Tomando t € f € f(A) — f(X), onde f(A) ={beB;b=f(x),xeA} e{beB;b=
f(x),x e XCA}
Logotef(A)et¢f(X)>teB;t=f(a),ondeacAea¢X=>teB;t=f(a)
AssimaeceAdeag¢X>teB;t=f(a), ondeaceA—X

Dessa forma, f(A) —f(X)={beB;b=f(x) eA—XC A}.

Propriedade 3. A composta de duas funcdes injetoras também € injetora.
Se as fungbes f: A —» B e g: B = C séo injetoras, entdo a fungdo composta

ge f:A— C também é injetora.

Demonstracao:
Sejam x e y dois elementos de A tais que (g o f)(x) = (g o f)(y). Vamos demonstrar
que x = y. Com efeito, temos g(f(x)) = g(f(»)), e como g € injetora, segue-se que

f(x) = f(y), donde, por ser f injetora, x = y. Portanto, a funcéo g o f € injetora.
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Propriedade 4.

Sejam f:A - B e g:B - C duas fungcbes e go f: A —» C a funcdo composta de g e f.
Entdo se e g o f € injetora, g também é injetora.

Demonstracéo:

Sejam x e y dois elementos de tais que f(x) = f(y). Vamos demonstrar que x = y.
Com efeito, por ser g uma fungdo, temos g(f(x)) = g(f(»)) ou (gof)(x) =

(g ° f)(y), donde, por ser g o f injetora, x = y. Logo, a funcéo f é injetora.

3.2.6 Propriedades da Func¢ao Sobrejetora

Propriedade 1. A composta de duas funcdes sobrejetoras também é sobrejetora.

Se as funcdes f:A—> B e g:B — C sao sobrejetoras, entdo a fungcdo composta
gof:A— Ctambém é sobrejetora.

Demonstracéo:

Seja z um elemento qualquer de €. Como g € sobrejetora, existe, a0 menos, um
elemento y € B tal que g(y) = z. Analogamente, sendo f sobrejetora, existe, ao
menos, um elemento x € A tal que f(x) = y. Logo, temos:

(g° ) =g(f(x)) = g(y) = z . Portanto, a fungéio composta g o f é sobrejetora.

Propriedade 2.

Sejam f:A—- B e g:B - C duas funcdes e go f: A - C a fungdo composta de g e f.
Entéo se e g o f é sobrejetora, g também é sobrejetora.

Demonstracao:

Seja z um elemento qualquer de C. Vamos demonstrar que existe y € B tal que g(y) =
z. Com efeito, sendo g o f sobrejetora, existe, ao menos, um elemento x € A tal que
(g° f)(x) =z, ou seja, tal que g(f(x)) = z. Denotando por y o elemento f(x) € B,

vem que g(y) = z. Logo, a funcéo g é sobrejetora.

3.2.7 Propriedades da Funcdo Bijetora

Propriedade 1. A composta de duas funcdes bijetoras também é bijetora.
Se as fungdes f: A - B e g: B = C sao bijetoras, entédo a fungdo composta go f: 4 —

C também é bijetora.
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Demonstracgéo:

Com efeito, as funcdes f e g, sendo bijetoras, s&o ao mesmo tempo sobrejetoras e
injetoras. Como a composta de duas fun¢des sobrejetoras também é sobrejetora e a
composta de duas fungdes injetoras também € injetora. Portanto, a composta g o f

também é simultemente sobrejetora e injetora, ou seja, bijetora.

Propriedade 2.
Qualquer que seja a funcéo bijetora f: A - B, as compostas f"1 = f:A—»>Ade f~ 1=
f:B — B sao, respectivamente, iguais as funcdes idénticas A e B:

fleof=1a e fTlof =1

Figura 5: Representacao da propriedade 2 da funcao bijetora

lof"

Fonte: Alencar Filho (1980, p. 273).

Demonstracao:
Seja x um elmento qualquer de A e y € B asuaimagem pela f, isto &, f (x) = y, donde,
pela definicdo de funcéo inversa, f~1(y) = x.
Portanto:

FoN@=Ff0))=f10) =x= 1K)

F e NG =) =0 =y =1()
0 que demonstra as igualdades flof =1, e flof =1
Em particular, se f € uma funcéo bijetora de A em A, ou seja, se f € uma permutacao
de A(f € P,), temos:

flof=li=ff"

Propriedade 3.
Se f:A— B e g:B — C sao duas func¢les tais que as compostas gef:A—> A e fo
g: B = B séo, respectivamente, iguais as fungbes idénticasde Ae B: gof =1, e f o

g = Iz, entdo as funcgdes f e g sdo bijetoras.
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Demonstracgéo:

Como I, é bijetora, entdo g o f também é bijetora. Logo pela Propriedade 1 (da fungéo
bijetora) a funcéo f € injetora e g é sobrejetora.

Analogamente, como Iz € bijetora, entdo fog também é bijetora. Logo pela
Propriedade 1 (da func¢do bijetora), a funcao f € sobrejetora e a fungéo g é injetora.
Assim sendo, f e g sdo simultaneamente sobrejetoras e injetoras, isto é, f e g sédo
bijetoras.

Propriedade 4.

Se as fungbes f: A - B e g: B - C sao bijetoras, entdo a fungéo inversa de ge
f:A —= C existe e & a composta das fungdes inversas de

fegi(gef)'=flog™

Demonstracéo:

Como a composta de duas funcdes bijetoras é bijetora (Propriedade 1), gof é

bijetora, e, portanto, existe a sua inversa (g o f)™!.

Figura 6: Representacdo da Propriedade 4 da funcédo bijetora

Fonte: Alencar Filho (1980, p. 274).

Por outra parte, como as funcdes (geo f)"t e f71o g™ tém o mesmo dominio — o
conjunto C, o mesm contradominio — o conjunto A, para estabelecer que elas sdo
iguais, basta mostar que é:
G N7 @D =g, Vxel
Realmente, temos:
x=(@eN'@De @ NW=2zg9(fl)=zef)=9"@ <
x=f"Yg'(2))=(og™)(z)  Alencar Filho (1980, p. 274)
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Propriedade 5.

Toda fungdo afim f: R — R, definida por f(x) = ax + b € uma funcgéo bijetora.
Demonstracéo:

Consideremos a funcdo f: R - R uma funcao afim definida por f(x) = ax + b.
Vamos inicialmente provar que ela e uma funcéo injetora.

De fato, para todos X; e X, em R, temos f(X,) =f(X,)) e aX;+b=aX, +b &
aX, =aX, ©aX; —aX, =0 a(X; — X,) =0.

Como a(X; —X,) =10, com a # 0, entdo X; — X, =0 e portanto, X; = X,. Logo a
funcdo afim f(x) = ax + b e injetora.

Provaremos agora que a funcdo f: R - R sendo uma funcao afim definida por f(x) =
ax + b é sobrejetora.

De fato, pois dado y € R, exibiremos x € R tal que f(x) = y. Sey € Rentdo: ax + b =
y = ax =y — b, assimtemos x = %

Substituindo x = % na funcdo f(x) = ax + b, temos:

f(x)=a(?)+b=y—b+b:>f(x)=y.
Logo f(x) = ax + b € sobrejetora.
Dessde modo, f(x) = ax + b é injetora e sobrejetora.
Portanto, f(x) = ax + b € uma funcgéo bijetora.
E importante destacar que existem funcBes que ndo sdo sobrejetoras nem
injetoras. Um exemplo disso é a fungdo f: R — R, definida por f(x) = |x|, pois
l) para y € R%, ndo existe x € Rtal que y = |x|, portanto f ndo é sobrejetora;
Il) existem x; € x, € R, e opostos, isto €, x; = —x,, tais que |x,| = |x,|. Como x, #

X3 = f(xq) # f(x,), logo f néo é injetora.

3.2.8 Reconhecimento do tipo de Func¢éo a partir do seu Grafico
Para reconhecer, por meio de uma representacao grafica, no plano cartesiano,
se uma funcdo f de A em B (f:A — B) é injetora, sobrejetora ou bijetora, so
precisamos tracar retas paralelas ao eixo x e, em seguida, verificar a quantidade de
retas e o numero de pontos de interseccdo dessas retas com o grafico da funcao.
Desse modo, dada a fungéo f: A — B, tracam-se retas horizontais (0,y) com
y € B:

1°) se nenhuma reta corta o grafico mais de uma vez, entdo f € injetora.



50

2°) se toda reta corta o gréfico, entdo f é sobrejetora.

39) se toda reta corta o grafico em um s6 ponto, entdo f é bijetora.

3.2.9 Conjuntos Finitos, Enumeraveis e Ndo-enumeraveis

Seja I,, 0 conjunto dos nameros naturais de 1 até n, ou seja, I, = {1, 2, ...,n}.
Mais precisamente, dado n € N, temos
L, ={peN;1<p< n}.

Definicdo 9. (Conjunto finito). Um conjunto X chama-se finito quando é vazio ou
guando existe, para algum n € N, uma bijecdo f:1,, = X. (LIMA, 2014, p. 42)

Se o conjunto X é vazio, ele tem zero elementos, quando esse conjunto é finito
e néo vazio ele possui n elementos.

Lima (2014, p. 43) afirma que: uma bijecao f:I, — X significa uma contagem
dos elementos de X. Pondo f(1) =x;, f(2) =x,,..,f(n) = x, = x,, temos X =

{x1, x5, ...,x,}, que é a representacao ordinaria de um conjunto finito.

Teorema 4. Se X € um conjunto finito entdo todo subconjunto Y c X é finito. O
numero de elementos de Y ndo excede o de X e sO é igual quando Y = X. (LIMA, 2014,
p. 44)

Demonstracao:

Vamos provar que X = I,,, 0 que torna verdadeiro o teorema X.

Para n = 1, as Unicas partes de I; sdo @ e I,. Supondo o teorema demonstrado para
I, e considerando um subconjunto Y c I,,,,. Dessa forma se Y c I,, entdo, pela
hipétese de inducdo, Y sera um conjunto finito cujo nimero de elementos <n e,
portanto, < n+ 1. Se porém, n+ 1 €Y entdo Y — {n + 1} c I, e consequentemente
(salvo no caso trivial Y = {n + 1}) existe uma bije¢éo f:I, - Y — {n + 1}, com p < n.
Definiremos entdo uma bijecdo g:1,,; =Y, pondo g(x)=f(x) para x€l, e
glp+1) =n+ 1. Segue que Y é finito e seu numero de lementos ndo excede p + 1.
Como p <n, temos p+1<n+1. Como ndo pode existir bijecdo f:X - Y de um
conjunto finito X sobre uma parte prérpria Y c X, logo se Y c I,, tem n elementos,

entdo X = I,. ]
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Corolario 1. Seja f: X — Y uma funcéo injetiva. Se Y for finito entdo X também sera.
Além disso, o numero de elementos de X ndo excede o de Y. (LIMA, 2014, p. 45)
Demosntracéo:

A funcéo f define uma bijecao de X sobre sua imagem f(X). Como a imagem f(X) é
uma parte do conjunto Y, segue do Teorema 4 que X é finito, com numero de

elementos que ndo excede o de'Y. ]

Corolario 2. Seja g: X —» Y uma func@o sobrejetiva. Se X for finito entdo Y também
seré finito. Além disso, o numero de elementos de Y ndo excede o de X. (LIMA, 2014,
p. 45)

Demonstracéo:

Como a funcédo g: X — Y é sobrejetiva, ela possui inversa a esquerda, ou seja, existe
uma funcéo f:Y - X tal que g o f = idy. LOgo g € inversa a esquerda de f. Portanto,
f € uma funcéo injetiva de Y no conjunto finito X. Segue do Corolario 1 que Y é finito

e seu numero de elementos nao excede o de X. [

Teorema 5. Seja A c I,,. Se existir uma bijecéo f: 1, —» A, entdo A = I,,. (LIMA, 2014,
43)

Demonstragéo:

Usaremos indugédo em n. O resultado é dbvio para n = 1. Suponha que ele seja valido
para um certo n e considere uma bije¢do f:I,,; = A. Ponhamos a = f(n+1). A
restricao de f a I, fornece uma bijecdo f':I, » A —{a}. Se tivermos A —{a} c I,
entdo pela hipétese de indugédo, concluiremos que A —f{a} =1,, donde a=n+1 e
A=1,,,. Se, porém, ndo for A — {a} c I,,, entdo deve-se ter n + 1 € A — {a}. Neste
caso, existe p € I,,,; tal que f(p) =n+ 1. Entdo definiremos uma nova bijecédo
gilps1 = A pondo g(x) =f(x)sex#pex#n+1, enquanto g(p) =a, gln+1) =
n+ 1. Agora, a restricdo de g a I, nos dara uma bijecdo g':I, > A—{n+1}.
Evidentemente, A — {n + 1} c I,,. Logo, pela hip6tese de indugéo, A —{n+ 1} =1,

donde A =1,,,,. ]

Coroléario 1. Se existir uma bijecdo f:1I,, - I, entdo m = n. Consequentemente, se
existem duas bije¢cdes Y: I, = X e Y: I, = X, deve-se ter m = n. (LIMA, 2014, 43).

Demosntracgéo:
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Supondo que m <n, entéo I,, c I,,. Tomando-se A =1,, no Teorema 5, obtemos

L, = I, e, portanto m = n. [

Coroléario 2. Nao pode existir uma bijecdo f: X — Y de um conjunto finito X sobre uma
parte propriaY c X. (LIMA, 2014, 44).

Demonstracéo:

De fato, sendo X finito, existe uma bijecédo ¢:I, - X. Seja A = ¢~ 1(Y). Entdo A é uma

parte propria de I,, e a restricdo de ¢ a A fornece uma bijecdo ¢':A - Y.

X f » Y
A A
¢ @’

. |
I > A

A composicdo g = (¢") 1o f o @: 1, » A seria entdo uma bijecdo de I,, sobre uma parte

prépria de A, o que contraria 0 Teorema 5. Logo nao existe a bijecao f. ]

Definicdo 10. (Conjunto Infinito). Um conjunto X € infinito se, e somente se, existe
uma bijecdo f: X — Y, X sobre uma parte propria Y c X. (LIMA, 2014, 49).
Demonstracao:

Considerando que f: X — Y € uma bije¢éo, conclui-se pelo colorario 2 do Teorema
5, que X sera infinito.

Definicdo 10.1. (Conjunto Infinito). Um conjunto X é dito infinito quando néo é finito.
Isto €, se X ndo é vazio e ndo importando qual seja n € N, ndo existe bijecéo f: 1, —»
X. (DANTAS, 2021, p. 35).

Borges (2015, p. 39) destaca que: "podemos dizer que conjuntos infinitos sao
aqueles que nao conseguimos "contar' todos seus elementos um a um, néo

conseguimos associar a quantidade de seus elementos a um namero natural”.

Exemplo 10: O conjunto N dos nimeros naturais € infinito, pois dada qualquer fungéo

f:1, = N, ndo importando qual n se fixou, podemos tomar
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k=f1)+f@2)+ -+ f(n). Como paratodo x € I,,, tem-se f(x) < k, logo ndo existe
x € I, tal que f(x) = k. Assim, f ndo pode ser sobrejetiva. Portanto, f:1, —» N ndo é
uma bijecéo e, podemos concluir que o conjunto N do numeros naturais € infinito.
Em Dourado (2015) temos a seguinte definicdo para conjunto infinito:
Defini¢cdo 10.2. (Conjunto infinito). Um conjunto A é infinito se, e somente se, existir
um subconjunto préprio de B de A e uma correspondéncia um um-a-um entre A e B;

e o0 conjunto A seré finito se ndo for infinito. (DOURADO, 2015, p. 42).

Exemplo 11: O conjunto dos nimeros naturais N = {0, 1, 2, 3, ... } € um conjunto infinito
pois se tomarmos, por exemplo, o conjunto dos ndameros naturais pares P =
{0,2,4,6, ...}, que € um subconjunto préprio dos niUmeros naturais, é possivel verificar
a existéncia de uma correspondéncia um-a-um, (correspondéncia bijetiva), dada pelo
dobro entre o conjunto dos nimeros naturais e o conjunto dos nimeros naturais pares,

conforme a figura a seguir:

Figura 7. Correspondéncia bijetiva entre os niUmeros naturais e 0s niUmeros naturais pares
0o 1 2 3 5
0 2 4 6

10
Fonte: Dourado, 2015 (Adaptado).

NuUmeros naturais:

|

2

0 «—p>

6
NuUmeros naturais pares: 1

Note que o conjunto P dos nimeros naturais pares € um suconjunto préprio do
conjunto N dos nimeros naturais, isto € IP c N, no entanto existe uma funcao bijetora
f:N - P, definida por f(x) = 2x, que faz corresponder (um a um) cada numero natural

ao seu dobro. Portanto, o conjunto N dos nimeros naturais € infinito.

Definicdo 11. (Conjunto Enumeravel). Um conjunto X € enumeravel quando é finito
ou existe uma bijecdo f:N — X. No segundo caso, X € um conjunto infinito e
enumeravel e, pondo-se x; =f(1), x,=f(2),...x,=f(n),.., tem-se
X = {x,%x3, ..., xp, ... } . Cada bijecdo f: N - X chama-se enumeragédo (dos elementos)
de X. (LIMA, 2014, p. 48).

Exemplo 12: O conjunto I dos numeros naturais impares € infinito e enumeravel. Pois

afuncéo f:N — I, definida por f(n) = 2n + 1 é uma bijec@o, uma vez que ela associa
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a cada elemento do conjunto N dos numeros naturais um elemento distinto do conjunto

dos numeros naturais impares, e vice-versa, conforme indica a figura a seguir:

Figura 8: Correspondéncia bijetiva entre os niUmeros naturais e 0s nimeros naturais impares

NUmeros naturais: 0 1I 2I 3 4I 5 6I f
NUmeros naturaisimpares: 1 3 5 7 9 11 13 ...2n+1...

Fonte: Dourado, 2015 (Adaptado)

A Figura 8 indica que h& uma correspondéncia um-a-um entre os elementos
dos dois conjuntos.
Proposicéo 3: O conjunto dos numeros naturais impares € enumeravel.
Demonstracéo:
Sejal={2n+1, ne N} ={1,3,5,7,...}, 0 conjunto dos nimeros naturais impares e
N ={0,1,2,3, ...}, 0 conjunto dos nimeros naturais, provemos que a funcdo f:N — I
é bijetora. Assimtomando f(0) =1, f(1)=3,f(2)=5,f3) =7, .., f(n) =2n+1.E
facil notar que cada elemento n € N, esta associado a um elemento 2n + 1, do
conjunto dos naturais impares, dessa forma a funcdo f:N — I, definida por
(n) =2n+1 é bijetora. Portanto, o conjunto dos nimeros naturais impares é

enumeravel. [

Teorema 6. Todo subconjunto X c N € enumeravel. (Dantas, 2021, p. 42)
Demonstracao: Se X é finito, nada ha para demonstrar. Caso contrario, enumeramos
os elementos de X pondo x; = menor elemento de X, e supondo definidos x; < x, <
o < x,, escrevemos A, =X —{x;, x5,..,x,}, sendo A, # @, pois X é infinito,
definimos x,., = menor elemento de 4,,. Entdo X = {x;, x,, ..., x,, ... }. Com efeito, se
existisse algum elemento x € X diferente de todos os elementos x,,, teriamos x € 4,,
paratodo n € N.

Logo x seria um namero natural maior do que todos os elementos do conjunto infinito

{x,, x5, ...,x,,...}, contrariando o Corolario 1 do Teorema 5. |

7

Corolario 1 O conjunto dos numeros primos € infinito e enumeravel, pois € um

subconjunto dos naturais.
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Teorema 7. Todo conjunto infinito X contém um subconjunto infinito enumeravel.
(LIMA, 2014, p. 48)

Demonstracéo:

Basta definir uma funcéo injetiva f: N — X. Para isso, come¢gamos escolhendo, em
cada subconjunto ndo-vazio A c X, um elemento x, € A. Em seguida definimos f por
inducdo. Pomos f(1) = xx e, supondo ja definidos f(1),..., f(n), escrevemos A, =
X—-{fQ),..,f(n)}. Como X nao é finito, 4,, ndo é vazio. Poremos entdo f(n+ 1) =
X4, Isto completa a defini¢éo indutiva da fungéo f: N — X. Afirmamos que f € injetiva.
Com efeito efeito, dados m #n em N tem-se, digamos m <n. Entdo f(m) €
{f(1),..,f(n—1)} enquanto que f(n) € C{f(1),..,f(n—1)}. Logo f(m) # f(n). A

imagem f(N) é, portanto, um subconjunto infinitonumeravel de X.

Teorema 8. Todo subconjunto infinito de um conjunto enumeravel é enumeravel.
Demonstracéo:

Seja X um conjunto enumeravel, logo existe f:N — X bijecdo, de modo que
f(ny) =xq, f(ny) = x5, ..., f(ny) = x5, ...

Agora, tomemos AcX com A=X\{x;,x,..,x;} e YcN, de modo que
Y = N\{n,,n,, ...,n;, ... }. Assim, temos que g:Y — A é bijetora e portanto como Y c N,
segue do Teorema 6 que Y € enumeravel, e consequentemente existe h:N - Y
bijetora. Logo, tomando (g o h) =N — A, temos que (g o h) é bijetora. Portanto A é

enumeravel. [

Teorema 10. Seja X um conjunto enumeravel. Se f: X - Y é sobrejetiva, entdo, Y é
enumeravel.

Demosntracao:

Se afungéo f: X - Y é sobrejetiva, entdo existe g:Y — X, talque f o g = idy. Logo f
€ uma inversa a esquerda de g, e, portanto, g € injetiva. Segue-se que Y é
enumeravel. (LIMA, 2014, p. 50)

Proposicdo 4.Se f: X — Y é injetiva e Y € enumeravel, entdo X é finito ou enumerével.
Demonstracdo: Como Y é enumeravel, existe uma bijecdo g:Y — N.

Consideremos a fungdo composta h =g o f: X - N.
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Figura 9: Representacdo dafuncdoh=go f: X - N

X ¥ N

h=gf
Fonte: Gongalves e Gongalves (2012, p. 14).

Como f e g séo injetivas, 0 mesmo ocorre com h.

Portanto, h: X - h(x) € N é uma bijecao.

Como h(x) c N, ele é finito ou enumeravel. Logo, X é finito ou enumeravel.

Como a composta de duas funcdes bijjetoras € bijetora (Propriedade 1), gof €
bijetora.

Teorema 11. Sejam X,Y conjuntos enumeraveis. O produto cartesiano X XY é
enumeravel.

Demonstracao:

Sendo X e Y conjuntos enumeraveis é evidente que existem funcdes injetivas f: X —
N e g:Y->N. Logo h: X xX - NxN dada por h(x,y) = (f(x),g(y)) também é
injetiva. Dessa forma, pela Proposicdo 6, basta provar que N X N é enumeravel.
Assim, vamos definir a funcéo f(x):N x N — N, onde f(m,n) = 2™3". Pela unicidade
da decomposigéo em fatores primos, f é injetiva, de onde fornece uma bijecdo de N x

N sobre o conjunto enumeravel f(Nx N) c N. |

Proposicdo 5. A unido de dois conjuntos enumeraveis € enumeravel. (NERI e
CABRAL, 2011, p. 21)

Demonstracao:

Sejam A e B dois conjuntos enumeraveis, entdioou ANB =@ ou AN B # Q.

()AnB =0.

Como A é enumeravel entdo existe uma funcéo f: A — N injetora e como existe uma
funcdo g:N — P, onde P sdo numeros naturais pares, g(n) = 2n para todo n € N.
Entdo g é bijetora porque para todo 2n existe um n tal que g(n) = 2n, e g(n) = g(m)
se, e somente se, 2n = 2m < n = m. Logo, existe uma fungdo composta h; = go f
onde h, é injetora. Como B é enumeravel, entdo existe uma funcéo f: B — N injetora

e como existe uma fungéo f:N — I, onde I sdo 0s nimeros naturais impares, g(n) =
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2n + 1 para todo n € N. Entdo g é bijetora porque paratodo 2n+1=2m+1<n =
m. Logo existe uma funcdo composta h, = go f onde h, é injetora. Entdo seja

h,, sex€A
h,, sex€B

f:(AuB) -» (PUT) onde f(x) ={
Esta bem definida, porque AN B = @ e sendo assim, como P U I = N é enumeravel,
entdo A U B também o é.

(iAnB =+ @.

Seja C = A— B, um conjunto tal que AU B = C U B e temos C e B conjuntos disjuntos
por construcdo, como C U B é enumeravel pela parte (i), entdo A U B também é

enumeravel. (SANTANA, 2010, p. 10) |

Proposicédo 6. A unidao de uma familia de conjuntos enumeraveis é enumeravel.
(NERI e CABRAL, 2011, p. 21)

Demosntracéo:

Sejam A4,,4,, 45, ..., A, conjuntos enumeraveis. Entdo Uj_, A, é enumeravel.

Ja sabemos que para n = 2 isto € verdade, entdo vamos supor por inducao finita que
Unzl A, é enumeravel, entdo, pela proposicéo 5, UFZ1 A, U A, é enumeravel, porque

€ a unido de dois conjuntos enumeraveis, portanto Uy_, 4, € enumeravel. ]

Definicdo 12. (Conjunto ndo enumeravel). Todo conjunto infinito que nao é
enumeravel, é dito ndo enumeravel. (GONCALVES e GONCALVES, 2012, p. 18)

Teorema 12. O intervalo aberto ]0,1[ de numeros reais € um conjunto nao
enumeravel.

Demonstracao: Todos os numeros x entre 0 e 1 tem como expanséao decimal a forma
0,x,x,x5 ..., OU Seja, em série de poténcia escrevemos

X
= 0,X1X2X3 ... e representamos 0,4 = 0,3999 ... porque evidentemente

s
=
(e)

3
Il
[N

+ 0,3 tende a 0,4. Dessa forma, dois nUmeros desta representacdo serao

[M1s
=
O

On

S
Il
)

iguais se, e somente se, para 0,x;x,x5 ... = 0,y; ¥,V ... entdo para cada n-ésima casa

decimal temos x,, # y,, entdo x # y.
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Vamos supor por absurdo que intervalo aberto ]0, 1[ de niUmeros reais € um conjunto
enumeravel, entdo existe uma fungéo f:]0,1[ —» N tal que

f(1) =0,a;1a1a43 -

f(2) =0,az1a2,053 ...

f(3) =0,a3;a3,a;; ...

f(n) =0,a,10,20,3 ..

onde cada a,,, € {0,1,2,...,9}.
Seja z € 10,1[ onde z = 0, 2,2,25 ... cOmo z, = 3 Se a,, * 3, € z, = 1 se a,,, = 3, para
cada n € N. Como o namero z obviamente esta entre 0 e 1, mas z # f(1) porque
Z, # 441, © z, # f(2) porque z, # a,,, € assim sucessivamente. Desse modo, nao é
possivel obtermos f(n) tal que f(n) = z, 0 que é um absurdo. Logo nao existe tal
funcdo f e, portanto o intervalo aberto ]0,1[ de nimeros reais € um conjunto nao
enumeravel. (SANTANA, 2010, p. 11).

Exemplo 13: O conjunto R dos nameros reais é nao enumeravel.

Demonstracao:

Suponhamos que o conjunto R dos numeros reais seja enumeravel. Pelo Teorema 9
temos por que todo subconjunto de R é enumeravel, mas no Teorema 12
demonstramos que o intervalo aberto 10, 1[ que é um subconjunto dos nameros reais,
€ um conjunto ndo enumeravel, portanto, temos por absurdo, que o conjunto R dos

ndmeros reais € ndo enumeravel. ]

Exemplo 14: O conjunto dos numeros irracionais é nao enumeravel.
Demonstracao:

Seja R — Q o conjunto dos numeros irracionais, e suponha que R — Q é enumeravel.
Dessa forma, como o0 comjunto @ dos numeros racionais € enumeravel e
R=QU(R—-Q), segue da Proposicdo 5 que R € enumeravel, que é uma

contradi¢do. Portanto, o conjunto dos nimeros irracionais € nao enumeravel. ]
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Definicdo 13. (Conjuntos equipotentes). Um conjunto A diz-se equipotente a um
conjunto B se, e somente se, existe uma funcéo f: A —» B que é bijetora. (ALENCAR
FILHO, 1980, p. 284)

Se A é equipotente a B, a funcéo bijetora f:A -» B e asuainversa f~1:B - A
estabelecem uma correspondéncia biunivoca ou correspondéncia um a um entre os
conjuntos A e B. (ALENCAR FILHO, 1980, p. 284)

Dessa forma, quando existe uma bijecéo entre dois conjuntos podemos afirmar
gue eles sao equipotentes, isto €, possuem a mesma quantidade de elementos.

A seguir apresentamos o conceito de cardinalidade de um conjunto, além de
demonstrar o modo de comparar a quantidade de elementos de dois conjuntos,

destacando resultados surpreendentes.

3.2.10 Cardinalidade de um Conjunto
Para determinar a quantidade de elementos de um conjunto, utilizamos a

contagem desses elementos associando cada um deles a um elemento do conjunto
dos numeros naturais N.

Por exemplo, quando queremos determinar o nimero de dias que compdem
uma semana procedemos da seguinte forma:

Associamos a cada dia da semana um elemento do conjunto N, de forma
ordenada: domingo 1, segunda-feira 2, terca-feira 3, quarta-feira 4, quinta-feira 5,
sexta-feira 6 e sabado 7.

Note que a fungéo f do conjunto A = {Dias da semana} no conjunto N € uma
funcao injetora, porque para cada dia da semana ha um numero correspondente
distinto, ou seja, f(domingo) = 1, f(segunda-feira) = 2, f(terca-feira) = 3, f(quarta-
feira) = 4, f(quinta-feira) =5, f(sexta-feira) =6, f(sabado) = 7. Considerando o
conjunto B ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} como contradominio da funcdo f, essa funcéo
continua sendo injetora, por outro lado, f ndo seria injetora se o contradominio fosse
B ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, porque dessa forma pelo menos um elemento de B seria
imagem de mais de um elemento do dominio, isto é, pelo menos um dos elementos
do conjunto B estaria associado a mais de um dia da semana. Dessa forma podemos
afirmar que 7 é o menor nimero n tal que o conjunto {1, 2,..., n} seja contradominio

da funcéo f de modo que essa fungao seja injetora.
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Lima (2004, p. 38) afirma que "para contar os elementos de um conjunto é

necessario usar a no¢ao de correspondéncia biunivoca, ou bijecao".
Exemplo 15: Sejam os conjuntos A = {1,2} e B = {2, 3,4}. E evidente que n&o pode
existir uma correspondéncia biunivoca f: A — B, porque pelo menos um elemento do
contradominio ndo sera imagem de alguma elemento do conjunto 4, ou seja essa
funcdo ndo é sobrejtora, portanto A e B ndo possuem a mesma quantidade de
elementos, uma vez que para isso a funcdo precisa ser injetora e sobrejetora ao
mesmo tempo, ou seja bijetora.

Galigleu Galilei, que viveu h& quatrocentos anos, descobriu um exemplo
curioso de correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos nameros naturais pares
P =1{2, 4, 6,...,2n,...} e 0 conjunto dos nimeros naturais, representada por f:N - P
definida por f(n) =2n, para todo n € N. Dessa forma, mesmo sendo P um
subconjunto de N, temos uma correspondéncia biunivoca, ou seja uma funcéo
bijetora, pois f(n) = 2n faz corresponder cada elemento de P a um elemento distinto
de N, entdo o numero de elementos do conjunto P € igual ao nimero de elementos do
conjunto N. (Lima, 2004, p. 42)

Exemplo 16: O funcionario de uma empresa recebeu a tarefa de colocar embalar
certa quantia de jarras em caixas com capacidade para uma jarra cada, mas nao tem
certeza se a quantidade de caixas disponivel é suficiente. Para resolver a situacéo ele
pode contar as caixas e as jarras e comparar os resultados ou simplesmente colocar
uma jarra em cada caixa, obtendo ao final do processo uma das trés situacdes a
seqguir:

|. existem jarras fora da caixa e todas as caixas estdo ocupadas;

Il. existem caixas livres e todas as jarras estdo embaladas;

lll. todas as jarras estdo embaladas e todas as caixas estdo ocupadas.

Na primeira situacao evidencia-se que o0 numero de jarras € maior que o de
caixas, na segunda ocorre o contrario e, finalmente, na terceira situacdo o niumero de
jarras e de caixas sao iguais.

Perceba que nesse exemplo é possivel determinar qual conjunto tem mais
elementos sem necessariamente conhecer o nimero de elementos dos conjuntos
envolvidos, ou seja, podemos comparar a cardinalidade de dois conjuntos mesmo sem

conhecer a cardinalidade desses conjuntos.
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A terceira situacdo do Exemplo 17 apresenta uma bijecdo de funcédo, onde o
conjunto A é o conjunto das jarras e B, 0 conjunto das caixas e dessa forma a funcéo
f:A—> B € injetora, pois diferentes jarras de A possuem caixas diferentes
correspondentes em B, e também é sobrejetora, pois todas as caixas do conjunto B €

correspondente de uma jarra do conjunto A. Do exposto decorre a seguite defini¢cao:

Definicdo 14. Sejam A e B dois conjuntos n&o vazios. Dizemos que A e B tém a
mesma cardinalidade ou que a cardinalidade de A é igual a de B e escrevemos #A4 =
#B, se existe uma bijecdo f:A — B. Caso contrario eles ndo possuem a mesma
cardinalidade, isto é, suas cardinalidades séo diferentes e escrevemos #A4 # #B.
(NERI e CABRAL, 2011, p. 17)

Exemplo 17: Seja A um conjunto n&o vazio. E evidente que #4 = #A4, pois a funcéo
identidade Id: A - A dada por Id(x) = x para todo x € A € uma bijecéo.

A Definicdo 14 é valida também para conjuntos infinitos, neste caso o simbolo
#A isoladamente ndo tem nenhum sentido, somente as expressoes #4 = #B e #A4 #
#B tém. Se A € um conjunto finito, entdo #4 € um namero natural, dessa forma na
expressdo #A = #B, a "igualdade" tem dois sentidos distintos: (a) igualdade de
numeros naturais e (b) cardinalidade, "como a "igualdade™ ocorre num sentido se, e
somente se, ocorre no outro", justifica-se a ideia do conceito de cardinalidade como
numero de elementos. (NERI e CABRAL, 2011, p. 17 e 18).

Borges (2015, p. 44) destaca que "a definicdo da cardinalidade de um conjunto
€ uma boa maneira de descrever, de mensurar o "tamanho” ou a "quantidade" de
elementos de um conjunto infinito, que a principio ndo conseguimos contar”. Dessa
forma podemos comparar a quantidade de elementos dos conjuntos infinitos.
Exemplo 18: Qual conjunto possui a maior quantidade de elementos, o conjunto N
dos nameros naturais ou o0 conjuntos Z dos numeros inteiros?

Se usarmos 0 senso comum de que o todo € sempre maior que a parte,
responderemos que o conjunto Z dos nameros inteiros possui maior quantidade de
elementos que o conjunto N dos numeros naturais. No entanto, escrevendo N =
{0,1,2,3,4,5,6,...} e Z=1{0,—-1,1,—-2,2,-3,3, ...}, nos salta aos olhos a existéncia de
uma correspondéncia "um a um" entre os elementos dos dois conjuntos, e dessa
forma, mesmo sendo N um subconjunto préprio de Z, temos uma correspondéncia

biunivoca, ou seja, uma bijecdo f: N — Z, definida por
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n ,
>, senépar

fn) = - (nTH), sen é impar

gue faz corresponder cada elemento de N a um elemento distinto de Z. Dessa forma:
f =0 f(L=-1 f2 =1 fB)=-2, f(4) =2, f(5)=-3,f(6)=3,..

Assim, temos que a cardinalidade do conjunto N € igual a cardinalidade do conjunto
Z, e inidcamos por #N = #Z. Portanto os dois conjuntos, possuem a mesma
guantidade de elementos.

Depois desse resultado surpreendente, surge o0 seguinte questionamento:
guem possui mais elementos o conjunto dos numeros racionais ou 0 conjunto dos
numeros naturais?

Para responder esse questionamento, vamos utilizar o conjunto Z* dos

numeros inteiros nao nulos, como Z* c Z, e sendo Z enumeravel, segue do Teorema

6 que Z* também é enumeravel. Agora, seja f:7Z x Z* - Q, definida por f(p,q) = s,

temos que pelo Teorema 8, Z X Z* € enumeravel, e assim como f é sobrejetiva, segue
gue pelo Teorema 7 que Q € enumeravel. Pela Definicdo 9 temos que existe uma
bijecédo f:N — Q, portanto, o conjunto @ dos nameros racionais e o conjunto N dos
numeros naturais possuem a mesma quantidade de elementos, isto €, #N = #Q.

O fato exposto anteriormente nos permite concluir que todo conjunto infinito
enumeravel possui a mesma cardinalidade do conjunto N dos nameros naturais, ou
seja, a mesma quatidade de elementos, uma vez que um conjunto X infinito é
enumeravel quando existe uma bije¢éo f:N — X.

Podemos afirmar que todo conjunto infinito € enumeravel? Todo conjunto
infinito € equipotente ao conjunto N dos numeros naturais, ou seja, possuem a mesma
cardinalidade dos numeros naturais? Todos 0s conjuntos infinitos possuem o mesmo
tamanho ou existem infinitos maiores que o0s outros?

Para tentar responder esses questionamentos, vamos iniciar verificando se o
conjunto R dos numeros reais € enumeravel. Considerando o Exemplo 15 (p. 53),
onde provamos que hao existe uma bijecao entre o conjunto N dos nimeros naturais
e 0 conjuntos dos numeros reais compreendidos entre 0 e 1, e que portanto o intervalo

(0,1) é ndo enumeravel.
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Suponha que R é enumeravel. Como (0,1) c R, e pelo Teorema 6 que afirma
que todo subconjunto de um conjunto enumeravel é enumeravel, entdo o intervalo
(0,1) € enumeréavel, o que é uma contradicdo, uma vez que ficou provado que o
intervalo (0,1) € ndo enumeravel. Portanto, o conjunto R dos numeros reais é
enumeravel é ndo enumeravel.

Em outras palavras o conjunto R dos nameros reais que € infinito possuli
cardinalidade maior que a cardinalidade dos numeros naturais. Assim, podemos
escrever: #N = #7Z = #Q < #R. Essas evidéncias permitem concluir que existem
infinitos maiores que os outros e que todo conjunto infinito possui cardinalidade maior
ou igual a cardinalidade do conjuntos N dos niumeros naturais.

Outro fato intrigante é que, conforme demonstrado no Exemplo 14 (p. 57), o
conjunto dos nameros irracionais é ndo enumeravel e portanto, possui mais elementos
gue o conjunto dos numeros naturais.

Georege Cantor foi 0 matematico que desenvolveu o estudo da cardinalidade
de conjuntos infinitos, chegando ao surpreendente resultado:

#N = #7Z = #Q = X, < #R, que 0 levou a se questionar se existia infinitos maiores
gue o conjunto dos numeros reais.

De acordo com Dantas (2021, p.71), Cantor provou que a cardinalidade das
partes de qualquer conjunto (finito ou infinito) € sempre maior que a cardinalidade do
conjunto original, isso levou-o a imaginar uma hierarquia cada vez maior de nimeros
gue se estendiam aos numeros transfinitos, sendo n € N, temos:

1<2<3<...<N<..<Ry<R <Ry <Ny <.o< Ry <
Onde X, = #N,&; = #R, X, = #(p(R)), 8; = # (go(go(]R{))) e assim sucessivamente.

A seguir discorremos sobre os aspectos curriculares da Bijecdo de Funcao,
destacando a importancia do estudo de Funcdo e forma como esse conteudo é
contemplado nos documentos oficiais e como eles sugerem que 0 assunto seja

trabalhado.

3.3 Aspectos Curriculares sobre Bijecdo de Funcao

7

A importancia do conceito de Funcdo € evidenciada pela sua presenca

destacada em véarios ramos da Matematica, bem como sua utilizagdo em outras areas
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do conhecimento com, tais como expresar e compreender fendmenos fisicos,
biolégicos e sociais.

A Lei de Diretrizes e Bases (LDB) destaca, que o Ensino Médio, etapa final da
educacdo basica, deve assegurar aos estudantes instrumentos que lhes permitam
"continuar aprendendo”, promovendo o desenvolvimento da compreensdo dos
"fundamentos cientificos e tecnoldgicos dos processos produtivos”, formando assim,
um individuo apto para o trabalho e o cumprimento da cidadania.

Com o intuito de assegurar uma educac¢do com base cientifica e tecnoldgica,
as Diretrizes Curriculares Nacionais do Ensino Médio (DCNEM), organiza o Ensino
Médio em areas do conhecimento, onde o estudo da Funcédo apresenta-se na area
das Ciéncias da Natureza e da Matematica.

De acorodo com o os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio

(PCNEM) o ensino de Funcéo deve

[...] garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito
de funcdo em situacdes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade
de situacdes-problema de matematica e de outras areas, o aluno pode ser
inceintivado a buscar a solucdo, ajustando o seus conhecimentos sobre
funcdes para construir um modelo para interpretacdo e investigacdo em
Matematica. (BRASIL, 2000, p. 257)

O documento aponta para a necessidade da utilizacdo de novas metodologias
gue tenham o aluno como protagonista na constru¢cdo do seu conhecimento, bem
como de modelos que lhe permita interpretar e investigar em Matematica e, dessa
forma, continuar aprendendo.

Os PCNEM destacam a necessidade de o aluno perceber "a Matematica como
um sistema de codigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicacao e ideias
e permitam modelar a realidade e interpreta-la" (BRASIL, 1998, p. 39).

Segundo as Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros

Curriculares Nacionais (PCN+):

"Além das conexdes internas a propria Matemética, o conceito de funcao
desempenha também papel importante para descrever e estudar através da
leitura, interpretac@o e construgcdo de gréficos, o comportamento de certos
fendmenos tanto do cotidiano, como de outras areas de conhecimento, como
a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica
garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de
fungdo em situacdes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de
situagbes problema de Matemética e de outras areas, o aluno pode ser
incentivado a buscar a solucado, ajustando seus conhecimentos sobre fungéo
para construir um modelo para interpretacdo e investigacdo em Matemética."
(BRASIL, 2002, p. 43-44).
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De acordo com as Orienta¢des Curriculares para o Ensino Médio (OCEM):

O estudo das fun¢bes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
A linguagem das ciéncias, necessdria para expressar a relacdo entre
grandezas e modelar situagBes-problema, construindo modelos descritivos
de fenémenos e permitindo vérias conexdes dentro e fora da propria
matematica (BRASIL, 2006, p. 121).

Esse documento aponta para uma metodologia capaz de propiciar uma
conexdo do objeto Funcdo com outros conteudos matematicos, visualizacao e
aplicabilidade desse conteudo.

Na BNCC o objeto Func¢éo esta contemplado

Na Competéncia Especifica 1: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos
matematicos para interpretar situacdes em diversos contextos, sejam
atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das
guestbes socioecondmicas ou tecnologicas, divulgados por diferentes meios,
de modo a contribuir para uma formacéo geral.

Habilidade: (EM13MAT101) Interpretar criticamente situacées econémicas,
sociais e fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacdo de
grandezas, pela andlise dos graficos das funcbes representadas e das taxas
de variacdo, com ou sem apoio de tecnologias digitais. (BRASIL, 2018, p.
332)

Competéncia especifica 4:

Compreender e utilizar, com flexibilidade e preciséo, diferentes registros de
representacéo matematicos (algébrico, geomeétrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solugdo e comunicacdo de resultados de
problemas.

(EM13MAT404) Analisar fungdes definidas por uma ou mais sentencas
(tabela do Imposto de Renda, contas de luz, agua, gas etc.), em suas
representacdes algébrica e gréfica, identificando dominios de validade,
imagem, crescimento e decrescimento, e convertendo essas representacdes
de uma para outra, com ou sem apoio de tecnologias digitais. (BRASIL, 2018,
p. 538-539).

Dessa forma, fica evidente a importancia do estudo do objeto Funcédo, uma vez
gue seu conceito, linguagem e representacdes auxiliam no desenvolvimento de
competéncias e habilidades que promovem a constru¢cdo do conhecimento de

Matematica bem como em outras areas do conhecimento.

3.4 O Processo de Ensino e Aprendizagem de Bijecdo de Funcao na Viséo dos
Estudantes

Durante o desenvolvimento da disciplina Curriculo e Avaliacdo da
aprendizagem em Matematica, do Mestrado Profissional em Ensino de Matematica da

Universidade do Estado do Par4, foi proposto a realizagdo de uma pesquisa de campo
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com o objetivo de compreender os fatores que articulam o ensino-aprendizagem e
detectar os principais elementos que dificultam o processo de ensino e aprendizagem.
ApOs a apresentacao e discussdo das normas técnicas de aplicacdo, formas
de tabulacao, correcao padréo dos testes e elaboracdo de questdes, as professoras
gue ministraram a disciplina elaboraram, com a colaboragcdo dos discentes, 0s
instrumentos de pesquisa que seriam utilizados para coletar os dados do estudo:

e Oficio a ser entregue na instituicdo onde a pesquisa seria realizada;

Minuta do trabalho de campo, com apresentacéo, caracterizacao e justificativa
da pesquisa pretendida.
e Termos de consentimento livre e esclarecido.
e Questionario de dados socio educacionais e sobre as formas metodologicas
de ensino e de avaliacdo de matematica e do assunto pesquisado.
e Quadro de dificuldades sobre o assunto pesquisado.
e Teste de conhecimentos sobre 0 assunto pesquisado.

A consulta foi realizada em duas Escolas da rede Estadual de Ensino de
Ananindeua-Pa, utilizando uma amostra de 105 alunos de quatro turmas do 2° Ano do
Ensino Médio, do turno matutino, sendo duas de cada escola, e teve como instrumento
de producéo de informacgao, um questionario contendo perguntas fechadas, abertas e
relacionadas, dividido em trés partes: a primeira aborda informacfes pessoais dos
estudantes e responsaveis, organizados em quatro categorias: Perfil socioeconémico
dos estudantes e familia, Curriculo, Metodologia e Avaliacdo; a segunda parte
apresenta um quadro com a opinido dos informantes acerca do grau de dificuldades
na aprendizagem de alguns topicos de Bijecao e de Funcao; e a terceira parte, foi um
Teste de Verificacdo de Aprendizagem, composta por dez questdes subjetivas sobre
Bijecdo. A escolha do 2° ano de Ensino Médio como amostra da pesquisa, justifica-se
pelo fato do tema abordado neste trabalho, fazer parte do rol de contetdos do 1° ano
do Ensino Médio, portanto os alunos das turmas pesquisadas ja estudaram ou
deveriam ter estudado tal conteudo.

O estudo esta organizado da seguinte forma: na primeira parte apresentamos
a fundamentacao tedrica, que possibilitou o aprofundamento do conhecimento do
tema e norteou a pesquisa campo. A seguir apresentamos parte dos resultados da

pesquisa que sdo analisados a luz dos conhecimentos obtidos por meio da revisao
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bibliografica e por fim apresentamos as respostas para 0s questionamentos que

originaram a nossa pesquisa.

3.4.1 Revisao de estudos sobre o ensino de bijecéo
Nesta parte do trabalho, realizamos uma revisdo bibliografica, no intuito de

construir um panorama que facilite a compreensdo do assunto, promovendo o
norteamento da pesquisa. A andlise das obras procurou destacar: objetivo,
metodologia adotada, resultados obtidos, técnicas de sistematizacdo das
informacdes, técnicas de andlise, conclusdes/sugestdes do autor, pois acreditamos
que:

Os estudos de revisdo consistem em organizar, esclarecer e resumir as
principais obras existentes, bem como fornecer citagdes completas
abrangendo o espectro de literatura relevante em uma area. As revisoes. [...]
Muitas vezes uma analise ou assunto das publicacées pode contribuir na
reformulacdo histérico do didlogo académico por apresentar uma nova
direcdo, configuracdo e encaminhamento. (VOSGERAU; ROMANOWSKI,
2014, p. 167)

Com o objetivo de organizar e sistematizar 0 nosso estudo, adotamos as
categorias definidas por Silva (2014, apud SILVA, 2018, p. 32), que as dividiu em trés
categorias: estudos diagnosticos, que sdo aqueles que analisam e identificam
algumas dificuldades dos alunos, durante o processo de ensino e aprendizagem;
estudos experimentais, que se propdem a realizar atividades voltadas ao ensino de
determinado assunto, com o objetivo de diminuir e/ou superar dificuldades e/ou
aumentar a eficacia do processo de ensino e aprendizagem de conteudos
matematicos; e estudos tedricos, que apresentam aspectos conceituais sobre o

conteldo estudado.

Estudos diagnosticos

Em Santos (2013), temos uma dissertacdo com o titulo: O Ensino das Funcdes
Afim e Quadraticas por Atividades, que apresenta como questdo norteadora: “Quais
os efeitos de um conjunto de atividades sobre funcdo afim e quadratica no
desempenho de alunos do 1° ano do ensino médio?” E tem como objetivo investigar
as contribuicbes de atividades para o processo de compreensdo do conteudo de
funcBes afim e quadréatica.

Neste estudo, a autora observou como um conjunto de atividades pode ser

utilizado como um recurso metodoldgico para o processo de ensino e aprendizagem.
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Nesse intuito, ela aplicou uma sequéncia de atividades que propiciaram os alunos:
observar, inferir, testar e concluir, conceitos, propriedades, utilizacdo e aplicacdo dos
conteudos de Funcdo Afim e Funcdo Quadratica.

A metodologia utilizada foi baseada na Engenharia Didatica, de Michéle Artigue
e para elaboracao das atividades em analises de situacdes de ensino, ela utilizou a
perspectiva da didatica da matematica, proposta por Brousseau. A decisdo de
trabalhar com modelagem matematica e o ensino por atividades, foi tomada apos o
estudo e analise do levantamento bibliogréafico. A pesquisa foi desenvolvida em uma
Escola Estadual de Belém, tendo com amostra 30 alunos, de uma turma do 1° Ano do
Ensino Médio.

Os resultados da pesquisa mostraram que a intervencgao proposta, melhorou a
aprendizagem dos conteudos matematicos trabalhados, promovendo o
desenvolvimento de habilidades de observacdo, de proposicdo, de dialogo, de
elaboracdo de texto, de interpretacdo, de autonomia na busca de caminhos para a
resolucdo das questdes e na construcdo dos conceitos e nocbes em relacdo aos
conteudos matematicos tratados.

A autora concluiu que houve melhora consideravel na aprendizagem e que o
ensino por atividades e modelagem matematica contribui para o envolvimento dos
alunos acarretando um aumento significativo no nivel de aprendizagem sobre os

contetdos abordados.

Estudos experimentais

Em Silva (2017), temos uma dissertacdo que trabalha o tema A Abordagem
Geométrica no Tratamento das Funcdes, que tem como objetivos: investigar o impacto
da abordagem geométrica no estudo das funcdes, e certificar-se de como ela pode
contribuir para a aquisicdo de competéncias em outras areas do conhecimento; Fazer
uma abordagem que forneca um sentido no estudo de algumas funcbes
estabelecendo algumas conexdes entre as propriedades das funcbes e seus
significados, em aplicacBes em outras areas do conhecimento.

A metodologia adotada foi a Engenharia Didatica. A pesquisa foi realizada no
Centro de Ensino Médio 02 de Planaltina-CEM-02, localizado em uma cidade satélite
do Distrito federal, no setor educacional, regido central da cidade de Planaltina, no
turno da noite. A amostra foi constituida por professores (de Fisica, Quimica, Biologia,

Geografia e Sociologia) e os alunos de uma turma do 1° Ano do Ensino Médio
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composta por 40 alunos. Os dados foram coletados por meio de, uma entrevista
composta de 10 perguntas pertinentes ao tema abordado, proposta aos professores,
tendo em vista verificar o quanto o ensino de Matematica, e, sobretudo a abordagem
geométrica, esta presente em outras areas do conhecimento, servindo como aporte a
essas disciplinas; e a aplicacéo de atividades para os alunos, visando analisar o seu
dominio na interpretacdo de gréaficos para a resolucdo de questbes de Matemética e
de outras areas do conhecimento, bem como a receptividade dos mesmos quanto a
esse tipo de abordagem.

Os resultados obtidos apontaram que a Matematica esta presente em todas as
disciplinas pesquisadas e que trabalho interdisciplinar pode contribuir para
desenvolver a habilidade de fazer a leitura de graficos de fungbes por parte dos
discentes, permitindo ao autor concluir que a abordagem geométrica das funcdes
torna o conteudo mais palpavel, favorecendo tanto no estudo da Matematica quanto
de outras disciplinas, permitindo visualizar e compreender fendbmenos, que se
representados por meio de um texto ou de forma algébrica, ele ndo compreenderia.

Em Guimaraes (2010), temos uma dissertacao que versa sobre Atividades para
Aprendizagem do Conceito Matematico de Funcéo, com o objetivo de facilitar o ensino
e a aprendizagem do conceito matematico de funcédo. Segundo a autora, a escolha do
tema foi motivada pela constatacdo das dificuldades dos estudantes do 1° ano do
Ensino Médio com o tema funcoes.

A metodologia aplicada foi a Engenharia Didatica. A pesquisa foi realizada em
uma escola Estadual de Campinas-SP e uma escola Cooperativa — Araraquara-SP.
A amostra foi composta por 86 alunos de quatro turmas do 1° ano do Ensino Médio,
sendo duas turmas de cada escola. A coleta de dados foi realizada por meio da
aplicacdo de folhas de atividades, resolvidas em grupos pequenos de estudantes.

Os resultados obtidos possibilitaram a anélise e comparacdo com as
observacdes prévias, apontando para a necessidade de uma reformulacéo de alguns
trechos das folhas de atividades, tornando ainda mais positivos, 0s resultados de sua
aplicacdo. Tudo isso levou a pesquisadora a concluir que a dinamica, em geral,
estimulou e incentivou a participacdo dos estudantes no seu préprio processo de
aprendizagem. A autora destaca que o material elaborado pode auxiliar outros
profissionais da area, mesmo que seja necessario fazer pequenas alteragbes para

torna-lo compativel com cada realidade.
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O trabalho de Silva (2018) é uma dissertacdo que tem por titulo O Ensino de
Funcdo Afim por Atividades: experiéncia em uma escola publica do Estado do Para.
Apresenta os resultados de um estudo, com o objetivo de avaliar os efeitos que uma
sequéncia didatica tem sobre os discentes quando da resolugdo de questdes
relacionadas a funcédo afim, partindo da seguinte questédo norteadora: quais os efeitos
da aplicacdo de uma sequéncia didatica, diferente do modelo tradicional, tém para a
resolucdo de questdes envolvendo funcao afim?

A metodologia adotada foi Engenharia Didatica, estando as suas etapas
descritas ao longo do trabalho. A pesquisa foi desenvolvida a partir da andlise
bibliografica de trabalhos que abordam a tematica, seguida da aplicacdo de
guestionarios, testes e uma sequéncia didatica, aplicada a uma amostra de 25 alunos
de uma turma do 1° ano do Ensino Médio de uma Escola publica no municipio de
Belém.

Os resultados evidenciaram uma melhora na compreensdo do conceito de
funcao afim, avancos progressivos dentro do processo de discussao dos conceitos e
definicbes matematicas trabalhadas, bem como um aumento efetivo da participacao
dos alunos nas aulas. O autor concluiu que houve melhoras significativas na
compreensao dos conceitos relacionados a funcao afim e que a metodologia adotada
na pesquisa favoreceu a investigacéo da aplicacdo da sequéncia didatica elaborada.

O autor ressalta que para utilizar a sequéncia didatica proposta neste trabalho,
€ necessario primeiro identificar as dificuldades dos alunos em relagéo aos contetdos
matematicos do ensino fundamental e, concomitantemente, utilizar os recursos
tecnolégicos disponiveis, para desenvolver as atividades que versam sobre a

construcéo e leitura do grafico da fungéo no plano cartesiano, a exemplo do Geogebra.

Estudos tedricos
Em Espirito Santo (2019) temos uma dissertacdo com o0 tema Conjuntos

infinitos e funcdes bijetivas: uma abordagem no ensino basico, com o objetivo de
formalizar a definicdo de conjunto infinito na educacédo basica através do conceito de
funcao bijetiva, tornando o aluno capaz de diferenciar um conjunto infinito de um
conjunto finito muito grande. A metodologia adotada foi a pesquisa bibliografica. Para
defender a ideia de que o estudo de conjuntos infinitos é importante como introdugéo
a utilizacdo de conceitos abstratos e ainda ajuda a amadurecer 0s conceitos

fundamentais de conjuntos e fun¢des, a autora utiliza como referéncias o trabalho do
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PROFMAT (BACCARIN, 2013), o livro (GRIFFITHS, 1975) e o livro (ARAGON et al.,
2011). Em seguida, € trabalhada a definicdo de conjunto infinito, partindo da ideia de
que bijecbes s6 podem ser definidas entre conjuntos com mesma cardinalidade,
pautando-se no trabalho do PROFMAT (BORGES, 2015) e os livros (LIMA, 2016) e
(GRIFFITHS, 1975).

A pesquisadora realiza uma pesquisa descritiva em alguns livros didaticos
nacionais, com o objetivo de se fazer uma sondagem para verificar de que forma os
conceitos de conjunto finito e funcdes aparecem em tais livros, bem como se existe
algum tipo de abordagem relacionada a conjunto infinito. Os resultados obtidos foram
organizados e apresentados por meio de imagens e andlise dos livros, avaliando a
forma como séo abordados os conceitos de conjuntos e fungéo, bem como a defini¢ao
de conjunto finito e conjunto infinito.

A autora concluiu que diante de toda a sondagem realizada em alguns livros
didaticos nacionais, notou-se a auséncia em quase todos de uma abordagem sobre
conjunto infinito. A importancia de se explorar o conceito de infinito através de
atividades propostas que ndo estdo nos livros permite aos estudantes formular
hipdteses para a resolucdo das atividades, fazendo o aluno pensar matematicamente
0 que proporciona um maior entendimento em conceitos abstratos envolvendo
bijetividade de funcdes.

Em Melo (2017), temos uma dissertacdo que trabalha o tema Modelagem
matematica no estudo das funcdes afim e quadratica, que tem como obijetivo principal
apresentar a modelagem matematica atrelada a teoria de registro de representacéo
semiotica como uma perspectiva de ensino que auxilia professores de Matematica em
suas aulas, bem como o desenvolvimento de uma sequéncia didatica para o ensino
basico, que possa auxiliar professores e alunos no processo de ensino-aprendizagem
em Matematica. A metodologia aplicada na pesquisa foi a modelagem matematica de
Bassanezi atrelada a teoria de registro de representacédo semiotica de Duval seguidas
da aplicacdo e andlise da avaliacdo diagndstica.

O estudo inicioua partir de um levantamento bibliografico, complementando
pela andlise de textos didaticos, seguidos da analise de alguns trabalhos académicos
gue abordam a mesma tematica, nos quais se percebeu que as propostas de
utilizacdo dos temas no ensino basico eram bem amplas e vém ganhando espaco,

reforcando assim, a relevancia de se discutir o tema, possibilitando a elaboracéo de
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sequéncias didaticas a serem utilizadas como ajuda no processo de ensino e
aprendizagem, visando esse ser o produto final do trabalho dissertativo.

A amostra da pesquisa foi composta por 48 alunos de duas turmas do 1° Ano
do Ensino Médio da Escola de Referéncia em Ensino Médio Henrique Justino de Melo.
Os resultados foram obtidos por meio da aplicacdo de uma avaliacdo diagndstica com
duracdo de 2 aulas, que possibilitou identificar a acentuada dificuldade dos
estudantes em conceitos matematicos basicos como operacdes com inteiros, além da
dificuldade em interpretacdo textual, e os resultados da pesquisa bibliografica,
possibilitaram a constru¢cdo uma sequéncia didatica voltada para o trabalho docente
baseado na Modelagem Matematica e a Teoria de Registro de Representacbes
Semiodticas. Diante do exposto, o autor concluiu que o uso da Modelagem Matematica
associada a Teoria de Registro de Representacbes Semidticas traz ganho ao
processo de ensino e aprendizagem, pois possibilita aos alunos a conexao entre a
matematica da escola com a matematica do seu cotidiano e aos professores uma
dinamica melhor na sua pratica pedagoégica e consequentemente na sua forma de
avaliar.

Em Magarinus (2011), encontramos uma dissertacéo que trabalha o tema: Uma
proposta para o ensino de funcao através da utilizacao de objetos de aprendizagem.
Neste trabalho a autora relata que ao constatar a existéncia de inumeras dificuldades
de compreensao e aprendizagem dos conceitos relacionados ao objeto Funcéo,
sentiu-se motivada a refletir em sua pratica pedagdgica e repensar seus métodos, o
gue resultou na realizacdo de uma pesquisa investigativa no intuito de identificar a
verdadeira compreensao dos alunos do conceito de Funcédo. O objetivo desse estudo
foi apresentar uma proposta para o ensino de funcéo através da utilizacao de objetos
de aprendizagem. Para tanto, a autora prop0e atividades pautadas na
contextualizacéo e interdisciplinaridade, partindo de problemas reais que pudessem
contribuir na aprendizagem significativa, com o auxilio dos softwares Tracker e
Geogebra.

A metodologia adotada pela autora foi o desenvolvimento de uma sequéncia
de atividades atraentes, interativas e especificas para cada contetdo conforme o
planejado para cada aula. A partir da apresentacdo da ideia intuitiva de funcéo, ela
utilizou o computador para apresentar de forma atraente e diferente do método

tradicional, a analise de movimentos mecéanicos simples, quando trabalhado a funcao
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afim, e a exibicdo de um video de uma esfera em queda livre, quando abordado funcéo
quadrética.

A pesquisadora concluiu que existe a necessidade da aplicacdo de novas
metodologias de ensino da mateméatica, que possibilitem uma participacao efetiva do
aluno comrelagéo a construgédo do conhecimento, para torna-lo significativo. Por isso,
ela prop6e o uso de softwares e a resolucdo de problemas contextualizados, pois é
uma proposta metodolégica diferenciada e interativa, mas ela lembra que nédo se pode
garantir sua plena eficacia, pois durante o processo de ensino-aprendizagem ha

diferentes variaveis.

3.4.2 O Processo de Ensino e Aprendizagem de Bijecao de Func¢éo na Visao dos
Estudantes

O conceito de funcdo é um dos conceitos mais frequentes na educacéo basica.
Ele possui grande relevancia no ensino de Matematica sendo muito importante por
esta ligado a outras areas do conhecimento. A maioria das pesquisas publicadas em
artigos, dissertacoes e teses encontradas no sitio eletrénico da CAPES, do PROFMAT
e nos repositérios de faculdades brasileiras, apontam para necessidade da melhoria
do processo de Ensino e Aprendizagem de Funcdo. Com o objetivo de conhecer na
pratica como ocorre 0 Processo de Ensino e Aprendizagem de Bijecdo de Funcéo na
Visao dos Estudantes, apresentamos, neste topico, parte de uma pesquisa de campo
realizada em quatro turmas do 2° Ano do Ensino Médio, de duas Escolas da Rede
Estadual de Ensino de Ananindeua-PA.

Por entendermos que Processo de Ensino e Aprendizagem € muito complexo
e envolve muitas variaveis e fatores que se inter-relacionam, procuramos organizar os
dados a seguir, analisando-os pautados nos conhecimentos obtidos por meio da
revisao literaria.

A seguir apresentamos o0s resultados que nos permite tracar o perfil

socioecondmico dos estudantes e da familia.

a) Perfil socioecondmico dos estudantes e familia

A nossa amostra foi constituida por 105 alunos do 2° Ano do Ensino Médio,
sendo 53,3% do sexo feminino e 46,7% do masculino. Este resultado diverge do obtido
na pesquisa de Silva (2016), onde 64% da amostra eram do sexo masculino e

somente 36% do feminino.
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Dos alunos entrevistados, 14,3% apresentam distor¢do idade-série. Nosso
resultado esta de acordo com os 12%, relatados no trabalho SILVA (2018). De acordo
com Girard (2016) “A distorcao idade-série € calculada em anos e o estudante é
considerado em situacao de distorcéo ou defasagem quando a diferenca entre a idade
do aluno e a idade prevista para a série é de dois anos ou mais”. Conforme a Lei de
Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (LDB/1996), a escolarizacdo obrigatdria vai
dos 4 aos 17 anos de idade, infere-se que o aluno deve cursar 0 2° ano aos 16 anos.

O Censo Escolar 2017 aponta que dos alunos matriculados no 2° Ano do
Ensino Médio, 30% apresentam distor¢ao idade-série.

A tabela seguinte indica as escolaridades dos responsaveis masculino e

feminino dos estudantes consultados:

Tabela 1 - Escolaridade do responsavel masculino e feminino de alunos do 2° Ano do Ensino Médio

Né&o estudou 2 1,9 1 1

Fundamental incompleto 13 12,4 13 12,4
Fundamental 15 14,3 12 11,4
Médio 51 48,6 56 53,3
Superior 14 13,3 21 20

N&o respondeu 10 9,5 2 1,9
Total 105 100 105 100

Fonte: Pesquisa de Campo (2019)

A tabela 1 indica que a maioria dos responsaveis pelos alunos possui 0 Ensino
Médio, 48,6% do sexo masculino e 53,3% do feminino. Embora esse percentual esteja
abaixo da média nacional, indicada pela Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilio
(PNAD) do primeiro trimestre de 2019, onde 60,3% da populacdo empregada tinham
concluido o Ensino Médio, nossos resultados aproximam-se dos obtidos na pesquisa
de Silva (2018), onde os responsaveis femininos e masculinos, respectivamente,
58,8% e 45,9% possuiam o ensino médio (completo ou incompleto). O fato de os
responsaveis pelos estudantes, em sua maioria, possuirem o Ensino Médio, possibilita
a eles auxiliar os estudantes nas atividades de casa, bem como incentivar uma rotina

de estudos fora da sala de aula. No entanto o gréafico abaixo mostra outra realidade:
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Grafico 1 — Quem auxilia o estudante nas tarefas de matematica?
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Fonte: Pesquisa de Campo (2019)

A partir da andlise do grafico 1, fica claro que a maioria (80%) dos estudantes
nao recebem ajuda durante a realizacéo das tarefas de Matematica. Esses dados séao
reforcados pelos resultados obtidos no trabalho de Silva (2016), onde 69% dos
estudantes pesquisados ndo recebem auxilio durante as tarefas de Matematica.
Convém ressaltar que na pesquisa mencionada, 3% dos alunos responderam que séo
auxiliados por outros, 0 que em nossa pesquisa superou o dobro desse resultado,
sinalizando que 6,6% recebem ajuda de outros, destes a grande maioria (60% dos
gue responderam outros) afirmaram que sao ajudados por meio de video aula e 40%
por amigos.

Aqui fica evidente que, neste caso, a familia ndo tem cumprido com sua
responsabilidade, uma vez que a LDB, no artigo Art. 2°, afirma que: “A educagao,
dever da familia e do Estado, inspirada nos principios de liberdade e nos ideais de
solidariedade humana, tem por finalidade o pleno desenvolvimento do educando, seu
preparo para o exercicio da cidadania e sua qualificacao para o trabalho”.

E importante frisar que as tarefas de casa “exercem também uma funcéo social,
pois através delas os pais tomam contato com o trabalho realizado na escola, na
classe dos filhos, sendo um importante meio de interacéo dos pais com os professores
e destes com aqueles” (LIBANEO, 1994, p. 192), e, além disso, ela é uma ferramenta

pedagodgica dotada de mdltiplas finalidades:

"[...] estender o tempo de aprendizagem, completar a quantidade de matéria
a ser dada numa jornada escolar insuficiente, conectar o trabalho de classe
precedente e subsequente, treinar e reforcar habilidades, estimular habitos
de estudo independente, aplicar os conhecimentos académicos a vida
cotidiana, enriquecer o curriculo ampliando as experiéncias de
aprendizagem, informar os pais sobre as atividades da escola e conectar
escola e familia". (CARVALHO, 2001 apud CARVALHO; NASCIMENTO;
PAIVA, 2006, p. 342).
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Diante do exposto fica claro a grande importancia das tarefas de Matematica e
da participacao efetiva da familia auxiliando o aluno na resolucéo dessas atividades.
Pois esta postura culminara na criacdo de um vinculo com a escola e na insercéo do
aluno e da familia no processo de ensino e aprendizagem, tornando a constru¢cdo do

conhecimento, mais eficaz e prazerosa.

b) Curriculo

Curriculo € o caminho percorrido, ou a percorrer que envolve de forma
abrangente, dinamico e existencial, tudo aquilo que promove e facilita a construcao
do saber do aluno. Para Melo (2014):

"Curriculo é tudo aquilo que uma sociedade considera necessario que 0s
alunos aprendam ao longo de sua escolaridade. Como quase todos os temas
educacionais, as decisdes sobre curriculo envolvem diferentes concepcoes
de mundo, de sociedade e, principalmente, diferentes teorias sobre o que é o
conhecimento, como é produzido e distribuido, qual seu papel nos destinos
humanos. Pode-se agrupar essas teorias em duas grandes vertentes: o
curriculo centrado no conhecimento e o curriculo centrado no aluno".
(MELLO, 2014, p, 1)

O curriculo € apresentado como uma bagagem cultural que a prépria sociedade
define como necessaria ao aluno, levando em consideragcdo como conhecimento e
produzido e distribuido.

Neste sentido, ele apresenta-se como um conjunto de disciplinas a serem
ensinadas, composto por todas as a ac¢des, instrumentos e mecanismos envolvidos
na producéo, transmissao e assimilacdo do conhecimento.

O grafico abaixo apresenta o sentimento dos alunos em relacdo a Matematica:

Grafico 2 - Sentimento dos Alunos em relacdo a Matemética.
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Fonte: Pesquisa de Campo (2019)
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Pelo gréfico 2, podemos notar que a maioria dos alunos entrevistados (58,3%)
afirmam gostar um pouco de Matematica, e 75,8% dos estudantes gostam um pouco
ou adoram Matematica, isto é, afirmam ter alguma afinidade com essa disciplina. Tal
resultado distancia-se daquele encontrado na pesquisa de Silva (2018), onde 41,2%
a maioria, dos alunos pesquisados gostam um pouco de Mateméatica e 14,1% a
adoram. O autor enfatiza em sua pesquisa que o alto indice de entrevistados que nao
gostam de matematica, aqueles que suportam ou detestam, demonstram um

sentimento de rejeicdo em relacdo a disciplina, reafirmando sua ideia com Reis (2005):

E facil observar na comunidade escolar que a relagdo entre aluno e
Matematica ndo é das mais amistosas. Muitos sdo enfaticos quando afirmam
nao gostarem desta disciplina, até mesmo os alunos que tém bom rendimento
declaram sua rejeicdo, ndo sentem prazer em resolver problemas de
Matematica, declaram ainda que ndo gostam das aulas, pois sdo muito
chatas. Que ndo entendem nada do que o professor fala, dentre outras
queixas. Este fato pode ser observado desde os primeiros anos de
escolarizacdo até os cursos superiores. Sem duvida a Matematica € rigorosa
em suas demonstracdes e aplicacdes e necessita ser assim para ser fiel ao
modelo que pretende representar, precisa ser exata ou chegar bem préximo
para dar credibilidade ao fendmeno estudado. Talvez por ser tdo rigida
provoca certo medo aos alunos que a acham dificil criando assim uma relacao
aspera, as vezes até traumética que pode culminar em dificuldade, falta de
interesse e rejeicdo (REIS, 2005, p. 4, apud SILVA, 2018, p. 67).

Essa rejeicao é ocasionada pelas inumeras dificuldades do processo de ensino
e aprendizagem da Matematica, por isso € necessario refletir sobre a pratica
pedagodgica e buscar novas estratégias para facilitar a aprendizagem dos alunos,
despertando o gosto e o interesse pelo estudo da Matematica.

Quando perguntados sobre com que frequéncia estudam Matematica fora da
escola, 56,2% dos entrevistados responderam que s6 estudam no periodo de provas
ou na véspera das provas e 9,5% nao estudam fora da escola, ou seja, a maioria dos
alunos néo possui uma rotina de estudo da disciplina de Matematica fora da escola.

A falta de tempo destinado ao estudo fora do ambiente escolar influencia no
baixo rendimento dos alunos, pois a atitude de exercitar os conhecimentos
apreendidos resulta na fixacdo dos contetdos e sana as dificuldades encontradas
pelos alunos na aquisicdo do saber. (SILVA, 2018; SANTOS, 2013)

A participacdo da familia, auxiliando o aluno na resolucédo das atividades de
casa e promovendo a constru¢cdo de uma rotina de estudos, evidencia o valor do
estudo, resultando no desenvolvimento de competéncias e habilidades, propostas

nestas tarefas, bem como a construcdo do conhecimento que subsidiardo outros.



78

Mas se por outro lado, os pais demonstram interesse somente pelas notas das
avaliacoes, seu filho pode cair no erro da maioria dos alunos de nossa pesquisa, de
estudar somente no periodo de provas ou até mesmo as vésperas das provas. Essa
atitude faz com que o aluno passe a estudar com o intuito de obter boas notas sem se
preocupar com a construcdo do conhecimento e consequentemente o
desenvolvimento de competéncias e habilidades.

Ao discorrer sobre esse problema Perrenoud (1996) faz a seguinte reflexéo:

Estudar apenas para a prova € uma maneira honesta, mas simpl6ria, de se
tornar capaz de um "desempenho de um dia". Isso ndo constréi uma
verdadeira competéncia, mas permite iludir, durante uma prova escrita ou
oral. Em uma noite, um aluno que ndo compreendeu nada, ndo trabalhou
antes e nada sabe ndo pode se tornar um bom aluno, mas isso basta, as
vezes, para salvar as aparéncias. (PERRENOUD, 1999, p. 69, apud
CALCAGNI, 2012, p. 43)

Para resolver esse problema é necessario fazer com que o estudante
compreenda a importancia de ter uma rotina de estudos da Matematica, para que o
mesmo consiga construir os conhecimentos necessarios nao so para avancgar em seus
estudos, mas sobre tudo para torna-lo apto a enfrentar os problemas do cotidiano e
respalda-lo para a obtencédo de novos conhecimentos.

Quando questionados se ja haviam estudado Bijecdo de Funcdo (Funcéao
Bijetora), praticamente a metade (49,5%) dos estudantes responderam que nao
estudaram Funcéo Bijetora. Estes dados sdo preocupantes, uma vez que conforme
a BNCC, este assunto faz parte do rol de contetdos do 1° Ano, portanto os alunos do
2° ja deveriam ter estudado esse tema.

O motivo de o professor ndo ensinar o conteddo pode ser a falta de
conhecimento da importancia desses conteddos ou a grande quantidade de
conteudos a serem trabalhado em uma carga horaria insuficiente, ou seja, a constante
corrida contra o tempo. De acordo com as OrientacBes Curriculares para o Ensino
Médio: “é preciso dar prioridade a qualidade do processo e ndo a quantidade de
conteudos a serem trabalhados. A escolha de contetudos deve ser cuidadosa e
criteriosa, propiciando ao aluno um “fazer matematico” por meio de um processo
investigativo que o auxilie na apropriacdo de conhecimento. (BRASIL, 2006, p. 70)

A escolha de um conteddo deve estd fundamentada na sua eficiéncia para
desenvolver a capacidade do aluno de resolver situagdes-problema do seu dia a dia

e propiciar a construgcédo de novos conhecimentos.
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¢) Metodologia

Entendemos metodologia de ensino como o conjunto de métodos e estratégias
aplicados pelo professor com o objetivo de promover e construir o conhecimento do
aluno.

A pratica pedagoégica do professor ndo se resume na minstracdo de aulas
embasada em metodologia e estratégias, uma vez que para alcancar o objetivo de
fazer com que o aluno assimile e compreenda o conteudo abordado, é necessario
refletir em nossa préatica docente, melhorando 0s pontos positivos e corrigindo as
falhas existentes nessa pratica.

Ser professor hoje vai além de saber expor um conteudo, passar exercicios,
elaborar uma prova. Ser professor hoje significa ser um verdadeiro estrategista, no
sentido de planejar, estudar, selecionar, organizar e propor os melhores meios que

facilitem e conduzam os alunos a apropriacao do conhecimento.

O fazer docente tornou-se mais trabalhoso e porque ndo dizer mais dificil,
necessita de uma elaboracdo mais consciente e direcionada, de um pensar
mais profundo sobre para que, 0 que e como ensinar. O tempo do improviso,
da receita pronta que se repete ano apés ano, ja se desgastou, € preciso
repensar, refazer, inovar. Comecar de novo, sonhando sim, mas com 0s pés
no chdo, conscientes de. Ser estrategista é saber o que se pretende atingir,
requer que se tenha clareza sobre onde se pretende chegar com o processo
ensino-aprendizagem (FONSECA, 2008, p. 13-14)

A maioria dos entrevistados (96,2%) acredita que o professor de Matematica
demonstra dominio em relacdo ao conteudo de Funcdo com énfase na Funcéo
Bijetora, o que esta em conformidade com a pesquisa de Silva (2018), onde 93% dos
alunos afirmam identificar o dominio do professor em relacdo ao contetido ministrado
nas aulas. 43,3% dos entrevistados responderam que entendem quase sempre, e
21,1% entendem sempre, as explicacbes dadas nas aulas de matematica. Os

resultados anteriores concordam com dos da tabela abaixo:

Tabela 2 — Como os estudantes do 2° Ano avaliam as explicagbes do professor de Matematica

Ruim 2 1,9
Regular 5 4,8
Boa 27 25,7
Excelente 69 65,7
Nao respondeu 2 19
Total 105 100

Fonte: Pesquisa de Campo (2019)
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Os dados apresentados na tabela 2 mostram que a maioria dos alunos
consegue compreender, as explicacdes dadas pelo professor de Matemética durante
a ministracao das aulas, uma vez que somente 1,9% consideram ruim e 4,8% regular.
Esse resultado estd bem distante daqueles encontrados na pesquisa de Silva (2018),
onde 43,5% dos alunos avaliam como ruim, as explicacdes do professor, 20%
consdera regular, 35,3% boa e somente 1,2% classificaram como Otima as
explicacbes do professor.

Ao serem questionados sobre a a forma que o professor de Matematica
costumava iniciar a maioria das aulas, os estudantes informaram que na maioria das
aulas (77,3%) ele iniciou pela definicdo seguida de exemplos e exercicios, 0 que
evidencia que o professor desenvolveu o conteudo utilizando o método tradicional de
ensino.

Em Pozo (2009) encontramos a seguinte reflexao:

O modelo tradicional, baseado na transmissdo de saberes conceituais
estabelecidos, ndo assegura um uso dindmico e flexivel desses
conhecimentos fora da sala de aula e, além disso, gera numerosos problemas
e dificuldades dentro dela. Com muita frequéncia ha um notério divércio entre
as metas e 0s motivos do professor e os dos alunos, fazendo com que estes
se sintam desconectados e desinteressados, enquanto o professor se sente
cada vez mais frustrado. E comum escutar dos professores que cada vez
menos alunos os acompanham, entre outras coisas, porque possivelmente
cada vez € menor o nimero de alunos que entendem para onde vai 0
professor. (POZO, 2009, p. 251 apud SILVA 2018, p. 70).

As competéncias especificas de Matematica da BNCC, sinalizam para o
desenvolvimento de um aluno que participa diretamente da construgcdo do seu
conhecimento, deixando de ser mero expectador e repetidor de ideias, como propde
o modelo tradicional de ensino.

D'Ambrésio (1989) enfatiza que

[...] uma aula expositiva, em que o professor passa para o quadro negro aquilo
gue ele julgar importante. O aluno, por sua vez, copia da lousa para o seu
caderno e em seguida procura fazer exercicios de aplicagdo, que nada mais
sdo do que uma repeticdo na aplicacdo de um modelo de solucéo
apresentado pelo professor. Essa pratica revela a concepcdo de que é
possivel aprender matematica através de um processo de transmisséo de

conhecimento. Mais ainda, de que a resolucdo de problemas reduz-se a
procedimentos determinados pelo professor. (D’AMBROSIO, 1989, p.15)

O método tradicional ainda € o modelo de ensino mais frequente em nossas

salas de aula, porque é mais cobmodo para o professor, uma vez que ele passa o
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conteudo no quadro, explica e o aluno ouve, copia e pergunta exporadicamente, dessa

forma, o professor ndo precisa se preocupar em desenvolver ou adotar métodos,

estratégias e técnicas diferenciadas que promovam o pensamento, a reflexdo, a

conclusdo e a construcado do conhecimento por parte do aluno, uma vez que nesse

processo habitual a principal operacdo do pensamento € a memorizagao

De

acordo com as Orientag¢Bes Curriculares para o Ensino Médio:

A forma de trabalhar os conteidos deve sempre agregar um valor formativo
no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento matematico. Isso
significa colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize o
raciocinio matematico — nos aspectos de formular questdes, perguntar-se
sobre a existéncia de solucdo, estabelecer hipéteses e tirar conclusodes,
apresentar exemplos e contra-exemplos, generalizar situacdes, abstrair
regularidades, criar modelos, argumentar com fundamentacédo logico-
dedutiva. Também significa um processo de ensino que valorize tanto a
apresentacdo de propriedades matematicas acompanhadas de explicacao
guanto a de féormulas acompanhadas de deducéo, e que valorize o uso da
Matematica para a resolucdo de problemas interessantes, quer sejam de
aplicagdo ou de natureza simplesmente teérica. (BRASIL, 2006, p. 69-70).

A forma como o professor aborda o conteudo influencia diretamente no sucesso

da transmissdo do conhecimento, pois "ensinar ndo € transferir conhecimento, mas

criar as possibilidades para a sua produgao ou a sua construgao”. (FREIRE, 1996, p.

26).
Os

nas aulas

dados do proximo grafico versam sobre a eficacia da metodologia utilizada

de matematica, no que tange a sua atratividade.

Grafico 3 — Percentual de alunos que tém sua ateng&o e interesse em aprender despertado pelas

aulas de Matematica.
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Fonte: Pesquisa de Campo (2019)
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Os dados acima nos chamam a atencéo, pois indicam que somente 36,3% dos
estudantes tém sua atencdo e interesse despertados pelas aulas de matemética.
Freire (1996, p. 26) lembra que “ensinar ndo é transferir conhecimento, mas criar as
possibilidades para a sua producéo ou a sua construcao”.

Fonseca (2008) reforga que:

A aprendizagem € inerente ao homem, contudo s é efetivada quando se
necessita ou se quer aprender. No ato de aprender, o aluno ndo pode ser um
simples espectador, ele € o ator principal e portando sua participacdo na aula
€ indispensavel. Deve ouvir, falar, debater, perguntar. Precisa receber
estimulos que o levem ao pensar, ao refletir, ao descobrir, a ligar o que
aprende ao que ja sabe e a sua vida, a perceber a importancia do saber.
(FONSECA, 2008, p. 12)

Como afirmamos anteriormente, na maioria das aulas, o professor de
Matematica utiliza o método tradicional, que segundo as Orientagdes Curriculares
para o Ensino Médio, € o modelo historicamente mais presente em nossas salas de
aula de Matematica, que “apresenta a vantagem de se atingir um grande numero de
alunos ao mesmo tempo, [...] por outro lado demanda alunos bastante motivados e
atentos a palavra do professor, 0 que nao parece ser o caso para grande parte de
nossos alunos, que estdo imersos em uma sociedade que oferece uma gama de
outras motivagdes”. (BRASIL, 2006, p. 80).

As metodologias predominantes nas aulas do professor de Matematica das
turmas pesquisadas fazem parte da corrente de ensino tradicional, que dificultam o
entendimento das explicacdes, ndo despertam o interesse dos alunos em aprender o
contetdo exposto, impossibilitando a construcdo de um estudante protagonista na
construcéo do seu conhecimento. Como o método tradicional de ensino torna o aluno
um sujeito passivo, mero repetidor de informacdes, é impossivel que o estudante
torne-se um sujeito critico, criativo, autbnomo e responsavel.

A BNCC assegura que

Para formar esses jovens como sujeitos criticos, criativos, autbnomos e
responsaveis, cabe as escolas de Ensino Médio proporcionar experiéncias e
processos que lhes garantam as aprendizagens necessarias para a leitura da
realidade, o enfrentamento dos novos desafios da contemporaneidade
(sociais, econdmicos e ambientais) e a tomada de decisbes éticas e
fundamentadas. O mundo deve lhes ser apresentado como campo aberto
para investigacdo e intervencdo quanto a seus aspectos politicos, sociais,
produtivos, ambientais e culturais, de modo que se sintam estimulados a
equacionar e resolver questdes legadas pelas geracdes anteriores — e que se
refletem nos contextos atuais —, abrindo-se criativamente para o novo.
(BRASIL, 2018, p. 463).
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As ideias apresentadas sobre a eficacia do método tradicional de ensino foram
confirmadas pelas respostas dos alunos a pergunta: vocé consegue relacionar os
contetdos mateméaticos ensinados na sala de aula com seu dia a dia? 33,3% dos
entrevistados responderam que sim, 0 que nos remete a seguinte reflexdo: como a
escola vai garantir as aprendizagens que possibilitam a leitura da realidade, tornando
0 educando apto para enfrentar novos desafios da contemporaneidade e capaz de
tomar decisdes éticas e fundamentadas, se o professor ndo consegue promover um
ensino significativo que proporcione ao estudante a competéncia de relacionar os
conteudos da escola com as situacdes do seu dia a dia?

Os dados da nossa pesquisa concordam com os obtidos por Silva (2018), que
ao verificar a capacidade dos alunos relacionarem os contetdos matematicos dados
em sala com seu cotidiano constatou que a maioria dos entrevistados (71,8% da

amostra) as vezes conseguem fazer essa relacao.

A aplicacdo dos aprendizados em contextos diferentes daqueles em que
foram adquiridos exige muito mais que a simples decoracdo ou a solugéo
mecéanica de exercicios: dominio de conceitos, flexibilidade de raciocinio,
capacidade de andlise e abstracdo. Essas capacidades sdo necessérias em
todas as é&reas de estudo, mas a falta delas, em Matematica, chama a
atencdo. (MICOTTI, 1999, p.154 apud SILVA, 2018, p. 74).

O processo de ensino e aprendizagem exige muito mais que a simples
memorizacdo ou a resolucdo mecanica de uma lista de exercicios, que nao traz
nenhuma relacdo com a vida do aluno, ele reque o desenvolvimeto de raciocinio,
capacidade de analise e abstracédo e a construcdo de um conhecimento que torne o
estudante um ser critico e participativo na sociedade.

A nossa pesquisa revelou ainda, que o modo como o professor costuma fazer
os alunos praticarem o contetudo de Bijecdo de Funcdo é a utilizacdo da lista de
exercicios (69,3%) e os exercicios do livro didatico (23,1%). Esse resultado esta de
acordo com o que foi encontrado no estudo realizado por Silva (2018), onde 76,5%
dos alunos entrevistados informaram que para fixacdo do conteddo funcédo afim os

professores apresentam uma lista de exercicios.

d) Avaliacao

A avaliacdo de aprendizagem é um mecanismo diagndstico de registro, analise
e acompanhamento dos alunos, que orienta e organiza o trabalho pedagdgico,
promevendo uma reflexdo produtiva no processo de ensino e aprendizagem e, por

conseguinte a aprendizagem e a formacéo integral do estudante.
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Neste sentido, a “avaliagdo de aprendizagem nao fica restrita a prova ou outro
instrumento que cobra apreensdo dos conteldos e o estrito dominio cognitivo com
vistas a promogéo do estudante em niveis ou séries” (MACHADO; SILVA; SOUZA,
2016, p. 217). Fernandes e Freitas (2008) reforcam que

A avaliacdo é uma atividade orientada para o futuro. Avalia-se para tentar
manter ou melhorar nossa atuacao futura. Essa é a base da distingcdo entre
medir e avaliar. Medir refere-se ao presente e ao passado e visa obter
informacdes a respeito do progresso efetuado pelos estudantes. Avaliar
refere-se a reflexdo sobre as informac6es obtidas com vistas a planejar o
futuro. (FERNANDES; FREITAS, 2008, p. 19).

Desta forma, a avaliagao deixa de ser apenas um instrumento de “medir
conhecimento”, classificar e punir alunos, oferecendo um diagnéstico dos
conhecimentos, competéncias e habilidades que os alunos conseguiram desenvolver,
tornando-se uma ferramenta poderosa que articula uma reflexdo de todo o trabalho
pedagogico possibilitando o reajuste e se necessario a reformulacéao do planejamento
curricular.

A tabela seguinte apresenta o percentual de alunos que ja ficaram de

dependéncia em Matematica ou outra disciplina.

Tabela 3 — Alunos que ja ficaram de dependéncia

Né&o 72 68,6
Sim 33 31,4
Total 105 100

Fonte: Pesquisa de Campo (2019)

A tabela 3 destaca que uma quantidade consideravel dos alunos (31,4%) ja
ficou de dependéncia em uma ou mais disciplinas, tendo que cursa-la(s) em uma série
anterior a que ele esta estudando. Esses dados estdo bem préximos dos encontrados
na pesquisa de Silva (2018), que constatou que 25,9% dos estudantes entrevistados
ja haviam ficado de dependéncia em algum momento.

A Matematica continua sendo vista como a grande vil&, ou seja, a disciplina que
mais reprova o0s alunos, uma vez que 37,9% dos alunos pesquisados responderam
gue ja ficaram, em algum momento de sua vida escolar, de dependéncia em nesta
disciplina. E importante destacar que nossa pesquisa revelou que 20,7% dos

entrevistados afirmaram ter ficando de dependéncia em mais de uma disciplina.
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A pesquisa de Silva (2018) destacou que 72,7% dos estudantes das séries
regulares ja ficaram. A nossa pesquisa aponta para uma acentuada reducdo desse
indice, que caiu quase pela metade. Esse fato s6 ndo é mais animador porque dos
20,7% dos estudantes que ficaram de dependéncia em mais de uma disciplina, a
metade deles (50%) afirmou ter ficado também em Matematica.

Os alunos foram questionados sobre o sentimento que eles tém diante de uma
avaliacdo de Matematica e, apesar de 43% desses estudantes mostrarem-se
tranquilos diante da aplicacdo de uma avaliacdo de Matematica, a grande maioria
demonstra certo desconforto, uma vez que 10,6% ficam com medo, 36,5%
preocupados, 7,7% com raiva e 3,9% com calafrios.

As informacgdes apresentadas na tabela a seguir, que possibilitam detectar o

tipo de verificacdo de aprendizagem utilizado por esses docentes.

Tabela 4 — Instrumentos de Avaliacdo Utilizados pelo professor de Matematica

Provas/Simulados 56,2%
Testes 29,6%
Seminarios 1,9%
Pesquisas 0
Projetos 0,9%
Outros 12,4

Fonte: Pesquisa de Campo (2019)

A tabela 4 indica que o instrumento de avaliacdo mais utilizado ainda séao
provas/simulados (56,2%), seguido de testes (29,6%). Entre os alunos que
responderam outros (12,4%), a grande maioria (38,5%) afirmou que o professor de
Mateméatica utiliza Atividades em Classe como instrumento de avaliacdo de
aprendizagem, evidenciando fortes caracteristicas do método tradicional na
verificacdo de aprendizagem

Segundo Peres (2016, p. 140), o objetivo da avaliacdo é diagnosticar a eficacia
dos objetivos planejados, detectando os conhecimentos, habilidades e aptiddes
desenvolvidos pelos alunos, possibilitando o ajuste ou, se necessario a reformulacéo

do planejamento curricular.

e) Grau de dificuldades dos estudantes em relacdo a aprendizagem de Bijecdo de

Funcao
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Nesta parte da pesquisa o aluno foi instruido a responder com Sim ou Nao, a
pergunta: Vocé lembra de ter estudado? Em caso afirmativo, o estudante indicaria
para o grau de dificuldade que teve, com MF (Muito Facil), F (Fé&cil), R (Regular), D
(Dificil) ou MD (Muito Dificil).

Quadro 2 — Quadro de Dificuldades em Relagdo a Bije¢cao de Fungao

1. Definicado de
Funcao 70,59% | 29,41% | 11,76% | 32,35% | 45,59% | 8,82% | 1,47%

3. Contradominio de
uma Funcado 62,75% | 37,25% | 12,07% | 48,28% | 48,28%

5. Célculo da Imagem
de um elemento

50,98% | 49,02% | 8,89% | 24,44% | 55,56% | 6,67% | 4,44%

38,30%

11. Funcgéo Bijetora 47,06% | 52,94% | 12,77% | 53,19% | 27,66% | 4,26% | 2,13%

13. Aplicacdo da
Funcéo Bijetora 46,08% | 53,92% | 13,64% | 43,18% | 36,36% | 4,55% | 2,27%

Fonte: Pesquisa de Campo (2019).

O quadro 2 evidencia que a maioria dos alunos responderam que lembram de
ter estudado os cinco primeiros conteudos apresentados: Definicdo de Fungéo
(70,59%), Dominio de uma Funcéo (72,55%), . Contradominio de uma Funcéo
(62,75%), Imagem de uma Funcéo (68,63%) e Calculo da Imagem de um elemento
(50,98%).
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A partir da questdo 6, notamos o percentual das respostas N&o, supera o
percentual das respostas Sim. E interessante lembrar que o aluno pode ter se
cansado, ao responder um grande numero de perguntas do nosso instrumento de
pesquisa, fazendo com que a maioria dos estudantes marcasse a alternativa N&o,
uma vez que ao optar por essa resposta o aluno ndo precisaria indicar o grau de
dificuldades apresentado por esse conteldo. Mas mesmo que esse fato tivesse sido
confirmado, ndo invalidariam os resultados obtidos, uma vez que, de acordo com o
guadro, uma parte consideravel da nossa amostra, respondeu a nossa pesquisa com
bastante compromisso e seriedade.

A analise do quadro 2 nos permite concluir que maioria dos estudantes nao se
lembra de haver estudado alguns conceitos basicos de Funcao e principalmente o
conteudo Bijecao de Funcéo. Esse fato aponta para a necessidade de um modelo de
ensino onde o professor € mediador entre o contetdo matematico e a aprendizagem
do aluno, buscando meios para promover uma aprendizagem significativa, para que o
aluno ndo esqueca amanha o conteudo que esta estudando hoje.

Os conteudos que os alunos afirmaram ter maior dificuldade sdo: Reconhecer
o gréfico de uma Funcéo Par (10,34%) e Reconhecer o grafico de uma Funcao impar
(12,2% entre Difil e Muito Dificil). De acordo com Pinto (2014) “muitos alunos finalizam
o0 Ensino Médio sem saber interpretar graficos, ndo compreendendo que objeto eles
representam, ou que situacdes modelam, que informacdes podem ser extraidas deles,
ou que situacao-problema nos permitem resolver”. (PINTO, 2014, 2-3).

Essa situacao sinalisa para uma mudanca de postura do professor, buscando
metodologias e estratégias que possibilite a construcdo de um conhecimento
significativo.

Aprender de forma significativa é provocar desafios sobre o que ja se sabe,
reconstruindo os conhecimentos, ampliando-os e tornando-os mais sélidos.
Quanto mais firme e consistente for um conceito, maior possibilidade ele tem
de servir como base para novas aprendizagens. Quanto mais sabemos, mais
temos condicdes para aprender. (FONSECA, 2008, p. 29)

A maioria dos entrevistados que consideraram como Facil ou Regular o grau
de dificuldades apresentados por eles ao estudar esses conteudos, apresentaram
baixo rendimento no Teste de verificacdo de Aprendizagem de Func¢édo com énfase
em Bijecdo de Funcdo. Esse teste foi composto por 10 (dez) questdes distribuidas
entre questdes objetivas e subjetivas. Todas as questdes foram tabuladas com os

parametros: Nao Respondida, Errada, Parcialmente Correta, Correta, exceto a
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guestao 5, que indagava se aluno conhecia alguma aplicagdo da Funcé&o Bijetora?

Qual (is)? E por isso foi tabulada de forma diferente das demais.

Quadro 3 - Resultados do Teste de verificacdo de aprendizagem de Bijec&do e Paridade de Funcéo

1. Determinar o dominio, o 86,7% 2,8% 8,6% 1,9%
contradominio e a imagem da
fungéo por meio do diagrama de

Venn

2. Definicao de fungdes injetoras, 52,4% 4,8% 40,9% 1,9%
sobrejetoras e bijetoras.

3. O que é funcéo bijetora? 91,4% 2,9% 0 5,7%
4. Contextualizacdo de funcéo 92,5% 3,8% 1% 0
bijetora

6. ldentificagcdo de uma funcgao 84, 7% 12,4% 2,9% 0

injetora, sobrejetora e bijetora por
meio do diagrama de Venn.

7. ldentificacdo da paridade de 92,4% 2,8% 4,8% 0
funcdo por meio do diagrama de
Venn.

8. Explique a diferenca entre 98,1% 1,9% 0 0
funcao par e funcao impar.
9. Definicho de paridade de 94,3% 1,9% 3,8% 0
funcdo por meio de sua lei de
formacao.

10 - Identificacdo da paridade de 97,1% 2,9% 0 0
funcao por meio do grafico

Fonte: Pesquisa de Campo (2019)

A questédo 5 aferia se o0 aluno conhece alguma aplicacdo da Funcéo Bijetora.
87,6% dos alunos néo responderam essa pergunta, 11,4% afirmaram ndo conhecer e
1% responderam que conhecem alguma aplicacao para a funcéo Bijetora, no entanto
guando foi solicitado que indicasse a aplicacéo o aluno néo respondeu.

A analise do quadro 3 nos permite afirmar que a maioria dos alunos do 2° Ano
do Ensino Médio, ndo desenvolveu as habilidades e competéncias relativas ao
conhecimento basico de Funcéao, Bijecdo e Paridade de Funcéo; e que boa parte deles

nao estudaram Bijecao de Funcao.
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f) Consideracoes

O objeto Funcéao é trabalhado a partir do Ensino Fundamental e segue durante
o Ensino Médio e até mesmo no Ensino Superior, por ser de fundamental importancia
no estudo da Matemética e de outros campos do conhecimento, contudo os alunos
apresentam uma acentuada deficiéncia em relacao aos conceitos e linguagens desse
conteudo. Por que esse conteudo € pouco compreendido pelos estudantes, mesmo
sendo estudado durante tanto tempo?

Na busca da resposta para esse questionamento, realizamos uma revisao
literaria sobre o assunto, que resultou em outras inquietagdes: Qual € o motivo do
baixo desempenho dos estudantes nas avaliagdes internas e externas? Como esses
conteudos estédo sendo trabalhados pelos professores na 6tica dos estudantes do 2°
Ano do Ensino Médio?

Isso nos motivou a realizar um levantamento diagnoéstico para compreender o
Processo de Ensino e Aprendizagem de Bijecdo na Visédo dos Estudantes do 2° Ano
do Ensino Médio.

Por meio da analise dos dados obtidos nas pesquisas bibliografica e de campo,
compreendemos que o professor necessita de referenciais que possibilite analisar e
interpretar o que acontece na sala de aula, adotando uma pratica reflexiva
gue resultara na construcdo de conhecimento e éxito no arduo oficio de ensinar.

A pesquisa revelou que a maioria dos alunos pesquisados nédo recebem ajuda
nas atividades de casa, 0 que exerce grande influéncia no insucesso escolar dos
discentes, uma vez que a participacdo ativa da familia, auxiliando o estudante na
resolucdo das atividades de casa, bem como o estabelecimento de uma rotina de
estudos de Matematica fora do ambiente escolar, culminara na criacdo de um vinculo
com a escola, inserindo o aluno e a sua familia no processo de ensino e
aprendizagem, tornando a constru¢do do conhecimento mais eficaz e prazerosa.

O curriculo é outro fator ponderante, uma vez que ele é o caminho percorrido,
ou a percorrer gue envolve de forma abrangente, dinAmico e existencial, tudo aquilo
gue promove e facilita a construcdo do saber do aluno. Ao analisar as respostas dos
estudantes evidenciam a predominancia do método tradicional de ensino, muito
recorrente por sua comodidade para os docentes, mas que resulta em prejuizos ao

desenvolvimento de competéncias e habilidades por parte dos alunos, que
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demonstraram pouco conhecimento em relacdo ao contedudo abordado quando
submetidos ao Teste de Verificacdo de Aprendizagem.

Percebemos que os alunos possuem um timido interesse em aprender
Matematica, mas esse anseio vem sendo aos poucos podado pela forma como os
fatores anteriormente mencionados, tém atuado no processo de construgcdo de
conhecimento desses discentes.

Portanto, para que o Processo de Ensino e Aprendizagem de Bijecédo de
Funcdo tenha sucesso, é necessario que o professor de Mateméatica compreenda que
o planejamento e a avalia¢@o constituem uma parte inseparavel e fundamental na sua
atuacdo, promovendo andlise e reflexdo da pratica pedagégica, bem como a busca
de um curriculo e de novas metodologias de ensino que possibilite ao aluno
compreender a importancia de aprender o conteudo, atuando diretamente na
construcédo do conhecimento e por conseguinte, torne-se um sujeito critico, criativo,

autdonomo e responsavel.

3.5 Tendencias da Educacdo Matematica

Nesta parte do trabalho discorremos sobre o Ensino de Matematica por
Atividades Experimentais e a Resolu¢do de Problemas como Ponto de Partida que
sdo as metodologias de ensino que fundamentaram a construcdo nossa Sequéncia
Didatica.

3.5.1 Ensino por Atividades Experimentais

Nesta sec¢do abordaremos o ensino por atividades experimentais, tendo como
ponto de partida a origem do ensino por atividades. Em seguida discorremos sobre 0s
dois tipos basicos de atividade e o modo como cada uma delas deve ser planejada e

desenvolvida.

3.5.1.1 Origem do Ensino por Atividades
O Ensino por Atividades teve origem no ensino por descoberta (SA, 2019, p.

12). Esse tipo de aprendizagem foi proposto pelo movimento da Escola Nova e
defendido por estudiosos como Jerome Bruner, Vygotsky e John Dewey, que
destacavam a importancia da atividade no processo de aprendizagem. (CALCIZ,
2011, p. 5).

Para Bruner, segundo Célciz (2011, p. 5), é possivel pensar em trés tipos de

descobrimento: indutivo, dedutivo e o transdutivo.
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O descobrimento indutivo realizado por meio do levantamento e a reordenagao
de dados para chegar a uma nova categoria, conceito ou generalizacao.

O descobrimento dedutivo ocorre por meio da combinacao de ideias gerais com
o objetivo de chegar a enunciados especificos, como na constru¢do de um silogismo.

O descobrimento transdutivo ocorre quando o individuo relaciona ou compara
dois elementos particulares e observa que séo similares em um ou dois aspectos.

No Brasil o ensino por descoberta foi concebido por Hennig em 1986. Ele
associou trés técnicas a essa metodologia: redescoberta, problema e projeto e
afirma que ensino por descoberta apresenta as seguintes vantagens: aprender por
descoberta é aprender a aprender, é automotivador e autogratificante, aumenta a
capacidade de pensar e de raciocinar, facilita a transferéncia e memorizac&o. (SA,
2019, p. 12-13).

O Ensino por Atividades “é uma pratica metodologica que proporciona ao aluno
construir sua aprendizagem, por meio da aquisi¢ao de conhecimentos e redescoberta
de principios” (SA, 2009, p. 14). Essa abordagem metoldgica de ensino viabiliza o
protagonismo do estudante na construcdo do saber, uma vez que ele € conduzido
pelo professor por meio de um processo de colaboracédo até descobrir 0 conteudo
abordado.

Segundo S& (2019) O ensino por atividades apresenta as seguintes

caracteristicas:

1) E diretivo

2) Tem compromisso com o contelido;

3) Tem compromisso com o desenvolvimento de habilidades para além do
conteuldo;

4) E estruturado

5) E sequencial

6) Nao esta necessariamente associado a resolucdo de problemas

7) Leva em consideracé@o os conhecimentos prévios dos estudantes

8) Os resultados sdo institucionalizados ao final da atividade

9) Nao dispensa a participacéo do professor

10) E adequado para formagido de conceitos e acesso a resultados
operacionais ou algoritmicos.

11) E iterativo entre estudantes e professor. (SA, 2019, p. 16-17)

Dessa forma, o Ensino de Matematica por Atividade é uma metodologia capaz
de promover um ensino dinamico, envolvente e participativo, onde os conteldos
propostos sdo descobertos pelo proprio aluno durante o processo de aprendizagem
tendo o professor apenas como orientador, possibilitando a constru¢gédo da autonomia
do aluno, que encontra leis gerais e generaliza¢cdes sem o auxilio direto do professor,

construindo seu conhecimento por meio de observacdes e descobertas.
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S4& (2009) corrobora com essa ideia ao afirmar que

A proposicao do ensino de Matematica baseado em atividades pressupde a
possibilidade de conduzir o aprendiz a uma construc¢éo constante das nogcbes
matematicas presentes nos objetivos da atividade. Isso é evidenciado a partir
da elaboracdo da mesma, até a sua realizacdo e experimentacao, visto que
cada etapa vivida pelo estudante servira de apoio para a discussdo e
posterior elaboracado final dos conceitos em construcdo. Cabe, porém, ao
professor preocupar-se com o modo de elaboragéo dessas atividades e com
as orientacdes dadas aos estudantes durante a realizacdo das mesmas, pois
isso podera ser decisivo no processo de aprendizagem do aluno (SA, 2009,
p.18).

No método tradicional de ensino o professor apresenta conceitos e definicao,
seguidos de exemplos e exercicios sem aplicacdo ou relacdo com o cotidiano do
aluno, que de forma passiva, copia e reproduz os conhecimentos escritos no quadro.
Por outro lado, o Ensino por Atividades parte de uma atividade com perguntas que
objetivam instigar e nortear o discente a encontrar regularidades e por meio de
discussao chegar a sua resolugéo, construindo assim o seu conhecimento por meio
da descoberta, ou mesmo da redescoberta, através de leis gerais ou generalizacoes.

Sa (2009) destaca alguns cuidados no planejamento, execucdo e

desenvolvimento das atividades utilizadas nesta metodologia:

. As atividades devem apresentar-se de maneira auto-orientadas para
que os alunos consigam conduzir-se durante a construcdo de sua
aprendizagem,;

. Toda a atividade deve procurar conduzir o aluno a construcdo das
no¢des matematicas através de trés fazes: a experiéncia, a comunicacao oral
das ideias apreendidas e a representacdo simbdlica no¢des construidas;

. As atividades devem prever um momento de socializacdo das
informacdes entre os alunos, pois isso é fundamental para crescimento
intelectual do grupo. Para que isso ocorra, o professor deve criar um ambiente
adequado e de respeito mituo entre os alunos e adotar a postura de um
membro mais experiente do grupo e que possa colaborar na aprendizagem
deles;

. As atividades devem ter caracteristicas de continuidade, visto que
precisam conduzir o aluno ao nivel de representacdo abstrata das ideias
matematicas construidas a partir das experiéncias concretas vivenciadas por
ele;

. De acordo com o modelo proposto por Dockweiller (1996), as
atividades propostas pelo professor podem se apresentar de trés maneiras:
desenvolvimento, conexdo e abstracdo, de modo que sejam sequencialmente
apresentadas e possam contribuir para a construgdo gradual dos conceitos
matematicos (SA, 2009, p.18).

As atividades aplicadas devem apresentar orientacfes claras e bem definidas,
organizando a constru¢cdo das nog¢des matematicas em trés fases: experiéncia,
comunicacdo oral das ideias e representacdo simbolica das no¢des construidas,

prevendo momento de socializag&do das informacdes e experiéncias entre os alunos.
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O autor ressalta ainda que para efetivar a construgédo gradual dos conceitos
matematicos, essas atividades devem ser apresentadas sequencialmente de trés
maneiras: desenvolvimento, conexdo e abstracdo; e quanto ao objetivo pode ser
realizado por dois tipos basicos de atividade de: conceituacdo ou redescoberta,
onde a atividade de conceituacao tem por objetivo conduzir o estudante, por meio da
percepcdo da ocorréncia de um determinado tipo de situacdo/tipo de objeto
matematico, promover a construcao da definicdo desse objeto matematico.

A atividade de redescoberta objetiva "levar o estudante ao descobrimento de
uma relacdo ou propriedade relativa a um dado objeto ou operacdo matematica”,
correspondendo ao momento de exploragdo do objeto, a qual antecede a
demonstracao do resultado, ndo se limitando simplesmente na demonstracdo de um
resultado matematico recorrente do processo. Por meio dela, o aluno descobre uma
relacao/propriedade, percebendo regularidades nos resultados, sendo conduzido a
uma demonstracao do objeto matematico estudado.

Dessa forma o que diferencia esses dois tipos de atividades € que na Atividade
de Conceituacao a construcdo do conhecimento ocorre durante a definicdo do objeto
matematico, enquanto que na Atividade por Redescoberta, essa construcdo é
decorrente da descoberta das relacdes/propriedade observadas durante a exploracao
do objeto matematico.

Quanto ao modo de desenvolvimento o ensino de matematica por atividades
pode ser por demonstracdo ou experimental, na primeira o professor realiza as
acles, os alunos registram os resultados e o objetivo da atividade € alcancado por
meio da discusséo desses resultados. Ja a atividade experimental é elaborada pelo
professor e executada pelos alunos, podendo ser utilizadas para conceituacdo ou

descoberta.

3.5.1.2 Organizacdo de uma Atividade de Conceituacdo ou Redescoberta

Uma Atividade de Conceituacdo ou de Redescoberta pode ser organizada,
didaticamente, em seis momentos: organizacao, apresentacao, execucao, registro,
andlise e institucionalizacdo. O quadro a seguir apresenta cada momento dessa

atividade com a descricdo detalhada de como cada um deles deve ser desenvolvido.
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Quadro 4 - Momentos de ensino por atividades experimentais

Momento | O que sera feito? Como sera feito?

Organizar a turma, preferencialmente, em
equipes com no maximo 4 alunos e no minimo 2.
E importante que o professor dirija as agdes e
oriente, sem imposic¢éo, a formacao das equipes,
demonstrando seguranca e evitando desperdicio
de tempo nessa etapa de organizagao
O professor distribuira todo o material necessario
Apresentacéo da | para a realizagdo da atividade incluindo o roteiro
Atividade da mesma, impresso ou disponibilizado no
guadro, conforme as condi¢cdes estruturais da
escola. A organizacao do material em kits facilita
a distribuicdo e economiza tempo.
Cada equipe realizara os procedimentos
estabelecidos para a atividade: manipulagéo dos
materiais, realizacdo de medidas e/ou caélculo,
3° Atividade comparacao e/ou observacdo. O professor deve
"supervisionar o desenvolvimento das acbes e
auxiliar nas duavidas, quando solicitado ou
perceber dificuldade de execucao".

1° Organizacao

20

Execucao da

sistematizacdo das informagcfes na pesquisa
cientifica e o registro das informacfes obtidas
durante a execucdo dos procedimentos. O
40 professor deve supervisionar o desenvolvimento
das acdes e auxiliar dirimindo as eventuais
duvidas que possam ocorrer durante o
processo".

5° Anélise cada equipe, por meio da analise das
informacfes registradas, deve perceber as
caracteristicas do objeto matematico que a
atividade objetiva conceituar ou definir. Caso
alguma equipe ndo consiga perceber a relacao
valida, por meio das informacg@es registradas, o
professor deve auxiliar os membros dessa
equipe direcionando a eles perguntas reflexivas
gue os faca perceber a relacdo desejada.

O professor solicitard que um representante de
cada equipe, anote no quadro a(s)
observacao(des) elaborada(s) pela equipe, e
apos a andlise dessas, o professor apresentara

0 conceito ou definicdo na forma padréo.
Fonte: Adaptado de Sa (2019, p. 18-21)

Registro

6° Institucionalizacao

Ao discorrer sobre o ensino por atividades, Sa (2019) destaca que no inicio é

muito raro os estudantes apresentarem observacdes que se aproxime do conceito do
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objeto matemético apresentado, contudo o professor deve analisar as observacéo
elaboradas por cada equipe, analisar e destacar as caracteristicas desejadas do
objeto e somente apds esse processo, apresentar o conceito ou definicdo na forma
padrao.

Corréa (2019) ressalta que

"O professor devera ainda, chamar a atencéo da turma para as caracteristicas
que comp8em uma concluséo, e finalmente, elaborar juntamente com a turma
uma que permita a alguém que ndo participou da atividade entender a
relagdo/propriedade estabelecida, e ainda, se possivel, representar esta
conclusdo também com representagfes visuais ou simbolos matematicos. A
essa conclusdo elaborada pelo professor em conjunto com a turma sera
denominada conclusdo da turma, que representa o término da
institucionalizac@o e consequentemente o final dos momentos do ensino por

atividade". (CORREA, 2019, p. 142).

Dessa forma evidencia-se a importancia da valorizacdo das respostas dos
estudantes que colaboram de forma direta e positiva na construcéo da concluséo da
turma, que sera orientada pelo professor.

O Ensino Por Atividades cobra a construcéao de textos conclusivos, e por terem
pouca experiéncia com esse tipo de atividade, os estudantes demonstraram
dificuldades, registrando a relacdo obtida no momento da analise no lugar do texto
conclusivo, além de gastar muito tempo na realizacdo da mesma. Esse fato ndo deve
ser motivo de preocupacéao, pois o professor pode direcionar algumas perguntas a
turma, promovendo reflexdo e discussdo que possibilite a elaboracdo de uma
conclusdo mais adequada para a atividade, além disso as pesquisas de Corréa (2019)
e Lopes (2015) confirmam o que havia sido afirmado por Sa (1999), que e o tempo
gasto nestas atividades tende a diminuir a medida que vao sendo desenvolvidas

atividades de mesma natureza.

3.5.1.3 O Planejamento de uma Atividade de Conceituacao
O guadro a seguir apresenta de forma ordenada e detalhada cada momento ou

etapa do planejamento de uma atividade de conceituacgao:

Quadro 5 - Organizacao do planejamento de uma Atividade de Conceituagao
(Continua)

Ordem | Momento Como sera desenvolvido?

Selecdo da definicAo ou conceito que sera
Determinacao apresentado aos estudantes por meio da atividade
1° a ser elaborada. A definicdo ou conceito deve ser
registrado para que nao sofra alteragbes quando
apresentado a turma.
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(Concluséao)

20

Construcao do
objetivo

Elaboracdo do objetivo da atividade que sera
apresentada aos estudantes. O objetivo deve ser
anico e ndo deve apresentar, de forma explicita, o
conceito que sera construido com a realizacdo da
atividade.

30

Elaboracao do
procedimento

Selecdo do caminho ou conjunto de acdes que
possibilita ao estudante, apés uma andlise dos
resultados obtidos perceber as caracteristicas do
objeto que a atividade tem objetivo de conceituar ou
definir.

40

Selecéo do
material

Escolha e Listagem de todos os materiais que
cada equipe necessitara para realizacdo da
atividade.

50

Elaboracéo do
espaco de registro

Elaboracdo de um campo ou espaco, na atividade,
para registrar todos os aspectos que se deseja levar
em consideracdo, e até mesmo 0s que nao
pertencem ao objeto em questdo, porque as vezes €
necessario recorrer a outra ideia para chegar ao
conceito ou definicdo do objeto estudado.

60

Previsdo das
observacdes

Previsdo possiveis observacdes validas e invalidas
que podem surgir a partir da andlise do especo de
registro da atividade. Pode surgir, também, uma
observacao valida e néo prevista pelo professor.

70

Previsédo da
institucionalizacéo

Previsdo do procedimento para apresentar o
conceito que deseja alcancar com a atividade,
determinando a forma como o trabalho sera
conduzido diante das observacfes

80

Elaboracéo do
roteiro

construcdo de um roteiro para a atividade, contendo
Titulo, Objetivo, Material, Procedimento, espaco de
registro, espaco de observacdo e espaco de
conclusdo. Nao é recomendavel inserir linhas no
espaco da observacdo uma vez que isso inibe o
desenvolvimento da autonomia dos participantes.

90

Verificacao

Realizacdo da atividade seguindo o roteiro e
verificando se o procedimento e 0s materiais
previstos para a atividade podem conduzir a
observacao das caracteristicas desejadas do objeto
a ser apresentado. Se algum procedimento esta
inadequado devera ser reformulado e caso se
perceba a inutilidade ou falta de algum material o
mesmo devera ser excluido ou inserido de acordo
com a validacéo realizada pelo professor.

10°

Finalizacédo do
roteiro

Esse momento ocorre apés a obtencéo de todas as
informacfes produzidas e validadas durante a
verificacdo do roteiro da atividade.

Fonte: Adaptado de Sa (2019, p. 21-25)
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3.5.1.4 O Ensino por Atividades Experientais e a nossa pesquisa

As evidéncias certificam que o Ensino por Atividades tem a potencialidade de
fazer com que o estudante tome parte ativa na constru¢cdo do seu conhecimento,
deixando sua passividade para tornar-se protagonista nesse processo tornando o
processo de ensino e aprendizagem mais dinamico, eficaz e significativo.

Neste contexto de Ensino por Atividades e dos momentos que o0 constituem,
elaboramos uma sequéncia de atividades objetivando desenvolver o contetdo Funcao
com énfase na Bijecdo de Funcéo e contribuir com o desenvolvimento dessa tematica,
na sala de aula, favorecendo a constru¢cdo do conhecimento pelo aluno, de modo que
0 mesmo desenvolva seu protagonismo na constru¢éo do seu conhecimento, de modo
gue o professor possa promover e perceber novas possibilidades de um processo
efetivo e significativo de ensino e aprendizagem do objeto matematico da nossa

pesquisa.

3.5.2 Resolucao de Problemas como Ponto de Partida
A resolucéo de problemas é uma das tendéncias mais importantes no ensino

de Matematica, pois ela apresenta uma especificidade dessa area, uma vez que a
historia e a evolugdo da Matematica sempre tiveram como ponto de partida a busca
de solucdes para problemas.

Conforme Sa (2004, p. 11) em 1980 o "National Council of Teachers of
Mathematics" (Conselho Nacional de Professores de Matematica/Estados Unidos) -
NCTM - recomendou que a resolucéo de problemas fosse a grande énfase do ensino
de Matematica. O autor enfatiza ainda que "nos Parametros Curriculares Nacionais
(PCNS) aresolucéao de problemas é destacada nos objetivos da Matematica no ensino
fundamental e como recurso de ensino". (SA, 2004, p. 11).

Para Toledo (2010), um problema matematico é qualquer situacdo que requer
uma descoberta de informacdes matematicas, antes desconhecidas para aquela
pessoa que esta tentando resolvé-la, sendo também, o desenvolvimento de um
determinado resultado matematico. (TOLEDO, 2010 apud MIRANDA, 2015, p. 19).

"Aresolucao de problemas é uma atividade inerente a vida, pois cada dia temos
gue enfrentar situacdes novas e que as solu¢des ndo estdo imeidatamente a mao".
(SA, 2004, p. 17)

Ernest (1996, p.30) corrobora com essa ideia ao afirmar que:



98

"resolver um problema é encontrar, por meios apropriados um caminho onde
nenhum é conhecido a partida, encontrar o caminho para sair de uma
dificuldade, encontrar o caminho para contornar um obstéculo, atingir um fim
desejado que ndo é imediatamente atingivel"

A utilizacdo da resolucéao de problemas como metodologia de ensino objetiva o
desenvolvimento intelectual do aluno. Pozzo (1998) corrobora com essa ideia ao
afirmar que "[...] quando um aluno ou qualquer pessoa enfrenta uma tarefa do tipo que
denominamos problema, precisa colocar em agdo uma ampla série de habilidades e
conhecimentos" (POZZO, 1998, p. 19)

De acordo com os PCNs

[...] conceitos e habilidades mateméaticos sdo aprendidos no contexto de
resolugéo de problemas. O desenvolvimento de processo de pensamento de
alto nivel deve ser promovido através de experimentacdo em resolucédo de
problemas, e o trabalho de ensino de matemética deve acontecer numa
atmosfera de investigacdo orientada em resolugcédo de problemas. (BRASIL,
1999, p. 207-208)

Esse documento destaca a necessidade da utilizacdo de metodologias capazes
de promover um aprendizado ativo e interativo, de modo que o estudante, ao enfrentar
situacOes-problema, torne-se capaz de desenvolver estratégias, planejar etapas,
obter e verificar a solucéo para o problema proposto.

De acordo com Miranda (2015, p. 14) a utilizacdo da Resolucdo de Problemas
€ 0 caminho para superar o desafio de estabelecer relacbes da Matematica com o
cotidiano dos estudantes, despertando nesses o interesse em aprendé-la de forma

significativa, por meio de atividades motivadoras e criativas.

"Quando os professores de matematica ensinam através da resolucdo de
problemas, eles estdo dando a seus alunos um meio poderoso e muito

importante de desenvolver sua prépria compreensdao. A medida que a
compreensao dos alunos se torna mais profunda e mais rica, sua habilidade
em usar matematica para resolver problemas aumenta consideravelmente".
(ONUCHIC, 1999, p. 208)

Neste sentido a autora apresenta a ideia do construtivismo, apresentando uma
relacdo de dependéncia entre a compreensdo matematica e a capacidade de resolver
problemas.

A autora defende ainda que "[...] 0 ponto de partida das atividades matematicas
ndo é a definicdo, mas o problema; [...] que a Resolucdo de Problema ndo é uma
atividade para ser desenvolvida em paralelo ou como aplicagdo da aprendizagem,
mas como orientacao para aprendizagem” (ONUCHIC, 1999, p. 215)

Magarinus (2013, p. 29) ressalta que
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"A metodologia de resolver problemas prevé muito mais que apenas levar o
aluno a encontrar solugdes. O importante, nesse processo, € 0 caminho
percorrido até chegar a solugdo de um problema, pois é neste momento que
muitos conceitos matematicos poderdo ser explorados e novos saberes
constituidos".

De acordo com Mendonga (1999, p. 16-17, apud, SA, 2009, p. 10) a abordagem
da Resolucdo de Problemas é realizada a partir de trés concepcdes:
e Como Objetivo, onde o problema é utilizado para ensinar a resolver
problemas.
e Como Processo, onde analiza-se as estratégias dos alunos.
e Como Ponto de Partida, "os problemas sdo usados como recurso

pedagobgico para iniciar o processo de construgdo de um dado
conhecimento especifico"

7

Na ultima concepcédo o problema é o ponto de partida do processo de
construgdo do conhecimento matematico, sendo o elemento formador desse
processo, a metodologia utilizada para formar conceitos.

Na Resolugéo de Problemas como Ponto de Partida "o desenvolvimento do
ensino é iniciado pela apresentacdo de um problema que permitira desencadear o
processo de aprendizagem, culminando na sistematizacdo de conhecimentos
matematicos previamente determinados pelo professor’. (MENDONCA, 1999 apud
SA, 2004, p. 15).

Conforme Polya (1977, apud SA, 2009, p. 11) a resolucédo de um problema
perpassa pelas seguintes fases: (a) compreenséo do problema, onde o resolvedor
procura entender o enunciado e as condicdes apresentadas nos problema,
identificando claramente a pergunta a ser respondida; (b) estabelecimento de um
plano, fase em que o resolvedor identifica uma conexao entre os dados do problema
e a pergunta a ser respondida, construindo assim, um caminho que le a solucgéo; (c)
execucado do plano, nessa fase o plano é colocado em pratica, analisando cada
passo dado em busca da resolucao; e (d) retrospecto, faze em que o resolvedor deve
verificar se a solugéo obtida satisfaz as condicbes e a pergunta do problema.

Sa (2009, p. 15) enfatiza que

a construcdo natural do conhecimento matemético quase sempre é
consequéncia da tentativa de resolver um problema, onde normalmente sdo
identificados invariantes que posteriormente s&do estudadas suas
propriedades e finalmente dédo origem a definicdo de uma operagdo ou
estrutura matematica.

A Historia da Mateméatica evidencia que a construcdo do conhecimento

matematico é resultante dessa tentativa de resolver um problema, sendo esta o
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fundamento da "concepcéo de resolucdo de problemas como ponto de partida, cujo
objetivo é partindo de um problema culminar numa sistematizacdo de conceitos e
operacfes da matematica". (SA, 2009, p. 15)

S& (2009) apresenta algumas recomendacfes para a elaboracao de aulas na
perspectiva da Resolugéo de Problemas como Ponto de Partida:
1. Nao tente fazer uma aula desse modo de maneira improvisada, pois sua
operacionalizacdo nédo € corriqueira e, dessa forma, a chance de facassar é muito
grande.
2. Determine qual é o problema mais simples e interessante paraturma que uma
operagcdo ou conceito matematico auxiliam a solucdo. O problema selecionado
deve ter um enunciado simples e ser significativo para os alunos, uma vez que o
objetivo é sistematizar um assunto a partir de um problema e néo testar o dominio do
assunto.
3. Descubra um processo de resolver o problema sem o uso da operacao.
Obtenha solu¢cdes manipulativas ou com 0 uso de outros conceitos ja conhecidos.
Uma boa fonte de informacao sobre essas solucdes € a Historia da Matematica.
4. Proponha a situacdo-problema em sala e disponibilize um pouco de tempo
para turma pensar numa solucdo.
O problema deve ser disponibilizado de forma escrita, e todos os alunos devem
acessa-lo simultaneamente, assim todos terdo 0 mesmo tempo para pensar huma
solucdo.
5. Solicite que a turma apresente uma solucdo ao problema ou apresente a
solucéo que vocé tem.
E comum que os alunos ndo consigam chegar a solu¢do do problema em pouco
tempo, haja visto que a solucéo criativa que o professor conhece € fruto de muito
trabalho de outras pessoas em outras épocas. O mais importante é que ele tenha
tempo suficiente para ler, compreender e tentar resolver o problema.
6. Faca um registro escrito e detalhado da solugéo para toda a turma.
Um aluno ou o professor apresentara a solucdo do problema para toda a turma, por
meio de um registro escrito e detalhado, o permitir4 a evidencia dos invariantes que
emergem do processo de resolucdo do problema.

7. Analise com a turma os invariantes que surgiram na resolugéo do problema.



101

Apéds a resolugcédo do problema proposto, analise e identifique junto com a turma o
resultado que serd sempre presente na resolugdo de um problema similar ao que
acabou de ser resolvido.

8. Solicite da turma uma conclusdo operacional para resolver o problema
apresentado.

Como resolver esse problema sem realizar todos esses célculos ou procedimentos?
9. Sistematize o conceito do contetdo que vocé tinha como objetivo trabalhar.
O prefessor apresentara formalmente e por escrito a definicdo da operacao, conceito,
propriedade ou estrutura matematica que planejou trabalhar. E importante destacar
gue como 0 nome padronizado é fruto de um longo processo histérico, € quase
impossivel o aluno enuncia-lo.

10. Mostre como fica a solugédo do problema proposto com o uso do conteddo
sistematizado.

Apresente a solucdo do problema utilizando o conceito que foi sistematizado para
destacar a importancia e as vantagens de se conhecer tal conteudo. Se possivel, fale
sobre o0 desenvolvimento histérico do assunto, isso ajudara os alunos a
compreenderem o processo de construcao do conhecimento matematico sem ter que
refazer todos os passos dados pelos estudiosos que contribuiram para formalizagcéao
do conceito.

11. Proponha outras questdes envolvendo o assunto sistematizado.

Para que os alunos interiorize o conteudo trabalhado utilizando-o de maneira
operacional na resolucdo de outras situacdes-problema que envolvam tal contetudo
em condicdes diferentes da questéo inicial, € intereswante que o professor proponha
na forma de questdes as propriedades mais relevantes do assunto.

A utilizacdo da Resolucdo de Problemas como Ponto de Partida no processo
de ensino e aprendizagem remonta, de forma simplificada, todo o processo de criacao
e construcdo do conhecimento matematico, desafiando o aluno a buscar a solucéo
para o problema proposto, de modo que 0 mesmo passe a ser protagonista na
construcdo do seu conhecimento, fazendo que que a aula seja mais dinamica, atrativa
e produtiva. Tudo isso justifica a utilizacdo dessa metodologia de ensino em nossa

Sequéncia Didatica.
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4 CONCEPCAO E ANALISE A PRIORI

Nesta Secdo apresentamos a Sequéncia Didatica com sugestdo para seu
desenvolvimento, discorremos sobre as atividades, com suas respectivas analises a
priori seguidas das questbes de aprofundamento, bem como 0 questionario
sécioeducacional, que visa construir o perfil dos discentes que participardo da
pesquisa, 0 pré-teste e 0 pos-teste que serdo aplicados para verificar o nivel de
conhecimento que os discentes possuem antes e depois do processo de

experimentagao.

4.1 Descrigcdo da Sequéncia Didatica

A nossa Sequéncia Didatica € composta por atividades embasadas no Ensino
por Atividades Experimentais e na Resolugédo de Problemas como Ponto de Partida,
pois acreditamos que essas metodologias possibilitam a construcdo de um
conhecimento solido e significativo da Bijecdo de Funcdo, uma vez que nestas o
discente passa a ser protagonista no processo educativo.

Ela é constituida por 17 (dezesete) atividades didaticas que envolvem o ensino
por atividades no contexto da Funcdo com énfase na Bijecdo de Funcdo e sua
aplicabilidade na comparacdo da quantidade de elementos ou cardinalidade de
conjuntos finitos e inifinitos, seguindo a seguinte sequénciacéo de topicos desse tema:
Definicdo de Funcdo, Imagem de uma funcdo, Imagem e contradominio de uma
funcdo, Dominio de uma funcdo, Funcdo injetora, Funcdo sobrejetora, Funcéo
bijetora, Cardinalidade de conjuntos infinitos, Comparacdo da cardinalidade de
conjuntos infinitos, Conjuntos Enumeraveis.

Destacamos que a constru¢cdo da Sequéncia Didatica que apresentamos a
seguir foi fundamentada nos resultados obtidos nas andlises prévias constituida pelas
aspectos histéricos, matematicos e curriculares da Bijecdo de Funcéo, revisao literaria
e analise de livros didaticos sobre o objeto da pesquisa: fundamentacao teérica e um
estudo sobre o Processe de Ensino e Aprendizagem de Bijecdo de Funcao na visédo
dos Estudantes.

Com a realizagdo das atividades e da resolugdo das questdes de
aprofundamento que compdem nossa Sequéncia Didatica, objetivamos desenvolver

as competéncias e habilidades, além de aprofundar as aprendizagens relacionadas
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ao conteudo estudado. A seguir apresentamos as atividades que compdem sequéncia
didética construida, seguidas das questfes de aprofundamento.

Destacamos que algumas questdes das atividades e do pré e pos teste foram
retirados de exames de Enem, vestibulares, concursos e livros didaticos, tendo suas
fontes indicadas neste trabalho, mas omitidas nas atividades e testes propostos aos
alunos, para nao fazé-los desistir de resolver a questéo por julgar que elas apresentam
um grau de dificuldades muito elevado.

4.2 Atividades que serdo Desenvolvidas e Andlise a Priori de cada Atividade

A seguir apresentamos de forma detalhada cada atividade que integra a
Sequéncia Didatica (SD), que foi aplicada apds uma minuciosa verificacdo das
possiveis dificuldades e obstaculos que podem surgir, no momento em que o0s alunos
se depararem com cada atividade proposta. A SD para o ensino e aprendizagem de
Funcado, com énfase na Bijecdo de Funcao sera dividida em duas sec¢des: Secdes de

Aprendizagem e Sec0Oes de Fixacdo, assim como suas respectivas analises a Priori.

4.2.1 Atividade 01
ATIVIDADE 01

Titulo: Funcéao

Objetivo: Definir funcéo

Material: Roteiro da atividade, quadro de relacdes, caneta, lapis e papel.
Procedimento:

Observe 0 Quadro de Relacgdes e:

e I|dentifique por F as relacbes em que para cada elemento do conjunto A
(conjunto de partida), existe um unico elemento correspondente em B
(conjunto de chegada);

e |dentifique por NF as relacbes em que exista pelo menos um elemento do
conjunto A que ndo possui elemento correspondente em B ou que possua
mais de um elemento correspondente em B.

A partir das informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

Todo elemento do conjunto A possui um Unico elemento
Relacao correspondente no conjunto B?
Sim N&o
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Observacao

Andlise a priori da Atividade 01
Efetivamos a andlise a priori da atividade 01 fundamentados nos momentos de

ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019), destacando nossa
hipétese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do professor e
estudantes durante a realizacéo desta atividade.

No 1° momento organizar a turma em equipes com no maximo 4 alunos e no
minimo 2. Em seguida, o professor apresenta a atividade e distribui a Atividade 01 e
0 Quadro de Relacdes.

No teceiro momento ocorre a execucao da atividade, onde cada equipe devera
escrever no Quadro de Relacdes, F para as relacbes em que para cada elemento do
conjunto A (conjunto de partida), existe um unico elemento correspondente em B
(conjunto de chegada) ou NF nas relagdes onde esse fato ndo ocorre, e de posse
dessas informacdes, efetuar o preenchimento do quadro que compde esta atividade.
O professor deve estar atento para auxiliar as equipes, sanando duvidas, dificuldades
e, a seqguir, orienta-los na efetivacéo do registro, por meio do preenchimento do quadro
de observagéo.

Nossa hipétese é de que, neste momento os discentes terdo pouca dificuldade

no desenvolvimento desta atividade, mesmo considerando o fato de que sera a
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primeira vez que muitos ou até mesmo todos estdo inseridos neste tipo de tarefa, que
envolve a observacdo de um quadro de relacdes e a observagdo das caracteristicas
apresentadas por elas, e por meio dessas observagdes seja capaz de preencher o
guadro assinalando sim ou n&o, para posteriormente deduzir a definicdo de funcao,
mas a maioria deles ndo apresentara a definicdo correta de funcdo. Esse fato é
confirmado por S& (2019) ao destacar que no inicio € muito raro os estudantes
apresentarem observacdes que se aproximem do conceito do objeto matemético
apresentado.

No 5° momento, cada equipe realiza a analise das informacdes registradas,
percebendo as caracteristicas do objeto matematico que a atividade objetiva
conceituar ou definir, devendo ser auxiliada pelo professor, por meio de perguntas
reflexivas que possibilite perceber a relacdo desejada; em seguida temos o ultimo
momento, o da institucionalizacdo, quando o docente realiza a socializacdo das
observacdes dos estudantes, e com base nessas informacgdes, formaliza a definicao

de Funcéo.

4.2.2. Atividade 02
ATIVIDADE 02

Titulo: Imagem de uma funcao

Objetivo: Identificar a imagem de uma funcéo.

Material: Roteiro da atividade, caneta ou lapis e papel.

Procedimento:

A relacao seguinte, representa a funcéo f, que relaciona os elementos do conjunto
A com os elementos do conjunto B. Com base nessas informacdes responda as

perguntas a seguir:
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QUESTOES
1) Na funcao f qual € o elemento do conjunto B que corresponde ao elemento 1 do

conjunto A?

2) Na funcéo f qual é o elemento do conjunto B que corresponde ao elemento 2 do

conjunto A?

3) Na funcgéo f qual é o elemento do conjunto B que corresponde ao elemento 3 do

conjunto A?

4) Na funcéo f qual é o elemento do conjunto B que corresponde ao elemento 4 do

conjunto A?

5) Na funcéo f qual € o elemento do conjunto B que corresponde ao elemento 0 do

conjunto A?

Em Matematica a pergunta: Na funcdo f qual é o elemento do conjunto B

gue corresponde ao elemento 1? Equivale a parguntar: Na funcao f qual é

aimagem de 1?

6) Na funcéo f qual € a imagem de 2?
7) Na funcgéo f qual é aimagem de 3?
8) Na funcéo f qual é aimagem de 47?

9) Na funcéo f qual é aimagem de 07?

Em Matematica a pergunta: Na funcdo f qual é a imagem de 1? E

representada por f(1)

10) Determine:

a) f(2) = e) f(H) + f(3) =

b) f(3) = G - fM4)=

) f(4) = 9 F3P + [f@]* =
d) f(0) = h) f(2) + f(3) + f(0) =

Observacao:
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Analise a priori da Atividade 02

A analise a priori da atividade 02 também se fundamenta nos momentos de
ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019), destacando nossa
hip6tese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do professor e
estudantes durante a realizacdo desta atividade.

No 1° momento o professor organizar a turma em equipes, as mesmas que ja
foram formadas por ocasidao da atividade 1, a seguir ele apresenta a atividade 2 e
distribui uma copia dessa para cada dupla.

No 3° momento ocorre a execucdo da atividade, onde cada equipe devera
observar a funcdo de A em B, representada pelo diagrama de setas (ou diagrama de
Venn), e com base nessas observacdes e nos dois quadros explicativos, que se
encontram respectivamente apés as questdes 5 e 9, responder de 10 questbes que
compdem a atividade. Nesta etapa os grupos devem contar, quando necess’rio, com
0 auxilio do professor para sanar duvidas e dificuldades, direcionando os estudantes
ao momento seguinte, onde eles devem efetuar o registro, por meio do preenchimento
do quadro de observacéao, utilizando as respostas das questdes e .as informacgdes dos
guadros explicativos.

Nossa hipotese € de que, neste momento os discentes apresentardo um pouco
de dificuldade no inicio do desenvolvimento dessa atividade, por ndo estarem
familiarizado com o diagrama de setas (ou diagrama de Venn), mas com a experiéncia
adquirida apo6s a formalizacdo do conceito de funcao, da atividade 01, e a orientacéo
do professor para que eles diiscutam entre 0s componentes da equipe, eles terdo um
pouco mais de facilidade para executar essa tarefa e desenvolver a habilidade de
identificar a imagem de uma funcdo representada pelo diagrama de setas (ou
diagrama de Venn). Esperamos que as orientacdes apresentadas nos quadros ao
longo dessa atividade, direcione e promova reflexdo e discussao resultando em
aprendizagem, fazendo com que o educando descubra-se como protagonista na
construcdo do seu conhecimento e descubram que os elementos que recebem setas
sdo denominados imagem dos elementos de onde saem essas setas. Acreditamos
gue a principio eles demonstraréo dificuldades em relacédo a simbologia apresentada
na questao 10, mas logo irdo supera-las.

ApOs o registro das observagdes, o docente orietara os estudantes a socializar

suas observacgfes e a partir dai o professor formalizard o modo prético de identificar
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a imagem de um elemento de uma funcdo, tomando como base as proprias

observagdes que os discentes encontraram.

4.2.3 Atividade 03

ATIVIDADE 03

Titulo: Imagem e Contradominio de uma fungéo
Objetivo: Conceituar conjunto imagem e contradominio de uma funcao.
Material: Roteiro de atividade, Quadro de Funcgdes 1, l14pis ou caneta e papel.
Procedimento:

e Observe o quadro de Funcgoes 1

e Com as informacdes obtidas responda as questdes a sequir:
QUESTOES

1. Na funcédo 1 qual € o conjunto dos elementos do conjunto B que sdo imagem de

algum elemento do conjunto A?

2. Na funcé@o 3 qual é o conjunto dos elementos do conjunto B que sdo imagem de

algum elemento do conjunto A?

3. Na funcédo 4 qual é o conjunto dos elementos do conjunto B que sao imagem de

algum elemento do conjunto A?

4. Na funcéo 5 qual é o conjunto dos elementos do conjunto B que sdo imagem de

algum elemento do conjunto A?

5. Na funcdo 12 qual € o conjunto dos elementos do conjunto B que sdo imagem

de algum elemento do conjunto A?

Em Matemaética a pergunta: Na funcédo f qual é o conjunto dos elementos
do conjunto B que sdo imagem de algum elemento do conjunto A? Equivale
a pergunta: Qual é o conjunto imagem da funcéo f ? O conjunto imagem da

funcéo f é representado por Im(f).
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7. Qual é o conjunto imagem da funcéo 3 ?

8. Qual é o conjunto imagem da funcéo 4 ?

9. Qual é o conjunto imagem da funcédo 5 ?

10 Qual é o conjunto imagem da funcéo 12 ?

11 O que é conjunto imagem de uma funcéo?

12. Na funcgéo 1 qual é o conjunto de chegada das flechas?

13. Na funcéo 3 qual é o conjunto de chegada das flechas?

14. Na funcéo 4 qual é o conjunto de chegada das flechas?

15 Na funcéo 5 qual € o conjunto que contém a imagem dessa funcao?

16. Qual € o conjunto que contém a imagem da funcéo 127

Em Matematica a pergunta: Na funcédo f qual € o conjunto de chegada das
flechas? Ou qual é o conjunto que contém aimagem da funcéo f? Equivale
a pergunta: Qual é o contradominio da fungéo f? O contradomino dafuncéo

f é representado por CD(f).

17. Qual é o contradominio da funcao 1?

18. Qual é o contradominio da funcao 3?

19. Qual é o contradominio da funcao 4?

20. Qual é o contradominio da funcéo 127?

21. O que é o contradominio de uma fungédo?
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Analise a priori da Atividade 03

Para analise a priori da atividade 03 vamos descrever os momentos de ensino
por atividades experimentais descritos por Sa (2019), destacando nossa hip6tese
acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do professor e estudantes
durante a realizacdo desta atividade.

No 1° momento o professor organizar a turma em equipes, as mesmas que ja
foram formadas por ocasido da atividade, a seguir ele apresenta a atividade 3 e
distribui para cada equipe, uma cépia do roteiro de atividades e uma do Quadro de
Funcdes 1; No 3° momento ocorre a execucao da atividade, na qual os estudantes
devem observar o Quadro de Funcdes 1, e seguindo o comando de cada questéo,
responder a atividade que tem por objetivo conceituar o conjunto imagem e o conjunto
contradominio de uma funcédo. As questdes de 1 a 11 e o quadro informativo que
sucede a questado 5 induz o estudante ao conceito de conjunto imagem, as questdes
restantes e o outro quandro informativo conduz o estudante ao conceito de
contradominio.

Nossa hipdtese é que discentes irdo executar com éxito essa atividade, por
estarem familiarizados com esse modelo de tarefa. Acreditamos que as orientacdes
apresentadas nos dois quadros informativos, somados a intervencdo "indireta” do
professor, que jamais deve apresentar a resposta pronta, e a disScussao com 0s outros
componentes da equipe promovam uma aprendizagem eficaz. Os alunos poderao
apresentar desanimo em relacdo a grande quantidade de questdes aqui propostas,
mas dependendo da forma como essas questdes serdo apresentadas aos discentes,
as mesmas podem resultar em algo prazereoso e desafiador. As experiéncias obtidas
na atividade anterior servirdo de base para realizacéo desta, contribuirdo para o éxito
no seu respectivo desenvolvimento.

Destacamos que durante a execucdo da atividade, o professor deve estar
atento para auxiliar os discentes, sempre que necessario, a efetuar o registro das
respostas das questdes, principalmente as questbes 11 e 21, onde eles devem
escrever, respectivamente, o conceito de imagem e contradominio de uma funcéao.

No momento seguinte, o professor solicitard que um representante de cada
equipe apresente o conceito de imagem e contradominio de uma funcéo e, logo em
seguida, ele apresentard aos estudantes a formalizacdo da imagem e contradominio

de uma funcgao.
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4.2.4 Questdes de Aprofundamento das Atividades 01, 02 e 03

1. Estabeleca se cada um dos esquemas das relagcdes abaixo, define ou ndo uma
funcdo de A em B. Justifiqgue a sua resposta.

a)

b) A B d) .

2. O que é necessario fazer para que o diagrama abaixo represente uma funcéo de A
em B?
A B

>

| >
<

A

/2

3. (FBR-CEPEL-2014) No figura a seguir esta evidenciada, através de setas,
uma relacédo entre os elementos do conjunto A

A
e 0s elementos do conjunto B.

A respeito desta relacdo é correto afirmar que:

1]}



112

A) € uma funcdo que nao é injetora nem sobrejetora. D) ndo € uma funcao.
B) € uma funcéo injetora, mas ndo sobrejetora. E) € uma funcao bijetora.

C) é uma funcao sobrejetora, mas néo injetora.

4. O esquema a seguir, representa uma fungéo de “A” em “B”.
A B

]

a) Qual é aimagem do elemento 1? d) Determine o valor de f(7) — f(4).
b) Qual & aimagem do elemento 47? e) Quanto vale f(1) + f(7)?
c) qual € o elemento do conjunto A que f) Qual € o valor de w ?

tem como imagem o elemento 12
do conjunto B?

5. Determine o conjunto imagem de cada funcéo a seguir:

a) A

b)
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6. Julgue em verdadeira (V) ou falsa (F) cada proposicao a seguir, reescrevendo as
proposicoes falsas de modo que elas passem a ser verdadeiras:

() Nafuncao f: A - B, aimagem da fungéo f € um subconjunto do conjunto B.
() O contradominio de uma funcdo é o conjunto de todos os resultados que se
relacionam a algum elemento do dominio.

() Aimagem de uma funcéo é o conjunto numérico com todos os valores que podem
ser relacionados a algum elemento do dominio.

() Uma funcéo pode ter o conjunto imagem igual ao contradominio.
7. Seja a funcdo f(x)=2x—1, com dominio Dm = {1,2,3} e o contradominio
composto pelos numeros naturais impares compreendidos entre 0 e 10. Represente

0 conjunto imagem da fungéo f.

8. (PAIVA-2010) O diagrama abaixo representa uma fungéof: A — B.

Calcule:

a) f(=2)

b) £(0)

) f3)+f(5)

9. (PAIVA-2010) O diagrama ao lado
representa uma funcéo f: A - B, sendo k uma
constante real.

Determine o numero k, sabendo que

f@ e
f(4)—f(3)_f =D

10. Indique o contradominio CD(f) e o conjunto imagem Im(f) de cada funcéo a

sequir:
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11. Com abase no diagrama a seguir, que representa a funcéo f: A - B, julgue em
CERTA (C) ou ERRADA (E) cada uma das seguintes afirmacdes, fazendo as devidas

correcdes nas afirmacdes erradas:

A B

( ) 2éaimagemde 7.

( ) 4éaimagemde —1el.

() O contradominio da funcdo f: A — B € o conjunto A.

() Aimagem da funcéo f: A —» B é o conjunto Im(f) = {4,7}.

() Aimagem de uma fungéo f: A — B é representada por todos os elementos do
contradominio.

() Aimagem é um subconjunto do contradominio.
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12. O esquema ao lado representa a funcao A B
de A em B.

Com base nesse esquema, responda:

a) O que representa 0 conjunto destacado de azul? “

b) A parte laranja junto com a parte azul do esquema representa o dominio ou o
contradominio da funcao? Justifique a sua resposta.

13. Identifiqgue o conjunto contradominio e o conjunto imagem de cada funcéo
representada a seguir:

a) d)

Al
&

b) e)

e —

—

w@i
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14. (IEZZ1-2016) Se A={x € Z\-2<x<2}eB={x€Z\-5<x<5}ef:A-> B é
definida pela lei y = 2x + 1, quantos sdo os elementos de B que nao pertencem ao

conjunto imagem?

15. (IEZZ1-2016) Seja f: N — Z definida por f(x) = —x. Qual é o conjunto imagem de
f?

16. Sejam A={0,1,2,3,4} e B={-1,0,1,2,3,4,5,7}. Em cada caso a seguir
determine o contradominio e o conjunto imagem de f:
a) f:A - B definidapor f(x)=x+1

b) f: A — B definida por f(x) = 2x — 1

17. (IEZZI-2016) Sejam A = N e B = N. responda:
a) A lei que associa cada elemento de A ao seu sucessor em B define uma funcéo?

Por que?

b) A lei que associa cada elemento de A ao seu quadrado em B define uma funcao?
Por que ?

4.2.5 Atividade 04
ATIVIDADE 04

Titulo: Dominio de uma funcao
Objetivo: Conceituar conjunto dominio de uma funcéo.
Material: Quadro de Funcdes 1, roteiro de atividade, Iapis ou caneta e papel.
Procedimento
e Observe o0 Quadro de Funcbes 1;

e Com as informacdes obtidas responda as questdes a sequir:

QUESTOES

1. Na funcéo 1 qual é o conjunto dos elementos do conjunto A que tem um elemento

correspondente no conjunto B?
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2. Na funcao 5 qual é o conjunto dos elementos do conjunto A que tem um elemento

correspondente no conjunto B?

3. Nafuncéo 8 qual é o conjunto dos elementos do conjunto A que tem um elemento

correspondente no conjunto B?

4. Na funcdo 10 qual é o conjunto dos elementos do conjunto A que tem um

elemento correspondente no conjunto B?

5. Na funcdo 11 qual € o conjunto dos elementos do conjunto A que tem um

elemento correspondente no conjunto B?

Em Matematica a pergunta: Na funcéo f qual € o conjunto dos elementos
do conjunto A que tem um elemento correspondente em B? Equivale a
pergunta: Qual é o dominio da funcéo f ? O dominio da funcéo f é

representado por D(f).

6. Qual é o dominio da funcao 1? 9. Qual é o dominio da funcdo 10?

7. Qual é o dominio da funcao 5? 10. Qual é o dominio da funcéao 11?

8. Qual é o dominio da funcao 8? 11. O que é dominio de uma funcéo
de A em B?

Analise a priori da Atividade 04

A andlise a priori desta atividade 04, assim como as anteriores, estd embasada
nos momentos de ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019),
destacando nossa hip6tese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do
professor e estudantes durante a realizacéo desta atividade.

Quanto ao 1° momento, o professor organizar a turma com as mesmas equipes
formadas por ocasido da atividade 01, e no momento seguinte apresenta e distribui a

Atividade 04 e o Quadro de Fungbes 1, direcionando os alunos ao 3° momento,
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oportunizando a execucdo da atividade, onde cada equipe observard o Quadro de
Fungbes 1 e, com base nas informagdes obtidas, seguindo o comando de cada
guestdo resolvera a atividade.

Nossa hipétese é de que, os alunos nao terdo dificuldades para efetuar a
resolucdo da Atividade 04, pois seu processo de resolucdo é semelhante ao utilizado
nas atividades anteriores, além das experiéncias obtidas com as outras atividades.

ApOs o registro das resolugdes das questdes que compdem a Atividade 04, o
professor devera convidar um aluno de cada equipe para socializar a resposta da
guestdo 11 e, depois que todos aqueles que desejarem, tiverem compartilhado a sua
resposta, o docente, com base nessas informagdes, formaliza o conceito do conjunto
dominio de uma funcéo e propbe as Questdes de Aprofundamento a seguir, com o

objetivo de fixar melhor o conteddo estudado.

4.2.6. Questdes de Aprofundamento da Atividade 04 - Dominio de uma Fungéao

1. Determine o dominio de cada uma das funcdes f de A em B a seqguir:

a) A o d) A

b)
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2. De acordo com as respostas obtidas na questédo anterior, qual € o dominio da fucéo
ftA->B(fdeAemB)?

3. Na funcéo f:Z - R, definida por f(x) = 2x — 5, o dominio dessa funcao, também
conhecido como conjunto de partida é o conjunto de todos os valores que podem
substituir a variavel x nesta funcdo. Desse modo, podemos concluir que o dominio da
funcdo f:Z - R €

A) o conjunto Z, dos numeros inteiros. D) o conjunto N, dos nimeros naturais.
B) o conjunto R, dos numeros reais. E) formado por todos os valores de f(x).
C) obtido multiplicando os elementos dos

conjuntos Z por R.

4. A tabela a seguir apresenta a nota de cinco alunos em uma prova de Matematica:

NOME Ana Beatriz Caio Daniel Ellen
NOTA 8,5 10 10 9 6
Considerando uma fungado f que associa o0 nome de cada aluno a respectiva nota,

determine:

a) Qual é o dominio da funcéo f?

b) Ha alguns elementos do dominio que tém a mesma imagem. Quais Sd0 esses

elementos.

5. Dada a fungéo f:A — B, determine o dominio de cada funcéo, representada a
seqguir:

a) c)

2 |
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b) d)

EralE=
N7V o) W/

6. O diagrama ao lado representa a funcéof, onde x € N ™
/ /
A e y € B. Nestas condigdes determine: [U1e gt -‘x
[ 20 ' o6

a) D(f); d) £ (5); (o |
b) CD(f); e) y, quando x = 1; | 4o /'/ o8
c) Im(f); f) f(x), quando x = 4; N f \‘.9/

7. (UFRS) Considerando A={x €Z /-1 <x <10}, e sendo R a relacado em A
formada pelos pares (x,y) tais que y = 2x — 1, o dominio e a imagem dessa relacéo
correspondem, respectivamente, a

A){0,1,2,3te{1,3,5, 7} D){1,2,3,4,5}e{1,3,5,7, 9}
B){1,2,3,4}e{3,5,7, 9} E) {1, 2,3,4,5}e{0, 2, 4,6, 8
C){0,1,2,3,4}e{0, 2,4,6, 8

8. (IEZZI-2016) Sejam os conjuntos A = {-2,—1,0,1,1,2}e B ={-1,0,1,2,3,4,5}. Em
cada caso, determine o dominio, o contradominio e o conjunto imagem de f:
a)f:A—- Bdadaporf(x)=x+2 c)f:A—- Bdadaporf(x)=—-x+1

b) f: A - B dada por f(x) = x* d) f: A - B dada por f(x) = |x|

9. O esquema ao lado representa uma funcao de “A” em R -
“B”. Determine o dominio, o contradominio e a imagem / \\ oy "h

' ’ / 5")'-.—‘\1;\.5 H
dessa funcao. ( | % |

I".H S'ﬁ'ﬂ lII.
&/



4.2.7 Atividade 05

Titulo: Funcao Injetora

Objetivo: Definir Funcéo Injetora;

ATIVIDADE 05
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Material: Roteiro da atividade, Quadro de Fungdes 1, caneta ou I4pis.

Procedimento:

Observe 0 Quadro de Funcdes 1 e:

¢ Identifique por | as fun¢des que ndo existem elementos distintos do dominio

com a mesma imagem;

e Identifique por NI as fungdes que existem os elementos distintos do dominio

com a mesma imagem.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

Funcéo

Existem elementos distintos do dominio com a mesma imagem?

Sim

Nao

1

©| O Nl O O | W N

[
o

H
H

=
N

Observacao:
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Definicao

Analise a priori da Atividade 05

A analise a priori desta atividade 05, também estafundamentada nos momentos
de ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019), destacando nossa
hipétese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do professor e
estudantes durante a realizacdo desta atividade.

No 1° momento o professor organiza a turma com as mesmas equipes
formadas por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui
a Atividade 05 e o Quadro de Funcbes 1.

No 3° momento ocorre a execucdo da atividade, onde cada equipe devera
analisar o Quadro de Funcdes 1, escrevendo | para aquelas onde nao ha elementos
distintos do dominio que tenham a mesma imagem e NI para as funcdes em que
elementos distintos do dominio possuem a mesma imagem e, em seguida, devem
preencher o quadro da Atvidade 05, com base nas informacdes obtidas.

Nossa hipétese é que os estudantes ndo apresentardo dificuldades no
desenvolvimento desta atividade, devido a experiéncia obtida nas atividades
anteriores, mas se surgirem duvidas, estas poderdo ser sanadas por meio de
ponderacfes com base em perguntas direcionadas a turma, levando-os a refletir sobre
0 signigicado de | e NI e sua relacdo com as respostas registradas no quadro da
Atividade 05, acarretando no desenvolvimento da capacidade de analise desses
educandos, o que facilitard a execussao das atividades posteriores.

Durante a andlise das informacdes registradas (5° momento), acreditamos que
os discentes notardo as caracteristicas da Funcédo Injetora, preechendo assim o0s
guadros de observacao e definicdo. Nossa hipotese é de que, com o auxilio do
professor, a maioria das equipes cheguem a conclusdo de que: Funcao Injetora é
aquela em que elementos diferentes do dominio pssuem imagens diferentes no
contradominio. Nossa hipotese € que nesse momento eles conseguirdo construir o

conceito de Funcéo Injetora.
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Quanto ao 6° momento, o da institucionalizagéo, cabe ao docente solicitar que
um componente de cada equipe socilize sua observacao e definicdo e apos a fala da
tltima equipe, ele (o professor) realizar4 a formalizagdo da definicdo de Funcéo
Injetora, represntando-a também por meio de desenho e simbologia.

4.2.8. Atividade 06

ATIVIDADE 06

Titulo: Funcao Sobrejetora
Objetivo: Definir Funcéo Sobrejetora
Material: Roteiro da atividade, Quadro de Fungdes 1, caneta, lapis e papel.
Procedimento:
e Observe o Quadro de Fungdes 1,
e Identifique por S cada fungéo em que todo elemento do contradominio é
imagem de pelo menos um elemento do dominio

e Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir

Todo elemento do contradominio € imagem de
Funcéao pelo menos um elemento do dominio?
Sim Nao
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
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Observacao:

Concluséao:

Analise a priori da Atividade 06

A andlise a priori desta atividade 06, também esta fundamentada nos
momentos de ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019),
destacando nossa hipotese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do
professor e estudantes durante a realizacao desta atividade.

No 1° momento o professor organiza a turma com as mesmas equipes
formadas por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui
a Atividade 06 e o Quadro de Funcbes 1.

No 3° momento ocorre a execucdo da atividade, onde cada equipe devera
analisar o Quadro de Funcgbes 1, identificando por S cada funcdo em que todo
elemento do contradominio é imagem de pelo menos um elemento do dominio e, em
seguida, devem preencher o quadro da Atvidade 06, com base nas informacdes
obtidas. O objetivo dessa atividade é propiciar aos educandos subsidios para definir
funcao sobrejetora, reconhecentdo sua caracteristica peculiar.

A nossa hipétese é que os alunos apresentardo pouca dificuldade no
desenvolvimento dessa atividade, considerando que sua execucao € semelhante ao
processo de resolucéo da atividade anterior.

Durante a andlise das informacdes registradas (5° momento), acreditamos que
os discentes terdo certa dificuldade ao escrever a conclusdo dessa atividade, o que
pode ser resolvido mediante ponderacdes do professor que pode solicitar aos alunos
para comparar a imagem (Im(f)) e o contradominio (C(f)) de cada fungcéo. Nesta

etapa, a nossa hipotese € que a conclusdo dos discentes se aproximem ao maximo
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da definicho de que uma Funcdo Sobrejetora possui imagem é igual ao seu
contradominio, isto é, Im(f) = C(f).

Quanto ao 6° momento, o da institucionalizagéo, cabe ao docente solicitar que
um componente de cada equipe socialize sua observacao e definicdo e apos a fala da
Gltima equipe, ele (o professor) realizar4 a formalizacdo da definicdo de Funcéo
Sobrejetora, represntando-a também por meio de desenho e simbologia.

4.2.9. Atividade 07

ATIVIDADE 07
Titulo: Funcao Bijetora

Objetivo: Definir Fungédo Bijetora.
Material: Roteiro da atividade, Quadro de Fungdes 2, caneta ou lapis.
Procedimento:

e Observe cada um dos diagramas do Quadro de Funcdes 2;
e |dentifique por | as funcdes injetoras;
e |dentifique por S as func¢des sobrejetoras.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

Funcéao A funcéo é injetora? A funcéo é sobrejetora?

Sim Nao Sim Nao

N S| <l H 0w 0O 1 Z2 Zr| X
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Observagao:

Definigéo:

Analise a priori da Atividade 07

A anédlise a priori desta atividade 07, também esta pautada nos momentos de
ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019), destacando nossa
hipétese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do professor e
estudantes durante a realizac&o desta atividade.

No 1° momento o professor organiza a turma com as mesmas equipes
formadas por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui
a Atividade 07 e o Quadro de Funcdes 2.

No 3° momento ocorre a execucdo da atividade, onde cada equipe devera
observar os diagramas de setas do Quadro de Funcdes 2, identificando por | as
funcdes injetoras e por S, as sobrejetoras e, em seguida, devem preencher o quadro
da Atvidade 07, com base nas informacdes obtidas. O objetivo dessa atividade é fazer
com que os estudantes percebam que existem funcfes que sdo simultaneamente
injetora e sobrejetora, propiciando subsidios para definir Funcao Bijetora.

A nossa hipétese é que os alunos apresentardo pouca dificuldade no
desenvolvimento dessa atividade, considerando que sua execucéo € semelhante ao
processo de resolucdo da atividade anterior e as experiéncias adquiridas.

Durante a andlise das informacdes registradas (5° momento), acreditamos que
ap6s o preenchimento do quadro eles notardo que existem funcdes que sédo
simultaneamente injetora e sobrejetora, no entanto sentirdo dificuldade em definir
esse tipo de funcdo como bijetora, mas essa dificuldade sera superada por meio de

pondera¢Bes do professor, pautadas em perguntas direcionadas a turma (como, por
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exemplo, "qual € o significado do prefixo BI?"), no intuito de promover reflexdo,
discussdo e a construcdo da definicdo de que Funcdo Bijetora € aquela que é
simultaneamente injetora e sobrejetora.

Quanto ao 6° momento, o da institucionalizacéo, cabe ao docente solicitar que
um componente de cada equipe socialize sua observacao e definicdo e apos a fala da
Gltima equipe, ele (o professor) realizar4 a formalizacdo da definicdo de Funcéo
Bijetora, represntando-a também por meio de desenho e simbologia.

4.2.10 Questdes de Aprofundamento das Atividades 05, 06 e 07

1. Verifigue em cada caso a seguir se 0 esquema representa uma funcao injetora,

justificando a sua resposta.

R
a) S

b) d)

A

Dessa forma, podemos afirmar que o valor de n

nao pode serigual a 1, nemigual a 3, ou seja,

n+1en+ 3. Porqué?
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3. Explique o que é necessério fazer para que a funcdo de A em B representada

pelo esquema abaixo, seja uma funcao injetora.
A B

4. Considere trés funcoes f, g e h, tais que:

e Afuncao f atribui a cada pessoa do mundo, a sua idade;
e Afuncao g atribui a cada pais, a sua capital;

e A funcéo h atribui a cada numero natural, o seu dobro.

Qual (is) dessas funcdes é (sdo) injetora(s)? Justifique a sua resposta.

5. (IAUPE/CEP-2017) Considere trés funcdes f, g e h, tais que:

e Afuncéo f atribui a cada pessoa do Brasil a sua altura;

e A funcéo g atribui a Estado uma bandeira.

e A funcao h atribui a cada numero natural, o seu triplo.
Podemos afirmar que, das funcdes dadas, sao (é) injetoras (a):
A)f,geh Clgeh E) nenhuma delas
B)feh D) apenas h

6. (PAIVA-2010 - Adaptada) Em uma biblioteca, todos os livros séo catalogados pelo
titulo, além de outros identificadores, e ha titulos com mais de um exemplar.
Considerando a funcéo f que tem como dominio o conjunto de todos os exemplares
da biblioteca e como contradominio o conjunto dos titulos dos livros catalogados

biblioteca, € correto afirmar que f € uma funcéo injetora? Por qué?

7. Verifigue em cada situagao a seguir se a fungao de A em B, representada pelo

esquema, define ou ndo uma fungao sobrejetora. Justifique a sua resposta.
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b)

8. Explique o que € necessario fazer para que a funcao representada pelo esquema

seguinte seja uma funcao sobrejetora.

A B

9. Dados os conjuntos A ={-1,0,1,2} e B ={0,1,2,3}.

A funcéao definida f: A — B, por f(x) = x* + 1 é sobrejetora? Por qué?

10. Julgue cada proposicédo a seguir em VERDADEIRA ou FALSA, escrevendo a
afirmacdao correta para cada proposicao falsa:

a) Uma funcéo é dita sobrejetora quando o seu contradominio é igual a sua imagem.
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b) Uma funcdo n&o pode ser injetora e sobrejetora ao mesmo tempo.

¢) Em uma fungéo sobrejetora o dominio e o contradominio sdo iguais.

11. Arespeito da funcao sobrejetora podemos afirmar corretamente que

A) cada elemento do seu contradominio esta associado a um unico elemento do seu
contradominio.

B) toda funcéo sobrejetora é também injetora.

C) uma funcao é sobrejetora quando o contradominio e a imagem sao iguais.

D) em toda funcdo sobrejetora a quantidade de elementos do dominio e do
contradominio sdo sempre iguais.

E) em um diagrama de uma funcéo sobrejetora, ndo pode haver duas flechas com

extremidades no mesmo ponto do contradominio.

12. (UFRN) Sejam B o conjunto formado por todos os brasileiros e R o conjunto dos
nameros reais. Se f: B - R € a funcdo que associa a cada brasileiro sua altura,
medida em centimetros, entao f :

A) € injetora e ndo é sobrejetora. C) ndo é injetora e é sobrejetora.

B) é injetora e é sobrejetora. D) ndo é injetora e ndo € sobrejetora.

13. (LEONARDO-2016) A funcdo f:R - R, definida por f(x)=x* é sempre

sobrejetora? Justifique sua resposta.

14. (LEONARDO-2016) A fungéo g: A — B é sobrejetora?
E injetora? Justifique sua resposta.

15. Dados os conjuntos 4 = {—1,0,1,2} e B = {1,2,3,4,5} é correto afirmar que a fungéo
f:A = B definida por f(x) = x + 2 € uma fun¢&o sobrejetora? Por qué?
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16. Verifique em cada caso a seguir, se a funcdo de A em B é uma funcéo bijetora,
justificando sua resposta:

a) c)
¢ h

[
A
b) d)
k
e
A

A B

17. Dados os conjuntos A = {—1,0,1,2} e B ={0,1, 2,3}.
a) A funcéo f: A — B, definida por f(x) = x + 1 é bijetora? Por qué?

b) A funcéo definida f: A — B, por f(x) = x* + 1 é bijetora? Por qué?

18. Seja M o conjunto formado por todos os maranhenses e N o conjunto dos numeros
naturais. Se f: M — N é a fungdo que associa a cada maranhense sua idade, em
anos, entao f:

A) é injetora, mas nao € sobrejetora. C) néo é injetora, nem sobrejetora.

B) ndo é injetora e é sobrejetora. D) é bijetora.

19. Seja A ={1,2,3,4,5} e R o conjunto dos numeros reais. A funcdo f:D — R,
definida por f(x) = (x + 1)(x — 3). Entao:

A) f é sobrejetora; D) o conjunto imagem de f possui 3 elementos somente;

B) f é injetora; E) Im(f) ={-3,0,1,3}

C) f é bijetora;
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20. Sejam os conjuntos A e B formados, respectivamente, por 5 estados brasileiros e
7 capitais de estados brasileiros, conforme a representagéo seguinte:
A = {Ceara, Maranhio, Para, Sio Paulo, Tocantins} B =
{Belém, Coritiba, Fortaleza, Goiania, Palmas, Sdo Luis, Sdo Paulo}
A funcao f que associa a cada estado brasileiro pertencente ao conjunto A uma capital

brasileira pertencente ao conjunto B € uma func¢éo bijetora? Por qué?

21. Em uma funcéo bijetora f: A - B, a cada elemento de A corresponde um sé

elemento de B e vice -versa? Justifique sua resposta.

22. (PAIVA-2010) O Cadastro de Pessoas Fisicas ou CPF é o
cadastro da Receita Federal brasileira. Nem todas as pessoas

sdo obrigadas a se inscrever no CPF; s6 tém essa obrigacdo B i

GUSTAVO KENZO SATO DACOSIA - |

131172000 =

aquelas com rendimento tributavel proveniente de negocios no
Brasil, brasileiras ou ndo, que vivem ou ndo no Brasil. Cada contribuinte cadastrado
recebe um documento chamado de cartdo de CPF, ou simplesmente CPF. Esse
documento identifica o contribuinte com um nimero de onze algarismos. Esse nimero
€ unico para cada contribuinte e ndo muda, mesmo quando o cartdo € perdido.
Consideremos o conjunto A, de todos os numeros de CPFs distribuidos aos cidadaos
brasileiros que vivem no Brasil, e o conjunto B, de todos os cidadaos brasileiros que
vivem no Brasil. Classifique como injetora, sobrejetora ou bijetora a funcéo f: A - B

gue associa cada CPF a um cidadao brasileiro.

4.2.11 Atividade 08

ATIVIDADE 08

Titulo: Grafico de uma Funcéo Injetora

Objetivo: Identificar o grafico de uma Funcéo Injetora.

Material: Roteiro da atividade, Quadro de Gréficos, régua, caneta ou lapis,
borracha.

Procedimento:

Em cada grafico do Quadro de Graficos, trace linhas horizontais (paralelas ao

eixo X) e a seguir:



¢ Identifique por | os graficos que ndo séo "cortados" (interceptados) pela

mesma reta mais de uma vez;

e Identifique por NI os gréficos que séo cortados (interceptados) mais de
uma vez pela mesma reta.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

Gréfico

O gréfico é "cortado" (interceptado) mais de uma vez por

uma mesma reta?

Sim

Nao

©| 00 N| O O | W N|

[
o

|_\
|_\

=
N

Observacao:
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Concluséo
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Analise a priori da Atividade 08

A analise a priori desta atividade 08, também esta pautada nos momentos de
ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019), destacando nossa
hipétese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do professor e
estudantes durante a realizac&o desta atividade.

No 1° momento o professor organiza a turma com as mesmas equipes
formadas por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui
a Atividade 08, o Quadro de Graficos 1 e uma régua. Se considerar mais conveniente,
o docente pode solicitar, com antecedéncia, a régua aos estudantes.

No 3° momento ocorre a execucéo da atividade, onde um dos integrantes da
equipe, utilizando a régua e o lapis ou caneta, devera tracar retas paralelas ao eixo
"X", e juntamente com seu grupo, identificar por | os graficos que sao "cortados"
(interceptados) pela mesma reta somente uma vez e, por NI quando a mesma reta
cortar o grafico nenhuma vez ou mais de uma vez. Nesta etapa € importante que o
professor esteja atento para explicar, se necessario, 0 que € reta paralela, aléem de
exclarecer outras duvidas que possam surgir. Em seguida, com basde nas
informacdes obtidas, os alunos devem preencher o quadro assinalando "sim" ou "nao"
para a pergunta relacionada a cada grafico do Quadro de Graficos 1.

A nossa hipotese é que a principio, os estudantes apresentardo dificuldades,
por ndo estarem familiarizados com esse tipo de atividade, por isso o professo deve
auxilia-os mostrando com tracar uma reta paralela, destacando os pontos em que
essa reta toca o grafico. Apds essa intervencdo, acreditamos que os discentes
preencherdo o quadro com facilidade.

Durante a andlise das informacdes registradas (5° momento), acreditamos que
apos o preenchimento do quadro eles notardo que cada uma das retas paralelas ao
eixo "X" toca o gréfico de uma funcéo injetora em um sé ponto e que quando a reta
toca o grafico em mais de um ponto ou nenhuma vez, o grafico ndo é de uma funcéo
injetora. Nessa etapa a nossa hipétese € de que os estudantes preencherdo o quadro
de observacdo com facilidade, mas terdo dificuldade em preencher o quadro de
conclusdo, mas essa dificuldade sera superada por meio de ponderacdes do
professor, pautadas em perguntas direcionadas a turma, no intuito de promover
reflexdo, discussé@o sobre o comportamento do grafico de uma funcéo injetora.

Quanto ao 6° momento, o da institucionalizagédo, cabe ao docente solicitar que

um componente de cada equipe socialize sua observacédo e conclusao, e apos a fala
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da ultima equipe, ele (o professor) realizard a institucionalizagdo do método prético

para reconhecimento do grafico de uma funcéo injetora.

4.2.12 Atividade 09

ATIVIDADE 09

Titulo: Grafico de uma Funcao Sobrejetora
Objetivo: Identificar o grafico de uma Funcgdo Sobrejetora
Material: Roteiro da atividade, Quadro de Gréficos, régua, caneta ou lapis,
borracha
Procedimento:
Em cada grafico do Quadro de Graficos, trace linhas horizontais (paralelas ao
eixo X) e a seqguir:
e Identifique por S os graficos que sao "cortados" (interceptados) pela
mesma reta mais de uma vez;

e Identifique por NS os graficos que ndo sdo cortados (interceptados) mais
de uma vez pela mesma reta.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

O grafico é "cortado” (interceptado) mais de uma vez por

L ?
Grafico uma mesma reta”

Sim Nao

©| o N| o U] A W N R

[N
o

H
H

=
N




136

Observacao:

Conclusao

Analise a priori da Atividade 09

A analise a priori desta atividade 09, também esta pautada nos momentos de
ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019), destacando nossa
hipétese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do professor e
estudantes durante a realizacéo desta atividade.

No 1° momento o professor organiza a turma com as mesmas equipes
formadas por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui
a Atividade 09, o Quadro de Graficos 1 e uma régua. Se considerar mais conveniente,
o docente pode solicitar, com antecedéncia, a régua aos estudantes.

No 3° momento ocorre a execucdo da atividade, onde um dos integrantes da
equipe, utilizando a régua e o lapis ou caneta, devera tracar linhas horizontais, ou
seja, retas paralelas ao eixo "X", e juntamente com seu grupo, ldentificar por S os
graficos que séo "cortados” (interceptados) pela mesma reta uma ou mais vezes, e
por NS quando néo sao cortados (interceptados) por pelomenos uma dessas retas e,
de posse dessas informacdes, preencher o quadro da Atvidade 09.

A nossa hipétese é que os estudantes realizardo essa atividade com mais
facilidade, considerando que sua execucao € semelhante ao processo de resolucéo
da atividade anterior, e notardo que S esté relacionada a funcao sobrejetora.

Durante a andlise das informacdes registradas (5° momento), acreditamos que

apos as ponderacdes do professor, o preenchimento do quadro solicitado e a
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discussao em grupo, possibilitara que eles percebam as caracteristicas do gréfico de
uma funcdo sobrejetora. Nessa etapa, nossa hipotese é que apds o preenchimento
do quadro de observacgao os discentes chegardo a conclusdo bem préxima de que o
grafico de uma funcao sobrejetora é cortado mais de uma vez por qualquer reta
paralela ao eixo "x" e que pertenca ao contradominio da funcéo.

Quanto ao 6° momento, o da institucionalizagéo, cabe ao docente solicitar que
um componente de cada equipe socialize sua observacédo e concluséo, e apés a fala
da ultima equipe, ele (o professor) realizara a institucionalizacdo do método pratico
para reconhecimento do grafico de uma funcdo sobrejetora.

4.2.13 Atividade 10
ATIVIDADE 10

Titulo: Grafico de uma Funcéo Bijetora
Objetivo: Identificar o grafico de uma Funcéo Bijetora
Material: Roteiro da atividade, Quadro de Graficos, régua, caneta ou lapis,
borracha
Procedimento:
Em cada grafico do Quadro de Graficos, trace linhas horizontais (paralelas ao
eixo X) e a seqguir:
e I|dentifique por B os graficos que sdo "cortados" (intersectados) uma
Unica vez pela mesma reta;

e Identifique por NB os graficos que ndo sdo cortados (intersectados) ou
sao cortados mais de uma vez pela mesma reta.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a sequir:
Cadareta "corta" (intersecta) o grafico uma unica vez?

Gréfico Sim Nao
1

N O g A WD
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10
11
12

Observacao:

Conclusao

Andlise a priori da Atividade 10

A anadlise a priori desta atividade 10, também estd fundamentada nos
momentos de ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019),
destacando nossa hipotese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do
professor e estudantes durante a realizacéo desta atividade.

No 1° momento o professor organiza a turma com as mesmas equipes
formadas por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui
a Atividade 10, o Quadro de Graficos 1 e uma régua. Se considerar mais conveniente,
o docente pode solicitar, com antecedéncia, a régua aos estudantes.

No 3° momento ocorre a execucdo da atividade, onde um dos integrantes da
equipe, utilizando a régua e o lapis ou caneta, devera tracar linhas horizontais, ou
seja, retas paralelas ao eixo "X", e juntamente com seu grupo, identificar por B os
graficos que séo "cortados" (interceptados) uma Unica vez pela mesma reta, e por NB
guando isso ndo ocorrer; e de posse dessas informacdes, preencher o quadro da
Atvidade 10.

A nossa hipétese é que os estudantes realizardo essa atividade com mais
facilidade, considerando que sua execucgdo € semelhante ao processo de resolucao

das duas atividades anteriores, e notardo que B esta relacionada a funcao bijetora.
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Durante a andlise das informacdes registradas (5° momento), acreditamos que
apos as ponderacdes do professor, o preenchimento do quadro solicitado e a
discussao em grupo, possibilitar4 que eles percebam as caracteristicas do grafico de
uma funcéo bijetora. Nessa etapa, nossa hipétese € que os estudantes ndo terdo
dificuldadade na execucgéo do preenchimento do quadro de observacéo e da definicao,
desenvolvendo a habilidade de reconhecer o gréfico de uma funcao bijetora.

Quanto ao 6° momento, o da institucionalizagéo, cabe ao docente solicitar que
um componente de cada equipe socialize sua observacédo e concluséo, e apés a fala
da ultima equipe, ele (o professor) realizara a institucionalizacdo do método pratico

para reconhecimento do gréafico de uma funcao bijetora.

4.2.14 Questdes de Aprofundamento das Atividades 08, 09 e 10

1. (UNIFESP) Ha funcdes y = f(x) que possuem a seguinte propriedade: “a valores
distintos de x correspondem valores distintos de y". Tais fungdes sdo chamadas
injetoras. Qual, dentre as funcdes cujos graficos aparecem a seguir, € injetora?

A) by D) ¥
% 1 x
B) 1y E) y
1 X 1 b
C) by
] 1 x
2. O grafico ao lado representa a funcéo f: R — R. Y\

Essa funcdo é injetora? Justifique a sua resposta.
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3. O grafico ao lado represeta a funcdo f: R - R, definida
por f(x) = x* — 2x. Essa funcao é injetora, sobrejetora ou y
bijetora? Por qué?

4. (UFPE) Dentre as curvas a seguir, qual pode ser o grafico de uma funcéo injetora

y=f(x)?

A) Y ) y] E) W
] " 0
0 X ‘ .
B) vy D) v[
0 X
o |

Fungio I Funcio II Fungio IIT

E(s&0) injetora(s) a(s) funcio(des)
A) lelll, apenas C) I, apenas
B) Ill, apenas D)L, 1lelll

6. Verifique se cada fungdo f:R — R a seguir representa uma fungdo bijetora.
Justifique a sua resposta.

a) y Jl

/

*y




b) Ay
c
) vh
X
d) yA
X

7. A curva abaixo é o grafico da funcéo f: R — R, definida por f(x) = x* + 2x — 3.

Essa funcéao é bijetora? Por qué?

v &

8. As funcdes a sequir, definidas pelos graficos, tém dominio A = [1,4] e

contradominio B = [1,4]. Qual deles representa uma funcao bijetora?

Al ¥ B) v C) ¥ )] ¥

e 4 4 4 .

e’ g o 1}

=¥

4

L
B
=
N —
=y

n¥
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9. (PUCCAMP-SP) Seja f a funcéo de R em R, dada pelo grafico a seguir. E correto
afirmar que:

A) f é sobrejetora e ndo injetora.

B) f € bijetora.

C) f(x) = f(—x) paratodo x real.

D) f(x) > 0 para todo x real.

E) o conjunto imagem de f é |—oo; 2]

b J

10. (UFF) Considere as funcgbes f, g e h, todas definidas em [m,n] com imagens em
[p, q] representadas através dos graficos a seguir.

FY y £ 3 P e y
q q q

h s
p 1] p P

-
-
-
-
-
=

A) f é bijetiva, g é sobrejetiva e h ndo é injetiva.

B) f é sobrejetiva, g € injetiva e h ndo € sobrejetiva.
C) fndo é injetiva, g € bijetiva e h & injetiva.

D) f é injetiva, g ndo é sobrejetiva e h é bijetiva.

E) f é sobrejetiva, g ndo € injetiva e h € sobrejetiva.

4.2.15. Atividade 11
ATIVIDADE 11

Titulo: Cardinalidade do Dominio e do Contradominio de uma Funcao Bijetora

Objetivo: Descobrir a relacdo entre a cardinalidade do dominio e do contradominio
de uma funcao bijetora.

Material: Roteiro da atividade, Quadro de Funcdes 2, caneta ou lapis.
Procedimento:

e Observe cada um dos diagramas do Quadro de Funcdes 2;

¢ |dentifique aquelas que séo bijetoras.

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:
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A funcdo é bijetora? A quantidade de elementos do
. dominio(cardinalidade) e do
Funcao contradominio é igual?
Sim N&o Sim N&o
K
L
M
N
P
Q
R
S
T
\
w
z
Observacao:
Concluséo:

Analise a priori da Atividade 11

A anadlise a priori desta atividade 11, também esta fundamentada nos

momentos de ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019),

destacando nossa hip6tese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do

professor e estudantes durante a realizacao desta atividade.
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No 1° momento o professor organiza a turma com as mesmas equipes
formadas por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui
a Atividade 11 e o Quadro de Funcgoes 2.

No 3° momento ocorre a execucdo da atividade, onde cada equipe devera
obsevar os diagramas de setas do Quadro de Funcdes 2 e identificar aqueles que
representam uma funcéo bijetora e, em seguida, com base nas informagdes obtidas,
devem preencher o quadro da Atividade 11, marcando sim ou ndo para cada pergunta.
O objetivo dessa atividade é fazer com que o aluno compreenda que quando uma
funcdo é bijetora, seu dominio e o contradominio possuem a mesma cardinalidade,
ou seja, a mesma quantidade de elementos.

A nossa hipotese € que os alunos nédo apresentardo dificuldade no
desenvolvimento dessa atividade, considerando que sua execuc¢éo € semelhante ao
processo de resolucéo da atividade anterior.

Durante a andlise das informacgdes registradas (5° momento), acreditamos que
os discentes nao terdo dificuldade para escrever a concluséo dessa atividade, uma
vez que apos identificar as funcdes bijetoras, no Quadro de Funcdes 2 e preencher o
guadro da Atividade 11, eles perceberdo que em todas as funcbes bijetoras a
guantidade de elementos do dominio e do contradominio € igual.

Nesta etapa, a nossa hipotese € que que devido as experiéncias adquiridas nas
atividades anteirores, os alunos nao terdo dificuldades no desenvolvimento dessa
atividade, chegando facilmente ao objetivo da mesma.

Quanto ao 6° momento, o da institucionalizacéo, cabe ao docente solicitar que
um componente de cada equipe socialize sua observacao e definicdo e apés a fala da
Ultima equipe, ele (o professor) realizara a formalizacao da definicdo de que em toda
funcao bijetora o dominio e o contradominio possuem a mesma cardinalidade, isto €&,

a mesma quantidade de elementos.

4.2.16 Questdes de Aprofundamento da Atividade 11

1. A quantidade de elementos que um conjunto A possui € deonominada cardinalidade
do conjunto A, sendo sibolizada por #A.
Compare a cardinalidade do dominio (#A) e do contradominio (#B) de cada uma

das seguintes funcoes:
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b) A B d) A

w

2. Na questéo anterior todas as funcdes sao bijetoras. Qual é a relacéo existente

entre a bijecédo de dois conjuntos e a cardinalidade desses conjuntos?

3. O diagrama ao lado representa a funcéo f: A - B,

definida por f(x) = x + 1, ou seja, que associa a cada ‘\._._ f /N
. . | Se—T
elemento do conjunto A 0 seu sucessor no conjunto B. co— __-\\ 6
L] | L
a) compare a cardinalidade (a quantidade de elementos) Te—T —E\*\. 7
. B .,..-o—'—';'l"_ { - 3
dos conjuntos 4 e B. \ ] TN\ o
;.-' A ] J
& \EH

b) essa funcéo é bijetora? Por qué?

c) o que podemos afirmar em relacdo a cardinalidade de dois conjuntos quando

entre eles ha uma bijecao?

d) se esses conjuntos fossem infinitos qual seria a imagem do elemento 100? E do

elemento n?

e) Se € possivel estabelecer uma bijecado entre dois conjuntos infinitos é correto
afirmar que eles possuem a mesma quantidade de elementos? Justifique a sua

resposta.
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4. E possivel estabelecer uma relagéo que leva cada um dos elementos do conjunto
Z a um unico elemento de N? Cite outros conjuntos em que essa relacdo com o

conjunto N pode ser estabelecida.

4.2.17 Atividade 12

ATIVIDADE 12

Problema 1: Qual conjunto possui mais elementos o conjunto dos numeros naturais

ou o0 conjunto dos nimeros naturais pares?

Analise a priori da Atividade 12

A analise a priori desta atividade 12, esta fundamentada nos momentos de
ensino da Resolucdo de Problemas como Ponto de Partida recomendados por Sa
(2009), destacando nossa hipdtese acerca das expectativas que temos sobre as
atitudes do professor e estudantes durante a realizacao desta atividade.
Momento da apresentacgao

Nesse momento o professor organizara a turma em duplas, entregando para
cada uma delas uma folha de papel sulfite com o problema previamente selecionado
pelo docente. Essa folha de papel deve ser colocada com o verso para cima, de modo
gue os alunos ndo possam ler o problema até que todos eles o recebam e sejam

autorizados pelo professor a desvirar a folha e efetuar a leitura do problema a seguir:

Qual conjunto possui mais elementos o conjunto dos nimeros naturais ou 0 conjunto

dos numeros naturais pares?

Momento de resolucéao

Apés a leitura do problema, que também pode ser realizada pelo professor,
sera estipulado um tempo de 20 minutos para a resolucdo do problema por parte dos
alunos.

Embora existam algumas maneiras distintas de obter a resolu¢ao do problema
acima, acreditamos que os alunos serdo conduzidos ao erro por utilizarem o senso
comum de que o todo é sempre maior do que a parte. Neste sentido, a maioria ou

todos eles afirmardo que como o conjunto dos nimeros haturais pares é uma parte
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dos numeros naturais (que também é composto pelos nimeros naturais impares), o
conjunto dos numeros naturais possui mais elementos, o que vai gerar uma boa
discussao, favorecendo a introducéo e o desenvolvimento da aplicacao da bijecéo de
funcdo na comparacao de conjuntos infinitos.

Vejamos algumas das maneiras distintas de resolver o problema acima.

Solucao 1: Utilizando a representacdo dos dois conjuntos por enumeragao e

verificar que ha uma bijecao entre eles.
T I
0,2

Ao representar o conjunto dos numeros naturais e o conjunto dos numeros

N = { s}

) ) ) )

B 4—rN
O e A
0E—r

P={ s}

) ) )

naturais pares, colocando esse ultimo abaixo do primeiro, o professor utilizara a seta
indicada na figura, mostrando que cada elemento do conjunto dos niumeros naturais
possui um unico elemento correspondente no conjunto dos nimeros naturais pares,
em seguida ele perguntaréa aos alunos: e o elemento n do conjunto dos naturais, qual
€ 0 seu elmento correspondente no conjunto dos nameros naturais pares? Esse
guestionamento fard com que os alunos percebam que cada elemento do primeiro
conjunto possui correspondéncia com o seu dobro, chegando facil a resposta: 2n.

A seguir o professor apresentarda uma segunda solucdo para o problema

utilizando o digrama de Venn, da seguinte forma:

Solucédo 2: Utilizando o Diagrama de Venn fazendo cada elemento do conjunto
dos naturais corresponder a um elemento do conjunto dos nimeros naturais

pares.

A~ OwWDNPEFEO

A A

vy

00O hDNO
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Ao Representar os dois conjuntos por meio do Diagrama de Venn e demosntrar
gue cada lementos do conjunto dos naturais possui um elemento correspondente no
conjunto dos naturais pares, e dessa forma concluir que os dois conjuntos possuem a

mesma quantidade de elementos, embora o0 senso comum "afirme" o contrario.

Momento da anélise

O momento da andlise sera desenvolvido mediante a verificacdo de que ha
uma correspondéncia "um a um" entre os elementos dos dois conjuntos, e dessa
forma, mesmo sendo P um subconjunto préprio de N, temos uma correspondéncia
biunivoca, ou seja, uma funcao bijetora, pois a funcédo f: N — P, definida por f(n) =
2n faz corresponder cada elemento de N a um elemento distinto de P, entdo o numero
de lementos do cojunto N € iagual ao numero de elementos do conjunto P. Portanto
os dois conjuntos, mesmo sendo infinitos, possuem a mesma quantidade de
elementos.

Essa conclusdo mostra que para verificar se dois conjuntos possuem a mesma
guantidade de elementos (mesma cardinalidade), basta verifica se existe
uma bijecéo entre eles.
Sistematizacao

Neste momento o professor apresentara a definicdo que utiliza a bijecdo para
verificar se dois conjuntos possuem a mesma quantidade de lementos, que é

invariante na resolucéo do problema proposto.

Definicdo: Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Dizemos que A e B tém a mesma
guatidade de elementos, isto €, a mesma cardinalidade ou que a cardinalidade de A é
igual & de B e escrevemos #A = #B, se existe uma bijecdo f: A - B. Caso contrario

eles ndo possuem a mesma quantidade de elementos.

Solucédo do problema proposto com o uso do conteudo sistematizado.

Apés a apresentacdo da definicdo o professor apresentard a interpretacao do
problema inicial demostrando que a utilizacdo da definicdo acima facilita a resolucao
do problema proposto, sendo eficaz para verificar se dois conjuntos possuem ou nao

a mesma quantidade de elementos, ou seja, se eles sdo equipotentes.
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Outras questdes envolvendo o assunto sistematizado

Considerando que ja estara estabelecido que dois conjuntos possuem a mesma
guantidade de elementos quando existe uma bijecéo entre eles, resta dar continuidade
ao estudo do assunto. Para tanto o professor devera propor novas situagcées-problema
para desenvolver a habilidade de resolver problemas que envolvam a comparagéo da
guantidade de elementos de dois conjuntos. Neste momento as recomendacdes
encontradas em S& (2005) e Sa (2006) séo validas.

Questdes envolvendo a sistematizagdo do assunto

4.2.18 Questdes envolvendo a sistematizagédo do assunto da Atividade 12

1. Quem possui mais elementos o conjunto dos dias da semana ou 0 conjunto A =
{1,2,3,4,5,6,7}?

2. Entre os conjuntos dos nimeros naturais e 0os nimeros naturais multiplos de 5 quem

tem mais elementos? Justifigue a sua resposta

3. Onde h& mais niameros no conjunto dos numeros naturais ou no conjunto dos
numeros quadrados perfeitos?
4. Qual conjunto possui mais elementos o0 conjunto dos numeros naturais ou o

conjunto dos numeros naturais impares?

5. Entre 0s conjuntos dos nimeros naturais e 0s numeros multiplos de trés quem tem

mais elementos?

6. Quem possui mais elementos o conjunto dos nimeros naturais ou o conjunto dos

nameros inteiros estritamente positivos?

7. Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos nuameros

naturais ou o conjunto dos numeros inteiros estritamente negativos?

8. Quem possui mais elementos o conjunto dos nimeros naturais ou o conjunto dos

nameros inteiros ndo negativos?
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4.2.19 Atividade 13
ATIVIDADE 13

Problema 2: Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos

nameros naturais ou 0 conjunto dos niumeros inteiros?

Analise a priori da Atividade 13

A andlise a priori desta atividade 12, estd fundamentada nos momentos de
ensino da Resolucdo de Problemas como Ponto de Partida recomendados por S&
(2009), destacando nossa hipétese acerca das expectativas que temos sobre as
atitudes do professor e estudantes durante a realizacdo desta atividade.

Momento da apresentacéo
O professor organizara a turma em duplas, entregando uma copia do problema
para cada uma delas e, em seguida realizara, com a turma, a leitura do problema a

seqguir:

Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos numeros naturais

ou o conjunto dos numeros inteiros?

Momento de resolucéao

Apés a leitura do problema, que também pode ser realizada pelo professor,
sera estipulado um tempo de 20 minutos para os alunos efetivarem a resolucédo do
problema.

Considerando a experiéncia que os discentes adquiriram por meio da
apresentacao da solucao do problema 1, que possui semelhanca com esse problema,
e das questdes envolvendo a sistematizacdo do assunto, acreditamos que algumas
duplas apresentardo a solucdo para esse problema.

O professor deve solicitar as duplas para ndo socializarem a solucdo do
problema com os outros estudantes até o0 memento oportuno que sera indicado por
ele. Dessa forma quem conseguiu chegar a solucdo correta, devera aguardar os
demais terminarem ou até o fim dos 20 minutos.

Ao término dos 20 minutos estipulados para a resolugdo do problema, o

professor pedird uma dupla va até o quadro e apresente a sua solugdo para o
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problema em pauta, analisando e discutindo com a turma cada etapa da resolucdo do
problema, verificando assim se a solucéo apresentada pela dupla esta correta.

Ap6s a apresentacdo da primeira dupla, caso outras tenham obtido uma
solucéo diferente para o problema, o professor pedird que algumas delas apresente a
sua solucdo. Nao havendo, o proprio doscente apresentard uma solucéo diferente
para o problema, embora tenha a mesma resposta.

Vejamos algumas das maneiras distintas de resolver o problema 3.

Solucao 1: Utilizando a representacdo dos dois conjuntos por enumeragao e

verificar que ha uma bijecao entre eles.

N=:-5 3 1 0 2 4 6 .. 2k—-1 2k

Z=..-3 -2 -1 0 1 2 3 . —k k

Ao representar o conjunto dos nameros nhaturais € o conjunto dos nameros
inteiros, o professor demonstrara que existe uma relacado que associa a cada numero
natural par um numero inteiro que corresponde a sua metade, e cada numero natural
impar esta associado a um numero inteiro igual ao oposto ou simétrico do numero
inteiro correpondente ao seu sucessor.

Dessa forma ao demonstrar que ha uma bijecdo entre os dois conjuntos, 0
professor pode concluir que eles possuem a mesma quantidade de elementos.

A seguir o professor apresentard uma segunda solucdo para o problema

utilizando o digrama de Venn, da seguinte forma:

Solucédo 2: Utilizando o Diagrama de Venn fazendo cada elemento do conjunto

dos naturais corresponder a um elemento do conjunto dos niumeros inteiros.
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Ao Representar os dois conjuntos por meio do Diagrama de Venn e demosntrar
gue cada lementos do conjunto dos naturais possui um elemento correspondente no
conjunto dos inteiros, e dessa forma concluir que os dois conjuntos possuem a mesma

guantidade de elementos, embora o senso comum "afirme" o contrario.

Momento da andlise

O momento da andlise sera desenvolvido mediante a verificacdo de que ha
uma correspondéncia "um a um" entre os elementos dos dois conjuntos, e dessa
forma, mesmo sendo N um subconjunto proprio de Z, temos uma correspondéncia

biunivoca, ou seja, uma funcao bijetora, pois a funcdo f:N - Z, definida por f(n) =

n
2

n+1 ;s
—\—), seneimpar
2

, senépar
faz corresponder cada elemento de N a um elemento distinto

de Z, entdo o numero de lementos do cojunto N é iagual ao nimero de elementos do
conjunto Z. Portanto, os dois conjuntos possuem a mesma quantidade de elementos.

Desse modo o professor confirma a ideia de que se existe uma biejecao entre
dois conjuntos eles possuem a mesma quantidade de elementos (mesma

cardinalidade).

Sistematizacao
Neste momento o professor apresentara a definicdo que utiliza a bijecdo para
verificar se dois conjuntos possuem a mesma quantidade de lementos, que é

invariante na resolucéo do problema proposto.

Definicdo: Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Dizemos que A e B tém a mesma
guatidade de elementos, isto €, a mesma cardinalidade ou que a cardinalidade de A é
igual & de B e escrevemos #A = #B, se existe uma bijecdo f: A - B. Caso contrario

eles ndo possuem a mesma quantidade de elementos.

Solucéo do problema proposto com o uso do conteudo sistematizado.

Apés a apresentacdo da definicdo o professor apresentard a interpretacao do
problema inicial demostrando que a utilizagéo da definicdo acima facilita a resolugéo
do problema proposto, sendo eficaz para verificar se dois conjuntos possuem ou n&o

a mesma quantidade de elementos, ou seja, se eles sdo equipotentes.
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Outras questdes envolvendo o assunto sistematizado

Considerando que ja estara estabelecido que dois conjuntos possuem a mesma
guantidade de elementos quando existe uma bijecéo entre eles, resta dar continuidade
ao estudo do assunto. Para tanto o professor devera propor novas situagcées-problema
para desenvolver a habilidade de resolver problemas que envolvam a comparacao da
guantidade de elementos de dois conjuntos. Neste momento as recomendacdes
encontradas em S& (2005) e Sa (2006) séo validas.

Questdes envolvendo a sistematizagdo do assunto

4.2.20 Questdes envolvendo a sistematizacédo do assunto da Atividade 13

1. Quem possui mais elementos o0 conjunto dos numeros naturais impares ou o
conjunto dos nimeros inteiros?
2. Onde ha mais pontos no conjunto dos pontos de um segmento de 1m ou no conjunto

dos pontos de um segmento de 10m?

3. Onde ha mais pontos no conjunto dos pontos de uma circunferéncia de raio 2 cm

ou no conjunto dos pontos de uma circunferéncia de raio 10 cm?

4. Qual conjunto possui a maior quantidade de elementos: o conjunto dos numeros

inteiros ndo negativos ou o conjunto dos numeros inteiros?

5. Que conjunto possui a maior quantidade de elementos: o conjunto dos nameros

inteiros negativos ou o conjunto dos nameros inteiros?

4.2.21 Atividade 14

ATIVIDADE 14

Problema 3: Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos

nameros naturais ou o0 conjunto dos nimeros racionais?
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Analise a priori da Atividade 14

A andlise a priori desta atividade 14, estd fundamentada nos momentos de
ensino da Resolucdo de Problemas como Ponto de Partida recomendados por Sa
(2009), destacando nossa hipbtese acerca das expectativas que temos sobre as
atitudes do professor e estudantes durante a realizacdo desta atividade.

Momento da apresentagéo
O professor organizara a turma em duplas, entregando uma copia do problema
para cada uma delas e, em seguida realizara, com a turma, a leitura do problema a

seqguir:

Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos nimeros naturais

ou o conjunto dos numeros racionais?

Momento de resolucéao

Ao concluir a leitura do problema, o professor informara que os alunos teréo 25
minutos para apresentar a solucéao do problema.

Mesmo com a experiéncia que os discentes adquiriram por meio da
apresentacdo da solucdo dos problemas anteriores, que possui um pouco de
semelhanca com esse problema, e das questbes envolvendo a sistematizacao do
assunto, acreditamos que a maioria das duplas ndo apresentara a solucao para esse
problema.

Caso uma ou mais duplas consigam chegar a uma solucédo do problema, o
professor devera convida-los a ir até o quadro apresentar essa resolucédo e explicar o
raciocinio utilizado em cada etapa da resolucéo do problema.

Se ao término dos 25 minutos estipulados para a resolucdo do problema,
nenhuma dupla tenha solucionado o problema em pauta, o professor apresentara
algumas maneiras distintas de resolver o problema.

Vejamos algumas das maneiras distintas de resolver o problema 4:

Solucéo 1: Demonstrando que o0 conjunto dos numeros racionais é enumeravel.
Demonstragéo:

Seja a seguinte particdo do conjunto dos numeros racionais:
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Q=Q:u{0juQ;.
Como afuncéo f:Q; — Q*, dada por f (g) = —g, com p e q primos entre si € bijetora,
entao fica provado que Q; e Q* sdo equipotentes.

Seja a fungéo f:Q; — N x N, dada por f (g) = (p,q), com p e g primos entre Si

Se f(g) =, entdo (p,q) = (m,n). Logop =meq =n.

Portanto, f é injetora.

Como a imagem de toda func¢do injetora € equipotente a seu dominio. Entao, f:(Q})
€ equipotente a Q; e esta contido em N x N que é equipotente. E ja que Q} € infinito,
pois N c Qi . Entdo temos que f:(Q;) € um subconjunto infinito de N x N que é
enumeravel.

Logo, Q; € enumeravel.

QX U Q3 é enumeravel, pois Q* é equipotente a Q; .

Portanto, Q = Q* U {0} U Q} é enumeravel.

Como o conjunto Q dos racionais € enumeravel e todo conjunto enumeravel
possui a mesma cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais, o professor prova
gue o conjunto dos nimeros naturais e 0 conjunto dos nimeros inteiros possuem a
mesma quantidade de elementos.

A seguir o professor apresentard uma segunda solucdo para o problema

utilizando "O passeio de Cantor":

Solucédo 2: Utilizando a demonstracado classica conhecida como "O passeio de
Cantor"

George Cator provou, por meio de uma demonstracao classica, que o conjunto
dos numeros racionais € enumeravel.

Nessa demonstracao ele conseguiu listar, de forma ordenada, todas as fracdes
-, . . ~ . 1 2 .
positivas (incluindo as fragdes equivalentes como 5€% ), por meio de uma tabela onde

na i-ésima linha ele escreveu as fracdes com numerador i € na j-ésima coluna as
fracbes com denominador j, ou seja, na 12 linha da tabela estdo todas as fracdes
positivas cujo numerador é 1 e 32 coluna estdo todas as fracBes positivas com

denominador 3, de acordo com a figura a seguir:
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o] | | N | |
SN RN W] NN N
| D] W N Wik W
SRR W] N =
S U] W] N | o
N DOV WO NN = O

Em seguida ele enumerou todos os quadradinhos dessa tabela inifinita com os

numeros naturais "passeando” num zigue-zague, conforme a figura seguinte:

1 2 3 4 5 6
1 @ @ 1 1 1
It > I R -
1’ 5—3 4
2
A==t EIEEE
3 =3 3 3 3 3
_@ - - - -
EC? 2 3 4 5 6
1
4
e
2 3 4 5 6
o . . . .

Desse modo ele observou que temos uma correspondéncia bijetora entre o
conjunto dos numeros naturais e o0 cojunto dos quadradinhos, da tabela, que contém
0S nUumeros racionais positivos. Assim, ele concluiu que o conjunto dos ndameros
racionais positivos possui a mesma cardinalidade do conjunto dos numeros naturais,
ou seja, 0 conjunto dos numeros racionais positivos € enumeravel.

O conjunto dos numeros naturais € um subconjunto proprio do conjunto dos
nameros racionais e mesmo assim o0s dois possuem a mesma cardinalidade, isto €, a
mesma quantidade de elementos. Concluindo que nesse caso a parte nao € menor
gue o todo, mas se o conjunto é finito a parte € sempre menor que o todo.

A tabela infinita que Cantor construiu estabelce uma fungéo sobrejetiva f: N —

2 1
) nes

Q. talque: f(1) =1, f(2) =2 f3) =1 f(4) =+

1’ 3
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Como N é um conjunto enumeravel e f:N - Q. é sobrejetiva, segue que o conjunto
Q. também é enumeravel.

De modo semelhante podemos provar que o conjunto Q_ dos numeros
racionais negativos é enumeravel.

Como Q =Q, UQ_ e a unido entre conjuntos enumeraveis é enumeravel,
podemos concluir que o conjunto dos nameros racionais € enumeravel, isto é, ele

possui a mesma quantidade de elementos do conjunto dos nimeros naturais

Momento da anélise

O momento da andlise sera desenvolvido mediante a verificacdo de que ha
uma correspondéncia "um a um" entre os elementos dos dois conjuntos, e dessa
forma, mesmo sendo N um subconjunto proprio de Q, temos uma correspondéncia
biunivoca, ou seja, uma funcéo bijetora, pois em cada quadradinho que contém um
numero racional foi enumerado com um numero natural a linha em zigue-zague faz
corresponder cada elemento de N a um elemento distinto de Q, entdo o niumero de
lementos do cojunto N € iagual ao numero de elementos do conjunto Q. Portanto os
dois conjuntos, possuem a mesma quantidade de elementos.

Desse modo o professor confirma a ideia de que se existe uma biejecao entre
dois conjuntos eles possuem a mesma quantidade de elementos (mesma

cardinalidade).

Sistematizacao
Nesse momento o professor reforcara a importancia da utilizacdo do conceito
de bijecao para verificar se dois conjuntos possuem a mesma quantidade de lementos,

gue é invariante na resolucao do problema proposto.

Solucédo do problema proposto com o uso do conteudo sistematizado.

Uma vez que o professor ja apresentou a definicdo de funcéo bijetora, e sua
utilizacdo para facilitar a resolucdo de problemas que envolvem a comparacado da
guantidade de elementos de dois conjuntos finitos ou infinitos, nesta etapa do trabalho
ele dever4d mostrar a eficacia desse mecanismo na resolucdo de problemas

semelhantes a esse.
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Outras questdes envolvendo o assunto sistematizado

Como ja ficou estabelecido que dois conjuntos possuem a mesma quantidade
de elementos quando existe uma bijecéo entre eles, o professor pode apresentar a
definicdo de conjunto enumeravel e, em seguida, dar continuidade ao estudo do
assunto. Desse modo, nesse momento o discente deve propor novos problemas para

sistematizar o assunto.

Questdes envolvendo a sistematizagdo do assunto

4.2.22 Questdes envolvendo a sistematizagcéo do assunto da Atividade 14

1. Qual intervalo possui maior quantidade de elementos: [0,1] ou ]0,1]?

2. Dizemos que dois intervalos sado equipotentes quando eles possuem a mesma
quantidade de elementos. O intervalo [0,1] é equipotente ao intervalo ]0,1[?
3. Qual conjunto possui mais elementos: o conjunto dos ndmeros naturais ou o

conjunto dos numeros reais que estao entre 0 e 1?

4. Qual conjunto possui a maior quantidade de elementos: o produto cartesiano Z X Z

ou o conjunto dos numeros raiconais Q?

5. O axioma grego que afirma que "o todo é sempre maior que as partes” esta correto?

Por qué?

6. Em matematica dizemos que dois conjuntos sdo equipotentes quando possuem a
mesma cardinalidade, isto €, a mesma a quantidade de elementos. Nestas condicdes
€ correto afirmar que os conjuntos dos nimeros naturais € equipotente ao conjunto

dos nameros inteiros e ao dos racionais? Justifique a sua resposta
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4.2.23 Atividade 15

ATIVIDADE 15

Titulo: A cardinalidade dos intervalos reais

Objetivo: Descobrir uma relacdo entre a cardinalidade dos intervalos de numeros
reais

Material: Roteiro da atividade, Quadro de Intervalos Reais, caneta ou lapis

Procedimento:

e Observe o Quadro de Intervalos Reais, indicando por B as relacdes, entre 0s
intervalos reais, que reprentam uma funcgéo bijetora e por NB aquelas que néo
representam;

e Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir.

Conjuntos A relacédo de A em B € uma funcao bijetora?

Sim Nao

Observacao:

Concluséo
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Analise a priori da Atividade 15

A andlise a priori desta atividade 15, estd embasada nos momentos de ensino
por atividades experimentais descritos por Sa (2019), destacando nossa hip6tese
acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do professor e estudantes

durante a realizacao desta atividade.

No 1° momento o professor organiza a turma com as mesmas equipes
formadas por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui
a Atividade 15 e o Quadro de Relagbes de Intervalos reais, que tem por objetivo
descobrir a relacdo entre os intervalos de nimeros reais e concluir que todos os
intervalos reais possuem a mesma cardinalidade, isto €, a mesma quantidade de
elementos.

No 3° momento ocorre a execucdo da atividade, onde cada equipe devera
analisar o Quadro de Relacdes de Intervalos reais, escrevendo B para aquelas onde
existe uma funcao bijetora que relaciona os elementos do primeiro intervalo com os
do segundo intervalo e, em seguida, devem preencher o quadro da Atvidade 15, com
base nas informacgdes obtidas.

Nossa hipotese € que a principio os estudantes apresentardo um pouco de
dificuldades no desenvolvimento desta atividade, no entanto estas poderdo ser
sanadas por meio de ponderacbes com base em perguntas direcionadas a turma,
levando-os a refletir sobre os conceitos de intervalos reais e funcdo bijetora,
acarretando no desenvolvimento da capacidade de analise desses educandos, o que
facilitara a execussao das atividades posteriores.

Durante a andlise das informacdes registradas (5° momento), acreditamos que
os discentes notardo que, em todos o0s casos analisados, existe uma funcao bijetora
gue relacionas os intervalos reais, preechendo assim os quadros de observacéo e
conclusdo. Nossa hipétese é de que, com o auxilio do professor, a maioria das equipes
concluirdo gque todos os intervalos reais possuem a mesma cardinalidade, isto €, a
mesma quantidade de elementos.

Quanto ao 6° momento, o da institucionalizacéo, cabe ao docente solicitar que
um componente de cada equipe socialize sua observacgéo e concluséo e apos a fala
da ultima equipe, ele (o professor) realizara a formalizagdo da concluséo de que todos
os intervalos reais possuem a mesma cardinalidade, isto €, a mesma quantidade de

elementos, represntando-a também por meio de desenho e simbologia.
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4.2.24 Atividade 16
ATIVIDADE 16

Titulo: Comparando a cardinalidade de um intervalo de nUmeros reais e a

cardinalidade do conjunto dos numeros reais

Objetivo: Descobrir a relacdo entre a cardinalidade de um intervalo de niUmeros reais

e a cardinalidade do conjunto dos nimeros reais

Material: Roteiro da atividade, régua, caneta ou lapis, borracha

Procedimento:
O gréfico a seqguir representa a funcao f:[0,1] - R.

e Utilizando arégua e o lapis, trace retas paralelas ao eixo x e que passem pelos
pontos do contradominio.

Ay

— L
I\Jlﬁ o
ol 4

Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir:

Sim Nao

Cada uma das retas tracadas cortam um elemento
diferente do contradominio?

O conjunto imagem é igual ao contradominio da funcéo?
A funcéo f:[0,1] - R é bijetora?

Observacao:
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Conclusao

Analise a priori da Atividade 16

A analise a priori desta atividade 16, também esta fundamentada nos
momentos de ensino por atividades experimentais descritos por Sa (2019),
destacando nossa hip6tese acerca das expectativas que temos sobre as atitudes do
professor e estudantes durante a realizacéo desta atividade.

No 1° momento o professor organiza a turma com as mesmas equipes
formadas por ocasido da Atividade 01 e, no momento seguinte, apresenta e distribui
a Atividade 16 e uma régua.

No 3° momento ocorre a execucdo da atividade, onde cada equipe devera
escolher um representante para tracar varias retas paralelas ao eixo "x" e, em seguida,
preencher o quadro da Atividade 16, marcando sim ou ndo para cada pergunta. O
objetivo dessa atividade é fazer com que o aluno compreenda que existe uma funcéo
bijetora que relaciona o intervalo de nimeros reais e 0 conjunto dos numeros reais,
concluindo que eles possuem a mesma cardinalidade.

A nossa hipotese € que os alunos ndo apresentardo dificuldade no
desenvolvimento dessa atividade, considerando a experiéncia adquirida por eles na
resolucdo das atividades anteriores, que possuem um processo de execussao
semelhante a esta.

Durante a andlise das informacdes registradas (5° momento), acreditamos que
os discentes perceberdo que existe uma fungéo bijetora que relaciona o intervalo de
ndmeros reais [0,1] e o conjunto dos ndmeros reais, chegando a conclusdo de que
eles possuem a mesma cardinalidade, ou seja, a mesma quantidade de elementos.

Nesta etapa, a nossa hipotese € que com o conhecimento adquirido na
atividade anterior, onde os estudantes descobriram que todos os intervalos de
nameros reais possuem a mesma cardinalidade, somado a ponderacéo do professor,
os alunos nao terdo dificuldades em concluir que todo e qualquer intervalo real e 0
conjunto dos numeros reais possuem a mesma cardinalidade, ou seja, a mesma

guantidade de elementos.
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Quanto ao 6° momento, o da institucionalizagédo, cabe ao docente solicitar que
um componente de cada equipe socialize sua observacao e definicdo e apos a fala da
Gltima equipe, ele (o professor) realizard a formalizagdo da conclusdo de todo e
qualquer intervalo real possui a mesma cardinalidade, isto €, a mesma quantidade de
elementos do conjunto dos nimeros reais, representando esse fato por meio desenho

e simbologia.

4.2.25 Atividade 17
ATIVIDADE 17

Problema 4: Existe infinito maior que o outro?
Analise a priori da Atividade 17

A analise a priori desta atividade 17, esta fundamentada nos momentos de
ensino da Resolucdo de Problemas como Ponto de Partida recomendados por Sa
(2009), destacando nossa hipdtese acerca das expectativas que temos sobre as

atitudes do professor e estudantes durante a realizacdo desta atividade.

Momento da apresentacgao

Sugerimos que o professor organize a turma em duplas e antes de distribuir
uma copia do problema para cada dupla, solicitar aos estudantes que so iniciem a
resolucdo do problema apos a autorizacéo do professor, que fara a leitura do mesmo

com a turma.

Existe infinito maior que o outro?

Momento de resolucéao

Apés a leitura do problema, o professor comunicara que as duplas dispdem de
um tempo de 25 minutos para efetuar a resolucdo do problema. Acreditamos que
por se tratar de um problema com elevado grau de dificuldade, os alunos néo
conseguirdo apresentar a solucéo correta para esse problema, no entanto a discussao
de ideias e a apresentacdo das estratégias utilizadas por cada dupla, bem como a
construcdo de cada etapa da solucédo do problema propiciard um ambiente favoravel
a construcdo de novos conhecimentos, sobretudo a compreensdo de que existe
infinito maior que o outro.

Solucgéo:
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Para resolver esse problema utilizaremos o método de reduc¢do ao absurdo.
Quando tentamos representar todos 0S numeros reais em uma reta numérica,

percebemos que é impossivel listar todos eles:

1.666...

Por que €& impossivel representar todos 0s numeros reais em uma reta
numérica? Existe uma bijecéo f: R — N ou o conjunto R dos reais € ndo enumeravel?
Para facilitar a nossa compreenséao, suponhamos que € possivel listar todos os
numeros reais (na forma decimal) compreendidos entre 0 e 1 e que além disso sejam
formados somente pelos algarismos 0 e 1, destacando na nossa lista o 1° algarismo
apos a virgula, do 1° numero; o 2° algarismo apos a virgula, do 2° nUmero e assim
sucessivamente, conforme destacamos a seguir:
12-0,11111111 ..
29 -0,01010101 ...
32-0,10011001 ...
4¢ - 0,11011011...
52 - 0,00100100...
62— 0,11011101 ...

72 - 0,00010001 ...

82—-0,11101110...

A partir desses algarismos obtemos o nimero 0,11010100 ...
Trocando a posi¢do dos algarismos 0 e 1 que se encontram apoés a virgula,
surge um novo numero: 0,00101011 ... que é um numero real compreendido entre 0

e 1 e formado somente pelos algarismos 0 e 1, mas que com certeza ndo aparece na
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nossa lista anterior, uma vez que seu primeiro digito é diferente do algarismo da
primeira posi¢éo da diagonal, tendo também sua segunda casa decimal diferente do
algarimso que ocupa a segunda posi¢cao da diagonal e assim por diante.

Assim, o nimero 0,00101011 ... ndo pode ser nenhum nimero da nossa lista,
mas nossa lista tinha todos os numeros reais que atendiam as condicdes
estabelecidas, 0 que € um absurdo!

Isso ocorreu porque supomos que o conjunto dos nimeros reais é enumeravel,
0 que leva ao absurdo do nimero esta e, ao mesmo tempo, ndo esta numa lista.

Logo o conjunto dos nimeros reais nao pode ser enumerado, isto €, 0 conjunto
dos numeros reais, que € infinito, possui mais elementos que o conjunto dos nimeros
naturais, que também é infinito, portanto, esta provado que existe infinito maior que o

outro.

Momento da analise

O momento da analise sera desenvolvido mediante a verificacdo, por meio do
método de reducdo ao absurdo, de que o conjunto dos numeros reais € um conjunto
nao enumeravel, por isso apresenta cardanalidade maior que a dos nimeros naturais
e que, dessa forma, ndo existe uma correspondéncia "um a um" entre os elementos

dos dois conjuntos. Demonstrando ainda que existe infinito maior que o outro.

Sistematizacao

Neste momento o professor apresentara a resolucdo do problema, provando
gue o conjunto dos numeros reais possui mais elementos que o conjunto dos niameros
naturais, apresentando aos estudantes uma nova de técnica de comparacdo da
guantidade de elementos de dois conjuntos, além de ampliar a visdo deles acerca do

infinito.

Definicdo: Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Dizemos que A e B tém a mesma
guatidade de elementos, isto €, a mesma cardinalidade ou que a cardinalidade de A é
igual & de B e escrevemos #A = #B, se existe uma bijecdo f: A — B. Caso contrario

eles ndo possuem a mesma quantidade de elementos.

Solucéo do problema proposto com o uso do conteudo sistematizado.
Apo6s 0 memento da sistematizagéo, o professor apresenta a interpretacao do

problema inicial demostrando que a utilizagéo da definicdo acima facilita a resolugao
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do problema proposto, sendo eficaz para verificar se dois conjuntos possuem ou nao
a mesma quantidade de elementos, comparando assim a cardinalidade desses

conjuntos ou intervalos.

Outras questdes envolvendo o assunto sistematizado

Em seguida o professor dara continuidade ao estudo do assunto, propondo
novas situagdes-problema para desenvolver a habilidade de resolver problemas que
envolvam a comparacgao da quantidade de elementos de dois conjuntos.

Questdes envolvendo a sistematizagdo do assunto
4.2.26 Questdes envolvendo a sistematizacédo do assunto da Atividade 17

1. Qual conjunto possui mais elementos o conjunto dos numeros reais ou o intervalo
real [0,1]?

2. Considere o conjunto (R — Q) dos nimeros racionais e o conjunto Q dos nameros
racionais. Existem mais ndmeros racionais ou irracionais?

3. Dados o conjunto dos numeros reais entre 0 e 1, ou seja, ]0,1[ e o conjunto dos
nameros reais entre 0 e 100, isto &, ]0,100[. Qual deles possui mais elementos?

4. Dados o conjunto dos nimeros reais entre 0 e 1, ou seja, ]0,1[ e o conjunto dos
ndmeros reais maiores que 0, isto &, ]0,« [. Qual deles possui mais elementos?

4.3 Pré-teste e POs-testes

Nesta parte do trabalho apresentamos o teste diagnéstico constituido por 13
guestdes, que foi aplicado como o Pré-teste e o Pos-teste, com o objetivo de verificar
o desempenho dos estudantes na resolucéao de questdes sobre Funcdo com énfase
na Bijecdo de Func¢éo e comparar o nivel de conhecimento dos alunos antes e apés a
plicacdo da Sequéncia Didatica, permitindo detectar se houve ou nédo evolucédo ou

desenvolvimento da aprendizagem.
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PRE-TESTE e POS-TESTE

Objetivo: Avaliar o desempenho dos alunos em questbes envolvendo Funcédo e
Bijecdo de Funcao.

Material: Folha contendo as questfes, papel, caneta ou lapis e borracha.
Procedimentos: Entregar para cada aluno uma cépia do teste e solicitar que

resolvam.

1. Os diagramas a seguir representam relagdes que associam elementos do conjunto
C a elementos de D, ou seja, R: C —» D.

Relacéo 1 | Relacéo 2 Relacdo 3

-
O b owWNPEF

Relacéo 4 |

@)
O

-1
S

a) Dentre as relacbes anteriormente representadas pelos diagramas, quais
representam uma funcéo f:C — D ? Justifique a sua resposta.
Resposta esperada: Relacbes 1, 4 e 5. Cada elemento do conjunto € possui uma, e

uma s6 imagem no conjunto D.

b) quais das relacdes representadas pelos diagramas acima ndo representa uma
funcdo? Por qué?

Resposta esperada: Relacdes 2, 3 e 6. Na relacdo 2 existe um elemento que néo
possui imagem, e nas relagdes 3 e 6 existem elementos que possuem mais de uma

imagem.
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2. O esquema ao lado representa a funcéo de A

A em B, denominada f: A — B. / —2 \
*—1

D'—-—-—l—_-l-l—'lD

\ 714 .2 /
Respostas esperadas: —

D(f)=A=1{-1,0,1},cD(f) =B ={-2,-1,0,1,2} e Im ={-1,0,1}
Dm(f) =A=1{-1,0,1},Cd(f) =B ={-2,—-1,0,1,2} e Im = {—1,0,1}

Identifiqgue o conjunto dominio, o contradominio

e 0 conjunto imagem dessa funcao.

3. O diagrama a seguir representa a funcéo f: A —» B. A funcéo f € bijetora? Por qué?

Respostas esperadas: Néo. Pois a funcéo nao € injetora; Nao. Porque a
guantidade de elementos do conjunto A € maior que a quantidade de elementos do

conjunto B.

4. A funcdo f:R — R, representada pelo grafico a seguir é injetora, sobrejetora ou
bijetora? Justifique a sua resposta.

4y

"

Resposta esperada: Bijetora. Porque € injetora e sobrejetora; Porque cada reta

paralela ao eixo x toca o gréfico da funcdo em um Unico ponto.

5. Yasmin construiu uma funcéo g: F — N, que tem como dominio o conjunto F = {UXI,
ACAI, PITAYA, BACURI, CACAU} e como contradominio conjunto N = {3, 4, 5, 6}.
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Nessa funcgéo f, ela associa cada elemento do conjunto A, a um nimero do conjunto
N, que corresponde ao numero de letras que forma o nome de cada elemento do
dominio.

Nestas condic¢des, a funcdo g, idealizada por Yasmin, € bijetora? Por qué?
Respostas esperadas:

N&o. Porque a funcdo nao é injetora.

N&o. Pois ha elementos do conjunto F que possuem a mesma imagem.

N&o. Porque os elementos PITAYA e BACURI do conjunto F possuem a mesma
imagem no conjunto N.

N&o. Porque a quantidade de elementos dos dois conjuntos é diferente.

6. Quem possui a maior quantidade de elementos o conjunto dos nimeros naturais
ou o conjunto dos numeros naturais pares? Justifique sua resposta.

Respostas esperadas:

Os dois conjuntos possuem a mesma quantidade de elementos, pois existe uma
funcdo f:N — P, definida por f(x) = 2x, que é bijetora.

#N = #P . Pois existe uma funcdo bijetora que associa a cada namero natural um

numero iagual ao seu dobro como representado no esquema de setas a seguir:

N P

A owWwPNPFE, O
A A
vy

- 00 oA~ DNO

7. Onde h& mais nimeros no conjunto dos numeros naturais ou no conjunto dos
numeros inteiros? Justifique a sua resposta.

Respostas esperadas:
Nenhum deles. Pois 0 conjunto dos nameros inteiro € enumeravel, isto €, possui a

mesma cardinalidade do conjunto dos nameros naturais.

Os dois possuem a mesma quantidade de numeros. Porque existe uma funcao

n
2

n+1 /s
- (T) , Seneimpar

, sen épar
bijetora f: N — Z, definida por f(n) =

Os dois possuem a mesma quantidade de ele,ementos, pois existe uma bijecao entre

os dois conjuntos:
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) I T I (I) ZI T T 1]
Z=..-3 -2 -1 0 1 2 3 —k k

8. Onde h& mais nimeros no conjunto dos numeros naturais ou no conjunto dos
numeros racionais? Justifique a sua resposta.

Respostas esperadas:

Nenhum deles. Pois o conjunto dos nimeros racionais € enumeravel, isto €, possui a
mesma cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais.

Os dois possuem a mesma quantidade de numeros. Porque existe uma funcao

bijetora f: N — Q, demonstrada no quadro seguinte:

1 2 3 4 5 6
1 o o 1 I 1 1
VT T 5 |
2

R R e g e I R AR
- 4 5 6
3 o I T B B
3 3 4 5 6

1
4 4 4 4 4 4 4
L ® 4 4 4 4
2 3 4 5 6
. . . .

9. Onde h& mais nimeros no conjunto dos numeros naturais ou no conjunto dos
numeros reais? Justifique a sua resposta.

Resposta esperada:

O conjunto dos numeros reais, pois ele ndo € enumeravel, isto €, possui cardinalidade

(nimero de elementos) maior que a dos numeros naturais.

10. Dentren os intervalos reais [—1, 1] e [—10, 10], qual possui a maior quantidade de
elementos? Justifique a sua resposta.
Resposta esperada: Os dois possuem a mesma quantidade de elementos. Porque

todos os intervalos reais sao equipotentes.
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11. Onde existem mais nimeros, no conjunto dos nimeros naturais ou no intervalo
de ndmeros reais |]—1, 1[ ? Por qué?

Resposta esperada: No intervalo de numeros reais |—1, 1[. Porque todo intervalo
real possui a mesma cardinalidade do conjunto dos ndimeros reiais cuja cardinalidade
€ maior que a do conjunto dos nimeros naturais.

#]—1, 1[ = #R > #N

12. Quem possui mais elementos: o conjunto dos nimeros reais ou o intervalo dos
nameros reais compreendidos entre 0 e 1? Por qué?

Resposta esperada: Os dois possuem a mesma quantidade de elementos. Porque
todo intervalo real possui a mesma cardinalidade do conjunto dos numeros reiais.

Os dois possuem a mesma quantidade de elementos. Pois anlisando o grafico da
funcado f:[0,1] » R, definida por f(x) = tgx, percebemos que ela é bijetora:

Ay

L
S IE T
ol 4

13. O todo é sempre maior que as partes? Justifique a sua resposta.
Respostaesperada: Nao. Porque o conjunto dos niUmeros naturais pares € uma parte
do conjunto dos numeros naturais, mas ambos possuem a mesma quantidade de
elementos, pois exite uma bijecao entre eles, que associa a cada niumero natural uma
imagem igual ao seu dobro.

Nao. Porque: P c N, mas existe uma funcdo f:P — N, definida por f(x) = 2x que é

bijetora, portanto, #P = #N.

Anadlise a priori do pré-teste e do pos-teste
O conheciemento adquirido por meio da nossa revisdo de estudos sobre o

ensino de bijecdo de funcdo possibilitou elencar hipoteses sobre o desempenho dos

alunos no pré-teste.
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Nossa hipétese é que no pré-teste, os estudantes apresentardo uma grande
dificuladade diante da resolugdo da maioria das questdes, sobretudo aquelas que
exigem uma justificativa e/ou ndo estdo de acordo com 0 senso comum, cOmo por
exemplo, as que versam sobre a comparacao da cardinalidade de conjuntos infinitos.
Considerando que muitos deles desconhecem o conceito, a representacéo grafica e
a aplicacao da bijecao de funcéo, acreditamos que no geral, os estudantes terdo um
baixo rendimento no pré-teste.

Durante a aplicacdo da experimentacédo, que esta fundamentada no Ensino por
Atividades Experimentais e na Resolugéo de Problemas como Ponto de Partida, o
aluno sera instigado a observar, identificar caracteristicas, refletir, discutir e buscar
solucdes para questbes e problemas, realizar socializacdo das suas descobertas,
tornando-se protagonista na contrugcéo do conhecimento dos conteudos anteriormente
citados e que apos a formalizagao e representacao desses por meio de texto, desenho
e simbologia, o objeto matematica sera fixado, resultando assim na construcdo do
conhecimento. Apés essa etapa, a nossa hipotese é que o desempenho dos discentes
no pos-teste sera bem superior ao rendimento obtido no pré-teste.

Por meio do cruzamento e andlise dos dados coletados através do prée-teste e
do pos-teste, verificaremos se as hipoteses aqui elencadas serdo validadas ou néo,
possibilitando diagnosticar se a aplicacdo da sequéncia didatica influenciou
diretamente na construcdo do conhecimento, melhorando o desempenho dos

estudantes no pos-teste.
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5 EXPERIMENTACAO

Nesta secao discorremos sobre a experimentacdo, que € a terceira etapa de
uma pesquisa pautada na metodologia da Engenharia Didéatica. Nela apresentamos
informacdes sobre a escola e 0s sujeitos da pesquisa, a aplicacdo da Sequéncia
Didéatica, o cronograma da experimentacdo, bem como a descricdo detalhada da
aplicacdo em sala de aula da sequéncia didatica planejada para alcancar os objetivos
propostos nesse trabalho.

Nossa pesquisa foi realizada em uma escola publica da rede estadual de
ensino, no municipio de Imperatriz, no Estado do Maranhé&o.

O nosso primeiro contato com a escola ocorrerreu no primeiro semestre de
2022, por meio de uma conversar com a equipe gestora e pedagodgica. Na
oportunidade apresentamos 0 objetivo, caracterizacdo e justificativa da pesquisa,
termos de consetimento livre e esclarecido, além dos questionario, testes e atividades
gue seriam propostos, por meio de um curso de Matematica, ofertado no auditério da
escola, no turno vespertino, aos alunos do 1° Ano do Ensino Médio, do turno matutino,
gue poderiam realizar sua matricula presencialmente ou por meio do google forms.

Apesar da divulgacéo realizada de sala em sala, a procura foi pequena, por
isso abrimos inscricdo para uma turma do 3° Ano. Assim, a nossa amostra foi
constituida por 10 alunos, sendo 5 alunos do 1° Ano e 5 do 3° Ano, que posteriormente
foram organizados em 5 duplas formadas por eles mesmos.

A experimentacdo da nossa pesquisa foi desenvolvida por meio da aplicacéo
do pré-teste, pos-teste, atividades da sequéncia didatica e das questdes de
aprofundamento. As informacBes foram obtidas por meio de gravacdo de toda os
encontros, anotacbes no diario de campo, preenchimento das fichas de
acompanhamentos de autoria de Sa (2019) e as resolucdes e registros das atividades.

O processo de experimentacao foi dividido em 7 encontros, que conforme Pais
(2002), serdao denominado sessfes de ensino, uma vez que seu carater especifico
diferem das aulas comuns e do processo corriqueiro de sala de aula. A seguir
apresentamos o quadro de atividades desenvolvidas, destacamos a sequéncia
ordenada de cada sessao de ensino, com suas respectivas atividades, e periodo de

realizagao:
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Quadro 6 - Atividades Desenvolvidas

DATA SESSAO ATIVIDADE DESENVOLVIDA
10/06/2022 | Diagnéstico | Questionério socioeconémico / TCLE
Inicial Pré-Teste

Atividade 01 - Definicdo de uma Funcéo
Atividade 02 - Imagem de uma funcgéo

14/06/2022 12 Atividade 03 - Imagem e Contradominio de uma
funcao
Questdes de Aprofundamento das Atividades 01, 02 e
03

Atividade 04 - Dominio de uma fun¢ao
Questdes de Aprofundamento da Atividade 04

Atividade 05 - Func¢dao Injetora
Atividade 06 - Funcao Sobrejetora

17/06/2022 22 Atividade 07 - Fungao Bijetora
Questdes de Aprofundamento das Atividades 05, 06 e
07

Atividade 08 - Gréafico de uma Funcéo Injetora
Atividade 09 - Gréfico de uma Funcéo Sobrejetora

Atividade 10 - Gréfico de uma Funcéo Bijetora
Questdes de Aprofundamento das Atividades 08, 09 e
10

Atividade 11 - Cardinalidade do Dominio e do
Contradominio de uma Funcéo Bijetora

Questdes de Aprofundamento da Atividade 11

21/06/2022 32

Atividade 12/Problema 1

Questdes envolvendo a sistematizacéo da relacéo
entre bijecdo e cardinalidade de conjuntos
24/06/2022 42 Atividade 13/Problema 2

Questdes envolvendo a sistematizacéo da definicdo
de conjuntos enumeraveis

Atividade 14/Problema 3

Questdes envolvendo a sistematizacéo da definicdo
de conjuntos enumeraveis

Atividade 15 - A Cardinalidade dos intervalos Reais
Atividade 16 - Comparando a cardinalidade de
28/06/2022 52 intervalos reais com a cardinalidade do conjunto dos
nameros reais

Atividade 17/Problema 4

Questdes envolvendo a sistematizacédo do assunto da

Atividade 17
01/07/2022 | Diagnoéstico | Apresentacdo do video OS INFINITOS DE CANTOR
Final Pos-teste

Fonte: Pesquisa de Campo, 2022.
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No topico a seguir descrevemos, de forma detalhada, o desenvolvimento da
nossa primeira sessdo de ensino, composta pela aplicagdo do Questionario
Socioecondmico e do Pré-teste, destacando que a analise das respostas desses
instrumentos embasou a construgdo o perfil dos estudantes participantes.

5.1 Diagnaostico Inicial

A primeira etapa da nossa experimentacao ocorreu no dia 10 de junho de 2022,
no auditério da escola. Inicialmente nos apresentamos e solicitamos aos discentes
participantes que se apresentassem aos demais, em seguida, esclarecemos que 0
curso que estavam realizando tratava-se também uma pesquisa sobre o ensino de
matematica, informando o nome da instituicdo, o programa ao qual estamos vinculado
e 0 objetivo do estudo, destacando a relevancia e a seriedade da nossa pesquisa,
sobretudo a importancia da participacao dos estudantes para efeitvacdo do processo.

Depois de nos certificarmos que todos compreenderam e que estavam
dispostos a contribuir com conosco, explicamos e distribuimos a autorizacdo de
participacao da pesquisa, denominada Termo de Consentimento Livre e Esclarecido
(TCLE), reforcando que precisariam levar o documento e trazé-lo no proximo
encontrado, devidamente assinado pelo responsavel dos participantes menor de
idade.

A seguir informamos aos estudantes que eles reponderiam dois questionarios,
o0 primeiro com informagdes de cunho sécioeconémico, com destaque para vida
escolar e a relacdo do aluno com a Matematica; e o outro seria um teste para avaliar
0s conhecimentos prévios desses discenttes acerca do contetdo abordado em nossa
pesquisa. Foi solicitado a todos que respondessem todas as questdes da forma que
julgasse correta, utilizando somente lapis, borracha e caneta esferografica azul ou
preta.

O questionario socioeconémico foi efetivado de 15h15min as 15h25min, ja o
teste (pré-teste) ocorreu no horario de 15h30min as 17h02min (aproximadamente
1h30min). A seguir apresentaremos o0s resultados do questionario socioeconémico

sobre o perfil dos discentes participantes do experimento realizado.

5.1.1 Perfil dos estudantes
O perfil dos estudantes foi construido com base nos dados coletados, por meio

das respostas de um questionario impresso com questdes de cunho séciocondémico,
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enfatizando a vida escolar, hadbtos de estudo e a realagdo do discente com a
Matemética.

Nesta parte do trabalho, apresentamos os dados coletados, relacionando-os
com os perfis encontrados nas pesquisas de Tourdo (2020) e Brayner Junior (2021),
gue também investigam estudantes do ensino médio. Como ponto de partida,
apresentamos os dados referentes ao género dos discentes, utilizando o grafico

seguinte:

Grafico 4: Distribuicdo dos estudantes por género
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Fonte: Experimentagéo, 2022.

O gréfico anterior destaca que a quantidade de estudantes do sexo feminio
(60%) € superior a quantidade de discentes do sexo masculino (40%). Esses dados
estdo de acordo com a pesquisa de Tourdo (2020, p. 116) que realizou uma
investigacdo com 27 estudantes, dentre esses 56% eram do sexo feminino e 44%,
masculino.

Os resultados obtidos na pesquisa de Brayner Janior (2021, p. 173) também
aponta para uma predominancia do sexo feminino (70%) em relacdo ao sexo
masculino (30%), apresentando percentuais proximos dos indices aprecentados em
nosso estudo.

Em relacdo as idades dos discentes pesquisados construimos o grafico a

seqguir:
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Grafico 5: Distribuicdo dos estudantes por idade
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Fonte: Experimentagéo, 2022.

O grafico indica que a maioria os estudantes pesquisados (90%) possuiam
entre 15 e 17 anos de idade, o que nos permite concluir a maioria deles estdo dentro
dos padrdes de idade recomendados pelo Ministério da Educacéo (MEC) para cursar
o Ensino Médio que é de 15 a 17 anos.

Considerando que 50% da nossa amostra é constituida por alunos do 3° ano
do Ensino Médio, podemos afirmar que esses dados estdo de acordo com o0s
encontrados na pesquisa de Brayner Juanior (2021, p. 174), onde a maioria dos
estudantes (60%) possuia 17 anos; concordando também com o trabalho de Touréo
(2020, p.117), que evidenciou que a maioria dos estudantes (96%) possuiam idades
entre 15 e 18 anos.

Com os dados obtidos nas respostas concernentes a depencdéncia dos alunos

em Matematica efetivamos a construcao do seguinte grafico:

Gréfico 6: Dependéncia em Matematica
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Fonte: Experimentagéo, 2022.
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A analise das respostas dos discentes indica que 90% dos estudantes nunca
ficaram de dependéncia em Matematica. Nossos resultados concordam com as
pesquisas de Brayner Junior (2021, p. 175) e Tourdo (2020, p.118) que apontam,
respectivamente que, 70% e, 89% dos entrevistados jamais ficaram de dependéncia
nessa disciplina.

Os alunos também responderam uma pergunta que objetivava verificar o seu
gosto pela matemética, isto €, o nivel de afinidade que eles tém com esta disciplina.
Com base nos dados coletados construimos o gréafico seguinte:

Gréfico 7: Gosto pela Matematica
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Fonte: Experimentagéo, 2022.

De acordo com o grafico todos os estudantes que compdem a amostra da
nossa pesquisa (100%) tem afinidade com a Matematica, pois observamos que 70%
gostam um pouco e 30% responderam que adora. O trabalho de Brayner Junior
(2021, p. 176) apontou que a maioria dos estudantes (80%) apresentam afinidade
com a disciplina, esse resultado é reforcado pela pesquisa de Touréo (2020, p.119)
onde 78% dos discentes afirmaram ter gosto pela Matematica.
A construcédo do grafico a seqguir foi pautada nas respostadas dosi discentes a

pergunta sobere o grau de escolaridade do responsavel masculino:
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Grafico 8: Escolaridade do responsavel masculino
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Fonte: Experimentagéo, 2022.

O gréfico revela que todos os responsaveis masculino estudaram, a maioria
possui 0 ensino médio, 20% deles possuem nivel superior, 20% possuem 0 ensino
fundametal e apenas 10% nao concluiram o ensino fundamental.

Esses resultados diferem um pouco dos obtidos na pesquisa de Brayner Junior
(2021, p. 176), na qual nenhum dos responsaveis masculino possuiam ensino superior
(0%), 60% possuem o ensino meédio e 20% ndo concluiram o nivel fundamental. No
entato, eles se aproximam dos resultados obtidos no trabalho de Tourdo (2020, p.
120) onde 26% (7 alunos) dos estudantes responderam que seu responsavel

masculino possui nivel superior e 33% concluiram o ensino médio.

Gréfico 9: Escolaridade do Responsavel Feminino
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Fonte: Experimentagédo, 2022.
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Quanto a escolaridade do responsavel feminino, constatamos que 30% delas
possuem nivel superior, a maioria (40%) concluiram o ensino médio, 10% tem o
ensino fundamental e que 20% dos estudantes afirmaram que o responséavel feminino
nao concluiu o ensino fundamental e que todas estudaram.

Nossos resultados diferem em partes daqueles obtidos na pesquisa de Brayner
Junior (2021, p. 177), quanto a escolaridade do responsavel feminino, pois a mesma
apontou que nenum deles (0%) possuia nivel superior, 70% tinham o ensino médio,
no esntanto os resultados séo iguais quando tratamos do percentual de responsaveis
feminino com ensino fundamental completo (10%), fundamental incompleto (20%) e
daquelas que nao estudaram (0%).

O estudo de Touréo (2020, p. 121) també diverge dos nossos resultados, pois
ele aponta que dos responsaveis feminino 11% possuem ensino superior, 63%
concluiram o ensino médio, 11% tem o ensino fundamental completo, 15% nao
completaram o ensino fundamental e todas elas estudaram.

Em relacédo a escolaridade do responsavel feminino, verificamos que 11% (3
alunos) dos discentes possuem maes com nivel superior e que 63% (17 alunos) com
ensino médio completo, 11% (3 alunos) tém maes com o ensino fundamental
completo, 15% (4 alunos) com fundamental incompleto, enquanto que nenhum dos
pesquisados tem responsavel feminino que ndo estudaram. Esses resultados
demonstram que as mulheres tém buscado a conclusdo de seus estudos até o ensino
medio.

Por meio do questionario perguntamos aos estudantes quem lhes auxiliava nas

tarefas de Matematica e, a partir das respostas obtidas construimos o seguinte grafico:

Gréfico 10: Ajuda nas tarefas de matematica
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Fonte: Experimentagéo, 2022.
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Os dados do gréfico indicam que nenhum dos discentes entrevistados recebem
auxilio da familia nem de professor particular, nas atividades de Mateméatica. 20%
deles recebem ajuda dos amigos e a maioria (80%) ndo recebem ajuda de ninguém.
Esses resultados concordam com as investigagcfes de Brayner Junior (2021, p. 178)
e Tourao (2020, p. 122), porque ambas apontam que a maioria dos alunos nao contam
com o auxilio de ningém nas tarefas de Matemética, com perdentuais de 70% e 56%,
respectivamente.

No questionario perguntamos aos estudantes sobre sua frequéncia do estudo
de mateméatica fora do ambiente escolar, e embasado nas respostas obtidas

construimos o grafico a seguir:

Gréfico 11: Estudo de Matemaética Fora da Escola
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Fonte: Experimentagéo, 2022.

Os dados apresentados pelo grafico revelam que 30% dos discentes estudam
Matematica todo dia e que o mesmo percentual (30%) s6 estudam no periodo de
provas, 20% estudam somente na véspera de provas, 10% estudam sé nos finais de
semana e, por fim, 10% deles afirmam que ndo estudam fora do ambiente escolar.
Esses dados diferem dos obtidos no trabalho de Brayner Junior (2021, p. 179), onde
50% dos estudantes estudam somente nos finais de semana e também na pesquisa
de Tourao (2020, p. 123), que apontam que nenhum dos estudantes tem o habito de
estudar todo dia, e que a maioria dos entrevistados (44%) estudam somente no
periodo de provas.

O grafico a seguir apresenta os dados relativos ao entendimento das

explicacdes dadas pelo professor, aos alunos, durante as aulas de Matemética:
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Gréfico 12: Entendimento nas aulas de Matematica
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Fonte: Experimentagdo, 2022

O grafico indica que a maioria dos estudantes conseguem compreender as

explicacOes dadas pelo professor de Matematica, pois 30% deles afirmara que sempre

compreendem o conteudo explicado e 30% quase sempre conseguem entender.

Esses dados diferem um pouco dos obtidos no trabalho de Brayner Janior (2021, p.

179), onde 10% dos estudantes responderam que sempre entendem e 30% quase

sempre entendem os conteudos, bem como da pesquisa de Tourdo (2020, p. 124),

onde a maioria dos discentes (48%) quase sempre conseguem compreender e

nenhum deles afirma que sempre consegue entender as explicacbes do professor

durante as aulas de Matematica.

Com o objetivo de identificar a metodologia de avaliacdo em Matematica

adotada, perguntamos aos estudantes sobre as formas de avaliacédo utilizadas pelo

professor. A partir das respostas obtidas elaboramos o gréfico a seguir:

Grafico 13: Formas de Avaliacdo em Matemética
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Fonte: Experimentagédo, 2022
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De acordo com os dados do gréfico, a maioria dos estudantes (90%)
responderam que sdo avaliados em Matematica por meio de provas/simulados, e o
restante (10%). através de testes semanais, evidenciando que o professores de
Matematica utiliza a avaliacdo pertinentes a metodologia tradicional de ensino que,
conforme Brayner Junior (2021, p. 180), “ndo tem sido significativa para os estudantes
como forma de serem examinados quanto sua aprendizagem”.

Esses resultados divergem da investigacdo de Brayner Junior (2021, p. 180),
onde 40% dos pesquisados responderam que sao submetidos a avaliagbes do tipo
provas/simulado e a grande maioria (50%) séo avaliados por meio de testes semanais,
no entanto corroboram com a pesquisa de Tourdo (2020, p. 125), que aponta que 81%
dos discentes sédo submetidos a provas/simulados e 11%, a testes semanais.

Em nossa pesquisa indagamos aos discentes se as aulas de Matematica
despertam sua atencdo em aprender os conteudos ministrados. Para analisar os

resultados elaboramos, por meio dsa respostas coletadas, o grafico a seguir:

Grafico 14: Interesse nas aulas de Matematica
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Fonte: Experimentagédo, 2022

O gréafico revela que a maioria dos estudantes (60%) tem seu interesse
despertado nas aulas de Matematica. Eles se aproximam dos resultados obtidos nos
trabalhos de Brayner Junior (2021, p. 181), no qual 50% dos entrevistados apresentam
interesse em aprender os contetdos ministrados, mas divergem do estudo de Touréo
(2020, p.126), onde a maioria das aulas de matematica nem sempre conseguem

despertar o interesse dos discentes pesquisados com um total de 74%, podendo ser
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um reflexo da metodologia utilizada pelo docente durante a abordagem dos
conteados.

Com o objetivo de identificar a metodlogia de ensino adotada pelo professor de
Matematica, questionamos aos estudantes entevistados sobre como ocorreu a
maioria das aulas de Matematica e, a partir dos respostas obtidas construimos o
seguinte grafico:

Gréafico 15: A maioria das Aulas de Matematica
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Fonte: Experimentacdo, 2022

De acordo com o grafico anterior, a maioria dos discentes pesquisados (40%)
afirmaram que a maioria das aulas de Matematica iniciam com uma situacao problema
para depois explorar o assunto, 30% iniciam pela definicdo seguida de exemplos e
exercicios e 0os 30% restantes, indicam que as aulas iniciam com a histéria do assunto
para depois explorar o conteudo. Do exposto, podemos inferir que o professor de
Matematica dessas turmas utiliza uma metodlogia de ensino diversificada.

Os resultados obtidos em nossa pesquisa diferem daqueles verificados no
trabalho de Brayner Junior (2021, p. 182), uma vez que a maioria dos estudantes
pesquisados (80%) responderam que as aulas de Matematica iniciam pela definicdo
seguida de exemplos e exercicios, o que representa forte indicio do método tradicional
de ensino. No entanto, a pesquisa de Tourdo (2020, p. 127), 70% dos discentes
pesquisados afirmaram que as aulas iniciaram com uma situacdo problema para

depois introduzir o assunto, o que se aproxima dos resultados da nossa pesquisa.
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A ultima pergunta do questionario tinha como objetivo verificar a metodologia
utilizada pelo professor de Matematica para que os alunos praticassem os conteldos.
Com base nas respostas coletadas esbo¢camos o gréafico apresentado a seguir:

Grafico 16: Formas usadas pelo professor para praticar contetdo
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Fonte: Experimentacdo, 2022

A partir do grafico verificamos que 80% dos estudantes responderam que, com
0 objetivo de fazer com que os alunos pratiquem o contetudo abordado, o professor
apresentava uma lista de exercicios para serem resolvidos e os 20% restante,
indicaram que o o professor costumava solicitar que os alunos resolvessem 0s
exercicios do livro didatico. De acordo com as respostas dos discentes, o professor
nao apresentava jogos, ndo propunha exercicios de fixacdo, nem solicitava que os
alunos procurassem questdes sobre 0 assunto para resolver.

Estes resultados se equipara aos obtidos nas pesquisa de Brayner Junior
(2021, p. 183), onde 80% dos discentes responderam que para praticar o contetdo, o
professor apresentava uma lista de exercicios para serem resolvidos, diferindo apenas
o fato de que 10% afirmaram que o professor costumava solicitar aos alunos que
resolvessem os exercicios do livro didatico en 10% responderam que o docente

solicitava que os alunos procurassem questdes sobre 0 assunto para resolver.
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5.1.2. Sobre a aplicacédo do Pré-teste

A aplicagdo do Pré-teste também ocorreu no dia 10 de junho de 2022, logo
apos nos certificarmos de que todos os alunos haviam concluido a resolug¢do do
questionério soécioecondmico. Dessa forma, informamos aos dez estudantes,
participantes da pesquisa, que eles resolveriam o pré-teste, com o intuito de verificar
seus conhecimentos prévios sobre Bijecdo de Funcdo e comparacao da cardinalidade
de conjuntos infinitos.

Na oportunidade solicitamos que os alunos lessem cada questdo com muita
atencdo, orientando-os a ficarem tranquilos e tentarem resolver o maximo de
guestdes, deixando em branco aquelas que ndo soubessem responder. A maioria dos
alunos demonstraram muita dificuldade na resolucdo do pré-teste, afirmando que
jamais haviam estudado o conteudo, outros disseram que tinham estudado o assunto,
mas tinham esquecido completamente. Objetivando evidenciar as perguntas mais
recorrentes de alguns estudantes durante o pré-teste, construimos o seguinte quandor

com a transcricao das falas de alguns deles:

Quadro 7: Perguntas dos Estudantes durante o Pré-Teste

Estudante Perguntas Feitas

Professor essa prova esta muito dificil. Eu ndo sei de nada, estou com
E2 muita dificuldade, ndo sei o que é funcéo bijetora. N&o vou conseguir
responder, vou deixar a maioria sem responder. O senhor pode

ajudar? Posso deixar essas questdes sem resposta?

Professor como faco a questdo 5? Tem muitas questdes que ndo vou

E3 conseguir responder. Pode mesmo deixar questdo em branco?
ES5 O que é funcéo bijetora? Acho que ndo dou conta de responder.
E7 N&o lembro nada desse assunto. Tem coisa aqui que ainda nao

estudei. Posso deixar questdes sem responder?

Fonte: Experimentagéo, 2022.

As perguntas apresentadas no quadro anterior revelam que os estudantes n&o
estudaram o conteudo, outros viram o conteldo em sala de aula também tiveram

muita dificuldade em responderas questdes, e por isso concluiram o pré-teste em
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aproximadamente 1 hora e 10 minutos, uma vez que a maioria deles realizou o teste
no intervalo de 15 horas e 40 minutos as 16 horas e 50 minutos.

Destacamos que o0s resultados obtidos por meio do pré-teste serédo
apresentados e analisados na se¢do que aborda a analise a posteriori e validacéo da
nossa pesquisa.

ApoOs a conclusdo das atividades descritas anteriormente, agradecemos a
participacdo dos estudantes, destacando que esta € essencial para o desenvolvimento
da nossa pesquisa e, em seguida relembramos a data do préximo encontro,
solicitando aos discentes que nédo esquecessem de trazer o TECLE devidamente
assinado por um responsavel ou pelo proprio aluno (caso seja maior de idade), a fim
de efetivar sua participacdo na pesquisa.

5.2. Primeira Sessao de Ensino

A nossa primeira sessao de ensino ocorreu no dia 14 de junho de 2022. Apds
agradecermos a presenca dos 10 (dez) estudantes, solicitamos que eles se
organizassem em duplas, informando que as 5 (cinco) duplas formadas se manteriam
durante todas as etapas do estudo.

Os discentes inciaram a resolucdo da Atividade 1 as 15 horas e 5 minutos e
finalizaram as 15 horas e 25 minutos, gastando 20 minutos para concluir a atividade.
Eles tiveram um pouco de dificuldade, devido a falta de familiaridade com esse tipo
de atividade. O estudante E6 chamou o professor e perguntou: “é para colocar F ou
NF no Quadro de Relacdes ou na Atividade 1? Aproveitamos a oportunidade para
explicar a todos, que deveriam colocar F ou NF no Quadro de Relac¢des, mas convém
destacar que a maioria dos alunos compreenderam o comando da atividade.

Durante a execucado da atividade o estudante E4 disse: “ja sei, F significa
funcdo e NF, ndo funcdo”. Apds a realizagdo dos procedimentos descritos na
atividade, os discentes preencheram o quadro de observacdo com a definicdo de

Funcao, que serdo apresentadas com suas respectivas analises no quadro a seguir:



Quadro 8: Observacdes dos grupos na Atividade 1
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Com base nas respostas dos estudantes, construimos o quadro seguite, que
apresenta o percentual das observagbes que classificamos como Vvalidas,
parcialmente validas e invéalidas.

Quadro 9: Analises das conclus@es dos grupos na atividade 1

OBSERVACOES | FREQUENCIA | %
Vélidas 4 80
Parcialmente Validas 1 20
Invalidas 0 0

Total 5 100

Fonte: Experimentagdo, 2022

Os dados dos dois quadros anteriores revelam que os estudantes conseguiram
superar as dificuldades que encontraram ao iniciar a realizacdo da atividade 1, uma
vez que a maioria dos grupos (80%) conseguiram elaborar uma observacéo
apresentado uma definicdo de Funcéo, que classificamos como valida e um grupo
(20%) registrou uma definicdo parcialmente valida, o que evidencia que todos os
estudantes compreenderam o procedimento descrito na atividade.

Imediatamente apds a conclusdo da atividade 1, iniciamos a realizacdo da
atividade 2, que tinha por objetivo identificar a imagem de uma funcdo. No inicio os
discentes sentiram um pouco de dificuldade, mas logo conseguiram supera-la, ao
perceberem sua semelhanca com a atividade anterior, concluindo a atividade 2 em
aproximadamente 20 minutos, com inicio as 14 horas e 25 minutos e término as 14
horas e 45 minutos.

No quadro a seguir apresentamos as anotacfes dos discentes referentes as

observacdes sobre a atividade 2 e, além disso, as analises de suas respostas.

Quadro 10: Observacdes dos grupos na Atividade 2
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Fonte: Experimentacéo, 2022.

O quandro a seguir foi elabaorado com base nas respostas dadas pelos
estudantes, ele expressa o percentual das observacbes que classificamos como

validas, parcialmente validas e invalidas.
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Quadro 11: Andlises das observ¢des dos grupos na atividade 2

OBSERVACOES | FREQUENCIA | %
Vélidas 3 60
Parcialmente Validas 0 0
Invalidas 2 40
Total 5 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

Ao observar as analises das observacdes dos grupos, notamos que 0S
estudantes tiveram grande dificuldade em escrever uma observacédo mais elaborada
da definicdo do conjunto imagem de uma funcéo, essa dificuladade pode estar
relacionada com a falta de experiéncia dos discentes com atividades desse tipo.

O percentual de respostas validas nos permite afirmar que os alunos
copreenderam e executaram de forma satisfatoria os procedimentos da atividade 2.

Apoés a conclusédo dessa atividade, distribuimos a atividade 3, que tinha como
objetivo definir o conjunto imagem e o contradominio de uma funcéo. Neste sendido,
ao observar o quandro de fungdes, o estudante obtinha informacfes que somadas as
contidas em dois quadros informativos, Ihes permitiram construir a definicdo de
conjunto imagem (na questédo 11) e contradominio de uma funcéo (na questao 21).

Os discentes ndo demosntraram dificuldade na realizacdo dessa atividade,
resolveram rapidamente toda as questdes, alcancando o objetivo de construir a
definicdo do conjunto imagem e contradominio de uma funcédo. Essa tarefa foi
concluida em cerca de 22 (vinte e dois) minutos, com inicio as 15 horas e 47 e término
as 16 horas e 09 minutos. Durante a realizacdo da atividade 3 o estudante E7 disse:
“as questdes dao dicas para resolvermos as outras”.

Diante das respostas dos estudantes na resolucéo da atividade, sobretudo as
guestdes 11 e 21, que apresentam, respectivamente, as definicbes de conjunto
imagem e contradominio de uma funcao, elaboramos o quadro a seguir ja com as

devidas analises.



Quadro 12: Conclusbes dos grupos na Atividade 3
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Fonte: Experimentacéo, 2021.
As respostas dos estudantes possibilitou a elaboracdo do quadro a seguir onde
destacamos o0 percentual das conclusbes que classificamos como validas,

parcialmente validas e invalidas.

Quadro 13: Analises das conclus6es dos grupos na atividade 3

CONCLUSOES FREQUENCIA | %

Validas 5 100
Parcialmente Validas 0 0
Invalidas 0 0

Total 5 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

Mediante as informacdes do quadro 13 podemos afirmar que os discentes
compreenderam bem o rpocedimento da atividade 3, respondadendo a mesma com
muita facilidade e com 6timo desempenho. Acreditamos que esse sucesso deve-se a
experiécia adquirida pelos alunos por meio da resolucédo das atividades anteriores,
gue adotam a mesma metodologia utilizada nesta.

Assim que o ultimo grupo concluiu e entregou a atividade 3, os estudantes
inciaram a resolucao da atividade 4, onde cada dupla ao observar o quadro de fun¢cdes
1 obteria as informacBes necessarias para resolver 11 questdes, relacionando suas
respostas com a dica do quadro informativo, com o objetivo de construir o conceito de
dominio de uma func¢ao, que foi registrado na questdo 11 da referida atividade.

Assim como na atividade anterior, os alunos resolvera a atividade 4 com
extrema facilidade, efetivando a sua conclusdo em 17 (dezessete) minutos,

comecando as 16 horas e 10 minutos e terminando as 16 horas e 27 minutos.
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No quadro a seguir, apresentamos as analises das respostas que grupos

registraram na questdo 11 da atividade 4, onde eles apresentam a definicdo de

dominio de uma funcao de A em B.

Quadro 14: Conclusdes dos grupos na Atividade 4
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Fonte: Experimentacéo, 2022.
Conforme as respostas dadas pelos estudantes, elaboramos o quadro a seguir
gue expressa o0 percentual das conclusdes que classificamos como validas,

parcialmente validas e invalidas.

Quadro 15: Analises das conclus6es dos grupos na atividade 4

CONCLUSOES FREQUENCIA | %

Validas 5 100
Parcialmente Validas 0 0
Invalidas 0 0

Total 5 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

O quadro anterior revela que todos os discentes apresentaram corretamente a
definicdo de dominio de uma funcéo. Acreditamos que 0 sucesso dessa atividade
deve-se a semelhanca do processo de resolucdo entre essa e as atividades
anteriores, bem como as experiéncias adquiridas por meio da resolucéo destas.

Apbs a conclusado dessa atividade, solicitamos que um representante de cada
grupo apresentasse a sua resposta registrada na questdo 11 e, com base nessa
socializacdo, construimos a resposta da turma, sugerindo que todos realizassem a
anotacéo dessa definicdo. As 16 horas e 28 minutos informamos aos discentes que
teriamos um intervalo de 15 minutos para tomar agua e descansar um pouco.

Depois dessa pausa, 0s alunos retornaram e receberam uma lista com as
questbes de aprofundamento das atividades 1, 2 e 3, no intuito de aprimorar 0s

conhecimentos adquiridos. Eles resolveram as questdes de aprofundamento sem

11. O que é dominio de uma fungdo de 4 em B? Conclusdo  valida

doml’nio de uma
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grandes dificuldades, em aproximadamente 50 (cinquenta) minutos, come¢ando as
16 horas e 45 minutos e terminando as 17 horas e 35 minutos.

Por fim encerramos a nossa primeira sessdo de ensino, agradecendo a
participagdo de todos os discentes envolvidos em nosso estudo, reforcando a
importancia da mesma para a nossa pesquisa e solicitando a confirmacdo da
presenca todos os discentes no préximo encontro. Na subsecdo a seguir

apresentamos a segunda sessao de ensino.

5.3. Segunda Sesséao de Ensino

A segunda sessao de ensino acorreu no dia 17 de junho de 2022 no turno
vespertino, iniciando as 15 horas, quando recpcionamos e realizamos o acolhimento
dos estudantes nos certificando que todos estavam presentes. Em seguida
aproveitamos a oportunidade para conversar e reforcar a importancia da participacao
deles para efetivagcdo da nossa pesquisa, logo depois realizamos a correcao de
algumas questdes de aprofundamento das atividades 1, 2 e 3.

Apés nos certificarmos de que todos haviam compreendido as questdes
resolvidas e comentadas nesse primeiro momento, distribuimos a atividade 5 que
versava sobre Funcao Injetora, e tinha como objetivo definir Funcdo Injetora. Os
estudantes compreenderam bem o procedimento e ndo tiveram dificuldades na
resolucdo da atividade. Acreditamos que tudo é resultado da experiéncia adquirida
nas atividades desenvolvidas na primeira secdo de ensino.

Arealizacao dessa atividade levou cerca de 15 (quinze) minutos, sendo iniciada
as 15 horas e 30 minutos e concluida as 15 horas e 45 minutos. Os discentes
demonstraram muito interessse e empenho ao resolver essa atividade. O estudante
E1 perguntou: “o que significa | e NI?”. O estudanten E4 respondeu: “I € funcao injetora
e NI é nao injetora”. Logo apos essa resposta, todos voltaram novamente sua atengao
para a atividade e iniciaram o preenchimento dos quadros de observacdo e de

conclusdo que estao registrados juntamente com suas analises no quadro a seguir:
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Quadro 16: Observacdes e Conclusbes dos grupos na Atividade 5

GRUPOS OBSERVACOES E CONCLUSOES ANALISE
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Observagio:
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Fonte: Experimentacéo, 2022.

A partir das respostas dos grupos, elaboramos o quadro a seguir que apresenta

o percentual das conclusdes que classificamos como validas, parcialmente validas e

invalidas.

Quadro 17: Andlises das conclus@es dos grupos na atividade 5

CONCLUSOES FREQUENCIA | %
Validas 4 80
Parcialmente Validas 1 20
Invalidas 0 0

Total 5 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

Conforme o quadro anterior, os estudantes ndo tiveram dificuldade na

realizacao da atividade 5, devido as experiéncias adquiridas nas atividades anteriores,

gue como haviamos previsto, facilitaram a percepcao das regularidades existentes e

a construcéo da definicdo de Funcéo Injetora.

Logo em seguida, os estudantes inciaram o desenvolvimento da atividade 6,

gue tinha por objetivo definir Funcdo Sobrejetora. Essa atividade possuia um

procedimento semelhante ao utilizado na anterior, o que facilitou a identificacdo da

regularidade necessaria para a elaboracdo das observacdes e conclusdo, de modo

qgue os alunos néo tiveram dificuldade na realizacdo da atividade, que foi concluida

em aproximadamente 12 (doze) minutos, iniciando as 15 horas e 47 minutos e

terminando as 15 horas e 59 minutos.
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No quadro seguinte apresentamos as observacdes conclusdes dos estudantes

com suas

respectivas analises:

Quadro 18: Observacdes e Conclusbes dos grupos na Atividade 6

GRUPOS OBSERVACOES E CONCLUSOES ANALISE
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Observagdo:
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Fonte: Experimentacao, 2022.

A partir das conclusdes dos alunos, constuimos o quadro a seguir com 0

percentual daquelas que classificamos como validas, parcialmente validas e invalidas.

Quadro 19: Andlises das conclus@es dos grupos na atividade 6

CONCLUSOES FREQUENCIA | %
Validas 4 80
Parcialmente Validas 1 20
Invalidas 0 0

Total 10 100

Fonte: Experimentagéo, 2021.

Os resultados das andlises para as observacdes e conclusdes evidenciam que
os discentes desenvoveram a atividade com muita facilidade, devido as experiéncias
adquiridas nas atividades anteriores possibilitando aos estudantes, identificar as

caracteristicas de uma Fungéo Sobrejetora, construindo assim sua defini¢ao.



201

Para o desenvolvimento da atividade 7, cujo objetivo era definir Funcgao

Bijetora, os estudantes precisaram seguir um roteiro semelhante aos utilizados nas

atividades anteriores, o que facilitou o seu desenvolvimento. O preenchimento do

guadro e a elaboracdo da observacao e da concluséo, transcorreram de forma bem

rapida e os estudantes, embasados nas atividades anteriores, conseguiram completa-

la em cerca de 10 (dez) minutos, iniciando as 16 horas e finalizando as 16 horas e 10

minutos.

A seguir apresentamos um quadro que foi construido a partir dos registros nos

guadros de observacdes e conclusfes da atividade 7, bem como as analises de suas

respostas.
Quadro 20: Observacdes e Conclusbes dos grupos na Atividade 7
GRUPOS OBSERVACOES E CONCLUSOES ANALISE
s v Observacéo e
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Fonte: Experimentagéo, 2022.

Conforme as respostas dadas pelos estudantes, elaboramos o quadro a seguir

gue expressa o percentual das conclusdes que classificamos como validas,

parcial

mente validas e invalidas.
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Quadro 21: Analises das conclusdes dos grupos na atividade 7

CONCLUSOES FREQUENCIA | %
Validas 4 80
Parcialmente Validas 0 0
Invalidas 1 20

Total 10 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

As andlises para as observacdes e conclusfes e o quadro anterior apontam
gue a maioria dos estudantes elaboraram conclusdes bem préximas daquelas que
classificamos como validas sobre a definicdo de Funcéo Bijetora. Destacamos ainda
gue o tempo gasto para a realizacdo das atividades foi diminuindo a medida que o
estudo foi avancando, pois as experiéncias adquiridas nas atividades anteriores e a
socializacao das respostas realizadas na primeira sessao de ensino possibilitaram aos
participantes entender e desenvolver com faicilidade a atividade 7.

Para finalizar esta sessdo de ensino, entregamos as questdes de
aprofundamento aos discentes, orientando-os a efetuarem sua resolucdo baseados
em suas conclusdes das atividades 5, 6 e 7. Os estudantes ndo apresentaram
dificuldades e conseguiram concluir a atividade em aproximadamente 40 (quarenta)
minutos, comecando as 16 horas e 15 minutos e concluindo as 16 horas e 55 minutos.

Por fim, agradecemos a participacdo e elogiamos o 6timo desempenho dos
discentes na realizacdo das atividades, explicamos que a experiéncia adquirida na
execucdo das atividades anteriores, facilitou a resolucdo das atividades desse
encontro e que, consequentemente, teriam mais facilidade ainda com as atividades
das proximas aulas, e comunicamos que continuarimaos na proxima semana e que
eles deveriam trazer régua para utilizarem na realizacdo das atividades da préoxima

aula.

5.4. Terceira Sessao de Ensino

A terceira sessao de ensino ocorreu no dia 21 de junho de 2022, contando com
a participacao de todos os estudantes que fazem parte do nosso estudo. Iniciamos o
encontro as 14 horas e 5 minutos com o acolhimento dos alunos. Em seguida

direcionamos o desenvolvimento da atividade 8, cujo objetivo era identificar o Gréfico
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de uma Funcéo Injetora. A atividade foi concluida em aproximadamente 18 minutos,
iniciando as 15 horas e 10 minutos e terminando as 15 horas e 28 minutos.

Os estudantes demonstraram muito empenho no desenvolvimento dessa
atividade, cujo roteiro os orientavam a utilizar uma régua para tracar retas paralelas
ao eixo x de cada grafico, identificando por | os graficos que havima sido “cortados”
(intercectados) uma Unica vez pela mesma reta e, por NI aqueles que foram cortados
mais de uma vez pela mesma reta. Logo em seguida, eles preencheram um quadro
e, com base nas informacdes obtidas, escreveram suas observac¢des e concluséao,
indicando as caracteristica que nos permite identificar o grafico de uma Funcéo
Injetora.

No inicio da atividade 8, os alunos tiveram muita dificuldade, pois ndo sabiam
trabalhar com grafico, o que foi evidenciado nas falas do estudante E5, que perguntou:
‘0 que é reta paralela?” e do estudante E7: “nunca consegui aprender graficos”. Apos
esclarecermos as duvidas os discentes retornaram a resolugéo.

Em seguida, o estudante E1 perguntou: “o que significa 1?7 O que é NI?
Imediatamente o estudante E9 respondeu: ‘I significa injetora e NI € ndo injetora”.
Apods essa contribui¢ao, e discussdo em grupo, o estudante E1 afirmou que “todos os
graficos cortados uma unica vez sao injetoras”. Dessa forma, os demais grupos
também escreveram suas observacdes e conlusdes.

A partir dos registros das observacdes e conclusées dos grupos relacionados
as caracteristicas do grafico de uma Funcéo Injetora, elaboramos o seguinte quadro,

com a analise das respostas dadas pelos estudantes:

Quadro 22: Observacdes e Conclusdes dos grupos na Atividade 8

GRUPOS OBSERVACOES E CONCLUSOES ANALISE
P— Observacéao e
N
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> i
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Fonte: Experimentacéo, 2022.
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A seguir, apresentamos um quadro, que elaboramos embasados nas respostas
dos estudantes. Nele evidenciamos o percentual das conclusdes que classificamos

como validas, parcialmente validas e invalidas.

Quadro 23: Analises das conclus6es dos grupos na atividade 8

CONCLUSOES FREQUENCIA | %
Validas 4 80
Parcialmente Validas 0 0
Invalidas 1 20
Total 10 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

O quadro aponta que a maioria dos grupos (80%) conseguiram identificar as
caracteristicas do grafico de uma Funcao Injetora, que era o objetivo dessa atividade.
Para concluir essa atividade, solicitamos aos grupos que apresentassem suas
conclusdes e, a partir dessas, seguimos para a formalizacao, solicitando que todos
tomassem nota.

Dessa forma, concluimos a primeira atividade do dia, e orientamos os alunos
para a resolucdo da atividade 9, que tinha por objetivo identificar o grafico de uma
Funcao Sobrejetora. Os estudantes desenvolveram essa atividade com facilidade, em
decorréncia da experiéncia obtida na resolucdo da atividade anterior que possuia um
procedimento semelhante ao utilizado nesta, que foi concluida em cerca de 12
minutos, sendo iniciada as 15 horas e 30 minutos, e terminada as 15 horas e 42
minutos.

A seguir apresentamos um quadro que construimos por meio dos registros
realizados pelos grupos, nos quadros de observacao e concluséo, e suas respectivas

andalises.
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Quadro 24: Observacdes e Conclusbes dos grupos na Atividade 9
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Fonte: Experimentacao, 2022.

O seguinte quadro apresenta o percentual das conclusées que classificamos

como validas, parcialmente validas e invalidas.

Quadro 25: Andlises das conclusfes dos grupos na atividade 9

CONCLUSOES FREQUENCIA | %
Vélidas 10 100
Parcialmente Validas 0 0
Invalidas 0 0
Total 10 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

Mediante as respostadas apresentadas pelos discentes e os dados do quadro

anterior, podemos afirmar que o objetivo da atividade 9 foi alcancado, isto é, os

estudantes conseguiram identificar o grafico de uma Funcdo Sobrejetora. Dessa
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forma, pedimos que um participante de cada grupo apresentasse sua resposta e,

assim, pautado nessas, seguimos para a formalizacao.

Ao término desta atividade, os discentes iniciaram a resolu¢éo da atividade 10,

que tinha por objetivo identificar o grafico de uma Funcdo Bijetora, conseguindo

executa-la com facilidade, uma vez que ela seguia 0 mesmo procedimento das duas

atividades anteriores. A atividade foi realizada em aproximadamente 10 minutos,

sendo iniciada as 15 horas e 45 minutos, e concluida as 15 horas e 55 minutos.

O quadro a seguir foi elaborado com base nas nas observacdes e conclusoes,

descritas pelos participantes, onde apresentamos as respostas dasdas pelos grupos,

bem como suas respectivas andlises.

Quadro 26: Observacdes e Conclusdes dos grupos na Atividade 10
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Fonte: Experimentacéo, 2022.

Pautados nas respostas dadas pelos estudantes, construimos o quadro

seguinte, destacandod o percentual das conclusdes que classificamos como validas,

parcialmente validas e invalidas.

Quadro 27: Andlises das conclusdes dos grupos na atividade 10

CONCLUSOES FREQUENCIA | %
Validas 4 80
Parcialmente Validas 0 0
Invalidas 1 20
Total 10 100

Fonte: Experimentagdo, 2022.
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As informacdes do quadro 27 revelam que a maioria dos grupos (80%)
apresesntaram respostas validas, demonstrando reconhecer as caracteristicas do
gréfico de uma Funcdo Bijetora, que era o objetivo da atividade 10.

Ap6s uma pausa de 15 minutos para o intervalo, entregamos, para cada grupo,
uma lista de questdes de aprofundamento das atividades, destacando que ela deveria
ser respondida com base em suas conclusdes, efetuadas ap6s a formalizacdo, das
atividades 8, 9 e 10 que abordam, respectivamente, as caracteristicas do grafico de
uma funcéo injetora, sobrejetora e bijetora.

Os discentes nao apresentaram dificuldades e concluiram a atividade em cerca
de 30 (trinta) minutos, iniciando as 16 horas e 10 minutos e concluindo as 16 horas e
40 minutos.

Para dar prosseguimento ao desevolvimento dessa sessdo de ensino,
orientamos 0s estudantes a desenvolver a atividade 11, que tinha por objetivo
descobrir a relacao entre cardinalidade do dominio e do contradominio de uma funcgéo
bijetora, e apresentava um procedimento analogo as atividades anteriores, por isso 0s
estudantes ndo apresentaram dificuldades e concluiram a sua resolucdo em 12
minutos, comecando as 16 horas e 42 minutos e concluindo as 16 horas e 54 minutos.

Ressaltamos que nesta atividade os discentes nao tiveram um desempenho
tdo bom quanto nos anteriores, uma vez que nNno momento em que 0S grupos
socializaram as suas respostas com os demais, percebemos que foi apresentadas
uma quantidade consideravel de respostas que julgamos como parcialmente validas,
uma vez que nao conseguiram descrever a relacéo entre a cardianalidade do dominio
e o0 do contradominio de uma Funcéo Bijetora.

Diante dessa situacdo, ap0s 0S outros grupos apresentarem suas respostas,
gue classificamos como validas, solicitamos a todos os participantes que analisasse
suas respostas e verificando se houve algum erro. Dessa forma, seguimos para a
formalizacdo com base nas respostas dadas. Ap6s a conclusdo da formalizacéo,
perguntamos aos estudantes se todos conseguiram compreender que em toda
Funcao Bijetora o dominio e o contradominio possuem a mesma cardinalidade, isto é,
a mesma quantidade de elementos, e todos responderam que sim.

Através das observagdes e conclusdes descritas pelos estudantes, elaboramos
0 quadro a seguir, contendo as respostas dadas pelos grupos e suas respectivas

andlises.



Quadro 28: Observacdes e Conclusfes dos grupos na Atividade 11
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GRUPOS

OBSERVACOES E CONCLUSOES ANALISE
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Observagéo:

| NG > Ao biyRens

A 9"4“ R B{IYQ"O f\vrﬁ,r({b Ot{ﬁn‘n'-» K;n Lo O.0p ({9 Candr (‘ﬁ/“‘/vk‘

N

Grupo 04: E7 e E8

Observacao e
Concluséo
parcialmente
validas para a
relacdo entre a
cardinalidade do
dominio e do
contradominio de
uma Funcao

Bijetora.

B= B%@‘ Saon Jumtoo WBW Mwﬁnmm
cordnltlody do dppinia, + conedomin.

Grupo 05: E9 e E10

Observacéao e
Concluséo validas
para a relagéo
entre a
cardinalidade do
dominio e do
contradominio de
uma Funcéo

Bijetora.

Fonte: Experimentacéo, 2022.

Com o obijetivo de facilitar a andlise das apresntadas pelos grupos, na atividade

11, construimos o gréafico a seguir, destacando o percentual das que classificamos

como validas, parcialmente validas e invalidas.

Quadro 29: Andlises das conclusdes dos grupos na atividade 11

CONCLUSOES FREQUENCIA | %
Validas 3 60
Parcialmente Validas 0 0
Invalidas 2 40

Total 10 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.
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O quadro 29 revela que a maioria dos grupos (60%) conseguiram apresentaram
uma conclusdo vdlida, descobrindo que a -cardinalidade do dominio e do
contradominio de uma Funcdo Bijetora sdo iguais, no entanto, 40% dos grupos
apresentaram uma resposta incompleta, que chamamos de parcialmente valida.
Acreditamos que esse percentual consideravel foi decorrente a pouca discussdo em
grupo, uma vez que os alunos responderam essa atividade muito rapido.

Para finalizarmos esta sessédo de ensino, apresentamos e entregamos aos
estudantes uma lista com as questdes de aprofundamento, explicando que ela deveria
ser respondida com base em suas conclusdes da atividade 11 que abordava a relagéo
entre a cardinalidade do dominio e do contradominio de uma Funcao Biejtora. Os
discentes ndo apresentaram dificuldades e conseguiram resolver a atividade em
aproximadamente 20 (vinte minutos) minutos, comeg¢ando as 16 horas e 55 minutos e
concluindo as 17 horas e 15 minutos.

Por fim, agradecemos a participacéo de todos e, mais uma vez, elogiamos 0
desempenho desses na, execucdo das atividades, destacando a experiéncia
adquirida na atividade 10, contribuiu para descobrirem que a cardinalidade
(quantidade de elementos) do dominio e do contradominio de uma Funcéo Bijetora

sdo iguais. Na subsecao a seguir apresentamos penultima sesséao de ensino.

5.5. Quarta Sessao de Ensino

A quarta sessao de ensino ocorreu no dia 24 de junho de 2022, tendo inicio as
15 horas com o acolhimento dos estudantes. ApGs agradecermos a participacédo de
todos e reiteramos a importancia dessa para o desenvolvimento da nossa pesquisa,
direcionamos os discentes ao desenvolvimento da atividade 12, que tinha por objetivo
comparar a cardinalidade ou quantidade de elementos do conjunto dos numeros
naturais e o conjunto dos numeros naturais pares. A metodologia utilizada neste
encontro foi Problemas Como Ponto de Partida.

A atividade 12 era constituida do problema 1, impresso em folha de papel
sulfite. Entregamos um copia do problema para cada grupo, orientando que a folha sé
deveria ser desvirada ap6s a autorizacdo do professor, para que todos tivessem
acesso simultaneo ao problema.

ApOGs a apresentacdo do problema, informamos aos alunos que teriam 20

(vinte) minutos para resolver o problema, no entanto a atividade foi concluida em 8
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(oito) minutos, sendo inciada as inciada as 15 horas e 20 minutos e terminada as 15

hora e 28 minutos.

Durante a discusséo do problema, o estudante E3 disse: “se o conjunto dos

nameros naturais é formado por pares e impares, tirando os pares ainda sobram os

impares. O conjunto dos naturais tem mais elementos”. O estudante E5 comentou:

‘os dois sdo infinitos”. Depois dessas reflexdes, os discentes concluiram e

devolveram a atividade.

A partir das respostas registradas pelos discentes, construimos o quadro

seguinte, onde descamos a solucdo de cada dupla com a sua respectiva analise:

Quadro 30: Solucdo dos grupos registrados na Atividade 12/Problema 1

GRUPOS

SOLUCAO DO PROBLEMA 1

ANALISE

Grupo O1:El e E2

Problema 1: Qual conjunto possui mais elementos o conjunto dos nimeros naturais ou o conjunto dos

nimeros naturais pares?

0 Gorjuals do>  melionain oty mbun codim o ulome-

Solucgao invalidas
para a
comparacao da
cardinalidade do
conjunto dos
ndumeros naturais
e dos numeros

naturais pares.

Grupo 02: E3 e E4

Problema 1: Qual conjunto possui mais elementos o conjunto dos nimeros naturais ou o conjunto dos

nmeros naturais pares?

K= 05 DOIS CONIUNTOS POS5UI €LEMENTOS |NFINITOS,

PORTANTO | 05 D014 POSUEM A MEsma

DE CLEMENTOS

QUANT | DA DE

Solucéo
parcialmente
valida para a

comparacao da
cardinalidade do
conjunto dos
nameros naturais
e dos numeros

naturais pares.
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Grupo 03: E5 e E6

Problema 1: Qual conjunto possui mais elementos o
nimeros naturais pares?

L }’/‘W,i\g 4&‘3; /rq,\‘:rr;fﬁg
¢

\ﬁxy POS- Y02
\

conjunto dos nimeros naturais oy o conjunto dos

un@ig gt S il

2, (N
';
J

Solugéo invalida
para a
comparacgao da
cardinalidade do
conjunto dos
nameros naturais
e dos numeros

naturais pares.

Grupo 04: E7 e E8

Pfoblema 1: Qual conjunto possui mais elementos o
numeros naturais pares?

A

conjunto dos nimeros naturais ou o conjunio dos

O dan Bkt Lim o oo qwﬁmu de

]

S—

PE e
E&O:po w

Solucao validas
para a
comparacgao da
cardinalidade do
conjunto dos
numeros naturais
e dos numeros

naturais pares.

Grupo 05: E9 e E10

P_roblema 1: Qual conjunto possui mais elementos o conjunto dos nimeros naturais ou o conjunto dos
numeros naturais pares?

J¥) 06 A \ AU A YVAVAANATD YOS

A S '\JU-’\U') P

728 L2224\ O ey v \,K& i

Solucéo
parcialmente
validas para a
comparacao da
cardinalidade do
conjunto dos
nameros naturais
e dos numeros

naturais pares.

Fonte: Experimentacéo, 2022.

O quadro a seguir foi elaborado a partir das respostas dos alunos registradas
na atividade 12, e destaca o percentual das solu¢des que classificamos como validas,

parcialmente validas e invalidas.
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Quadro 31: Andlises das solugdes dos grupos registradas na Atividade 12/Problema 1

SOLUCOES FREQUENCIA | %
Validas 1 20
Parcialmente Validas 1 20
Invalidas 3 60
Total 10 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

O quadro anterior indica que a maioria dos estudantes (60%) apresentaram
uma solucdao invalida, e o quero 30 evidencia o que nossa previsdo de que a maioria
dos discentes seriam conduzidos ao erro pela ideia de que o todo € sempre maior que
a sua parte. Destacamos ainda que eles realizaram uma resolucao rapida do problema
0 que também contribuiu com a construcdo de uma solucao invalida.  Assim que
o ultimo grupo concluiu a resolugcéo do problema 1, solicitamos que um representante
de cada dupla registrasse no quadro da sala, a sua solucéo para o problema proposto.
A anadlise e discussao das respostas apresentadas, possibilitaram aos discentes
perceber que ha uma bijecédo entre o conjunto dos numeros naturais e o conjunto dos
nameros inteiros, e concluiram que esses conjuntos possuem a mesma quantidade
de elementos.

Ao apresentarmos a solucédo sistematizada do assunto, o estudante E5 disse:
‘eu nao duvido mais de nada”. “Nunca pensei que esses dois conjuntos tivessem a
mesma quatidade de lementos.

Apés esse momento da andlise, nés apresentamos a sistematizacdo do
conteudo, utilizando-o para solucionar o problema proposto e, em seguida, orientamos
0s a anotarem a solucdo que apresentamos, bem como o conteudo sistematizado.
Logo depois, distribuimos uma lista com problemas que deveriam ser resolvidos com
0 uso do conteudo sistematizado. Ela foi concluida em 15 (quinze) minudas, sendo
inciada as 15 horas e 48 minutos, e terminada as 16 horas e 10 minutos.

Mediante o término da resolucdo da lista de problemas, direcionamos o0s
discentes a execucdo da atividade 13, que tinha por objetivo, comparar a
cardinalidade dos conjuntos dos numeros naturais e dos numeros inteiros, e foi
trabalhada com a mesma metodologia da atividade anterior.

A atividade 13 apresentava o problema 2, que foi resolvido em 5 (cinco)

minutos, sendo iniciada as 16 horas e 11 minutos e concluida as 16 horas e 16
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minutos. Assim que o professor autorizou a resolucdo do problema, o estudante E8

perguntou: “os numeros inteiros tem positivos e negativos”™? Ao que o discente E1

respondeu: “sim, e nos naturais ndo tem negativos, por isso 0 conjunto dos inteiros

tem mais elementos”.

Os alunos compreenderam bem o enunciado do problema, mas efeturam sua

resolucdo de forma precipitada e equivocada, fazendo uso da ideia de que o todo é

sempre maior que a parte, como esta evideniado no quadro a seguir, que foi elaborado

com base nas respostas registradas, destacando a solugéo de cada grupo com sua

respectiva analise:

Quadro 32: Solugbes dos grupos registradas na Atividade 13/Problema 2

GRUPOS

SOLUCOES

ANALISE

Problema 2: Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos niimeros naturais ou o
conjunto dos niimeros inteirps?

Solugao invalida

N

L ¢@ C&M de NIMUS wd’wm,?W meluy Ce;;r para a

q) ~

L L

5 Comes &fb 'Y\Dj-ij\/w/x JM didne dion »lem M»Jumﬁm cardinalidade do

o mos Waomedss | poin olim dern i

. MVMnAs I i

o AN v sudian conjunto dos

> , .

5 ndmeros naturais
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Grupo 03: E5 e E6

Problema 2: Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos nimeros naturais ou o

conjunto dos niimeros inteiros?

O )}LL g 3J)’Q /(\.M )/ ({Lfr Can)

Solugéo invalida
para a
comparacgao da
cardinalidade do
conjunto dos
nameros naturais
e 0 conjunto dos

ndmeros inteiros.

Grupo 04: E7 e E8

Problema 2: Qual conjunto possui maior

conjunto dos nimerps inteirps?

quantidade de elementos o conjunto dos nimeros naturais ou o

® L94. m:.m\cnn "\L\ﬂ)rtmilm“c_;c(&(l"\c
\&qu\..:,r\'m‘th YK‘V_,J

W -0}

Solucao invalida
para a
comparacgao da
cardinalidade do
conjunto dos
nameros naturais
e 0 conjunto dos

ndmeros inteiros.

Grupo 05: E9 e E10

Problema 2: Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos nimeros naturais ou o
conjunto dos niimeros inteiros?
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Concluséo
parcialmente
valida para a

comparacao da
cardinalidade do
conjunto dos
nameros naturais
e 0 conjunto dos

ndmeros inteiros.

Fonte: Experimentacéo, 2022.

validas, parcialmente validas e invalidas:

O quadro a seguir apresenta o percentual das solugdes que classificamos como
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Quadro 33: Andlises das solucdes dos grupos registradas na atividade 13/Problema 2

SOLUCOES FREQUENCIA | %
Validas 1 20
Parcialmente Validas 1 20
Invalidas 3 60

Total 10 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

As informacdes dos quadros 31 e 32 destam que a maioria dos estudantes
ainda estavam presos a ideia de que “o todo € sempre maior que a sua parte”, no
entanto 20% deles, utilizaram o conceito de bijecdo de funcdo para comparar a
guantidade de elementos dos conjuntos dos nimeros inteiros e dos niumeros naturais.

Assim como na atividade anterior, solicitamos que um representante de cada
grupo registrasse no quadro da sala, a sua solucdo para o problema proposto. A
analise e discussdo das respostas apresentadas, possibilitaram aos discentes
estabelecer que se existe uma funcao bijetora que relaciona dois conjuntos, esses
possuem a mesma quantidade de elementos, isto é, a mesma cardinalidade.

Ao apresentarmos a solucédo sistematizada do assunto, o estudante E9 disse:
“se tem funcao bijetora entre dois conjuntos eles possuem quantidades iguais de
lementos”. Estudantes E2: “Entéo eles possuem a mesma quantidade de elementos”.
Estudante E4: “Quero ver o que vai ser mostrado aqui”.

Apés os momentos da analise e sistematizacdo do conteudo, solicitamos que
os discentes anotasse a solugcdo que apresentamos, bem como o contetudo
sistematizado, e distribuimos uma lista com problemas que deveriam ser resolvidos
com o uso do conteldo sistematizado. Ela foi concluida em 12 (doze) minutos, sendo
inciada as 16 horas e 33 minutos, e terminada as 16 horas e 45 minutos.

Dando continuidade ao estudo, distribuimos e solicitamos aos discentes que
resolvesse a atividade 14, cujo objetivo era comparar a cardinalidade dos conjuntos
dos numeros naturais e dos nameros racionais, utilizando a mesma metodologia das
atividades 12 e 13.

Como haviamos previsto, nenhum grupo conseguiu chegar a uma solucao
vélida para o problema da atividade 14, porque ele apresenta uma resolugdo muito
complexa. Os estudantes concluiram a atividade 14 em 6 (seis) minutos, sendo

iniciada as 16 horas e 46 minutos e terminada as 16 horas e 52 minutos.
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Assim que o professor autorizou a resolucao dos problema, os alunos iniciaram

as seguintes falas e discussoes:

Estudante E10: “o que é um numero racional?”. Estudante E6: “o conjunto dos

numeros racionais tem fragéo e raiz?”. E4: “Ele tem numeros com fragdo, com viergula

e até raiz”. E5: “Os dois se originam dos numeros inteiros”.

Os alunos compreenderam bem o enunciado do problema, mas nao

conseguiram elaborar uma resolucgéo valida, como veremos no quadro a seguir, que

foi construido com base nas respostas registradas, destacando a solu¢édo de cada

grupo com sua respectiva andlise:

Quadro 34: Solucbes dos grupos registradas na Atividade 14/Problema 3

GRUPOS

SOLUCOES

ANALISE

Problema 3: Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos nimeros
naturais ou o conjunto dos niimeros racionais?

Solugao invalida
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e 0 conjunto dos
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Preblema 3: Qual conjunto possui maior quantidade de elementos ¢ conjunte dos nimeros Sol ugéo
naturais ou o conjunto dos niimeros racionais? ial t
o i ) parcialmente
ﬁ L\:q &e«n G ‘.cy,.\.'.-ﬁ ﬁc«,q &2 M AWM Nugur YR :’w.svv\z_.“\ (L,ws M WA \;\Q;'J’\(-.v .
p : valida para a
L() ~
L comparacgao da
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e 0 conjunto dos
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Problema 3: Qual conjunto possui maior quantidade de elementos o conjunto dos nimeros SO| ugéo inVélida
© naturais ou o conjunto dos nimeros racionais?
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Fonte: Experimentacéo, 2022.

Mediante as resolucdes apresentadas pelos estudantes, elaboramos o quadro

a seguir que expressa 0 percentual das solu¢des que classificamos como validas,
parcialmente validas e invalidas.
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Quadro 35: Analises das solu¢des dos grupos apresentadas na atividade 14/Problema 3

SOLUCOES FREQUENCIA | %
Validas 0 0
Parcialmente Validas 2 40
Invalidas 3 60
Total 10 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

As analises das solucbes apresentadas pelas equipes, demonstram que
mesmo tendo compreendido o enunciado do problema, nenhum grupo conseguiu
construir uma solugdo valida, sinalizando para a falta de habilidade de realizar
demonstracdes. No intuito de amenizar essa problematica, solicitamos que um
representante de cada dupla apresentasse a sua solugdo. Em seguida, apresentamos
a solucao sistematizada do problema, utilizando a Histéria da Matematica para
mostrar a forma como essa demonstracdo e seu conhecimento foi construido,
reforcando mais uma vez a relacdo entre a bijecédo e a cardinalidade de conjuntos.

Logo depois, solicitamos que os estudantes resolvessem as questdes de
sistematizacdo do problema 3, que foi concluida em 20 (vinte) minutos, das 17 horas
as 17 horas e 20 minutos. Por fim, agradecemos a participacéo de todos e convidamos
para estarem presentes na aula da préxima semana, obtendo a confirmacao de todos

0S presentes.

5.6. Quinta Sesséo de Ensino

A penultima sessdo de ensino ocorreu no dia 28 de junho de 2022, com a
presenca de todos os estudantes participantes. Apds o acolhimento, seguimos para a
realizacdo da atividade 15, que tinha por objetivo, descobrir uma relacdo entre a
cardinalidade dos intervalos de numeros reais. A atividade foi concluida em
aproximadamente 10 minutos, iniciando as 15 horas e 20 minutos e terminando as 15
horas e 30 minutos.

Os estudantes demonstraram muito interesse no desenvolvimento dessa
atividade, onde eles deveriam observar o quadro de relagbes de intervalos reais,
indicando por B aquelas que representavam uma funcéo bijetora, e por NB, as que

nao representavam. A seguir preencheram um quadro, cujas informagdes obtidas
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possibilitaram escrever suas observacgdes e concluséo, indicando todos os intervalos

reais possuem a mesma cardinalidade.

Os discentes ndo apresentaram um pouco de dificuldades no inicio do

desenvolvimento dessa atividade, mas apo0s as ponderacbes do professor, que

promoveu uma reflexdo sobre o conceito de funcdo bijetora e a relagdo entre a

quatidade de elementos do dominio e do contradominio dessa funcdo, os alunos

discutiram em grupo e utilizaram as experiéncias adquiridas na realizacdo das

atividades anteriores, conseguindo alcancar o objetivo da mesma, conforme indica o

qguadro a seguir, que destaca a andlise das observacdes e conclusdes dadas pelos

estudantes:
Quadro 36: Observacdes e Conclusdes dos grupos na Atividade 15
GRUPOS OBSERVACOES E CONCLUSOES ANALISE
N Observagao: X e 1ol Observacéo e
o Concluséo
o validas sobre a
— ~
o relacéo da
o Concluséo:
2 \ s X cardinalidade
G} ( dos intervalos de

ndmeros reais.

Observagio: [ ;c7 = g z : 5 P
§90: EX16TE umA Fuwgdo BIDETORA QUE RELAL Onp

Conclusdo: 1o0PNS 0SS (wJERVA) REA,

1R D1 LIbADE

Grupo 02: E3 e E4

ERVITLOS EAI G PosouEM A MESM A

Observacéao e
Concluséo
validas sobre a
relacdo da

cardinalidade

dos intervalos de

ndmeros reais.
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© Observagao: N - Observacao e

UGJ) “;‘ ke 8 Miehs e s i lemenieg Concluséo

s %) \,l,gw‘L PR .

|_.u. B e T validas sobre a

3 - relacéo da

§- ;\c:du?m“ s o Pt il cardinalidade

o dos intervalos de
nameros reais.

© Observagio: Gxks vmn Bypess o sdnsalos oas Observacao e

UGJ, Concluséo

i validas sobre a

S o relacéo da

§- B e cardinalidade

G} dos intervalos de
ndumeros reais.

o Observagdo: brly o, o0 e ) . Observacéo e

ZE Concluséo

9( validas sobre a

Lroo) Conclusdo: (Jug e ,J‘ulﬁ 2 W, # reléga(.) da

2 |l Sk s, mis o cardinalidade

o T e, cardumalidinde dos intervalos de
ndumeros reais.

Fonte: Experimentacéo, 2022.

A seguir, apresentamos um quadro, que elaboramos mediante as respostas
dos estudantes. Nele evidenciamos o percentual das conclusdes que classificamos

como validas, parcialmente validas e invalidas.
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Quadro 37: Andlises das conclusdes dos grupos na atividade 15

CONCLUSOES FREQUENCIA | %
Validas 5 100
Parcialmente Validas 0 0
Invalidas 0 00
Total 5 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.

O quadro mostra que todos os grupos (100%) conseguiram concluir que todos
os intervalos reais possuem a mesma cardinalidade, o que evidenciou que o objetivo
dessa atividade 15 foi alcangado. Para concluir essa atividade, solicitamos aos grupos
gue apresentassem suas conclusbes e, a partir dessas, seguimos para a
formalizacdo, solicitando que todos tomassem nota, finalizando essa primeira
atividade do dia as 15 horas e 42 minutos.

Dessa forma, orientamos os alunos para a resolucédo da atividade 16, que tinha
por objetivo descobrir a relacdo entre a cardinalidade de um intervalo de numeros
reais e a cardinalidade do conjunto dos numeros reais. Por ter um procedimento
semelhante ao utilizado nas atividades anteriores, os discentes desenvolveram essa
atividade com muita facilidade, que foi concluida em cerca de 8 (oito) minutos, no
intervalo das 15 horas e 43 minutos as 15 horas e 51 minutos.

A seguir apresentamos um quadro que construimos por meio dos registros
realizados pelos grupos, nos quadros de observacdo e conclusdo, com suas

respectivas analises:
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Quadro 38: Observacdes e Conclusdes dos grupos na Atividade 16

GRUPOS OBSERVACOES E CONCLUSOES ANALISE
i ' 5 Observagéo e
N . )'l’ e a 77+l conclusdo validas
'-'GJ) para a relacdo
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= 00, 08 )
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o a cardinalidade do
conjunto dos
ndumeros reais.
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ée EX15T UMA Fungio BINGTORA enTFe bais ConounTos , cies posy.||Conclusdo validas
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° para a relagéo
o™
I:IJ. mwwn%wwww 2,0 srdivelle & Niianes aain entre a
N || pooam o anmon candinollidads cardinalidade de
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conjunto dos
ndumeros reais.
Observagéo: Observacéao e
© HE . fmisso &»;Q; - oo R, gl RN, (R W\:;ICZ dos racinl R) Conclusio validas
"G'JJ para a relagéo
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Ifu- o WSNRPSUEYY s roltl N0 T, rorlNUNEWRUONN.. . () W N8 NP .-~ entre
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§. ) um intervalo real e
0

a cardinalidade do
conjunto dos

ndmeros reais.
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Fonte: Experimentacéo, 2022.

O quadro a seguir destaca o percentual das conclusdes que classificamos

como validas, parcialmente vélidas e invalidas.

Quadro 39: Andlises das conclusfes dos grupos na atividade 16

CONCLUSOES FREQUENCIA | %
Validas 5 100
Parcialmente Validas 0 0
Invalidas 0 00
Total 5 100

Fonte: Experimentagéo, 2022.
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Mediante as respostadas apresentadas pelos discentes e os dados do quadro
anterior, podemos afirmar que o objetivo da atividade 16 foi alcancado, isto €, os
estudantes conseguiram identificar a relacdo entre a cardinalidade de um intervalo
real e a cardinalidade do conjunto dos numeros reais. Dessa forma, pedimos que um
participante de cada grupo apresentasse sua resposta e, assim, pautado nessas,
seguimos para a formalizacéo.

Ao término desta atividade, os discentes iniciaram a resolugéo da atividade 17,
gue tinha como objetivo compreender que existe infinito maior que o outro. Essa
atividade era composta pelo problema 4: Existe infinito maior que outro?
Apresentando um procedimento semelhante ao utilizado nas atividades 12 a 14, ela
foi resolvida em aproximadamente de 10 minutos, inciando as 15 hora e 53 minutos e
concluindo as 16 horas e 3 minutos.

Mediante as respostas apresentadas pelos estudantes, construimos o quadro

a seguir, destacando as solu¢cbes com suas respectivas analises:

Quadro 40: Solucbes dos grupos registradas na Atividade 17/Problema 4

GRUPOS SOLUCOES ANALISE
L
o Problema 4: Existe infinito maior que o outro? Sol ugéo invalida
— A o v o o n
Vi \, A9, vpewo Q) @ )A‘XQC MNA PO QL , St “S0u ,‘Xf%‘t sobre a existéncia
é (,LL(‘/\ romle & O Lok dd-\ﬁ D LMD w w\b\ Y\Llf" P9 5 w B 9 v m%f;\n . .
o t \STD yA n%L‘u\Lf)‘) di “NUuarn@xSH QLo O de IannItO maior
o
S que outro.
)
= . Solucéo
|-£ Problema 4: Existe infinito maior que 0 outro? Vo ,
o SImM L parcialmente
L .
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o . A .
o existéncia de
o
2 infinito maior que
O

outro.
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Lo
o
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2
o

Fonte: Experimentacéo, 2022.

O quadro a seguir apresenta o percentual das solucdes que classificamos como

validas, parcialmente validas e invalidas:

Quadro 41: Andlises das solu¢des dos grupos registradas na Atividade 17/Problema 4

SOLUCOES FREQUENCIA | %
Validas 2 40
Parcialmente Validas 1 20
Invalidas 2 40

Total 10 100

Fonte: Experimentagdo, 2022.
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As informacdes do quadro anterior revelam que 40% dos grupos apresentaram
solucbes invélidas, e 40% apresentaram uma solucao valida para o problema 4, o que
esta em desacordo com o que haviamos previsto anteriormente, quando afirmamos
gue os alunos ndo conseguiriam apresentar a solucdo correta para esse problema.
Acreditamos que as discussdes e as reflexdes possibilitaram esse percentual de
solucdes validas.

Para dar continuidade ao desenvolvimento dessa atividade, solicitamos que
cada grupo escolhesse um representante para apresentar a solucdo do problema.
Depois de analisar e discutir cada uma delas, apresentamos uma solugéo do problema
utilizando o método de reducgdo ao absurdo, o que despertou ainda mais a atencéo
dos discentes, que em seguida foram conduzidos a sistematizacdo, onde
apresentamos uma nova de técnica de comparacao da quantidade de elementos de
dois conjuntos, provando a existéncia de um infinito maior que o outro, além de ampliar
a visdo desses, sobre o infinito.

Logo depois, solicitamos aos alunos que resolvesse as questdes envolvendo a
sistematizacdo do assunto da atividade 17, a qual eles tiveram pouca dificuldade para
desenvolver e concluiram a sua resolucdo em 22 minutos, inciando as 16 hora e 20
minutos e terminando as 16 horas e 42 minutos.

Por fim, recebemos as atividades resolvidas e finalizamos o encontro,
agradecendo a participacdo dos estudantes, tecendo elogios ao desempenho destes
na execucdo das atividades e destacando as experiéncias adquiridas e o
conhecimento construido durante o estudo realizado. Pontuamos ainda, que no
préximo encontro seria a nossa Ultima aula e que eles seriam submetidos ao teste que
mencionamos no primeiro encontro. Na subsecao a seguir discorremos sobre a sexta

e ultima sessao de ensino.

5.7. Sexta Sessdo de Ensino

A sexta e Ultima sesséo de ensino ocorreu no dia 01 de julho de 2022, com
inicio as 15 horas, quando realizamos o acolhimento dos estudantes, nos certificando
de que todos estavam presentes. Agradecemos a participacdo efetiva de cada
discente, elogiando o desempenho e o comprometido com cada atividade da nossa

Sequéncia Didatica.
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Durante a conversa, perguntamos o que eles acharam do modo com se
desenvelveu cada cada sessao de ensino sobre Bijecdo de Fungéo. As respostas
forma muito satisfatorias, alguns alunos afirmaram que dessa forma eles conseguiram
aprender mais e que assim as aulas eram mais atrativas e produtivas.

A seguir resolvemos e discutimos algumas questdes de aprofundamento,
aproveitando para esclarecer as duvidas dos discentes. As 15 horas e 48 minutos
apresentamos o filme OS INFINITOS DE CANTOR, no intuito de reforgcar as
demonstracdes da comparacdo da cardinalidade de conjuntos infinitos. O video
terminou as 16 horas e 3 minutos.

Para dar continuidade a essa sessao de ensino, orientamos os discentes a
iciniciarem a resolucdo do Pds-Teste as 16 horas e 10 minutos. O teste foi concluido
em aproximadamente

As 16:10 h os alunos iniciaram a resolucdo do POS-TESTE. Durante a
aplicacdo dessa avaliagcdo os alunos demonstraram muito interesse, fazendo leitura
atenta e tentando resolver cada questéo.

O primeiro estudante concluiu teste as 17 horas e 5 minutos, gastando 55
minutos para resolver todas as questfes e o ultimo discente concluiu a resolucéo as
17 horas e 45 minutos, levando 1 hora e 35 minutos para concluir a resolucéo de todo
o teste. Dessa forma, finalizamos a Ultima sessdo de ensino e 0 processo de

experimentacao.

5.8. Consideracdes acerca da Experimentacéo

Durante o processo de experimentacdo, percebemos que as experiéncias
adquiridas em cada atividade, faziam com que os estudantes chegassem cada vez
mais rapido na conclusdo das atividades propostas, confirmando o que encontramos
em Sa (1999, p. 81), ao afirmar que “a experiéncia tem mostrado que o educando fica
mais rapido a medida que as atividades sdo vencidas e deste modo o maior tempo
gasto no inicio € recompensado posteriormente”.

No gréafico a seguir apresentamos o tempo maximo gasto, pelo dltimo grupo
participante da pesquisa, na conclusdo de cada atividades, desconsiderando as
guestdes de aprofundamento, que também fazem parte do processo de

experimentacao.
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Grafico 17: Tempo maximo para efetivacdo das atividades
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Fonte: Experimentacdo, 2022.

O gréfico destaca que houve uma acentuada quenda no tempo gasto pelas
equipes para desenvolver as atividades que apresntam um procedimento semelhante
ao utilizado nas anteriores, com destaque para as atividades de 1 a 7, bem comos as
atividades de 8 a 13.

A seguir apresentamos a Ultima etapa do nosso trabalho, denominada analise
a posteriori e validacao da experimentacédo, donde destacamos as analises dos dados
obtidos por meio dos instrumentos de coleta durante a sequéncia didatica e o

confronto das analises a priori e a posteriori.
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6 ANALISE A POSTERIORI E VALIDACAO

Nesta secdo, apresentamos os resultados da analise a posteriori e validacdo
da experimentgacdo, analisando os dados que foram obtidos por meio dos
instrumentos de coleta aplicados durante a aplicacdo da sequéncia didatica
(questionario socioeducacional, pré-teste, ficha de observacdo de aula de
redescoberta de autoria de Sa (2019), atividades da sequéncia didatica, questdes de
aprofundamento e pés-teste) bem como o confronto das analises a priori e a posteriori,
avaliando se o objetivo da nossa pesquisa foi alcancado: verificar as potencialidades
de uma sequéncia didatica sobre o0 ensino e a aprendizagem de Bijecdo de Funcéo,
pautada no Ensino por Atividades Experimentais e na Resolucéo de Problemas como
Ponto de Partida.

As analise prévias evidenciaram uma dificuldade de aprendizagem dos alunos
em relacdo ao conceito de Funcéo, definicdo e representacao grafica de uma Funcgao
Bijetora, bem como a sua aplicagdo na comparacéo da quantidade de elementos de
conjuntos infinitos. Isso serviu de base para elaborarmos uma sequéncia de atividades
gue foi desenvolvida em seis encontros denominados secdes, objetivando
desenvolver minimizar ou até mesmo sanar essas dificuldades, trabalhando esses
conteudos por meio do Ensino por Atividades Experimentais atrelado a Resolucéo de
Problemas como Ponto de Partida.

A sequéncia didatica trabalhou inicialmente as definicdes de Funcao, imagem,
contradominio e dominio de uma funcao, em seguida a definicbes de Funcao injetora,
Sobrejetora e Bijetora, para posteriormente trabalharmos a identificacdo do gréfico
dessas funcbes e, por fim, a comparacdo da quantidade (ou cardinalidade) de
conjuntos infinitos.

A andlise das informacdes obtidas, denominada analise a posteriror e
validacéo, foi realizada em trés etapas, desenvolvidas minuciosamente ao longo do
processo, e ocorreu de forma efetiva com base na investigacédo da participacdo dos
dez estudantes que compde a amostra da nossa pesquisa.

Na primeira etapa realizamos a comparacdo do percentual de questdes
deixadas em branco (ndo respondidas), erros e acertos obtidos no pré-teste e pos-
teste, tabulando e analisando estatisticamente todos os resultados, por meio de
comparacdes percentuais. Na segunda, utilizamos o coeficiente linear de Pearson

para verificar se os fatores externos, isto €, socioecondmicos influenciaram nos
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resultados. Na terceira e Ultima etapa, realizamos um teste de hipétese de dados
pareados, baseado nas notas dos estudantes, coma a finalidade de observar se as
conclusdes foram favoraveis, possibilitando avaliar se o experimento obeve éxito. Por
fim apresentamos o confronto entre as Analises a Priori e a Posteriori das Atividades

propostas, efetivando assim a validacao da nossa pesquisa.

6.1 Resultados e Analises do Pré-teste e POs-teste

Vamos iniciar nossas analises, verificando as questdes do Pré-Teste e do Pos-
Teste, considerando o percentual de acertos, erros e de questdes que ndo foram
resolvidas. O quadro a seguir, destaca as caracteristicas de cada categoria, que sera

utilizada como base para avaliar as respostas registradas pelos estudantes nos testes.

Quadro 42: Classificacdo das respostas do Pré-teste e pds-teste
CATEGORIAS CARACTERISTICAS

Acerto Quando o estudante apresentou uma resolucéo e o resultado

estava correto.

Erro Quando o estudante apresentou uma resolucéo e o resultado ndo

estava correto.

Branco Quando o estudante ndo apresentou nenhuma resolucao

Fonte: Experimentagéo, 2022.

Com base nessa classificacdo, elaboramos o quadro a seguir, onde
destacamos o percentual de acertos, erros e questdes deixadas em branco no preé-

teste e pos- teste.

Quadro 43: Desempenho nos Diagndsticos: Pré-Teste e PGs-Teste

ACERTO(%) ERRO(%) BRANCO(%)
QUESTAO| Pré-Teste |P6s-Teste| Pré-Teste |Pés-Teste| Pré-Teste |Pds-Teste
Q1 20% 100% 40% 0% 40% 0%
Q2 0% 100% 20% 0% 80% 0%
Q3 20% 80% 20% 20% 60% 0%
Q4 0% 90% 20% 0% 80% 10%
Q5 10% 80% 30% 20% 60% 0%
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Q6 0% 80% 40% 20% 60% 0%
Q7 0% 80% 50% 20% 50% 0%
Q8 0% 80% 50% 20% 50% 0%
Q9 0% 50% 40% 50% 60% 0%
Q10 0 80% 40% 20% 60% 0%
Q11 0 90% 30% 10% 70% 0%
Q12 0% 70% 30% 20% 70% 10%
Q13 0% 80% 30% 10% 70% 10%

Fonte: Experimentagéo, 2022.

A partir do dados do quadro elaboramos o grafico a seguir para termos uma
leitura visual do percentual de acertos, erros e questdes deixadas em branco no pré-

teste e no pos-teste.

Gréfico 18: Desempenho por questéo no Pré-teste e Pds-teste
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Fonte: Experimentagéo, 2022.
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Os dados do grafico destacam que somente as questées Ql, Q3 e Q5,
apresentam, respectivamente, 20%, 20% e 10% de acerto no Pré-Teste, e uma
grande quantidade de questbes desse teste foram deixadas em branco, o que
evidencia uma grande dificuldade ou falta de conhecimento da definicdo de Funcao,
Bijecdo de Funcdo e sua aplicacdo na comparacdo da cardinalidade de conjuntos
infinitos.

De acordo com o grafico, o percentual de questdes deixadas em branco no Pré-
Teste em relac@o ao Pds-Teste, dimuiu significativamente de modo que em 10 (dez)
guestbes do P4s-Teste nenhuma questao foi deixada em branco, e nas questées 12
e 13 o idice de questdes em branco caiu de 70% para 10%, na questao 4 essa queda
foi de 80% para 10%.

Comparando percentual de acertos do Pré-Teste em relacdo ao Pés-Teste,
constatamos que houve um aumento expressivo, com destaque para as questoes 1,
3, 6,7, 8 e 13 que apresentaram um aumento de 80%. Nas questdes 4 e 11 o indice
de acerto aumentou de 0 para 90%; e na questdo 2 houve 100% de acertos.
Ressaltamos que no Pré-Teste, 20% dos discentes erraram a questao 2 e ous outros
80% deixaram em branco, desse modo essa foi a questdo que apresentou 0 maior
aumento.

Considerando que a maioria dos alunos nem se quer tiveram contato com 0s
conteludos abordados nos testes e que apds a aplicacdo da sequéncia didatica,
conforme o grafico anterior, a grande maioria deles alcancaram um desempenho
superior a 70% de acertos das questbes do POs-Teste, podemos afirmar que houve
avanco significativo na aprendizagem desses estudantes, o que esta evidenciado no

guadro a seguir:

Quadro 44: Desempenho dos estudantes nos testes

(Continua)
ACERTO(%) ERRO(%) BRANCO(%)
ESTUDANTES |Pré-Teste |POs-Teste |Pré-Teste |POs-Teste |Pré-Teste | POs-Teste
El 0% 100% 61% 0% 39% 0%
E2 15% 46% 70% 39% 15% 15%
E3 15% 85% 31% 15% 54% 0%
E4 8% 92% 92% 8% 0% 0%
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(Conclusao)

ES 0% 92% 0% 8% 100% 0%
E6 0% 84% 0% 8% 100% 8%
E7 0% 92% 0% 0% 100% 8%
ES8 0% 92% 0% 8% 100% 0%
E9 8% 100% 38% 0% 54% 0%
E10 0% 31% 54% 69% 46% 0%

Fonte: Experimentagéo, 2022.

A partir desses dados construimos o gréafico a seguir, possibilitando uma leitura
visual do percentual de acertos, erros e questdes deixadas em branco no pré-teste e

no pos-teste.

Gréfico 19:Desempenho dos discentes nos testes
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Os resultados apresentados no grafico indicam que todos os estudantes
tiveram avancos muito significativos na aprendizagem, com destaque para 0S
estudantes E5, E6, E7 e E8, que tiveram um rendimento de 0%, no Pré-Teste,
demonstrando ter conhemcimento insatisfatério acerca do contetdo abordado no
teste, conseguiram atingir um percentual de 92% de acertos no Pds-Teste. Os
estudantes E1 e E9, que no Pré-Teste alcancaram um aproveitamento de,
respectivamente, 0% e 8%, apresentaram o melhor desempenho em relacdo aos
demais, obtendo 100% de acertos no Pgs-Teste.

Destacamos que os discentes E5, E6, E7 e E8, que no Pré-Teste apresentaram
todas as questbes em branco, resolveram todas as questdes do Pd4s-Teste,
apresentando a resolucao correta de 92% das questdes, 0 que indica uma Otima

evolucao na aprendizagem dos coteudos abordados no teste.

6.2 Correlagdo entre as notas dos testes e algumas variaveis socioeconémicas

Nesta subsecdo procuramos estabelecer a correlacdo entre as notas obtidas
nos testes e algumas variaveis sécicecondémicas dos estudantes. Essas variaveis
foram obtidas por meio da aplicacdo do questionario sdcioecondmico, que foi
respondido pelos discentes participantes do estudo, durante o diagndstico icinical do
experimento.

Neste sentido, elaboramos quadros com as informacgfes, identificando
estudante, nota do Pré-Teste, nota do Pos-Teste por meio da notacdo (En; nota Pré-

Teste; nota PGs-Teste).

Quadro 45: Correlacé@o gosto pela matematica e quem ajuda nas tarefas

- GOSTO PELA MATEMATICA
‘<’E 8 Nao Suporto Gosto um Adoro
Z < Respostas | 540 Pouco
< =
a) Lll_J Professor
2 <§( Particular
j o S Pai
T O
; (<’,:) Mae
L
Wy
o EE Ninguém (E2; 1,5; 4,6) (E5; 0; 9,2)
" (E3; 1,5; 8,5) (E7;0;9.2)
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(E4; 0,8; 9,2) (E9; 0,8; 10,0)

(E6; 0;9,2)

(E10; 0; 3,1)

Amigo(a) da (E1; 0; 10,0)
escola (E8; 0; 9,2)

Outros

Fonte: Experimentagao, 2022

O quadro anterior destaca que cinco estudantes (E2, E3, E4, E6 e E10)
afirmaram ndo possuir ninguém que os auxilie nas tarefas de matemética, além de
respoderem que gostam um pouco de Matematica, contudo obrtiveram um bom
desempenho no Pds-Teste em comparagdo com o Pré-Teste. Analisamos que trés
estudantes (E6, E7 e E9), asseguraram que doram a disciplina e, assim como 0s
anteriores, nao recebem ajuda de ninguém nas tarefas de Matematica, e
conseguiraram uma Otima nota no Pos-Teste.

Analisamos ainda que, dois estudantes (E1 e E8), responderam que recebem
ajuda dos amigos para resolver as tarefas de Matematica e que gostam um pouco
dessa disciplina, alcancaram uma execelente nota no Pds-Teste comparada a nota
obtida no Pré-Teste, uma vez que ambos tiraram nota zero no teste inicial, alcancando
9,2 e 10,0, respectivamente, na nota do teste final.

Para prosseguirmos com nossas analises, apresentamos o quadro a seguir que
destaca a correlacao entre o gosto pela Matematica e frequéncia do estudo desta fora

do ambiente escolar.

Quadro 46: Correlacé@o gosto pela matemética e frequéncia do estudo desta fora da escola

< GOSTO PELA MATEMATICA
qu
Q ,L:) Nao | Suporto Gosto um Adoro
" o < Respostas | 4510 Pouco
8, S (E6; 0; 9,2) (E5; 0; 9,2)
= 2 | Tododia (E7: 0; 9,2)
ow =
03 <
& 2| Somente nos
¥ finais de (E8; 0; 9,2)
L semana
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(E2; 1,5; 4,6)
No periodo (E3; 1,5; 8,5)
de Prova (E4; 0,8; 9,2)
(E10; 0; 3,1)
S6 na
véspera da (E1: 0; 10,0)
prova
N&o estudo
fora da (E9; 0,8; 10,0)
escola

Fonte: Experimentagdo, 2022

A partir da analise do grafico anterior, vericamos que um estudante (E9) que
disse que adora matematica afirmou que nao estuda fora do ambiente escolar, por
outro lado um discente (E6) que disse gostar um pouco de matematica, respondeu
gue estuda essa disciplina todos diariamente, ambos apresentaram uma execelente
melhora no Pos-Teste em relacdo ao Pré-Teste.

Os alunos E1 e E8, que responderam gostar um pouco de matematica,
revelaram que estudam, respectivamente, s6 na véspera da prova e somente nos
finais de semana, mas os dois que obtiveram nota zero no Pré-Teste e tiveram um
otimo desempenho no Pos-Teste, de modo que o primeiro alcancou nota 10,0 e 0
segundo, obteve 9,2.

Destacamos ainda que, os estudantes E2 e E10, que conforme suas resposta,
gosta um pouco de matematica e estudam essa disciplina somente no periodo de
provas, apresentaram o menor rendimento se compararmos as notas dos testes incial
e final, no entanto, o estudantes E3 e E4, que assim como 0s ateriores, gostam um
pouco de matematica e s6 estudam no periodo de provas, apresntaram um bom
desempenho no Pés-Teste em relacao ao teste incial.

Dando continuidade as analises, apresentamos no quadro a seguir, dados
referentes a correlagéo entre o gosto pela matematica e o interesse nas aulas dessa

disciplina.
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Quadro 47: Correlacéo gosto pela matemaética e o interesse nas aulas

- GOSTO PELA MATEMATICA
= Ndo | Suporto Gosto um Adoro
<8 Respostas | 510 Pouco
o 5
@ a8 (E2; 1,5; 4,6)
0F g Sim (E3; 1,5; 8,5) (E5; 0; 9,2)
S o = (E6; 0; 9,2) (E7;0;9,2)
E<Z (ES8; 0;9,2)
\<§E 2 §
LLl L (7))
~ O @)
<< R ~
=25 NER (E1; 0; 10,0)
Ty
|_
n<§
aEge
L As vezes (E4; 0,8; 9,2) (E9; 0,8; 10,0)
? (E10; 0; 3,1)

Fonte: Experimentacdo, 2022

O quadro anterior revela que seis estudantes afirmaram que as aulas de
matematica despertam sua atencdo em aprender os conteudos ministrados, sendo
gue que quatro desses (E2, E3, E6 e E8) disseram gostar um pouco de matematica e
os outros dois (E5 e E7), responderam que adoram matematica, apresentaram uma
melhora significativa em seu desempenho do teste final em reslacdo ao Pré-Teste,
com destaque para os discentes (E5 e E7), que sairam de uma nota zero no teste
inicial para nota 9,2 no Pos-Teste.

A analise do gréfico destaca que um aluno (E1), afirmou que as aulas de
matematica ndo desperatam sua atencdo em aprender os conteudos ministrados, e
gue gosta um pouco dessa disciplina, obteve o melhor desempenho entre todos os
estudantes que participaram do nosso estudo, com nota zero no Pré-Teste e 10,0
(dez) no Poés-Teste.

Quanto aos trés discentes que responderam as vezes as aulas de matematica
nao desperatam sua atencédo em aprender os contetdos ministrados, dois (E4 e E10)
gostam um pouco de matematica e um (E9) que afirmou adorar essa disciplina,
apresentaram rendimento satisfatorio se comparamos seus resultados obtidos no
P6s-Teste emrelagéo ao Pré-Teste. Destacamos que entre esses, o estudantes (E10)

apresentou o pior rendimento, com zero no primeiro teste e 3,1 no segundo.
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6.3 Coeficiente de Correlacéo Linear de Pearson dos Testes

O coeficiente de correcdo linear de Pearson € o valor que mede a intensidade
da associacao linear existente entre duas variaveis. Conforme Ribeiro-Santos (2015,
p. 99): “o principal objetivo da andlise da correlacéo linear € medir a intensidade de
uma relacgao linear entre duas variaveis”.

De acordo com Tourdo (2020, p. 154), “para analisar a intensidade da
associacdo linear entre duas variaveis estudadas, incialmente os dados sédo
parametrizadoes e, em seguida, calculado o coeficiente linear de Pearson (r),
pertencente ao intervalo [—1,1],isto é, —1 < r < 1”. O tipo de correlacdo entre as duas

variaveis analisadas é definido de acordo o qudro a seguir:

Quadro 48: Classificagdo da correlacdo em fungéo de r

Coeficiente da Correlacao Classificacao da Correlacéao
r=1 Perfeita Positiva
08<r<1 Forte Positiva
0,5<r<0,8 Moderada Positiva
01<r<0,5 Fraca Positiva
0<r<0,1 infima Positiva
0 Nula
-0,1<r<0 infima Negativa
-0,5<r=<-0,1 Fraca Negativa
-0,8<r<-0,5 Moderada Negativa
-1<r<-0,8 Forte Negativa
r=-1 Perfeita Negativa

Fonte: Barbetta (2012, p. 258 apud TOURAO, 2020, p. 154)

O resultado obtido pode ser representado graficamente pelo Digrama de
Dispersdo, também chamado de “Nuvem de Pontos”, onde as variaveis sao
representadas por pontos num sistema cartesiano na forma de pares ordenados (X,
y), onde x e y representam valores das duas variaveis analisadas. (BARBETTA, 2012,
p. 304, apud TOURAO, 2020, P. 154-155).
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Com o objetivo de verificar se as variaveis socioecondmicas afetaram o
desempenho dos estudantes nos testes, vamos utilizar o Coeficiente de Correlagao
Linear de Pearson (r), que seré calculado por meio do Microsoft Office Excel.

Na primeira correlacdo relacionamos a diferenga entre as notas do Pré-Teste e
Pés-Teste, com o0 gosoto dos alunos pela matematica. Desse modo, temos:

Quadro 49: Classificacdo da Correlagéo de Pearson: Gosto pela Matematica

Vocé gosta de Matematica? Parametrizagéo
N&o gosto 1
Suporto 2
Gosto um pouco 3
Adoro 4

Fonte: Experimentagdo, 2022

Com base nessa classificacdo, constuimos o quadro a seguir, apresntando a

correlacdo entre a diferenca entre as notas dos testes e 0 gosto pela matematica:

Quadro 50: Correlacao entre a diferenca das notas nos testes e Gosto por matematica

ESTUDANTE | PRE-TESTE | POS-TESTE | DIFERENCA | GOSTO PELA

MATEMATICA
E1 0,0 10,0 10,0 3
E2 1,5 4,6 3,1 3
E3 1,5 8,5 7,0 3
E4 0,8 9,2 8,4 3
E5 0,0 9,2 9,2 4
E6 0,0 9,2 9,2 3
E7 0,0 9,2 9,2 4
ES 0,0 9,2 9,2 3
E9 0,8 10,0 9,2 4
E10 0,0 31 3,1 3

Fonte: Experimentagéo, 2022.

A partir desses dados, elaboramos o grafico de dispersao a seguir, destacando

a relacdo entre a diferenca das notas dos testes e 0 gosto pela matematica.
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Grafico 20: Disperséo: Gosto pela Matematica
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Fonte: Experimentagéo, 2022.

Para o grafico de dispersao anterior, o valor do coeficiente linear de Pearson
gerado, para a correlacdo entre a diferenca das notas do Pré-teste e o POs-teste e 0
gosto pela disciplina matematica, obtivemos r = 0,385487, e como este valor esta
compreendido entre 0,1 < r < 0,5 podemos classificar a correlacdo como fraca
positiva, concluindo, desse modo, que o0 gosto pela matematica teve pouca influéncia
nos resultados obtidos nos testes. Dando continuidade as nossas analises, vejamos
a seguir a correlacéo existente entre o nivel de escolaridade do responsavel masculino

e a diferenca das notas nos testes.

Quadro 51: Classificacao da Correlagéo de Pearson: Escolaridade responsavel masculino

Qual a escolaridade do seu Parametrizacao

responsavel masculino?

N&o estudou

Fundamental incompleto

Fundamental
Médio

Superior

g | W N|

Fonte: Experimentagédo, 2022.
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O quadro a seguir, destaca a correlagéo entre a diferenga das notas dos testes

e a escolaridade do responsével masculino.

Quadro 52; Correlacéo entre a diferenga das notas e Escolaridade responsavel masculino

ESCOLARIDADE DO

ESTUDANTE | PRE-TESTE | POS-TESTE | DIFERENCA | RESPONSAVEL

MASCULINO
E1 0,0 10,0 10,0 2
E2 1,5 4.6 3,1 3
E3 1,5 8,5 7,0 3
E4 0,8 9,2 8,4 4
E5 0,0 9,2 9,2 3
E6 0,0 9,2 9,2 5
E7 0,0 9,2 9,2 5
ES 0,0 9,2 9,2 4
E9 0,8 10,0 9,2 4
E10 0,0 3,1 3,1 4

Fonte: Experimentacéo, 2022.

A partir desses dados, elaboramos o grafico de dispersao a seguir, destacando

a relacédo entre a diferenca das notas dos testes e a escolaridade do responsavel

masculino.

Gréfico 21: Disperséo: Escolaridade responsavel masculino

ESCOLARIDADE DO RESPONSAVEL MASCULIND

3 = 5

6 7 8

DIFERENCA ENTRE AS NOTAS DOS TESTES

Fonte: Experimentagéo, 2022.
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O resultado para o coeficiente linear de Pearson “r”, no que diz respeito a
correlacdo entre a diferenca das notas do pré-teste e pds-teste e a escolaridade do
responsavel masculino foi r = 0,108167, como este resultado pertence ao intervalo
intervalo 0,1 < r < 0,5, podemos classifica-la como fraca positiva, concluindo assim
gque a escolaridade deste responsavel ndo influenciou significativamente nos
resultados obtidos nos testes. A seguir realizaremos a analise da correlacdo entre a
escolaridade do responsavel feminino e a diferenca das notas nos testes.

Quadro 53: Classificacdo da Correlagéo de Pearson: Escolaridade responsavel feminino

Qual a escolaridade do seu Parametrizacdo

responsavel feminino?

Nao estudou

Fundamental incompleto

Fundamental
Médio

gl | W N

Superior

Fonte: Experimentacdo, 2022.

O quadro a seguir, que expressa a correlacdo entre a diferenca entre as notas

dos testes e a escolaridade do responsavel feminino.

Quadro 54: Correlacéo entre a diferenga das notas e Escolaridade responsavel feminino

ESCOLARIDADE DO
ESTUDANTE | PRE-TESTE | POS-TESTE | DIFERENCA RESPONSAVEL
FEMININO
El 0,0 10,0 10,0 5
E2 15 4,6 3.1 2
E3 15 8,5 7,0 2
E4 0,8 9,2 8,4 4
ES 0,0 9,2 9,2 3
E6 0,0 9,2 9,2 5
E7 0,0 9,2 9,2 5
E8 0,0 9,2 9,2 4
E9 0,8 10,0 9,2 4
E10 0,0 3.1 3.1 4

Fonte: Experimentagéo, 2022.
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ersdo a seguir, destacando

colaridade do responsavel

Grafico 22: Disperséo: Escolaridade responséavel feminino
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Fonte: Experimentacdo, 2022.

“_"

Quanto ao do coeficiente linear de Pearson “r”, gerado para a correlagéo entre

a diferenca das notas do pré-teste e pos-teste e a escolaridade do responsavel

feminino encontramos r =0,551271, que pertence ao intervalo 0,5<r <0,8.

Portanto, podemos classifica-la como Moderada Positiva, concluindo que a

escolaridade do responsavel feminino teve pouca influén

cia nos resultados obtidos

nos testes. Para dar continuidade as analises, vamos realizar correlacdo entre a

frequéncia do estudo de matematica fora da escola e a diferenca das notas nos testes.

Quadro 55: Classificagcdo da Correlagédo de Pearson: Estudo de

Matematica fora da Escola

Com que frequéncia vocé estuda

matematica fora da escola?

Parametrizacao

Todo dia

Somente nos finais de semana

No periodo de prova

S6 na véspera de prova

N&ao estudo fora da escola

gl | W N| P

Fonte: Experimentagéo, 2022.
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O quadro seguinte destaca a correlagcéo entre a diferenca entre as notas dos

testes e o Estudo de Matematica fora da escola.

Quadro 56: Correlacéo entre a diferenga das notas e o Estudo de Matematica fora da escola

ESTUDO DA
ESTUDANTE | PRE-TESTE | POS-TESTE | DIFERENCA [MATEMATICA FORA DA
ESCOLA
El 0,0 10,0 10,0 4
E2 15 4,6 3,1 4
E3 15 8,5 7,0 3
E4 0,8 9,2 8,4 3
ES 0,0 9,2 9,2 1
E6 0,0 9,2 9,2 1
E7 0,0 9,2 9,2 1
E8 0,0 9,2 9,2 2
E9 0,8 10,0 9,2 5
E10 0,0 3,1 3,1 3

Fonte: Experimentacdo, 2022.

A partir desses dados, elaboramos o grafico de dispersao a seguir, destacando

a relacdo entre a diferenca das notas dos testes e o Estudo de Matematica fora da

escola.

Gréfico 23: Dispersao: Estudo de Matematica fora da Escola
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Fonte: Experimentagédo, 2022.
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O valor do coeficiente linear de Pearson referente ao grafico de disperséo
anterior, que repesenta a correlacdo entre a diferenga das notas do Pré-teste e o P0Os-
teste e 0 gosto pela disciplina matematica, é r = 0,292404, que portence ao intervalo
0,1 < r < 0,5. Assim, podemos classificd-la como Fraca Positiva, concluindo que o
estudo de Matematica fora da escola nao influenciou significativamente nos resultados
obtidos nos testes. A seguir realizaremos a andlise da correlagdo entre o Interesse
nas aulas de Matematica e a diferenca das notas nos testes.

Quadro 57:Classificacao da Correlacdo de Pearson: Interesse nas aulas de Matematica

As aulas de Mateméatica desperatam o seu interesse em Parametrizacdo
aprender os conteddos ministrados?

Sim 1
Nao 2
As vezes 3

Fonte: Experimentagéo, 2022.

O quadro seguinte foi elaborado a partir das informac¢des do quadro anteriori, e
destaca a correlacdo entre a diferenca entre as notas dos testes e o Interesse nas

aulas de Matematica.

Quadro 58: Correlacéo entre a diferenga das notas e o Interesse nas aulas de Matematica

INTERESSE NAS
ESTUDANTE | PRE-TESTE | POS-TESTE | DIFERENCA AULAS DE
MATEMATICA
El 0,0 10,0 10,0 2
E2 15 4,6 3,1 1
E3 15 8,5 7,0 1
E4 0,8 9,2 8,4 3
ES 0,0 9,2 9,2 1
E6 0,0 9,2 9,2 1
E7 0,0 9,2 9,2 1
ES8 0,0 9,2 9,2 1
E9 0,8 10,0 9,2 3
E10 0,0 3,1 3,1 3

Fonte: Experimentagdo, 2022.
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O gréfico de dispersao a seguir, destaca a relacao entre a diferenca das notas

dos testes e o Interesse nas aulas de Matematica.

Grafico 24: Dispersao: Interesse nas aulas de Matematica
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Fonte: Experimentacéo, 2022.

Ao realizarmos esta Ultima correlacdo, que relaciona diferenca das notas do
Pré-Teste e Pos- Teste e o Interesse nas aulas de Matematica, calculamos o valor do
coeficiente linear de Pearson “r” obtendo r = 0,419524, que pertence ao intervalo
0,1 <r < 0,5, e dessa forma, podemos classifica-la como Fraca Positiva, concluindo
gue o Interesse nas aulas de Matematica também teve pouca influéncia no resultado

dos testes realizados.

6.4 Sintese dos Coeficientes de Correlacdo Linear de Pearson nos Testes

A seguir apresentamos um quadro que sintetiza os resultados obtidos por meio

da correlacao de Pearson entre os farores sécios econémicos e os resultados obtidos

no Pré-Teste e no Pés-Teste:



252

Quadro 59: Resultados da correlacéo linear de Pearson

VARIAVEL VALOR DO COEFICIENTE|INTENSIDADE| DIRECAO
LINEAR DE PEARSON (r)

Gosto pela Matematica r = 0,385487 Fraca Positiva | Positivamente
Correlacionadas

Escolaridade r=0,108167 Fraca Positiva | Positivamente
responsavel masculino Correlacionadas

Escolaridade r =551271 Moderada Positivamente
responsavel feminino Positiva Correlacionadas

Estudo de Matematica r =0,292404 Fraca Positiva | Positivamente
fora da Escola Correlacionadas

Interesse nas aulas de r =0,419524 Fraca Positiva | Positivamente
Matematica Correlacionadas

Fonte: Experimentagéo, 2022.

O quadro anterior, que apresenta os resultados obtidos por meio da correlacéao
linear de Pearson, revelou que nao foi encontrada nenhuma correlacdo Forte ou
Perfeita, e dessa forma, nenhuma das variaveis socioeconomicas analisadas,
influenciou diretamente no desempenho dos discentes nos testes, o que nos perminte
concluir que a melhora significativa dos resultados alcancados pelos esudantes no
PoOs-Teste em relacdo ao Pré-Teste, esta diretamente ligada ao processo de ensino

desenvolvido por meio das atividades que comp&em a nossa Sequéncia Didatica.

6.5 Teste de Hipoteses

O teste de hipéteses para dados pareados foi realizado com base nas notas
alcancadas pelos estudantes no Pré-Teste e POs-Teste, objetivando verificar se houve
conclusdes favoraveis, e dessa forma avaliar se o experimento obteve éxito,
fundamentando estatisticamente a nossa pesquisa.

A aplicacdo do teste de hipoteses possibilitou, além da constatacdo dos
resultados alcancados na experimentacdo, o estabelecimento de parametros
estatisticos coletados na amostra, que orientou a tomada de decisc¢des.

O teste de hipotesese foi realizado a partir da utilizacdo da equacgéo a seguir:



253

X—p

9
Vn

tcalculado

Onde:

X — Média das notas do pré-teste

u — Média das notas do pds-teste

0 — Desvio padrao da diferenca das notas dos testes

n — NUmero da amostra

Conforme descrevemos a seguir, o levantamento das hipéteses podem ser:
1. Hip6tese nula (Ho): Refere-se a uma afirmagéo sobre um determinado parametro
da populacgéo, que é presumida como verdadeira, até que seja declarada falsa.
2. Hip6tese alternativa (Ha): Corresponde a uma declaracdo acerca de um
parametro da populacao, que sera verdadeira se a hipétese nula for falsa.
Conforme o levantamento das hipoteses, ha uma forma de representar a aceitacao de

uma delas e a rejeicdo da outra, através de uma curva normal, como mostramos a

seqguir:
Quadro 60: Tipos de Curva Normal
HIPOTESES CURVA NORMAL INTERPRETACAO DA
CAUDA
Hy: g = u, ~ E um teste bicaudal com
(média 1 = média 2) /2 | N\ /2 regioes de rejeicdo de H, em
o Ho P ambas as caudas
Hy: py # 1y
(média 1 # média 2)
Hy: py =y o~ E um teste com cauda a
(média 1 = média 2) (¥ esquerda, que possui regido
A | N
5] Ho de rejeicdo de H, na cauda da|
Hy:py < py esquerda.
(média 1 < média 2)
Ho: py <
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(média 1 < média 2) E um teste com cauda a

direita, que possui regiao de

. rejeicdo de H,, na cauda
Hy:py > u °

0 < direita.
(média 1 > média 2) H

Fonte: Silva (2015, apud BRAYNER JUNIOR, 2021, p. 261)

6.6 Teste de Hipdtese do Experimento

O Teste de Hipdtese do Experimento foi realizado, apdés a analise dos
percentuais de acertos, erros e questdes em branco registradas pelos estudantes nos
testes, objetivando verificar, com embasamento estatistico, se 0 bom aproveitamento
do Pdés-Teste é resultante da metodologia de ensino utilizada no experimento, visto
gue o Teste de Hipotese retrata tanto os conhecimentos prévios dos estudantes
guanto os adquiridos durante o a realizacéo das atividades da Sequéncia Didatica.

Para realizarmos o Teste de Hipoéteses, atribuimos um ponto para cada questao
correta, de modo que as notas foram tabuladas de 0 a 13, uma vez que o teste era
composto por 13 questdes. No quadro a seguir apresntamos as notas obtidas pelos

discentes no Pré-Teste e no POs-Teste, com suas respectivas diferencas:

Quadro 61: Notas conforme os Acertos

ESTUDANTE | PRE-TESTE | POS-TESTE | DIFERENCA
El 0 13 13
E2 2 6 4
E3 2 11
E4 1 12 11
ES 0 12 12
E6 0 11 11
E7 0 12 12
ES8 0 12 12
E9 1 13 12
E10 0 4 4

Fonte: Experimentagédo, 2021




255

A partir das notas expressas no quadro anterior, realizamos os calculos da
média das notas do pré-teste (X), média das notas do pds-teste (ji), Desvio padrio

da diferenca das notas dos testes (o), do nUmero da amostra (n), obtendo:

X=06; 0=106; 0 =333, n=10

Em seguida, substituimos cada elemento pelo seu respectivo valor na equacao

fa
tealculado = Tﬂ, temos:
N
0,6 —10,6
teatculado = ?)’T = —9,50
V10

A seguir, testamos as seguintes hipéteses:

e Hipotese Nula (Hy): u; = p,, isto €, a média do Pré-Teste foi maior ou igual a
do Pés-Teste;

e Hipdtese Alternativa (H,): u; < u,, isto é, a média do Pré-Teste foi menor que
a do Pés-Teste;

Tendo como base o resultado do teste, construimos a curva normal para
comparar seus resultados com as hipoteses anteriormente levantadas, conforme o
grafico a seguir:

Gréfico 25: Diagrama t de Student

Ha

t —9,50

calculado =

4

teritico = —1.83311 p=0 0=11339

/| Student ~
GL |9

d8xH

P(-1.83311 |=X) = |0.95

Fonte: Experimentagéo, 2022.
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No gréfico anterior, 0 espaco em azul representa a hipotese inicial e como o
valor obtido no teste de hipétese foi igual a —9,50, implica que este esta a esquerda
da cauda, isto €, fora do intervalo H,. Portanto, devemos rejeitar, com certeza de 95%,
a hipotese inicial H,, pois u; = u, e aceita-se a hipotese alternativa H,, comprovando
estatisticamente que u; < u,, ou seja, o teste final apresentou estatisticamente
melhores resultados que o teste inicial.

6.7 Andlise a posteriori das atividades propostas

A Sequéncia Didatica foi constituida por 17 atividades envolvendo a definicdo
de Funcéo, Funcéo Injetora, Sobrejetora e Bijetora, bem como o conceito de dominio,
contradominio e imagem de uma func¢éo; a identificacdo do grafico de uma Funcgéao
Injetora, Sobrejetora e Bijetora, além da aplicacdo da bijecdo de funcédo na
comparacao de conjuntos infinitos.

A atividade 1 abordou o tema Funcéo, e tinha por objetivo definir funcao,
através da observacao de que as relagcdes, que conforme o roteiro dessa atividade,
foram identificados por F, cada elemento do conjunto A possui um Unico elemento
correspondente no conjunto B, o que possibilitou o registro da definicdo de funcéo no
guadro de observacao.

Devido a falta da experiéncia com esse tipo de atividade, no inicio os discentes
apresentaram um pouco de dificuldade, no entanto apds a intervencao do professor,
eles conseguiram preencher os quadros e chegar a definicdo de funcdo, embora
alguns tenham conseguido somente se aproximar da definicdo que desejadvamos
alcancar.

A atividade 2 tratava da Imagem de uma funcéo, tendo por objetivo identifica-
la, por meio da compreensao e execuc¢ao do procedimento da atividade, que orientava
0s estudantes a resolver as questdes, realizando a leitura de dois quadros
informativos e por meio dos conhecimentos adquiridos conseguiram preencher o
guadro de observacdo com a definicdo da Imagem de uma funcado, o que possibilita
classificar esse tipo de funcdo. Convém destacar que essa atividade foi resolvida mais
rapida, devido a experiéncia adquirida na atividade anterior.

Na atividade 3, cujo objetivo era conceituar conjunto imagem e contradominio

de uma funcdo. Neste sentido, ao observar o Quadro de Funcgdes 1, resolver as
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guestdes e ler atenciosamente os dois quadros informativos, o aluno conseguiu
compreender e construir o conceito de conjunto imagem e do contradominio de uma
funcgéo.

A atividade 4, tinha como objetivo conceituar o conjunto dominio de uma
funcao, e seu processo de resolugcédo era semelhante ao da atividade anterior, o que
somado a experiéncia adquirida pelos estudantes na sessao anterior, fez com que
eles resolvessem rapidamente essa atividade, alcancando o seu objetivo.

A atividade 5 versava sobre Funcdo Injetora, e tinha como objetivo definir
Funcao Injetora. Os discentes demonstraram muito interesse e empenho ao resolver
essa atividade, concluindo a sua resolucdo com extrema facilidade, devido a
experiéncia adquirida nas atividades desenvolvidas na primeira se¢éo de ensino.

Tudo isso facilitou a percepcao das regularidades existentes e a construcdo da
definicdo de Funcao Injetora.

A atividade 6 que tinha por objetivo definir Funcéo Sobrejetora, apresentava um
procedimento semelhante ao utilizado na anterior, o que facilitou a identificacdo da
regularidade necessaria para a elaboracdo das observacdes e conclusédo, o que
facilitou bastante a construcéo da definicdo da Funcdo Sobrejetora.

Na atividade 7, cujo objetivo era definir Funcdo Bijetora, os estudantes
precisaram seguir um roteiro semelhante aos utilizados nas atividades anteriores, 0
gue facilitou o seu desenvolvimento. O preenchimento do quadro e a elaboracdo da
observacédo e da concluséo, transcorreram de forma bem rapida e os estudantes,
embasados nas atividades anteriores, conseguiram completa-la com sucesso.

Os alunos alunos conseguiram notar que existiam funcées que eram injetora e
sobrejetora a0 mesmo tempo, mas sé conseguiram chegar a definicdo de Funcéo
Bijetora, ap0os refletirem na pergunta do professor: qual é o significado do prefixo BI?
Tudo isso fez com que a maioria dos discentes conseguissem elaborar conclusdes
bem préximas daquelas que classificamos como validas sobre a definicdo de Funcéo
Bijetora.

Na atividade 8, cujo objetivo era identificar o Grafico de uma Funcéo Injetora,
0s estudantes utilizaram uma régua para tracar, em cada grafico, retas paralelas ao
eixo, identificando por | os graficos que havima sido “cortados” (intersectados) uma
Unica vez pela mesma reta e, por NI agueles que foram cortados mais de uma vez
pela mesma reta. A partir de suas observacdes, preencheram um quadro e

escreveram suas observagbes e conclusdo, indicando as caracteristica que nos
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permite identificar o grafico de uma Funcéo Injetora. No inicio os estudantes tiveram
muita dificuldade para desenvolver essa atividade, pois n&o sabiam trabalhar com
grafico, e pergutaram: “o que € reta paralela?”. O professor esclareceu a duvida e
explicou o procedimento, de modo que, em seguida, todos os alunos com muito
interesse conseguiram concluir a atividade.

A atividade 9, que tinha por objetivo identificar o grafico de uma Funcao
Sobrejetora, e apresentava um procedimento semelhante ao utilizado na atividade
anterior, o que facilitou a efetivacao da sua resolucédo, devido a experiéncia adquirida
com a resolucao da atividade 8.

A atividade 10, que tinha por objetivo identificar o grafico de uma Funcéo
Bijetora e também apresentava um procedimento semelhante ao das atividades
anteriores, foi executada com facilidade pelos estudantes, devido a experiéncia
adquirida por meio das atividades anteriores.

Na atividade 11, cujo objetivo era descobrir a relacéo entre a cardinalidade do
dominio e do contradominio de uma funcdo bijetora, os os estudantes né&o
apresentaram dificuldades no seu desenvolvimento, efetivando rapidamente sua
resolucao, pois ela apresentava um procedimento analogo as atividades anteriores.
Mais uma vez atribuimos o sucesso dessa atividade, a experiéncia que os alunos
adquiriram nas tarefas anteriores.

A atividade 12 era constituida pelo problema 1, e tinha por objetivo comparar a
cardinalidade ou quantidade de elementos dos conjuntos dos nameros naturais e dos
nameros naturais pares, sendo trabalhado por meio da Resolucéo de Problemas como
Ponto de Partida.

Depois que todos receberam uma cépia do do problema, que foi impresso em
folha de papel sulfite, sua leitura foi realizada em grupo e, em seguida, o professor
informou que os alunos que teriam 20 (vinte) minutos para resolver o problema, no
entanto a atividade foi concluida em apenas 8 (oito) minutos.

A maioria dos estudantes apresentaram uma solucdo invalida, pois foram
conduzidos ao erro pela ideia de que o todo € sempre maior que a sua parte.

A atividade 13 era constituida pelo Problema 2, que tinha por objetivo comparar
a quantidade de elementos dos conjuntos dos numeros naturais e o dos numeros
inteiros, apresentava a mesma metodologia e um processo de resolugéo semelhante
ao utilizado na atividade anterior, o que facilitou a sua resolucdo. O problema foi

resolvido em 5 (cinco) minutos, e maioria dos alunos apresentaram uma resolucéo
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incorreta para o problema, fazendo uso da ideia de que “o todo € sempre maior que a
parte”.

Na atividade 14, que era formada pelo Problema 3, objetivando comparar a
cardinalidade dos conjuntos dos numeros naturais e dos numeros racionais,
descobrindo que ambos possuem a mesma quantidade de elementos, isto €, a mesma
cardinalidade. Por apresentar um processo de resolugcdo semelhante ao utilizado nas
atividades 12 e 13, o problema foi resolvido muito rapido, no entanto nenhum grupo
conseguiu chegar a uma solucéo valida para o problema, porque ele apresenta uma
resolucdo muito complexa, além da falta de habilidade de realizar demonstracdes.

A atividade 15, que tinha por objetivo descobrir uma relagcdo entre a
cardinalidade dos intervalos de nameros reais, foi trabalhada por meio de Atividades
Experimentais. Seu processo de resolucdo orientava que os discentes deveriam
observar o quadro de de relacdes de intervalos reais, indicando por B aquelas que
representavam uma funcéo bijetora, e por NB, as que ndo representavam. Em
seguida, apos preencher um quadro com as informacdes obtidas, escrever suas
observacdes e conclusao.

Os discentes nao tiveram dificuldades no desenvolvimento dessa atividade e
todos conseguiram alcancar o objetivo da mesma, devido seu processo de resolucéo
e as experiéncias adquiridas na realizacao das atividades anteriores.

A atividade 16, que tinha por objetivo descobrir a relacédo entre a cardinalidade
de um intervalo de nimeros reais e a cardinalidade do conjunto dos numeros reais,
apresentava um procedimento semelhante ao utilizado nas atividades anteriores,
dessa forma os discentes desenvolveram essa atividade com muita facilidade,
alcancando o objetivo da mesma.

Na atividade 17, que tinha como objetivo compreender que existe infinito maior
gue o outro, a metodologia utilizada foi a Resolu¢do de Problema como Ponto de
partida, com um pocesso de resolucdo semelhante ao que foi utilizado nas atividades
12 a 14. Os estudantes conseguiram conlui-la em aproximadamente 10 minutos, e
40% dos grupos apresentaram solucdes validas para o problema. Acreditamos que
as experiéncias adquiridas por meio de discussfes e reflexdes de problemas
anteriores, possibilitaram esse percentual de solugdes validas.

A sequir realizaremos o confronto entre as andlises a priori e a posteriori das
atividades que compdem as sessdes de ensino que propomos na sequéncia didatica

na fase da experimentagéo.
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6.8 Confronto entre as Analises a Priori e a Posteriori das Atividades

Com o objetivo de validar nossa Sequéncia Didéatica, apresentaremos a seguir
um quadro comparativo da analise a priori, ou seja, 0 que esperavamos com as nossas
atividades de ensino e da analise a priori, isto €, o que aconteceu durante essas
atividades aplicadas durante a experimentacédo. Destacamos que classificamos como
validagao “Positiva”, aquela em que ocorreu 0 que esperavamos, e como “Negativa”,

se ndo ocoreu conforme haviamos previsto.

Quadro 62: Confronto entre as analises a priori e a posteriori das atividades

NO

ANALISE A PRIORI

ANALISE A POSTERIORI

VALIDACAO

01

A~

ATIVIDADES DA SEQUENCIA DIDATICA

Nossa hipotese é de que os
discentes terdo
dificuldade

desenvolvimento

pouca

no
desta
atividade, mesmo
considerando a falta de
experiéncia da maioria dos
alunos com esse tipo de
envolve a

tarefa, que

observacéao das
caracteristicas de relacdes
entre conjuntos, e com base
nas informacbes obtidas,
preencher um quadro, cuja
analise possibilita deduzir a

definicdo de funcédo, mas a

Inicialmente os discentes
tiveram um pouco de
dificuldade, devido a falta
de familiaridade com esse
tipo de atividade, mas
posteriormente eles
conseguiram concluir a
atividade, com 0
preenchimento do quadro
de

registrando

observacao,
nele a
definicdo de Funcéo, que
em sua maioria foi
classificada como valida,
embora alguns tenham

conseguido somente se

Positiva

maioria deles nao | aproximar da definicdo
apresentara a definicdo | esperada.

correta de funcao.

Nossa hipotese € que a | No inicio os discentes

principio os discentes

apresentardo um pouco de

sentiram um pouco de

dificuldade, pela falta de
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02

dificuldade,

estarem familiarizado com o

por nao
diagrama de setas (ou
diagrama de Venn), mas
com a experiéncia adquirida
ap6s a formalizagdo do
da
atividade 01, a orientacéo

conceito de funcdo,
do professor e a discusséo
em grupo, eles terdo um
pouco mais de facilidade
para executar essa tarefa e
desenvolver a habilidade de
identificar aimagem de uma

funcao.

experiéncia com o]
diagrama de setas, mas
logo conseguiram supera-
la, ao perceberem sua
semelhanca com a
atividade anterior,
conseguiram identificar a
imagem deu uma fungdao.
Acreditamos que o]
sucesso dessa atividade
esta relacionado a
orientacdo do professor, a
discussdo em grupo e a
experiéncia adquirida na
resolucdo da atividade

anterior.

Positiva
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03

Nossa hipotese é que o0s

discentes irdo executar
essa atividade com pouca
dificuldade e com éxito, por
estarem familiarizados com
esse modelo de tarefa.
Acreditamos que as
orientacbes apresentadas
dois

nos guadros

informativos, somados a
intervencdo “indireta” do
professor, a discussao em
grupo e as experiéncias
adquiridas nas atividades
anteriores promovam uma

aprendizagem eficaz.

Os

demonstraram dificuldade

discentes nao

na realizacdo  dessa
atividade, e conseguiram
resové-la rapidamente,
alcancando o objetivo de
construir a definicdo do
conjunto imagem e

contradominio de uma
funcgéo.
Acreditamos

que esse

sucesso deve-se a
experiécia adquirida pelos
da

resolucdo das atividades

alunos por meio
anteriores, que adotam a
mesma metodologia

utilizada nesta.

Positiva

04

Os

dificuldades para efetuar a

alunos nao terdo
resolucdo da Atividade 04,
de

resolucdo é semelhante ao

pois seu processo

utiizado nas atividades

anteriores, além das
experiéncias obtidas com
as outras atividades.
Acreditamos que a
resolucdo desta atividade,
pautada na observacdo do
quadro informativo e na
discussdo em grupo, 0s

discentes consigam, com

Os alunos resolveram a
Atividade 04 com muita
facilidade, efetivando sua
resolucdo em um tempo
menor

em relacdo as

atividades anteriores.
Destacamos que todos os
discentes apresentaram
corretamente a definicdo
de dominio de uma funcéao.
Atribuimos esse sucesso a
semelhanca de resolucéo
entre essa e as atividades
anteriores, bem como as

experiéncias  adquiridas

Positiva
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um pouco de dificuldades,
construir o conceito de
conjunto dominio de uma

fungéo.

por meio da resolugao

destas.

05

Os
apresentardo dificuldades

estudantes nao
no desenvolvimento desta
devido a
obtida

atividade,

experiéncia nas
atividades anteriores, mas
se surgirem duvidas, estas
poderdo ser sanadas por
meio de ponderacbes que
gerem reflexdo e discusséo
em grupo, o que facilitara a

execussao da atividade.

Os

compreenderam bem o

alunos
procedimento e néao
tiveram dificuldades na
resolucdo da atividade.
Acreditamos que tudo é
resultado da experiéncia
adquirida nas atividades
desenvolvidas na primeira

secao de ensino.

Positiva

06

A nossa hipotese é que os
alunos apresentardo pouca
dificuldade no
desenvolvimento dessa
atividade, considerando

que sua execugdo €
semelhante ao processo de
resolucdo da atividade
anterior.

Acreditamos que 0S

discentes  terdo certa
dificuldade ao escrever a
conclusdo dessa atividade,
0 que pode ser resolvido
mediante ponderacbes do
professor que pode solicitar

aos alunos para comparar a

Os

apresentaram dificuldades

estudantes nao

na execucao dessa
atividade, pois ela possuia
um procedimento
semelhante ao utilizado na
anterior, o que facilitou a
da

necessaria

identificacéo
regularidade
para a elaboracdo das
observacfes e concluséo,
possibilitando aos

estudantes, identificar as

caracteristicas de uma
Funcao Sobrejetora,
construindo assim sua
definicéo. Destacamos

Positiva
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imagem (Im(f)) e o
contradominio (C(f)) de
cada funcao. Nesta etapa, a
nossa hipotese é que a
concluséo dos discentes se
aproximem ao maximo da
definicao de Funcéao

Sobrejetora.

que o0s discentes se
aproximaram bastante da
definicdo de uma Funcao

Sobrejetora.

07

A nossa hipétese é que os
alunos nao terao dificuldade

para desenvolver essa
atividade, considerando
gque seu processo de

resolucado é semelhante ao
da atividade anterior e as
experiéncias adquiridas.

Acreditamos que mesmo
percebendo que existem
funcdes que sao
simultaneamente injetora e
sobrejetora, os discentes
dificuldade

definir esse tipo de funcéo

sentirdo em
como bijetora, mas essa
dificuldade sera superada
por meio de ponderacdes
do professor, fazendo-os
refletir no significado do

prefixo BI.

Os

desenvolveram a atividade

estudantes

com facilidade, efetivando
sua conclusdo em tempo
habil, comparado com o
tempo de resolucdo da
atividade anterior. ApoOs
discussdo em grupo e
auxilio do professor, por
meio de perguntas que
promoveram reflexdo, a
maioria dos estudantes
conseguiram elaborara
conclusdes bem préximas
daquelas que
classificamos como
validas sobre a definicdo

de Funcéo Bijetora.

Positiva

A principio, os estudantes
apresentarao dificuldades,
estarem

por nao

familiarizados com esse

No inicio os alunos tiveram
muita dificuldade, pois néo

sabiam trabalhar com

grafico, e alguns néo
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tipo de atividade, mas apoés
a intervencao e

ponderacbes do professor,

sabiam o que sao retas
paralelas. Apos a

explicagéo do professor, a

08 | explicando o que séo retas | maioria dos estudantes Positiva
paralelas destacando o0s | conseguiram identificar as
pontos em que essa reta | caracterisiticas do gréfico
toca o gréfico, acreditamos | de uma Funcao Injetora
que 0s discentes
conseguirdo preencher os
guadros de observacédo e
conclusdo, apresentando
as caracteristica do grafico
de uma Funcgéo Injetora.
A nossa hipotese é que os | Os estudantes resolveram
estudantes realizardo essa | essa atividade com
atividade com mais | facilidade, em decorréncia
facilidade, considerando | da experiéncia obtida na
gue sua execucao € |resolucdo da atividade
semelhante ao processo de | anterior que possuia um
09 resolucdo da atividade | procedimento semelhante Positiva
anterior. ao utilizado nesta
Acreditamos que apoés as
ponderacdes do professor e
a discussdo em grupo, 0s
alunos identificardo as
caracteristicas do grafico de
funcao sobrejetora.
A nossa hipotese é que os | Os alunos conseguiram
estudantes realizardo essa | executar essa atividade
atividade com facilidade, | com facilidade, uma vez
considerando que sua | que ela seguia 0 mesmo
10 | execucdo € semelhante ao | procedimento das duas Positiva

processo de resolucdo das

atividades anteriores.
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duas atividades anteriores,
e notardo que B esta
relacionada a  funcao
bijetora, reconhecendo as
caracteristicas do gréfico

dessa funcéo.

A nossa hipétese é que os
alunos ndo apresentarédo
dificuldade no
desenvolvimento dessa
atividade, devido as
experiéncias adquiridas nas

atividades anteirores e a

Os
apresentaram dificuldades

estudantes nao
no desenvolvimento dessa

atividade, pois ela

apresentava um
procedimento analogo as

atividades anteriores. Mais

11 | semelhanca do processode | uma vez atribuimos o Positiva
resolucdo dessa atividade | sucesso dessa atividade, a
com a anterior, chegando | experiéncia que os alunos
facilmente ao objetivo de | adquiriram nas tarefas
perceber que em todas as | anteriores.
funcdes bijetoras a
guantidade de elementos
do dominio e do
contradominio € igual.
Acreditamos que os alunos | A maioria dos estudantes
serdo conduzidos ao erro | apresentaram uma
por utilizarem o senso | solucdo invalida para o
comum de que o todo é | problema, pois foram
sempre maior do que a |induzidos ao erro pela
parte. Neste sentido, a|ideia de que o todo é
12 | maioria ou todos eles | sempre maior que a sua Positiva
afirmardo que como o | parte.
conjunto dos numeros

naturais pares é uma parte

dos ndmeros naturais,
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entdo 0 conjunto dos
ndmeros naturais possui

mais elementos

13

Acreditamos que algumas
duplas apresentardo a
solugédo correta para esse
problema, devido a
experiéncia que 0S
discentes adquiriram por
meio da apresentacdo da
solucéo do problema 1, que
possui semelhanca com

esse problema, e das

guestdes envolvendo a

sistematizacdo do assunto.

A maioria dos estudantes
apresentaram uma

solucdo invalida, pois
foram conduzidos ao erro
pela ideia de que o todo é
sempre maior que a sua
parte. No entanto, 20%
deles, utilizaram o conceito
de bijecdo de funcéo
concluindo que a
quantidade de elementos
dos conjuntos dos
nameros inteiros é igual a

dos numeros naturais.

Positiva

14

A nossa hipotese é que a
maioria dos discentes nao
apresentara uma solucéo
correta para esse problema,
devido a complexidade de
sua resolucdo. Mesmo
considerando a experiéncia
adquiridas com a resolucéo
dos e a sua semelhanca
com 0s problemas

anteriores.

A resolucdo da atividade
foi efetivada muito rapida,
pois seu processo de
resolucdo era semelhante
ao utilizado nas atividades
12 e 13, mas nenhum
grupo conseguiu chegar a
uma solucéo valida para o
problema, porque ele
apresenta uma resolucao

muito complexa.

Positiva

7

Nossa hipotese é que a
principio o0s estudantes
apresentardo um pouco de
dificuldades no

desenvolvimento desta

Os discentes tiveram um
pouco de dificuldade no
inicio do desenvolvimento
dessa atividade, mas as

ponderacdes do professor,
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atividade, que poderéao ser
sanadas por meio das
ponderacbes do professor,
com questionamentos que
promovam  reflexdo e
discussao entre 0s grupos,
possibilitando que a maioria

dos grupos concluam que

reflexdo e

grupo,
acerca do conceito de

promovendo
discussdo em
Funcdo Bijetora e a
relacdo entre a quantidade
de elementos do dominio e
do contradominio dessa

funcdo, que somadas as

15 | todos os intervalos reais | experiéncias adquiridas na Positiva
possuem a mesma | realizacdo das atividades
cardinalidade, ou seja, a | anteriores, cujo processo
mema  quantidade de | de resolucéo eram
elementos. semelhantes ao uilizado

nessa atividade, fizeram
com que todos 0S grupos
conseguiram alcancar o
objetivo da mesma
A nossa hipotese é que os | Os discentes responderam
alunos ndo apresentardo | essa atividade com muita
dificuldade no | facilidade. Atribuimos esse
desenvolvimento dessa | sucesso as experiéncias
atividade, considerando a | adquiridas na resolucéo
experiéncia adquirida por | das atividades anteriores
eles na resolucdo das|que apresentavam um
16 | atividades anteriores, que | procedimento de Positiva

possuem um processo de
execussdo semelhante a
esta.

Acreditamos que 0S
discentes perceberdo que
existe uma funcdo bijetora
gue relaciona o intervalo de

nameros reais [0,1] e o

resolucdo semelhante ao
utilizado nessa atividade.

Dessa forma, os alunos
conseguiram aplicar a
bijecdo de conjuntos para
concluir que todo intervalo
real

possui a mesma
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conjunto dos numeros

reais, chegando a
conclusdo de que eles
possuem a mesma
cardinalidade, ou seja, a
mesma quantidade de

elementos.

cardinalidade do conjunto

dos numeros reais.

17

Acreditamos que devido a
experiéncia adquirida na
resolucdo de problemas
envolvendo a

da

cardianalidade de conjuntos

anteriores,

comparacao

numMéricos, alguns
estudantes conseguirao
resolver corretamente o

problema. concluindo que
existe infinito maior que o

outro.

Uma quantidade
consideréavel de
estudantes (40%)
apresentaram uma

solugdo valida para o
problema 4. Acreditamos
que as  experiéncias
adquiridas na resolucéo de
problemas anteriores, que
geraram as discussoes e
as reflexdes,
possibilitaram esse
percentual de solucbes

validas.

Positiva

Fonte: Experimentagéo, 2022.

Com base nas informacdes apresentadas no quadro anterior, podemos

observar que, comparando as analises a priori e a posteriori, verificamos que ocorreu

0 que haviamos previsto em nossa experimentacdo, resultando consequente em

validacbes positivas.

pesquisa.

A seguir, apresentamos as consideracdes finais de nossa
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CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desse trabalho foi analisar os efeitos da aplicacdo de uma sequéncia
didéatica para o ensino da compara¢do de conjuntos infinitos por meio de atividades
experimentais sobre a participacdo nas aulas, a construcdo de conceito e 0
desempenho dos alunos na resolugcédo de questbes que abordam o assunto e sua
aplicacdo. Buscando alcancar esse objetivo adotamos a Engenharia Didatica como
metodologia de pesquisa. Dessa forma, nosso trabalho foi organizado em quatro
etapas: analises prévias, concepcdo e andlise a priori, experimentacdo e andlise a
posteriori e validagéo.

Em nossas andlises prévias sobre o ensino de Funcdo realizamos um
levantamento dos aspectos historicos, matematicos e curriculares, além de uma
revisao literaria, consulta aos estudantes sobre o ensino e aprendizagem do tema, e
um estudo das tendéncias da Educacdo Matematica, onde destacamos o Ensino por
Atividades Experimentais e a Resolucéo de Problemas como Ponto de Partida.

Os aspectos histoéricos das Func¢des evidenciaram a importancia da Historia da
Matematica como metodologia de ensino, 0s aspectos curriculares sinalizam para a
necessidade da utilizacdo de novas metodologias que tenham o aluno como
protagonista na constru¢cdo do seu conhecimento, bem como de modelos que Ihe
permita interpretar e investigar em Matematica e, dessa forma, continuar aprendendo.

A revisdo literaria possibilitou a construgcdo de um panorama que facilitou a
compreensao do assunto, promovendo o norteamento da pesquisa. E por fim, a
consulta realizada junto aos estudantes sobre o ensino e aprendizagem do tema,
revelou que os discentes tém muita dificuldade em aprender os conteudos que
envolvem Funcéo, sobretudo sua representacéo grafica, porque conforme a pesquisa,
a metodologia de ensino de matematica mais utilizado é a tradicional, na qual o
professor apresenta conceito, exemplos e, em seguida, propde uma lista de
exercicios.

Na segunda etapa da nossa pesquisa, concepcdo e andlise a priori,
apresentamos as atividades que integraram a nossa Sequéncia Didatica e, apartir das
analises prévias de cada uma delas, levantamos hipoteses do que pudesse ocorrer
durante a aplicacédo das atividades, destacando as dificuldades que poderiam surgir e
o modo como cada uma delas poderia ser sanada, e durante a aplicacdo da Sequéncia

Didatica foi constado que essas hip6teses estavam corretas.
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Na etapa da experimentagéo, descrevemos como ocorreu a aplicagdo da nossa
Sequéncia Didética, constituida por 17 (dezessete) atividades, que foram
desenvolvidas em seis encontros, denominados sesséo de ensino. A priori, realizamos
o diagndstico incial, através da aplicagdo do questionario socioecondmico, que
embasou a construcdo do perfil desses estudantes, e do Pré-Teste, composto por
treze questbes sobre Funcdo com énfase na Funcdo Bijetora e sua aplicacdo na
comparacao da cardianlidade ou quantidade de elementos de conjuntos infinitos.
Destacamos que Nenhum dos estudantes conseguiu efetuar a resolucdo de todas as
guestbes do Pré-Teste, 0 que evidenciou uma acentuada dificuldade em relacao a
tematica do nosso trabalho.

No ultimo encontro apresentamos o video Os Infinitos de Cantor e, em seguida,
aplicamos o PoOs-Teste, com o objetivo de verificar os avancos alcancados pelos
discentes na aprendizagem dos contetdos abordados em nossa pesquisa.

Na ultima etapa da pesquisa, a andlise a posteriori e validacéo, realizamos a
analise estatistica dos resultados do experimento, confrontando as analises a priori e
a posteriori de cada atividade que compfe a Sequéncia Didatica, bem como 0s o
desempenho dos estudantes no Pré-Teste e Pés-Teste, 0 que possibilitou verificar se
houve uma melhoria significativa na aprendizagem dos alunos e se esse sucesso
deve-se a metodologia utilizada no desenvolvimento dessa Sequéncia Didatica.

Nesse sentido, as correlacdes presentes na secdo da analise a posteriori,
indicaram que os fatores socioecondmicos nao influenciaram nos resultados do poés-
teste, visto que o gosto pela matematica, a escolaridade dos responsaveis, a
frequéncia de estudos de mateméatica fora da escola e o interesse nas aulas da
referida disciplina ndo apontaram nenhuma correlacdo perfeita ou forte que
influenciasse significativamente nos resultados alcancados pelos participantes da
pesquisa. Assim, podemos considerar que a metodologia adotada para nosso trabalho
contribuiu de forma significativa para o sucesso da experimentacao.

O Teste de Hipdtese, mostrou que as notas do Pds-teste apresentaram
melhoras bem significativas em relacdo as notas do Pré-teste, 0 que nos permite
atribuir esse bom desempenho a metodologia de ensino adotada, e que nossa
sequéncia didatica foi bem-sucedida, em relacdo ao contetudo estudado.

Diante de tudo o que foi exposto anteriormente, podemos afirmar que o objetivo

da nossa pesquisa foi alcangado, uma vez que a nossa sequéncia didatica obteve
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éxito em proporcionar a participagao e o avanco na aprendizagem dos discentes sobre
Bijecdo de Funcao e sua aplicagcdo na comparacao de conjuntos infinitos.

O sucesso alcancado por meio da aplicacdo da noosa Sequéncia Didatica
evidencia que ela pode auxiliar a pratica docente, sendo utilizada para o ensino da
comparacao de conjuntos infinitos, bem como outros conhecimentos relacionados a
este, tais como fungcédo com énfase na funcédo bijetora. Dessa forma, o conjunto de
atividades aqui apresentadas constitui o Produto Educacional intitulado: O Ensino da
Comparacédo de Conjuntos Infinitos por meio de Atividades Experimentais, que pode
auxiliar na pratica de ensino de Mateméatica no Ensino Basico.

Esperamos que nossa investigagdo possa contribuir com trabalhos de outros
pesquisadores da area de Educacdo Matematica, além de ser uma ferramenta que
auxilie na pratica docente de Matematica, contribuindo significativamente com o
processo de ensino e aprendizagem de Funcdo com énfase na Bijecdo de Funcéo e
sua aplicacado na comparacdo de conjuntos infinitos, promovendo o protagonismo do

estudante na construcéo do seu conhecimento.
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APENDICE A - PERFIL DISCENTE: QUESTIONARIO SOCIOEDUCACIONAL

UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA
CENTRO DE CIENCIASSOCIAIS E EDUCACAO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E INFORMATICA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DE MATEMATICA

PERFIL DISCENTE: QUESTIONARIO SOCIOEDUCACIONAL

Prezado(a) aluno (a),

Estamos realizando um estudo que busca a melhoria do processo de ensino-aprendizagem da
Matematica. Para o éxito deste trabalho necessitamos de sua colaboracdo respondendo as
questdes abaixo. Desde ja agradecemos sua colaboracdo e garantimos que as informacgoes
prestadas serdo mantidas em total anonimato.

1- Idade: anos  2- Género: o Masculino o Feminino 3- Série/Ano

4- Tipo de escola que estuda? oMunicipal o Estadual o Conveniada o Outra

5- Vocé ja ficou em dependéncia? o Ndo o Sim. Em quais disciplinas?

6- Vocé gosta de Matematica? o Nao gosto O Suporto 0O Gosto um pouco 0 Adoro
7- Qual a escolaridade do seu responsavel masculino?

0 Superior OMédio 0O Fundamental o Fundamental incompleto 0 Nao estudou

8- Qual a escolaridade da sua responsavel feminina?

0 Superior 0 Médio 0 Fundamental 0 Fundamental incompleto o Nao estudou

9- Quem lhe ajuda nas tarefas de matematica?

0 Professor particular o Familia o Ninguém o Outros. Quem?
10- Com que frequéncia vocé estuda matematica fora da escola?

0 Todo dia o Somente nos finais de semana 0 No periodo de prova o S6 na véspera da
prova

o Nao estudo fora da escola.

11- Vocé consegue entender as explicacdes dadas nas aulas de matematica?

O Sempre O Quase semprec 0O AS vezes 0O Poucas vezes 0O Nunca

12- As aulas de Matematica despertam sua atencdo em aprender os contetdos
ministrados?

Osim ©Ondo O asVezes

13- Vocé consegue relacionar os contetidos matematicos ensinados em sala de aula com
seudiaadia? o Sim ©N#o o As vezes

14-Como voce se sente quando esta diante de uma avaliagcdo em matematica?

O Contente 0 Tranquilo ©com Medo 0 Preocupado 0 com Raiva 0 com Calaftrios
15- Quais formas de atividades e/ou trabalho que seu Professor (a) de matematica mais
utiliza para a avaliacéo da aprendizagem?

O Provas/simulado o Testes semanais 0O Semindrios 0O Pesquisas 0 Projetos

0 Outros. Quais?
16- Vocé j& estudou Funcgdo Bijetora? oSim ©oNao Quando?
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17- Seu professor de matemética demonstra dominio do contetdo Funcéo Bijetora?
oSim  ©ONao

18- Quando vocé estudou Funcéo Bijetora a maioria das aulas:

0 Iniciaram pela defini¢do seguida de exemplos e exercicios;

0 Iniciaram com a histéria do assunto para depois explorar os conceitos;

0 Iniciaram com uma situa¢ao problema para depois introduzir o assunto;

O Iniciaram com um modelo para situacdo e em seguida analisando o modelo;
0 Iniciaram com jogos para depois sistematizar os conceitos.

19- Para praticar o contetdo de Funcao Bijetora:

O Apresentar uma lista de exercicios para serem resolvidos;

O Apresentar jogos envolvendo o assunto;

O Solicitar que os alunos resolvessem os exercicios do livro didatico;

0 Nao propunha questoes de fixacgao;

O Solicitava que os alunos procurassem questdes sobre o assunto para resolver.

29- Com base na sua experiéncia quando vocé estudou Funcdo com énfase em Funcéo
Bijetora, preencha o quadro a seguir.
(MF: Muito Facil; F: Facil; R: Regular; D: Dificil;, MD: Muito dificil)

Contetdo Voceé lembra Qual grau de dificuldade que vocé
de ter teve para aprender?
estudado?

Sim Nédo | MF F R D MD

. Definicéo de Funcgéo

. Dominio de uma funcéo

. Contradominio de uma funcéo

. Imagem de uma funcéo

. Identificacdo da imagem de um elemento

. Célculo da imagem de um elemento

. Reconhecer o grafico de uma Funcéo

OINO|OTPD|WIN|F-

. Funcéo Injetora

9.

Reconhecer o grafico de uma Funcdo Injetora

10. Funcdo Sobrejetora

11. Reconhecer o grafico de uma Funcéo
Sobrejetora

12. Funcdo Bijetora

13. Reconhecer o grafico de uma Funcéo
Bijetora

14. Aplicacdo da Funcéo Bijetora

15. Cardinalidade de um conjunto
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APENDICE B - Termo de Consentimento e Livre Esclarecido (TCLE)

UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA
CENTRO DE CIENCIAS SOCIAIS E EDUCACAO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E INFORMATICA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé esta sendo convidado (a) para participar da pesquisa intitulada O Ensino de
Bijecdo de Funcgéo por Atividades, sob a responsabilidade do orientador Pedro
Franco de Sa e orientando Euvaldo Soares da Silva, vinculados a Universidade do
Estado do Para.

Nesta pesquisa pretendemos aplicar uma sequéncia didatica para verificar os efeitos
desta no Ensino de Bijecdo a partir do desenvolvimento dos estudantes. A sua
colaboracdo na pesquisa sera preencher o questionario com as perguntas
norteadoras para a realizacdo da mesma, participar dos testes e das atividades
propostas.

Ressaltamos que em nenhum momento vocé sera identificado. Os resultados da
pesquisa serdo publicados e ainda assim a sua identidade sera preservada. Vocé néo
tera gasto ou ganho financeiro por sua participacdo. Nao ha riscos. Os beneficios
serdo de natureza académica com um estudo estatistico dos resultados obtidos sobre
O Ensino de Bijecao de Funcéo por Atividades Experimentais.

Vocé é livre para deixar de participar da pesquisa a qualquer momento sem nenhum
prejuizo ou coacao.

Uma via original deste Termo de Consentimento Livre e Esclarecido ficara com vocé.
Qualquer duvida a respeito da pesquisa, vocé podera entrar em contato com: Pedro
Franco de S& e orientando Euvaldo Soares da Silva por meio da Coordenacédo do
Mestrado Profissional em Ensino de Mateméatica (PMPEM)do Centro de Ciéncias
Sociais e Educacéo (CCSE) da Universidade do Estado do Para(UEPA): Tv. Djalma
Dutra s/n.Telegrafo. Belém-Para- CEP: 66113-010; fone: (91) 4009-9501.

Belém, de 2022.

Assinatura do pesquisador
Eu,

aceito participar do projeto citado acima, voluntariamente, apos ter sido devidamente
esclarecido.

Participante da pesquisa
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APENDICE C - Termo de Consentimento e Livre Esclarecido (TCLE) para o

responséavel do aluno menor de 18 anos

UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA
CENTRO DE CIENCIAS SOCIAIS E EDUCACAO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E INFORMATICA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DA MATEMATICA

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé esta sendo convidado (a) para participar da pesquisa intitulada O Ensino de
Bijecdo de Funcdo por Atividades Experimentais, sob a responsabilidade do
orientador Pedro Franco de Sa e orientando Euvaldo Soares da Silva, vinculados a
Universidade do Estado do Para.

Nesta pesquisa pretendemos aplicar uma sequéncia didatica para verificar os efeitos
desta no Ensino de Bijecdo a partir do desenvolvimento dos estudantes. A sua
colaboracdo na pesquisa sera preencher o questionario com as perguntas
norteadoras para a realizacdo da mesma, participar dos testes e das atividades
propostas.

Ressaltamos que em nenhum momento vocé sera identificado. Os resultados da
pesquisa serdo publicados e ainda assim a sua identidade sera preservada. Vocé néo
tera gasto ou ganho financeiro por sua participacdo. Nao ha riscos. Os beneficios
serdo de natureza académica com um estudo estatistico dos resultados obtidos sobre
O Ensino de Bijecdo de Funcédo por Atividades Experimentais.

Vocé é livre para deixar de participar da pesquisa a qualquer momento sem nenhum
prejuizo ou coacao.

Uma via original deste Termo de Consentimento Livre e Esclarecido ficara com vocé.
Qualquer duvida a respeito da pesquisa, vocé podera entrar em contato com: Pedro
Franco de S& e orientando Euvaldo Soares da Silva por meio da Coordenacédo do
Mestrado Profissional em Ensino de Mateméatica (PMPEM)do Centro de Ciéncias
Sociais e Educacdo (CCSE) da Universidade do Estado do Para (UEPA): Tv. Djalma
Dutra s/n.Telegrafo. Belém-Para- CEP: 66113-010; fone: (91) 4009-9501.

Belém, de de 2022.

Assinatura do pesquisador

Eu, autorizo
gue meu/minha filho(a)

participar do projeto citado acima, voluntariamente, apds ter sido devidamente
esclarecido.

Assinatura do responséavel
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ANEXOS



ANEXO 1 — FICHA DE OBSERVACAO DE AULA DE REDESCOBERTA

Nome do Professor:

Data: [/ [/

Nome o observador:

Ano: Atividade:

Horario: Inicio: h Término: h Quantidade de alunos da turma:_
Objetivo da atividade:

Quantidade de grupos formados:

MOMENTOS DOCENTE GRUPO
Dirigiu as agdes? () sim ( ) em partes ( ) ndo Grupos | o1 | 02 | 03 | o4 | o5 | 06 | 07 |08 [09 | 10
Orientou a formacao das equipes? Pergunta Os componentes foram receptivos?
()sm(Jem parte ()ndo sim OlOlOlOololololololo
D lanejad ividade? Em parte () () () () () () () () () ()
o o il Y g dade Ndo D OO OO OO |y ay] )
Evitou que os alunos desperdigassem tempo com agoes Desperdigcou tempo com agdes alheias a organizagdo?
al~he|aséorgan|za<;éo daturma? ( ) sim ( ) em parte () Sim
e olaToTolalalalallo
Foi objetivo? () sim ( ) em parte ( ) ndo () () () () () () () () | () ()
Mostrou entusiasmo? ( )sim ( )em parte ( ) ndo O grupo foi formado espontaneamente?
Obs: Sim () () () () () () () () | )| )
Em parte () () () () () () () () | )y )
N&o () () () () () () () ()Y | )| )
Obs.:
Distribuiu o material necessario? Mostrou estar atento as orienta¢des do professor?
( )sim ()em parte ()néo Sim () ()Y )y )Yy [ )y )y ¢y p o)y o))
Mostrou estar motivado? Elrp parte () () () () () () () () () ()
( )sim () em parte ( ) ndo ao0 () ()Y [ C)Yy [ C) | C) ( ) (CH) ) ) ()
Mostrou seguranca? Mostrou-se motivado?
()sim ()em parte () néo Sim () () () () () C)y 1Y)y (C) | )
Apresentacdo | Obs.: Em parte () () () () () ()Y ()Y )Yy [ )| ()
Nao () () () () () ()Y Y[y [ C) | )
Demonstrou ter entendido a proposta da atividade?
Sim () () () () () ()Y 1)y )y [C) | )
Em partes () () () () () ()Y 1Yy p )y ()| )
N&o () () () () () () 1) 1) )] )

Obs.:




MOMENTOS DOCENTE GRUPO
Deu liberdade para a equipe trabalhar liviemente? Grupos
()sim ( )em partes ( )néo 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
Supervisionou o desenvolvimento das acdes? Pergunta Mostrou dinamismo através dainteracdo dos componentes?
( )sim ()emparte ()ndo Sim () () () () () () () () | ()| )
Tirou davidas quando solicitado ou ao perceber as Em parte () () () () () () () () )y ()
dificuldades? ( )sim ()emparte () ndo Nao () () () () () () () () | )| O)
Orientou com clareza e precis&o sem constrangimento? Conseguiu seguir as instru¢cdes previstas no roteiro com facilidade?
()sim ()emparte ()ndo Sim () () () () () () () ()| C) ()
i Em parte () () () () () () () ()| C) ()
= M I ? =
Execugdo | Ve O am marte () ndo N0 OOl OO0 OO0 0
?";’Ssti:;’u(sig;;agg?;( ) néio Ficou trabalhando, fazendo a atividade, juntos?
Obs.: Sim
() () () () () () () )| ) ()
~,parte 0 T O T O O T O T O I O I OO I I (D I IO
() () () () () () () ()| ) ()
Solicitou orientacédo do professor?
Sim () () () () () () () () () ()
Em parte () () () () () () () () () ()
N&o () () () () () () () () () ()
Sentiu-se motivado para a execug¢do da atividade?
Sim ()Y 1)y )y )y pe)yp o)y po)ype)yypo)yp o)
Em parte ()Y 1)y )y )y e)yp o)y o)ypeyypo)yp o)
Néo () )Yy )y | )y C)yp o)y C)yyjpo)yypo)yp o)
Supervisionou e auxiliou o grupo quando solicitado ou Conseguiu registrar as informagégs produzidas durante a execuc¢ao
quando percebeu necessidade? com facilidade?
Jlarelalaginigiag
Most t tivado? Em parte
()sim () Em parte. ( )ndo Nao OlOlOTOlO]O[OO]lO O
Demonstrou seguranga? Necessitou ou solicitou orientac&o para o registro das informagoes
: . ( )sim ()Emparte ( )ndo produzidas?
Sistematizacao 55 sim
S () () () () () ()Y 1)y )y )y )
o partes O OO OLOalao]lol 0
() () () () () () )Y )y | )] ()

Obs.:




MOMENTOS DOCENTE DISCENTES
(S“F;e;i‘r’:fio?"‘)‘;aﬁfep”a‘i‘t’eger(gug“na;opara°gr“p‘)? Grupos 0L | 02 | 03 | o4 | o5 | o6 | 07 | 08 | 09 | 10
Orientou através de questionamentos para a descoberta da Descobriu uma relacdo valida a partir das andlises das informacdes
relacdo? ( )sim ( )em parte () ndo Pergunta registradas?
i Sim () () () () () () () ()| )y )
) o S NS e () o Em parte OO OOl Oal 0
N&o () () () () () () () ()Y | )y )
Demonstrou seguranca? ) Sentiu-se a vontade para solicitar orientacdo?
| e em—— OlOlolololololololo
Andlise D ; 307 an parte
C ram Yoy ¢ ) o Nao OlOlOTOlOLTO OO O] O
Obs.: Apresentou motivagdo para a andlise?
()
sim O] OO OO OO0 )
() () () () () () () ()| )
— parte Ol Ololol] 9
Registrou na ficha sua conclusao?
Sim () () ()y| )y ) () ()| )Yy C)yp )
Em parte () () ()y| )y | ) () ()| )Yy C)yp )
N&o () () ()| )y | ) () ()| )] )y )
Disponibilizou o espago no quadro a elaboracdo das
consideracdes finais? Registrou sua concluséo no quadro?
( )sim ( )emparte ( )néo
Sim () () [ )Y Oy p )y p )y pre)yp C)ypo)p )
Mostrou estar motivado para os registros no quadro pelos | Em parte () () () () () () () ()| () ()
alunos? ( )sim ( )emparte ( )ndo N&o () () () () () () () ()] () ()
Mostrou segurancga para o registro no quadro pelos alunos? : .
()sim_(_)em pate (_)nao _ ! Mostrou-se motivado para o registro no quadro?
N o F t t t a
Bl - Gocquado? ( )sim  ( dempare ( )ndo | Sim O 1O O[O OO0 OO
Elaborou conjuntamente com a turma a concluséo da Em parte g ; g ; g g g g g ; E ; E ; E ; E ; E ;
turma? (_)sim ( )emparte ( )ndo Nao
Deixou claro que a atividade realizada ndo é uma Elaborou uma conclus&o no formato adequado?
demonstracéo do resultado obtido? .
,(Ap)r:sir:nto(u Lrirg ?s:rfulé rzar:ioexpressar a concluséo da Elr?:partes g ; g ; g ; g ; E ; E ; E ; E ; E ; E ;
atividade? ( ) sim ( )emparte ( )nédo Nao () () ) () () () () () () ()
Propés atividade de aprofundamento? Obs.:
( )sim ( )emparte ( )nédo




ANEXO 2 — PERFIL DISCENTE: QUESTIONARIO SOCIOECONOMICO

UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA

CENTRO DE CIENCIAS SOCIAIS E EDUCAGAO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, ESTATISITICA E INFORMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM ENSINO DE MATEMATICA

Prezado(a) aluno(a),

Estamos realizando um estudo que busca a melhoria do processo de ensino-aprendizagem
da Matemaética. Para o éxito deste trabalho necessitamos de sua colaboracao respondendo
as questbes abaixo. Desde ja agradecemos suacolaboragao e garantimos que as informacdes
prestadas serdo mantidas em total anonimato.

1- Idade: anos 2- Género: o Masculino o Feminino 3- Série:
Ano4- Tipo de escola que estuda? o Municipal o Estadual o

Conveniada
5- Vocé ja ficou em dependéncia? o Nao o Sim. Em quais disciplinas?

6- Vocé gosta de Matematica? o Nao gosto o Suporto o Gosto um pouco o Adoro
7- Qual a escolaridade do seu responsavel masculino?
o Superior o Médio o Fundamental o Fundamental incompleto o N&o estudou

8- Qual a escolaridade da sua responsavel feminina?

o Superior o Médio o Fundamental o Fundamental incompleto o N&o estudou

9- Quem lhe ajuda nas tarefas de matematica?

o Professor particular o Pai o Mae o Amigo da escola o Namorado(a) o Ninguém
o Outros. Quem?
10 - Com que frequéncia vocé estuda matematica fora da escola?

o Todo dia o Somente nos finais de semana o No periodo de prova o Sé na véspera da
prova

o N&o estudo fora da escola.
11 - Vocé consegue entender as explicacfes dadas nas aulas de matemética?
o Sempre o Quase sempre o Asvezes o Poucas vezes o Nunca

12 - Quais formas de atividades e/ou trabalho o seu Professor (a) de matematica mais
utiliza paraa avaliacdo da aprendizagem?

oProvas/simulado oTestes semanais oSeminarios oPesquisas oProjetos oOutros. Quais?

13- As aulas de Matemética despertam sua atengdo em aprender os conteudos
ministrados?

oSim oNdo oAs vezes

14- A maioria das suas aulas de matematica:

o Iniciaram pela definicdo seguida de exemplos e exercicios;

o Iniciaram com a histéria do assunto para depois explorar 0s conceitos;

o Iniciaram com uma situacdo problema para depois introduzir o assunto;

o Iniciaram com um modelo para situa¢do e em seguida analisando o modelo;

o Iniciaram com jogos para depois sistematizar 0s conceitos.

15-Para praticar o contetdo de matematica seu professor costumava:

o Apresentar uma lista de exercicios para serem resolvidos;

o Apresentar jogos envolvendo o assunto;

o Solicitar que os alunos resolvessem os exercicios do livro didético;

o N&o propunha questdes de fixagéo;

oSolicitava que os alunos procurassem questdes sobre o assunto para resolver.
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