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1 O QUE ESPERAR DESTE RECURSO EDUCACIONAL?

O recurso educacional aqui apresentado constitui-se do presente documento orientador
e do web site “Animagdes e Jogos em andlise Combinatéria”, desenvolvido pelo autor e dispo-

nivel no endereco:
<https://sites.google.com/view/analisecombinatoria/principal>

As animacdes e jogos (ou histdrias interativas) disponibilizados no site foram produ-
zidas no ambiente Scratch visando auxiliar no processo de ensino e aprendizagem de Ana-
lise Combinatéria, melhorar o desempenho dos estudantes e professores em relacdo ao tema
e desenvolver o raciocinio combinatdrio através de diferentes tipos de problemas da area (em
especial, Arranjo, Combinacdo e Permutacdo). Sao enfatizados os principios multiplicativo e
aditivo, como estratégia de resolugdo, e a drvore de possibilidades, como estratégia de resolucao
e representacao gréfica. O site foi elaborado com o intuito de incentivar o uso de tecnologias
digitais por professores, além de explorar potencialidades do ambiente de programacgao Scratch
e formas de integra-lo as aulas de Matematica.

Acredita-se que as histdrias interativas possam instigar o interesse do aluno, por estarem
inseridas no mundo digital, despertando a curiosidade e aumentando a motivagao e criatividade
do aluno nas aulas de Combinatéria. Ainda, em relacdo ao processo de ensino e aprendiza-
gem, entende-se que para o desenvolvimento do raciocinio combinatério € importante trabalhar
com diferentes tipos de problemas, diversas estratégias e diferentes representacdes. Foram pro-
postas oito histdrias interativas que exploram diferentes tipos de problemas de Combinatdria,
utilizando os principios aditivo e multiplicativo e, sempre que possivel, auxiliados pela repre-
sentacao da arvore de possibilidades. Destaca-se que algumas das atividades propostas foram
inspiradas em problemas apresentados pela OBMEP e pelo ENEM (provas de importancia e
abrangéncia nacional).

Mais explicagdes sobre os conceitos citados acima serd encontrado na sequéncia da
leitura, assim como orientagdes sobre as atividades encontradas no site.

O Capitulo 2 destina-se a apresentar o site desenvolvido e a plataforma utilizada -
Scratch. A compreensdo do funcionamento do Scratch ndo € necessaria para a utilizagdo do
site. Porém, o professor podera explorar mais a fundo suas funcionalidades a partir desta apre-
sentacao.

No Capitulo 3, o leitor encontrard alguns detalhamentos sobre o ensino de Andlise
Combinatéria. Sdo identificadas habilidades presentes na Base Nacional Comum Curricular
- BNCC, relacionadas ao tema. Neste capitulo é também apresentada uma divisao em diferen-
tes tipos de problemas de combinatdria, com explicagdes.

No Capitulo 4 sdo apresentados conceitos de Analise Combinatéria, que sdo utilizados
e apresentados no site. Neste capitulo, o leitor encontrard formaliza¢des e exemplos resolvidos.

O Capitulo 5 contém uma descricao das histérias interativas presentes no site. Sao


https://sites.google.com/view/analisecombinatoria/principal

relacionados, para cada histéria interativa, os tipos de problemas trabalhados, as estratégias de
resolugdo utilizadas, a representagdo fornecida e as habilidades da BNCC relacionadas. Em
algumas situagdes, a resolucdo do problema ¢ feita em mais detalhes.

O leitor interessado em um estudo mais completo estd convidado a ler e estudar a Dis-

sertacio de Mestrado! a partir da qual foi desenvolvido o presente recurso.
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2 EXPLICACAO SOBRE O SITE E SCRATCH

As histérias interativas foram produzidas no ambiente de programacao Scratch, enfati-
zando estratégias de resolugdo de problemas combinatorios a partir dos principios multiplicativo
e aditivo, bem como da arvore de possibilidades. Para organizagdo dessas historias interativas,
utilizando tecnologias digitais, optou-se por elaborar um site para a sua hospedagem.

O Google Sites é uma plataforma estruturada para criacido de wikis' e paginas da Web,
que € disponibilizado gratuitamente pelo Google. Nessa plataforma foi desenvolvido o site
“Animacoes e Jogos em andlise Combinatéria” (Figura 1) para hospedar as histdrias interativas

criadas no Scratch.

Figura 1 — P4gina do site “Animagdes e Jogos em anélise Combinatdria”
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Segundo Morgado (1991, p. 1), a Andlise Combinatéria é a parte da ati lisa estruturas e relagdes discretas. Em outras

palavras, pode-se definir a Andlise Combinatéria como sendo a parte da Matemtica que trata de problemas onde sujeitos, seres, objetos,

elementos alfanuméricos ou outros elementos se relacionam em uma determinada regra, ordem, sequéncia, ou outra relagio exigida.

Fonte: O autor, 2025.

O Google Sites permite que sejam incorporados, a estrutura do site, recursos desen-
volvidos em outras plataformas como, por exemplo, Scratch online. Deste modo, € possivel
distribuir as atividades, ao longo de uma pagina web.

O Scratch é uma linguagem de programacio baseada em blocos. E desenvolvido e
mantido pela Equipe Scratch no grupo Lifelong Kindergarten Group no Media Laboratory do
Massachusetts Institute of Technology (MIT).

Segundo Zoppo (2017, p. 67), o Scratch € acessivel a um publico inexperiente em lin-
guagens de programacao, e erros de sintaxe sao dificeis de acontecer, pois € mais intuitivo, uma
vez que a comunicacao entre quem estd programando e o computador se d4 por meio de soltar
e arrastar blocos como um encaixe de pecas. E gratuito e pode ser utilizado diretamente no
navegador, a partir de seu web site. Funciona na maioria dos navegadores, em computadores
e dispositivos moveis. O Scratch possui também uma versdo offline, na qual se pode criar e
visualizar projetos (atividades desenvolvidas no Scratch) quando ndao houver conexio com a

Internet, necessitando apenas descarregar e instalar o aplicativo Scratch no dispositivo. Nao é

' Um wiki é um site projetado para que grupos de pessoas capturem e compartilhem ideias rapidamente.



necessdrio nenhum tipo de licenca para utilizar o Scratch. Inclusive, o site incentiva o fomento a
criatividade, compartilhando livremente codigo, arte, musica e outros trabalhos. Essas caracte-
risticas permitem, ao professor e aos alunos, criar suas proprias histdrias interativas, animagdes
e jogos, para as diferentes dreas do conhecimento.

O site do Scratch? (Figura 2) disponibiliza, dentre outras informagdes, vdrios tutoriais

que auxiliam no entendimento dos comandos.

Figura 2 — Pagina principal do Scratch
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Fonte: O autor, 2025.

Ap6s realizar o login no site, é disponibilizado a cada usudrio, um espago para cri-
acdo (Scratch online) e armazenamento de projetos construidos. Ainda, permite a consulta/
remixagem® de projetos existentes, contribuindo para uma melhor compreensdo dos recursos
disponiveis no ambiente.

Os projetos podem ser executados imediatamente na bandeira verde ou acessados atra-
vés do link do projeto. Quando clica-se no link do projeto, abre-se uma nova janela diretamente
no site do Scratch, onde encontra-se o botdo "Ver interior"que estd no canto superior direito.
Clicando nesse botao, tem-se acesso aos comandos do projeto. Neste sentido, pode-se ver e
aprender os comandos para reproduzi-los em um novo projeto, ou ainda, alterar os comandos
e testar os resultados, porém, essas alteracdes ndo podem ser salvas. No botdo em formato de
globo que fica no canto superior esquerdo pode-se trocar o idioma dos comandos.

Natela do Scratch (Figura 3), tem-se, a direita, a visualizacdo de como estd o seu projeto
e, abaixo, os atores que podem ser acrescentados ou excluidos. Na faixa do meio do Scratch
ficam os comandos do ator selecionado onde € possivel modificar ou arrastar novos comandos
que ficam disponiveis no lado esquerdo da tela na aba c6digo. No lado esquerdo também esta
a aba fantasia no qual pode-se modificar a aparéncia dos atores e a aba som em que o ruido ou

som dos atores podem ser alterados.

2
3

<http://scratch.mit.edu>
Segundo os desenvolvedores, a ideia de remixagem estd ligada a dado um projeto ja construido, importa-lo
para seu espaco de armazenamento e, entdo, aperfeicod-lo.


http://scratch.mit.edu

Figura 3 — P4gina de um projeto do Scratch

Modtita

Fonte: O autor, 2025.

Considerando as caracteristicas de livre acesso apontadas acima, optou-se por utilizar
o site e o Scratch como ferramentas para a criagdo de histérias interativas a serem apresenta-
das e disponibilizadas na Educacdo Bésica. Espera-se que professores e alunos, de diferentes
lugares do pais, possam utilizar o site para retomar e ampliar conceitos relacionados a Combi-
natoria e ao uso de tecnoldgicas digitais no processo de ensino e aprendizagem, em especial, da

Matematica.



3 PARAMETROS PARA O ENSINO DA ANALISE COMBINATORIA

O ensino da Combinatéria € sugerido nos PCN do Ensino Médio (BRASIL, 1999, p.
45), porque

As habilidades de descrever e analisar um grande nimero de dados, realizar
inferéncias e fazer predicdes com base numa amostra de populagdo, aplicar as
ideias de probabilidade e combinatdria a fendmenos naturais e do cotidiano sdo
aplicacdes da Matemdtica em questdes do mundo real que tiveram um cresci-
mento muito grande e se tornaram bastante complexas. Técnicas e raciocinios
estatisticos e probabilisticos sdo, sem divida, instrumentos tanto das Ciéncias da
Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra como serd importante uma
cuidadosa abordagem dos contetidos de contagem, estatistica e probabilidade no
Ensino Médio, ampliando a interface entre o aprendizado da Matematica e das
demais ciéncias e dreas.

Na Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, 2018) identifica-se, para as
diferentes etapas da Educacdo Bésica, sete habilidades relacionadas ao objeto de conhecimento

“Problemas de Contagem” (Quadro 1).

Quadro 1 — Habilidades Combinatéria

EF0O4MAO8 | Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipuldvel, problemas
simples de contagem, como a determinac¢do do nimero de agrupamentos
possiveis ao se combinar cada elemento de uma cole¢do com todos os ele-
mentos de outra, utilizando estratégias e formas de registro pessoais.
EFO5MAQ9 | Resolver e elaborar problemas simples de contagem envolvendo o prin-
cipio multiplicativo, como a determina¢do do nimero de agrupamentos
possiveis ao se combinar cada elemento de uma colecdo com todos os ele-
mentos de outra cole¢ao, por meio de diagramas de arvore ou por tabelas.
EFO8MAO3 | Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucao envolva a apli-
cacdo do principio multiplicativo.

EM13MAT310 | Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos or-
dendveis ou ndo de elementos, por meio dos principios multiplicativo e
aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.
EMI13MAT311 | Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatorios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que en-
volvem o cdlculo da probabilidade.

EM14MAT312 | Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de probabilidade
de eventos em experimentos aleatdrios sucessivos.

EMI13MATS511 | Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espacos amostrais, discretos
ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicagdes no
calculo de probabilidades.

Fonte: (BRASIL, 2018)

E recomendado que o ensino de Combinatdria potencialize a utilizacdo de diferentes
estratégias na resolucdo dos diferentes tipos de problemas, evitando-se, assim, a simples apli-
cacdo de formulas. Essas ideias sdo corroboradas pelos Guias do Programa Nacional do Livro
Didatico - PNLD para o Ensino Médio (BRASIL, 2011, p. 29; BRASIL, 2014, p. 92) ao



afirmarem que € “prejudicial um ensino que habitue o aluno a sempre tentar resolver qualquer
problema de contagem com o uso somente de férmulas”.

As recomendagdes, das propostas curriculares, sdo para nao deixar de lado a estratégia
de resolucdo baseada nos principios multiplicativo e aditivo. Pois, o principio multiplicativo,
pode ser mobilizado na resoluc@o dos diferentes tipos de problemas combinatérios (produtos
cartesianos, arranjos, combinacdes e permutagdes) e ser base da constru¢do de procedimentos
formais da Andlise Combinatéria (férmulas). O principio multiplicativo pode, também, em
algumas situagdes, ser combinado ao principio aditivo, constituindo-se assim mais uma ferra-
menta para a resolucdo de problemas (LIMA, 2015).

Os Quadros 2 e 3 apresentam exemplos dos diferentes tipos de problemas combinaté-

rios, com ou sem condicdo, resolvidos por meio do principio multiplicativo, bem como desta-

cam os invariantes operatdrios para cada um desses problemas.

Quadro 2 — Tipos de Problemas de Combinatoria - p.1

Tipo Problema Representacao Invariantes
° Joaquim foi a livraria com-
° .§ prar seu material escolar. Para - Dados dois (ou mais) con-
g 8 montar seu kit a livraria lhe Ix4dx8X2 juntos distintos (com n e
E 5: ofereceu: 3 modelos de ca- ) com p elementos), esses serao
derno, 4 modelos de ldpis, Quantidade de modelos pos- combinados para formar um
8 modelos de borracha e 2 siveis (QMP) de cadernos x novo conjunto.
modelos de caneta azul. De QMP de ldpis x QMP de bor- - A natureza dos conjuntos é
quantas formas diferentes Jo- racha x QMP de canetas. distinta do novo conjunto.
aquim pode montar seu kit?
i=3 Na final do campeonato de 5x4x3 —NTendo n elementos, pode-
g A . . ) ) rdo ser formados agrupamen-
> judd, 5 meninas estao dispu- Quantidade de meninas que tos ordenados de 1 elemento
< tando os 3 primeiros lugares podem ocupar o 1° lugar x 7 elementos. 3 elementos ’
df) torneio. De quantas formils Quantidade de meninas que P elementos: com 0 < p < n’
ggﬁ:gif: f;)l((l)izl(;)ossger 0s trés podem ocupar o 2° 'lugar X - A ordem .do.s.elementos gera
Quantidade de meninas que novas possibilidades.
podem ocupar o 3° lugar.
Ox4x3Ix2x1
o
1§n Quantidade de pessoas que
= podem ocupar a 1* posi¢do
g De quantos modos distintos 5 x Quantidade de pessoas que i T(.)dos oS clementos do
8 pessoas podem se posicionar podem ocupar a 2° posi¢do conjunto serdo usados.
em um banco de 5 lugares? x Quantidade de pessoas que - A ordem .do.s.elementos gera
podem ocupar a 3* posicdo novas possibilidades.
x Quantidade de pessoas que
podem ocupar a 4* posicdo
x Quantidade de pessoas que
podem ocupar a 5* posi¢ao.

Fonte: Adaptado de Pessoa e Borba (2009) e Lima (2015).




Quadro 3 — Tipos de Problemas de Combinatéria - p.2

tos modos diferentes po-
demos ter os 3 primeiros
colocados se Julia sempre
chegar em primeiro lugar?

lia x quantidade de par-
ticipantes que podem ocu-
par o 2° lugar x quantidade
de participantes que podem
ocupar o 3° lugar.

Tipo Problema Representaciao Invariantes
12x 11 x10x9x8
Hx4x3xx2x1
Q
& . - Tendo n elementos, po-
lgﬂ Um técnico tem ! Quantidade de escolhas dera f d P .
£ que esco 1° atleta x quan erdo ser formados agru
@ lher, dentre 12 atletas, 5 ?Zrilo d h q pamentos ordenados de 1
8 para compor a equipe titu- ! ;oe q Et: esco ast.é)a;a elemento, 2 elementos, 3
lar de um time de basquete. 3 a fi;l * quantida ;; elementos, ..., p elementos,
Qual o total de possibilida- tel tesco as P ?131 do d com 0 < p < n.
des que o técnico tem para atleta > quanti 2 ¢ de - A ordem dos elementos
. escolhas para o 4° atleta ~ o
montar sua equipe? . ndo gera novas possibilida-
x quantidade de escolhas des
para o 5° atleta. ApOs, ’
divide-se pela permutagcdo
dos elementos repetidos,
no caso dos 5 atletas.
E
9 Ana, Jalia, Marcos, Pedro
238 . - . 1x4x3
g —é e Lais estdo participando
s .
28 de uma corrida. De quan- 1° lugar ocupado por Ji-

Combinacéo
Condicional

Marta precisa escolher en-
tre seus 8 amigos (Tiago,
Simone, Daniele, Jéssica,
Pedro, Amanda, Rafael e
Felipe), 4 para ir ao cinema
com ela. De quantas for-
mas diferentes Marta pode
escolher esses quatro ami-
gos desde que Jéssica sem-
pre esteja entre os escolhi-
dos?

1x7x6x5H
4x3xx2x1

1° lugar ocupado por Jés-
sica X quantidade de par-
ticipantes que podem ocu-
par o 2°lugar x quantidade
de participantes que podem
ocupar o 3° lugar X quan-
tidade de participantes que
podem ocupar o 4° lugar.
Ap6s, divide-se pela per-
mutacdo dos elementos re-
petidos, no caso dos 4 ami-
20s.

Fonte: Adaptado de Pessoa e Borba (2009) e Lima (2015).

E possivel observar, nos exemplos apresentados nos Quadros 2 e 3, que todas as re-
solugdes foram elaboradas com base no principio multiplicativo. Contudo, para resolucdo de
alguns problemas de combinatdria, como j4 mencionado, € necessario combinar o principio

multiplicativo com o aditivo (Quadro 4).



Quadro 4 — Problema de Combinatéria Resolvido por meio dos Principios Aditivo e

Multiplicativo

Quantos numeros pares com quatro
algarismos distintos podem ser for-

mados com os elementos do conjunto
A={0,1,2, 6,7 8}?

Primeiro fixa-se os nimeros pares, iniciando pelo zero na
casa das unidades:

- Para o primeiro algarismo, cinco possibilidades, ja que
o zero ja foi escolhido;

- Para o segundo algarismo, quatro possibilidades;

- Para o terceiro algarismo, trés possibilidades.

Tem-se assim 5 X 4 x 3 x 1 = 60 possibilidades, com o
nimero par terminado por zero.

Fixando, agora, o algarismo dois na casa das unidades:

- Para o primeiro algarismo, quatro possibilidades, jd que
o dois ja foi escolhido e ndo se pode ter zero na casa das
unidades de milhar;

- Para o segundo algarismo, quatro possibilidades;

- Para o terceiro algarismo, trés possibilidades.

Tem-se assim 4 X 4 x 3 x 1 = 48 possibilidades, com o
nimero par terminando pelo algarismo 2.

Para os nimeros terminados em seis e oito, segue-se o
mesmo raciocinio de quando o algarismo dois ocupou a
casa das unidades. Tem-se assim para o nimero par com
final seis 4 x 4 x 3 x 1 = 48 possibilidades. E, para o
nimero par com final oito 4 x 4 x 3 x 1 = 48 possibili-
dades.

Por fim, soma-se o total de possibilidades individuais:
60 + 48 + 48 4 48 = 204 ndmeros pares que podem
ser formados.

Fonte: (LIMA, 2015).




4 BASE TEORICA DOS CONCEITOS DE ANALISE COMBINATORIA APRESEN-
TADOS NO SITE

A seguir sdo apresentadas as defini¢des, teoremas e exemplos referentes a Andlise Com-
binatdria, baseado no livro de Lipschutz e Lipson (2004), a fim de permitir que se explore de
forma adequada as histérias interativas.

Morgado et al. (1991) definem Andlise Combinatéria como sendo a parte da Matema-
tica que analisa estruturas e relagdes discretas. Em outras palavras, pode-se definir a Andlise
Combinatéria como sendo a parte da Matemadtica que trata de problemas onde sujeitos, seres,
objetos, elementos alfa-numéricos ou outros elementos se relacionam em uma determinada re-
gra, ordem, sequéncia, ou outra relacio exigida.

Duas defini¢des iniciais importantes no estudo de andlise combinatoria sdo experimento
e evento. Assim, define-se experimento, ao organizar ou relacionar elementos de acordo com
uma regra. Definimos espaco amostral (S), como o conjunto de todos os resultados possiveis
de um dado experimento. Evento € definido como qualquer subconjunto de resultados desse
experimento.

Os problemas de Combinatéria podem ser resolvidos enumerando os elementos do es-
paco amostral ou do evento solicitado de acordo com o experimento, como serd exposto nos
dois exemplos seguintes, mas os elementos desse conjunto podem ser mais facilmente obtidos
pelo uso dos principios aditivo e multiplicativo e da drvore de possibilidades ou diagrama de
arvore, que serdo abordados posteriormente.

No que segue, utilizar-se-d n(.S) para denotar o nimero de elementos de um conjuntos

S. Para consolidar as defini¢des apresentada, considere o primeiro exemplo.

Exemplo 1 Duas moedas sao langcadas simultaneamente, quantas sdo as possibilidades de que

ambas caiam com a mesma face para cima?

Neste exemplo o experimento € o lancamento das duas moedas. Assim, o0 espago amos-

tral ou evento total é dado pelo conjunto
S={KK,KC,CK,CC},

representando cara por K e coroa por C. No entanto o foco desse problema em particular é
0 evento em que ambas as moedas tenham a mesma face voltada para cima. Este evento é

representado pelo conjunto

EQ = {KK,CC},

assim sao duas as possibilidade de que as moedas caiam com a mesma face para cima.
Observa-se que esse problema foi resolvido apenas com a enumeracio dos elementos

procurados. Vejamos outro exemplo para firmar as definicoes.



Exemplo 2 No intervalo das aulas, um grupo de seis amigos formado por Jodo, André, Felipe,
Carla, Paula e Beatriz, resolveu jogar uma partida de truco, para isso resolveram formar
duplas. Sabendo que Jodo foi o primeiro a poder escolher seu parceiro, responda:

(a) quantas sdo as possiveis duplas que Jodo pode formar?

(b) quantas sdo as possiveis duplas que Jodo pode formar com uma menina?
O experimento € a formacao de duplas entre os amigos do conjunto
{Jodo (J), André (A), Felipe (F), Carla (C), Paula (P), Beatriz (B)}.

As pessoas serdo representadas pela letra inicial dos seus nomes, o que simplifica muito
na hora de trabalhar com as opgdes possiveis.

O espaco amostral das duplas formadas é
S={JA, JF, JC, JP, JB, AF, AC, AP, AB, FC, FP, FB, CP, CB, PB}. (4.1)

Na representacdo na Equacgdo (4.1), a letra inicial dos meninos foi representada em azul,
enquanto das meninas foi representado em vermelho.
Neste exemplo, ha dois eventos:

(a) o evento F; que considera as duplas formadas por Jodo é
E,={JA, JF, JC, JP, JB},

assim o nimero de possiveis duplas formadas por Jodo é n(E;) = 5.

(b) o evento E5 que considera as duplas formadas por Jodo e uma menina é
E,={JC, JP, JB},

assim o numero de possiveis duplas formadas por Jodo e uma menina é n(FEs) = 3.

Observa-se que estes exemplos foram resolvidos explicitando os conjuntos que repre-
sentam os eventos de interesse e contando seu elementos.

Em problemas com maior nimero de elementos torna-se dispendioso e as vezes, invid-
vel a enumeracdo de todos os elementos do evento. Por isso, torna-se mais vidvel a estimativa
desse total através dos principios basicos que a andlise combinatdria possui: principio aditivo e

principio multiplicativo, que serdo apresentados a seguir.



4.1 Principio Aditivo

O principio aditivo, também conhecido como principio da regra da soma, € utilizado
quando dois ou mais eventos ndo podem ocorrer simultaneamente ou, em outras palavras, sao
mutuamente exclusivos.

Inicialmente, considera-se dois eventos A e B mutuamente exclusivos, e suponha que
o evento A possa ocorrer de m maneiras distintas (m resultados) e o evento B ocorra de n
maneiras distintas (n resultados). Entdo o evento A ou o evento B podem ocorrer de m + n
maneiras distintas (m + n resultados).

Generalizando, dados os eventos Ey, Fs, ..., Ej, com, respectivamente, 1y, no, . . . , N
maneiras distintas de ocorrer, sendo que cada dois ndo podem ocorrer simultaneamente, tem-se
que existem n; + ny + - - - + ny, maneiras distintas de ocorrer algum dos eventos.

O principio aditivo estd intimamente ligado a unido de conjuntos disjuntos. Mais espe-
cificamente, se 51,5, ..., S, sdo conjuntos finitos mutuamente disjuntos, entdo o nimero de

elementos da unido destes conjuntos é
n(Sl U SQ J---u Sk) = n(Sl) + n<Sz> +---+ n(Sk)
Vejamos um exemplo que usa o principio aditivo.

Exemplo 3 Jodozinho recebeu sua mesada e com seu dinheiro somente consegue ir ao cinema
ou jogar no fliperama por uma hora. No cinema, ele pode escolher entre 4 filmes: Titanic,
Avatar, Star Wars e Vingadores, enquanto que no fliperama, ele pode escolher entre 3 jogos:
Minecraft, Roblox e Fortnite. Quantas sdo as maneiras possiveis de Jodozinho escolher ver um

filme ou jogar um jogo no fliperama?

Primeiro, observa-se que ver um filme e ir ao fliperama, neste exemplo, sao eventos
mutuamente exclusivos, ou seja, Jodozinho ndo pode realizar ambas atividades. Desse modo,
pode ser usado o principio aditivo.

O evento escolher um filme no cinema é dado pelo conjunto
C' = { Titanic, Avatar, Star Wars, Vingadores},

assim um filme pode ser escolhido de 4 maneiras distintas, n(C') = 4.

O evento escolher um jogo no fliperama € dado pelo conjunto
F = {Minecraft, Roblox, Fortnite},

assim um jogo no fliperama pode ser escolhido de 3 maneiras distintas, n(F') = 3.

Finalmente, Jodozinho pode escolher um filme ou um jogo de
n(CUF)=n(C)+n(F)=3+4=7

maneiras diferentes.



4.2 Principio Multiplicativo

E conhecido também como regra do produto, produto cartesiano ou principio funda-
mental da contagem. Utiliza-se este principio quando dois ou mais eventos ocorrem de forma
independente um do outro. Considerando inicialmente dois eventos A e B, e supondo que o
Evento A possa ocorrer de m maneiras distintas (m resultados) e o Evento B ocorra de n ma-
neiras distintas (n resultados), entdo o Evento A e o Evento B podem ocorrer de m - n maneiras

(m - n resultados).

Generalizando, dados os Eventos E1, FEs, Fjs, ..., E, tendo, respectivamente, nq, no,
ns, - -+, N, maneiras distintas de ocorrer, entdo todos os eventos podem ocorrer na ordem
E\, Es E5, ..., E,deny - ng - ng---n, maneiras diferentes.

O principio multiplicativo estd associado, em teoria de conjuntos, ao produto cartesiano.

Naturalmente, considerando conjuntos finitos 57, S5, . . ., Sk, tem-se que
n(Sy x Sg X -+ x S) =n(S1) - n(Ssz) - n(Sk).
Além disso, a representacdao do produto cartesiano de dois (ou mais) conjuntos como pares (ou

n-duplas) ordenados é condizente com o principio multiplicativo.

Baseado no exemplo 3, o exemplo 4 também envolve o cinema e o fliperama, mas o
evento considerado € o de realizar ambas atividades, sendo elas independentes. Portanto, sera

utilizado o principio multiplicativo.

Exemplo 4 Jodozinho recebeu sua mesada, e seu dinheiro é suficiente para ir ao cinema e
jogar no fliperama por uma hora. No cinema, ele pode escolher entre 4 filmes: Titanic, Avatar,
Star Wars e Vingadores, enquanto que no fliperama, ele pode escolher entre 3 jogos: Minecraft,
Roblox e Fortnite. Quantas sdo as maneiras possiveis de Jodozinho escolher um filme e jogar

um jogo no fliperama?
O evento escolher um filme no cinema é dado pelo conjunto
C' = {Titanic, Avatar, Star Wars, Vingadores},

e assim, um filme pode ser escolhido de 4 maneiras distintas, n(C') = 4.

O evento escolher um jogo no fliperama € dado pelo conjunto
F = {Minecraft, Roblox, Fortnite},

e assim, um jogo no fliperama pode ser escolhido de 3 maneiras distintas, n(F) = 3.

Finalmente, Jodozinho pode escolher um filme e um jogo de
n(C x F)=n(C)xn(F)=4x3=12

maneiras distintas.



Deve-se sempre buscar a correta interpretacdo do problema, a fim de entender e identifi-
car a quais principios estd associada a questdo. Observa-se que nos enunciados dos exemplos 3 e
4, foram destacadas as palavras ou e e, que dentro do contexto da questio nos leva a associé-las
aos principios aditivo e multiplicativo, respectivamente.

O exemplo 5 € uma questdo da prova da OBMEP! (2008, nivel 1, fase 1, n° 18).

Exemplo 5 (OBMEP, 2008) Fdabio tem cinco camisas: uma preta de mangas curtas, uma preta
de mangas compridas, uma azul, uma cinza e uma branca, e quatro calcas: uma preta, uma
azul, uma verde e uma marrom. De quantas maneiras diferentes ele pode se vestir com uma

camisa e uma calga de cores distintas?

Neste exemplo, usa-se o principio multiplicativo, pois vestir uma camisa é um evento
independente de vestir uma calga.

O evento vestir uma camisa € dado pelo conjunto

Cum = {camisa preta manga curta, camisa preta manga longa,

camisa azul, camisa cinza, camisa branca}

e assim uma camisa pode ser vestida de n(Cl,,) = 5 maneiras distintas.

O evento vestir uma cal¢ca é dado pelo conjunto
Ca = {calga preta, calga azul, calga verde, calca marrom}

e assim uma calga pode ser vestida de n(C,;) = 4 maneiras distintas.

Portanto, Fébio pode vestir uma camisa e uma calca de
1n(Com X Cqt) = n(Cam) X n(Cy) =5 x 4 =20

maneiras diferentes.

Para finalizar, devem-se avaliar a restricdo imposta nessa questao: "De quantas maneiras
diferentes ele pode se vestir com uma camisa e uma cal¢a de cores distintas?". Como devem ser
consideradas somente as op¢des de cores distintas, entdo, para resolver esse problema, deve-
se subtrair, do total de possibilidades encontradas acima, as op¢des de camisa e calca com a
mesma cor. Isso ocorre com a camisa preta manga curta e calca preta, outra vez com camisa
preta manga comprida e cal¢a preta e uma dltima vez com camisa azul e calca azul, ou seja, ha
3 maneiras de Fabio se vestir com cores iguais.

Portanto, Fébio tem 20 — 3 = 17 opg¢des para se vestir com cores distintas. Observa-se

que nesta ultima etapa, utilizou-se o principio aditivo, mesmo que de maneira implicita.

' Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Piblicas



4.3 Representacoes

A érvore de possibilidades (ou diagrama de drvore) € uma representagdo simbdlica que
possibilita a “compreensao de diferentes relagdes combinatdrias, sendo possivel, assim, traba-
lhar os variados tipos de problemas combinatorios, observando-se as semelhancas e diferencgas
entre eles” (AZEVEDO; BORBA, 2013, p. 39). Portanto, a drvore de possibilidades, também
conhecida como diagrama de arvore € uma representacdo da ramificagdo de todos os possiveis
resultados de um experimento. Com ela, simplifica-se essa representacdo utilizando elementos
alfanuméricos ou outros simbolos para indicar os sujeitos, seres ou objetos do evento, onde de
cada um desses elementos emerge um novo ramo para cada uma das possibilidades seguintes,
permitindo indicar todas as possibilidades e evitar repetir os elementos. Em uma édrvore de
possibilidades, a sequéncia dos elementos € representada ou interligada por setas ou segmentos.

A seguir serd construida a drvore de possibilidades do Exemplo 1, onde os eventos

poderiam ser representados assim:

Moedal —— Moeda2
Cara e Cara
Cara ——  Coroa

Coroa —— Cara
Coroa ——  Coroa

Em um diagrama de drvore pode-se trocar coroa pela letra C' e cara pela letra K, e assim

representd-lo como Figura 4:

Figura 4 — Arvore de possibilidades do Exemplo 1

Fonte: O autor, 2025

As arvores de possibilidades (Figura 4) e os demais diagramas que serdo mostrados na

2. Este aplicativo, que pode

sequéncia foram construidos com a ajuda do aplicativo Draw.io
ser utilizado diretamente do navegador web, possibilita o desenvolvimento de diversos tipos de

diagramas, incluindo os usados em andlise combinatoria.

2 Disponivel no site <https://app.diagrams.net>


https://app.diagrams.net

No Exemplo 4, tem-se o evento escolher um filme no cinema que é dado pelo conjunto

C' = {Titanic, Avatar, Star Wars, Vingadores}

e o evento escolher um jogo no fliperama que é dado pelo conjunto

F = {Minecraft, Roblox, Fortnite},

assim, gerando a seguinte representacao:

Cinema
Titanic
Titanic
Titanic
Avatar
Avatar
Avatar

Star Wars

Star Wars

Star Wars
Vingadores
Vingadores

Vingadores

Letelbe bl

Fliperama
Minecraft
Roblox
Fortnite
Minecraft
Roblox
Fortnite
Minecraft
Roblox
Fortnite
Minecraft
Roblox
Fortnite

Construindo uma arvore de possibilidades, produz-se uma representacao mais simples.

Primeiramente substitui-se cada filme e cada jogo por uma letra mais conveniente. Neste caso,

serd realizada a seguinte troca:

Titanic = TIT, Avatar = AV, Star Wars = STW, Vingadores = VING

Minecraft = MINE, Roblox = ROB, Fortnite = FORT

Assim, a drvore de possibilidades € representada na Figura 5.



Figura 5 — Diagrama de arvore do Exemplo 4
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Fonte: O autor, 2025

A seguir serd construida a drvore de possibilidades do Exemplo 2, onde, como ja men-

cionado, as pessoas foram representadas pela letra inicial do seu nome. O conjunto das pessoas

2z

é:
{Joao (J), Andre (A), Felipe (F), Carla (C), Paula (P), Beatriz (B)}
Assim o espaco amostral das duplas de truco é:
S={JA, JF, JC, JP, JB, AF, AC, AP, AB, FC, FP, FB, CP, CB, PB }.

A representacdo acima pode gerar dividas quanto a exaustdo de todas as opgdes possi-
veis, ou ainda, pode-se acabar gerando opg¢des duplicadas. Ao gerar a drvore de possibilidades

(Figura 6), evita-se que isso acontega.



Figura 6 — Arvore de possibilidades do Exemplo 2
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Fonte: O autor, 2025

A Figura 6 ilustra que cada pessoa do n6 subsequente gera uma dupla a menos que a
anterior. Isso ocorre porque a dupla dela com a pessoa do né anterior ja foi formada.

Assim, sugere-se que os problemas de Combinatdria sejam resolvidos ou iniciados com
auxilio dos principios aditivo e multiplicativo e da representacdo da arvore de possibilidades,
para o melhor entendimento da questido, como defendido amplamente no capitulo anterior. Nos
casos de problemas mais complexos ou extensos, em que se torne dificil a enumeracio de todos
os resultados possiveis de um evento em particular, pode-se, apds a escolha da estratégia da
resolugdo, buscar auxilio no uso de alguns modelos matemdticos da Analise Combinatdria,
como os modelos que seguirdo nas proximas secdes. As formulas que aparecerdo nao sio para
uso generalizado, como nos exemplos abaixo; elas aparecerdo para confirmar que sdo somente

uma consequéncia do raciocinio combinatério estabelecido ao longo da resolugio.



4.4 Permutacao Simples

A permutagdo consiste em trocarmos a ordem dos elementos de um conjunto, de modo
que o agrupamento formado se diferencie dos demais pela ordem dos elementos. A seguir,

veremos um exemplo para melhor entendimento.

Exemplo 6 Ana, Maria e Jodo querem sentar-se em trés bancos enfileirados (ou enumerados).

De quantas maneiras diferentes poderdo sentar-se?

Para resolver esse exemplo torna-se muito util organizar os elementos do conjunto de
maneira que seja facil esgotar todas as possibilidades. A estratégia utilizada serd de fixar um
primeiro elemento escolhido e alterar os demais elementos de todas as maneiras possiveis. Em
seguida, fixa-se um segundo e repete-se 0 mesmo processo.

Fixando, inicialmente, Ana no primeiro banco, obtém-se o diagrama:

Banco 1 Banco 2 Banco 3
Ana — Maria — Joao
Ana — Jodo —  Maria

Agora, fixando Maria no primeiro banco:

Banco 1 Banco 2 Banco 3
Maria — Ana — Jodo
Maria — Joao — Ana

Finalmente, repete-se o processo com Jodo:

Banco 1 Banco 2 Banco 3
Jodo — Maria — Ana
Jodo — Ana — Maria

Veja que a ordem dos elementos € importante. Perceba que:
— Maria — Jodo,
¢ diferente de
— Jodo — Maria.

Portanto as possiveis formas de ocupar os bancos sdo:

Disposicio Banco1l Banco2 Banco3

1) Maria

1i) Joao Maria
1i1) Maria Joao

iv) Maria Jodo
V) Joao Maria

Vi) Joao Maria



As disposicoes 1), ii), iii), iv), v) e vi) diferem apenas pela ordem que as pessoas ocu-
pam os bancos. Porém, observa-se que todos os bancos sdo ocupados e todas as pessoas sao

consideradas.

Para a constru¢do da arvore de possibilidades (Figura 7), serd utilizada a seguinte repre-
sentacdo:

Ana=A, Maria=M, Jodo=.J

Figura 7 — Diagrama de arvore do Exemplo 6

M

Fonte: O autor, 2025

Analisando a Figura 7, observa-se que para o banco 1 hd 3 possiveis pessoas para sentar;
para cada uma dessas pessoas ha duas possibilidades no banco 2; e para cada uma do banco 2

ha uma no banco 3.

Percebe-se que esse exemplo usa o principio multiplicativo pois seus eventos ocorrem
de maneira independente.

O evento 1: sentar-se no banco 1 é dado pelo conjunto de trés elementos:
Ana (A), Maria (M), Joao (J)
O evento 2: sentar-se no banco 2 é dado pelo conjunto de dois elementos:

Ana (A), Maria (M), Jodo (J), excluindo a pessoa que sentou no banco 1



O evento 3: sentar-se no banco 3 é dado pelo conjunto de um elemento:
Ana (A), Maria (M), Jodo (J), excluindo as pessoas que sentaram no banco 1 e no banco 2

A situacdo pode também ser representada da seguinte forma:

Banco 1 Banco 2 Banco 3
3 possiveis pessoas X 2 possiveis pessoas X 1 possivel pessoa =3 x 2 x 1

= 3! possibilidades

Portanto, ha 3x2x1 possibilidades ou 3!, ou seja, 6 possibilidades.

De forma mais geral, qualquer disposi¢cdo ou ordenacdo dos objetos de um conjunto de
n objetos distintos € dita uma permutacao destes n objetos (usando todos a cada vez).

Neste exemplo de permutacdo, pode-se explicitar todas as possibilidades de disposi¢ao
dos elementos, no entanto, este processo pode se tornar cansativo se o nimero de objetos for
grande.

Dessa maneira busca-se uma generalizacdo que pode ser obtida a partir do exemplo

dado:
Banco 1 Banco 2 Banco 3
3 2 1
~—~— ~ ~—
Ana, Maria e Jodo escolhida uma pessoa escolhidas duas pessoas
podem ocupar a para a primeira cadeira, para as primeiras cadeiras,
primeira cadeira restam duas pessoas resta apenas uma para

para ocupar a segunda cadeira  ocupar a terceira cadeira

Assim o nimero de formas distintas das trés pessoas ocuparem as trés cadeiras € dado por

Banco 1 Banco 2 Banco 3
3 X 2 X 1

que serd representado por P; = 3 x 2 x 1 = 3!, que 1é-se a permutacgdo de 3 elementos € 3!, ou
seja, existem 6 formas de dispor 3 elementos distintos de um conjunto.
Generalizando a ideia usada para este exemplo, observe a esquematizacao abaixo pen-

sando em dispor n elementos distintos em n posi¢des.

Posicao 1 Posicao 2 e Posicaon — 1 Posicao n
= ol =z X
objetos disponiveis | objetos disponiveis objetos disponiveis objetos disponiveis
para ocupar a para ocupar a para ocupar a posi¢don — 1 para ocupar a
posicdo 1 posicao 2 posicdon — 1 posicao n

Assim o nimero de formas distintas de se dispor os n elementos pode ser organizado como

Posicao 1 Posicao 2 e Posicadon — 1 Posicao n

n X n—1 X e X 2 X 1



E, finalmente, a permutacdo de n elementos distintos, que € o nimero de agrupamentos

ordenados desses elementos, pode ser calculada por
P, =nl! 4.2)

Em sintese, a permutacgdo € utilizada quando deseja-se obter o nimero de formas distin-
tas de que pode-se dispor um determinado nimero de objetos. Vejamos um outro exemplo de

permutacao.

Exemplo 7 Ana, Maria, Jodo e Carlos querem sentar-se em quatro bancos enfileirados (ou

enumerados). De quantas maneiras diferentes poderdo sentar-se?

Para resolver este problema, serd fixado um primeiro elemento escolhido e altera-se os

demais elementos de todas as maneiras possiveis. O diagrama abaixo representa estas escolhas:

Banco 1 Banco 2 Banco 3 Banco 4
Ana —» Maria — Joao —  Carlos
Ana — Maria — Carlos — Jodo
Ana — Jodo — Maria —  Carlos
Ana — Jodo — Carlos —  Maria
Ana — Carlos — Jodo —  Maria
Ana — Carlos — Maria — Joao

Acima estio descritas apenas as possibilidades quando Ana € fixada no banco 1. Ana-
logamente, quando os demais ocuparem o primeiro banco tem-se as outras possibilidades.
Para a elaboracdo da arvore de possibilidades deste exemplo (Figura 8), serd utilizada a

representacao:
Ana=A, Maria=M, Joao=.J, Carlos=C

A Figura 8 ilustra que hd 4 possiveis pessoas para sentar no banco 1, para cada uma
dessas pessoas hd trés possibilidades no banco 2, duas no banco 3 e uma no banco 4. Portanto,
tem-se 4 X 3 x 2 x 1 possibilidades, ou seja, 4!, portanto, 24 possibilidades. Se for utilizada a

férmula P, = n! para calcular, obtém-se P, = 4! = 24, o mesmo resultado.



Figura 8 — Arvore de possibilidades do Exemplo 7

A A A
i

Fonte: O autor, 2025

Esta situacdo pode também ser representada como:

Banco 1 Banco 2 Banco 3 Banco 4
4 opcoes X 3opcdoes X 2opgdes X lopcdo =4x3Ix2x1
= 4! possibilidades

4.5 Arranjo Simples

Arranjo simples consiste em selecionar e ordenar um grupo de elementos de um dado
conjunto, de modo que o agrupamento formado se diferencie dos demais pela ordem dos ele-
mentos, porém, o nimero de elementos de cada grupo é menor do que o nimero de elementos

do conjunto original. Vejamos um exemplo para melhor entendimento.



Exemplo 8 Ana, Maria, Jodo e Carlos querem sentar-se em dois bancos enfileirados (ou enu-

merados). De quantas maneiras diferentes poderdo sentar-se?

Do mesmo modo que foi feito na permutacao, fixa-se um primeiro elemento escolhido e
altera-se os demais elementos de todas as maneiras possiveis. Em seguida, fixa-se um segundo,
€ 0 mesmo processo € repetido.

Comecgando com Ana no primeiro banco e alterando os demais, obtém-se:

Bancol Banco2
Ana —  Maria
Ana — Jodo
Ana —  Carlos

Agora fazendo o mesmo, fixando Maria no primeiro banco:

Bancol Banco2
Maria — Ana
Maria — Jodo
Maria —  Carlos

Da mesma maneira, posicionando Jodo no primeiro banco:

Bancol Banco2
Joao — Ana
Jodo —  Maria
Joao — Carlos

Finalmente, repete-se o processo com Carlos.

Bancol Banco2
Carlos — Ana
Carlos —— Maria
Carlos —  Jodo

Observa-se, novamente, que a ordem dos elementos € importante. Perceba que:
— Maria
¢ diferente de

Maria —



A visualizacdo € mais simples através da arvore de possibilidades exposta na Figura 9.

Para proceder com a sua construgdo, serd utilizada a seguinte representacao:
Ana=A, Maria=M, Joao=.J, Carlos=C

Neste exemplo, o diagrama (Figura 9) ilustra que para o banco 1 ha 4 possiveis pessoas
para sentar, para cada uma dessas pessoas hd trés possibilidades no banco 2 e as demais pessoas

"sobram", ou seja, ficam sem sentar. Portanto, tem-se 4 x 3 = 12 possibilidades.

Figura 9 — Arvore de possibilidades do Exemplo 8

i

A A A

Fonte: O autor, 2025.

Observa-se que nesse exemplo também se utiliza o principio multiplicativo, pois os

eventos associados ocorrem de maneira independentes.

O evento 1: sentar-se no banco 1 é dado pelo conjunto de quatro elementos:
Ana (A), Maria (M), Joao (J), Carlos (C).

O evento 2: sentar-se no banco 2 é dado pelo conjunto de trés elementos:



Ana (A), Maria (M), Jodo (J), Carlos (C'), excluindo a pessoa que sentou no banco 1.

Esquematicamente, pode-se representar a situacao da seguinte forma:

Banco 1 Banco 2
4 X 3 =4x3=12
—~— ~—
pessoas disponiveis pessoas disponiveis

Enfim, escreve-se:

A472 = 4x3=12

como sendo o nimero de arranjos de 4 pessoas tomadas 2 a 2.
Em ambos Exemplos 7 e 8, ha 4 pessoas envolvidas: Ana, Maria, Jodo e Carlos. No

entanto, observa-se que :

* no Exemplo 7 deseja-se que as quatro pessoas ocupem 4 bancos, resultando em 24 possi-
bilidades, oriundo de
Pp=41=4x3x2x1=24 4.3)

* no Exemplo 8 deseja-se que as quatro pessoas ocupem 2 bancos, resultando em 12 possi-
bilidades, oriundo de
A472 =4 x3=12. (44)

Observa-se que a diferenca entre (4.3) e (4.4) estd no fator 2 x 1. Tem-se

P =4'=4x3x2x1=24

A472:4X3:12.

Este fator 2 x 1 pode ser interpretado como (n — p)! = (4 — 2)!, onde neste caso tem-se
n = 4 (pessoas) e p = 2 (bancos). Assim, o numero de permutagdes P, ¢ um multiplo do

arranjo A, 2, de modo que:

1 4x3x2x1
A pu— P:
Tt 2% 1

Observando acima, arranjo A, » pode ser interpretado matematicamente como o cance-

=4 x 3.

lamento dos fatores 2 x 1 da permutagdo .



Generalizando, suponha que dado um conjunto de n elementos deseja-se determinar de
quantas formas distintas € possivel agrupar p elementos desse conjunto, considerando diferenca

de natureza e ordem de seus elementos. Este problema pode ser esquematizado da seguinte

forma.
Posicao 1 Posicao 2 Posiciao 3 e Posicao p
< o 2 e
elementos disponiveis elementos disponiveis elementos disponiveis elementos disponiveis
para a posigdo 1 para a posigao 2 para a posi¢ao 3 para a posi¢do p

Assim, o nimero de arranjos de n elementos tomados p a p € dado por
App=nx(n—1)xn—-2)x---x(n—p+1). 4.5)

No entanto € frequente encontrar a formula para determina¢do do niimero de arranjos dada em

termos de uma permutagdo. Observe que a Equacdo (4.5) pode ser reescrita como

App=nxn—1)xn—-2)x--x(n—p+1)=
A e R O e e rrrrrl

n! P,

(n=p)!  (n=p)

assim, comumente escreve-se

n!
(n —p)!
Em outras palavras, o arranjo € uma permutacao em que sao agrupados p objetos distin-

(4.6)

An,p =

tos em cada agrupamento do conjunto, ou seja, ndo utilizando todos os n elementos do conjunto

dado de cada vez.

4.6 Combinacao Simples

Na combinacio simples, assim como em Arranjos simples, sdo formados grupos de p
elementos distintos, escolhidos de um grupo de n elementos (onde p < n ). A diferenca para o
arranjo simples estd em que os grupos nao diferem entre si pela ordem dos p elementos.

Escrevendo explicitadamente para o caso de trés elementos, se os elementos a, b e ¢
sdo dispostos em todas as ordens possiveis, ou seja, (a, b, ¢), (a, ¢, b), (b, a,c), (b, c,a), (¢,a,b),
(¢, b, a), mesmo assim tem-se um tnico conjunto {a, b, c}, ja que a ordem nao importa.

Neste exemplo, um novo conjunto é obtido somente através da inclusdo de um novo
elemento, por exemplo d, ao conjunto original, obtendo, por exemplo, {a, b, d}.

Essa situacdo ficard mais clara no exemplo 9.



Exemplo 9 De quantas maneiras podemos escolher duas pessoas para estarem dentro de uma

sala entre quatro pessoas possiveis (Ana, Maria, Jodo e Carlos)?

Observa-se que ndo existe uma ordem de sentar em bancos, como nos exemplos ante-

riores, nem mesmo a ordem de entrar na sala importa. O dnico fator a ser considerado € quais
pessoas estdo na sala.

Na representacdo abaixo, as possibilidades quando Ana esta na sala:

PESSOAS NA SALA

Ana € Maria
Ana € Joado
Ana e Carlos

Em seguida estdo representadas as possibilidades em que Maria esté na sala:

PESSOAS NA SALA

Maria € Ana
Maria e Joao
Maria e Carlos

Da mesma maneira, quando Jodo estd na sala:

PESSOAS NA SALA

Jodo e Ana
Joado e Maria
Joao e Carlos

E ainda, as possibilidades quando Carlos esta na sala:

PESSOAS NA SALA

Carlos e Ana
Carlos e Maria
Carlos e Joao

Percebe-se que Ana e Maria, na primeira representacdo, ¢ Maria e Ana, na segunda
representacdo, compdem a mesma possibilidade dentro da sala. Afinal, se Ana entra na sala e

depois Maria ou se Maria entra primeiro e depois Ana nao faz diferenca, o que importa € quais
pessoas estdo na sala.



Um primeiro formato da 4rvore de possibilidades para esse exemplo estd representado
na Figura 10.

Figura 10 — Arvore de possibilidades do Exemplo 9

M

J

-

X—> —M=M—
M J

C

}£—+J—M=M—ﬂ

J K— J—A=A—J
C

}ﬂ—+C—M=M—C
C ¥X— C—J=J—-C

K— C—A=A—C

Fonte: O autor, 2025

Percebe-se, na arvore de possibilidades da Figura 10, que no segundo n6é uma opcao foi
cancelada, pois essa mesma op¢ao foi apresentada no n6 anterior com a ordem trocada. Como
a ordem dos elementos ndo importa neste caso, uma das op¢des deve ser excluida. Do mesmo
modo, no terceiro nd foi cancelada duas opg¢des ja apresentada nos nds anteriores e no quarto

todas as opg¢des, também canceladas, ja apresentadas em outros nos.



Portanto, a Figura 11 ilustra as op¢des que permaneceram, isto €, as 6 possibilidades de

solug@o do problema, metade das possibilidades do Exemplo 8.

Figura 11 — Arvore de possibilidades do Exemplo 9, excluidas as repeti¢des

M

J
c
J

Fonte: O autor, 2025

No que segue, sera realizada uma andlise das diferencas entre os Exemplos 8 € 9. Em

ambos exemplos tem-se 4 pessoas envolvidas: Ana, Maria, Jodo e Carlos.

No entanto, observa-se que:

* no Exemplo 8 deseja-se que as quatro pessoas ocupem 2 bancos, resultando em 12 possi-

bilidades, oriundo de
Ao =4x3=12 4.7)

* no Exemplo 9 deseja-se que as quatro pessoas ocupem qualquer lugar dentro da sala,
resultando em 6 possibilidades, oriundo de

4x3
2

Cho = — 6. (4.8)



Observa-se que a diferenca entre (4.7) e (4.8) estd no fator % Tem-se

A472:4X3:12

04’2:4X3X*:

Este fator % pode ser interpretado como

onde p = 2 € o nimero de bancos.

Assim, o arranjo A4 2 ¢ um miltiplo da combinagdo Cy 2, de modo que:

6

1 1 4x3x2x1 4x3
—_ — A e e s
Cia =gy x e = 523 X =577 2
Observando acima, pode-se deduzir que:

1
Cmp = H X Amp

Sabendo que a férmula do arranjo é:

n!
Ay = ——
(n—p)!

Deduz-se que a férmula da combinacdo é:

n!
(n—p)!p!
Esta divisao na formula do arranjo por p! pode ser interpretado como a divisao necessa-

n —

ria em virtude das repeti¢Oes existentes que no diagrama ilustrado na Figura 10 eram as opgdes
que foram canceladas por ja haverem sido apresentadas em um né anterior.

Substituindo n por 4 (nimero de pessoas) e p por 2 (nimero de bancos), obtém-se:

4! 24 24
(4—2)!x2  (2)x2 4

Cy= =0, 4.9)

que € o mesmo resultado encontrado anteriormente.



Generalizando, suponha-se que dado um conjunto de n elementos deseja-se determinar
de quantas formas distintas é possivel agrupar p elementos desse conjunto, considerando que
nao hd diferenca na ordem de seus elementos. Assim, o nimero de combinagdes de n elementos

tomados p a p é dado por

nxn—1)xn—-2)x---x(n—p+1)
p! '

Chp = (4.10)

A férmula acima para determina¢@o do nimero de combinacdes pode ser dada em ter-

mos de um arranjo ou de uma permutagdo. Observa-se que a Equacdo (4.10) pode ser reescrita

como:
nx(n—1)x(n—-2)x---x(n—p+1)
Cn7p: ‘ p—
p!
o o axn—-1)x(n—-2)x---x(n—p+1) " nm—-p)xn—p—1)x---2x1
e p! n—p)xn—p—1)x---2x1
n' _An,p_ Pn
(n=p)!-(! @ (-p! p"
Assim, comumente escreve-se |
n!
A, ) 4.11
7 (n=p)!xpl 1D

O objetivo da parte final deste capitulo sobre os principios e modelos da combinatdria,
foi de apresentar e demonstrar que esses modelos matemdticos e suas férmulas sdo consequén-
cia daqueles principios. O uso da arvore de possibilidades e dos principios, principalmente o
principio multiplicativo, é fator decisivo para o entendimento e a resolu¢do dos problemas de
andlise combinatéria. Sugere-se que o uso de férmulas seja feito somente apds esse entendi-
mento e nos casos em que for necessario, devido ao grande nimero de elementos ou de contas

envolvidas.



5 DESCRICAO DAS HISTORIAS INTERATIVAS

As histdrias interativas sdo, basicamente, compostas de um ator ”principal” que conduz
a narrativa e apresenta explicacdes ou problemas de Probabilidade. Também ha atores se-
cunddrios” para interagc@o e explicagdo da(s) situacdo(0es) proposta(s). Conforme a interagdo
do usudrio nos objetos apresentados, os atores vao interagindo e guiando para a resolugdo do
problema. Nessa interagdo, espera-se ocorrer o desenvolvimento do raciocinio proposto. Fina-
lizando a resolugdo, decorre ultimas explicacdes para consolidar o entendimento.

A programacdo de algumas situagOes-problema pode se tornar muito extensa e demo-
rada ou, mesmo, invidvel devido a grande quantidade de atores/cendrios envolvidos. Nestes
casos ha duas sugestdes: criar a interacdo em parte do problema como ocorre na sexta histé-
ria interativa (Figura 17), em que os atores da interagdo sio carros que podem ser conduzidos
aos estandes, enquanto, os caminhdes sao utilizados somente para explicacao; ou fixar parte do
evento, como ocorre na quinta histéria interativa (Figura 16), em que a parede norte € fixada e
a interagdo ocorre nas demais paredes.

A seguir sdo apresentadas as Historias Interativas elaboradas no Scratch e disponibili-
zadas no site. Para cada historia, foram destacados:

* Tipo de problema;

Estratégia de resolucao;

Representacgao;
Habilidade(s) da BNCC (segundo exposto no Cap. 3);

Descri¢ao da historia;

Invariantes operatdrios.

5.1 Primeiras Nocoes de Analise Combinatéria

Tipo de problema: Produto Cartesiano e Combinag¢do Condicional

Estratégia de resolucao: Principio Multiplicativo

Representacao: Listagem

Habilidade(s) da BNCC:

(EFO4MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipuldvel, proble-
mas simples de contagem, como a determinac¢do do nimero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma colecao com todos os elementos de outra, utilizando estratégias

e formas de registro pessoais.

Descricao: A primeira histéria (Figura 12) apresentada € narrada pelo personagem Di-
ogo que explica, através de exemplos, como combinar elementos e contd-los para calcular as

maneiras possiveis de solucionar os problemas de Andlise Combinatéria.



Figura 12 — Histéria Interativa 1

Ou ainda, a ultima

possibilidade possivel: a
| primeira moeda cara e a
il segunda também cara.

Sa e

Fonte: O autor, 2025.
<https://scratch.mit.edu/projects/413981574>

Diogo faz uma breve apresentacdo de si e de seu amigo Doguito, personagem represen-
tado por um cdo que ajudard durante a elaboracao de estratégias para a resolu¢cdo do problema
proposto na historia. Em seguida € descrita a situagdo-problema: “Duas moedas sdo langadas
simultaneamente, quantas sdo as possibilidades de que ambas caiam com a mesma face para
cima?”’

Entdo, faz uma apresentacdo das moedas nas ordenacdes possiveis:

Coroa —— Coroa

Coroa —— Cara
Cara —— Cara
Cara —— Coroa

Revelando, posteriormente, as duas op¢des corretas:

Coroa —— Coroa

Cara —— Cara

Concluindo, portanto, que hd 2 possibilidades de que ambas as moedas caiam com a

mesma face para cima.


https://scratch.mit.edu/projects/413981574

Na sequéncia da histéria, Diogo apresenta outro exemplo: Um grupo de seis amigos:
Jodo, André, Felipe, Carla, Paula e Beatriz, resolveu jogar uma partida de truco de duplas.
Quantas sdo as possiveis duplas que Jodo pode formar? E quantas sdo as possiveis duplas que

Jodo pode formar com uma menina?

O problema, agora, requer que sejam avaliadas duas situacOes diferentes, a primeira,
sdo as duplas com todos e a segunda, condicionada a duplas com meninas. Sendo usada a
representacio por listagem com a inteng@o de auxiliar o usudrio na resolugdo.

O personagem Diogo apresenta os nomes das duplas de Jodo nas ordenagdes possiveis:

Jodlo —— André
Joao —— Felipe
Jodo —— Carla
Jodlo —— Paula
Joado —— Beatriz

Concluindo, portanto, que ha 5 possiveis duplas que podemos formar com Jodo.

Posteriormente exibe a selecdo relativa a segunda pergunta:

Joao —— Carla
Jodo —— Paula
Jodo —— Beatriz

Concluindo, entdo, que ha 3 possiveis duplas que podemos formar com Jodo e uma
menina.

Invariantes Operatorios: Nesta atividade, foram apresentados dois problemas: o pri-
meiro problema, do tipo produto cartesiano, com dois conjuntos distintos de 2 elementos cada,
em que 1 elemento de cada conjunto serd combinado para formar um novo conjunto. O segundo
problema, do tipo combinagdo condicional, 6 elementos, formando agrupamentos ordenados de
2 elementos em que um dos 6 elementos, “Jodo”, ja ocupava lugar no agrupamento, restando
ocupar o outro lugar com um dos demais 5 elementos. Na sequéncia, condicionando este outro

lugar com somente as meninas, ou seja, ocupar o outro lugar com um de 3 elementos.

5.2 Construindo a Arvore de Possibilidades

Tipo de problema: Produto cartesiano e combinag@o condicional

Estratégia de resolu¢ao: Principio multiplicativo

Representaciio: Arvore de possibilidades

Habilidade(s) da BNCC:

(EFOSMAO09) Resolver e elaborar problemas simples de contagem envolvendo o princi-

pio multiplicativo, como a determinac¢do do nimero de agrupamentos possiveis ao se combinar



cada elemento de uma cole¢do com todos os elementos de outra colecdo, por meio de diagramas

de 4rvore ou por tabelas.

Descricao: A segunda atividade (Figura 13) apresentada explica o que € e como fazer

uma arvore de possibilidades.

Figura 13 — Histdria Interativa 2

Fonte: O autor, 2025.
<https://scratch.mit.edu/projects/439609545>

A histdria, também narrada pelo personagem Diogo, explica como representar as opgdes
das questdes de contagem substituindo 0s sujeitos, seres ou objetos do evento por elementos
alfanuméricos ou outros simbolos. Essa constru¢do da arvore de possibilidades tem o objetivo
de mostrar ao usudrio que o uso desse diagrama organiza os elementos, evitando o esquecimento
ou a repeti¢ao e ainda facilita a compreensao e resolucao dos problemas.

Como exemplo, usou-se a questdo das moedas resolvida no projeto anterior, onde subs-
tituimos as suas opc¢des de moedas por letras. A moeda cara é trocada pela letra K e a moeda
coroa pela letra C e assim, criamos a drvore de possibilidades.

Em um segundo exemplo, também questdo do projeto anterior, sdo exibidos os nomes
das duplas com Jodo e depois substituidos os nomes pela respectiva letra inicial, formando, por
fim, a drvore de possibilidades. Nos dois problemas desenvolvidos foi utilizado o principio mul-
tiplicativo, mas na histdria ele ndo foi apresentado de forma explicita, pois este serd explicado

na atividade seguinte.

Invariantes Operatorios: Nesta atividade, foram desenvolvidos os mesmos problemas
das atividades anteriores, ou seja, o primeiro problema do tipo produto cartesiano, com dois

conjuntos distintos de 2 elementos cada, onde 1 elemento de cada conjunto serd combinado


https://scratch.mit.edu/projects/439609545

para formar um novo conjunto. O segundo problema do tipo combinagdo condicional, 6 ele-
mentos, formando agrupamentos ordenados de 2 elementos onde um dos 6 elementos, “Jodo”,
J& ocupava lugar no agrupamento, restando ocupar o outro lugar com um dos demais 5 elemen-
tos. Na sequéncia, condicionando este outro lugar com somente as meninas, ou seja, ocupar o

outro lugar com um de 3 elementos.

5.3 Compreendendo os Principios Aditivo e Multiplicativo

Tipo de problema: Principio aditivo e Produto Cartesiano

Estratégia de resolucao: Principios aditivo e multiplicativo

Representaciio: Arvore de possibilidades

Habilidade(s) da BNCC:

(EFO8MAO03) Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolu¢do envolva a apli-
cacdo do principio multiplicativo.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes ti-
pos de agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo

a estratégias diversas como o diagrama de arvore (4rvore de possibilidades).

Descricao: Essa atividade (Figura 14) é apresentada com o intuito de desenvolver a
compreensdo do usudrio sobre a diferenca entre os principios aditivo e multiplicativo e sua

importancia na resolucio de problemas de contagem.

Figura 14 — Historia Interativa 3

Vamos comegar pelo
principio aditivo

O principio aditivo, &
utilizado quando dois
ou mais eventos nao
podem ocorrer
simultaneamente, ou
em outras palavras,
sdao mutuamente
exclusivos.

Fonte: O autor, 2025.
<https://scratch.mit.edu/projects/549705534>

Diogo, agora, narra a histéria com a participa¢do de um hipopétamo ‘““voador”, expli-


https://scratch.mit.edu/projects/549705534

cando os principios aditivo e multiplicativo. Em seguida, expoe as diferencas entre os dois, com

auxilio dos Exemplos 3 e 4 do capitulo 4, que envolvem o cinema e o fliperama.

Invariantes Operatorios: Nesta atividade, foram desenvolvidos dois problemas: o pri-
meiro, usando o principio aditivo, com dois conjuntos distintos, um de 3 elementos e outro de
4 elementos, onde 1 elemento entre os dois conjuntos serd escolhido para formar um novo con-
junto; e, o segundo problema, do tipo produto cartesiano, com dois conjuntos distintos, um de
3 elementos e outro de 4 elementos, em que 1 elemento de cada conjunto serd combinado para

formar um novo conjunto.

5.4 Acomodando Trés Pessoas em Trés Bancos

Tipo de problema: Permutagao

Estratégia de resolucao: Principio multiplicativo

Representacio: Arvore de possibilidades

Habilidade(s) da BNCC:

(EFO4MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipuldvel, proble-
mas simples de contagem, como a determinac¢do do nimero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma colecdo com todos os elementos de outra, utilizando estratégias
e formas de registro pessoais.

Descricao: A proxima atividade (Figura 15) apresentada desenvolve uma interacao com

o usudrio, precedida de explicacdo do problema proposto.

Figura 15 — Historia Interativa 4

Fonte: O autor, 2025.
<https://scratch.mit.edu/projects/410223955>


https://scratch.mit.edu/projects/410223955

Através de um novo personagem, uma borboleta, introduzimos uma questao: De quan-
tas maneiras, trés pessoas (Jodo, Maria e Diogo) podem sentar-se em trés bancos (um ao lado
do outro)?

Na tela, existe um banco de trés lugares e os trés personagens Jodo, Maria e Diogo.
Neste momento, o usudrio € convidado a interagir, escolhendo em qual banco ird acomodar
Jodo, Maria e Diogo enquanto visualiza as op¢des que aparecem no canto superior direito da
tela. Trocando os personagens de lugar, o usudrio encontra outras op¢des, que também apare-
cem na tela. Quando todas as op¢des forem encontradas, surge na tela a arvore de possibilidades
formada e o usudrio podera dar a resposta da questdo na tela. Apds dar essa resposta, a per-
sonagem borboleta inicia as explicagdes sobre o que € permutacao e mostra o uso do principio
multiplicativo na resolucdo, além da correspondéncia com a férmula da permutacao.

Finalizando, conclui, que ha 6 maneiras de trés pessoas sentar-se em trés bancos (um ao
lado do outro).

Invariantes Operatodrios: Nesta atividade, foi desenvolvido um problema do tipo per-
mutagdo, com 3 elementos, formando agrupamentos ordenados de 3 elementos no qual a ordem

dos elementos gera novas possibilidades e todos os elementos do conjunto serdao usados.

5.5 Pintando as Paredes do Quarto de Manuela

Tipo de problema: Permutacao

Estratégia de resolucio: Principio multiplicativo

Representacao: Grafica dos elementos

Habilidades da BNCC:

(EFO4MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipuldvel, proble-
mas simples de contagem, como a determinacdo do nimero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma colecao com todos os elementos de outra, utilizando estratégias

e formas de registro pessoais.

Descricao: Essa atividade (Figura 16) € apresentada pela personagem Manuela, mesma
personagem de uma questdo da OBMEP (descrita posteriormente). A atividade permite a in-
teracdo do usudrio (utilizando mouse e teclado para construgdo das estratégias de resolucao),

seguida de explicacdo e resolu¢do do problema.



Figura 16 — Histoéria Interativa 5

Fonte: O autor, 2025.
<https://scratch.mit.edu/projects/431887800>

A personagem Manuela solicita auxilio do usudrio para pintar as paredes de seu quarto,
das cores azul, rosa, verde e branco. O usudrio, entdo, € orientado a interagir pintando as
paredes, bastando arrastar as cores até elas e assim vai observando as op¢des que resultam no
lado esquerdo da tela. Na parede norte do quarto ja esta fixada a cor verde e o usudrio pode
pintar as demais paredes. Apds pintar e repintar em todas as possibilidades das demais paredes,
o usudrio verifica, através da interacdo, 6 maneiras de pintar as paredes, tendo na parede norte
fixada a cor verde.

Na sequéncia, Manuela explica o que acontece se trocarmos a cor verde da parede norte
por outras cores, chegando a conclusdo, fazendo uso da representacdo grafica, de que sao 24
possibilidades de pintar as paredes de seu quarto das quatro cores diferentes. Mostra, também,
como pode-se usar o principio multiplicativo para chegar a solucio da questdo e que se trata de
uma permutagao.

Neste momento, Manuela apresenta a questao da OBMEP (Quadro 5):

Quadro 5 — Questao da OBMEP (2007, nivel 2, fase 1, n° 16)

Manuela quer pintar as quatro paredes de seu quarto usando as cores azul, rosa, verde e
branco, cada parede de uma cor diferente. Ela ndo quer que as paredes azul e rosa fiquem de

frente uma para a outra. De quantas maneiras diferentes ela pode pintar seu quarto?
Fonte: (OBMEP, 2007)



https://scratch.mit.edu/projects/431887800

Manuela explica que para obter-se a solucdo do problema € necessdrio subtrair do total
de possibilidades o nimero de maneiras de a parede azul ficar de frente para parede rosa. Exi-
bindo a contagem de quantas sdo essas possibilidades, a personagem pede que o usudrio digite
este nimero, a saber. 8. Finalmente, Manuela conclui o raciocinio, solicitando que o usudrio dé

a resposta final, ou seja, 24 — 8 = 16.

Com esse exemplo, € apresentado ao usudrio outra situagdao envolvendo permutacio e
fomentando o uso do principio multiplicativo para a resolu¢do da questdo. Usando desta vez,
ao invés de arvore de possibilidades, a representacao grafica dos elementos, no caso as paredes
do quarto. Mostrando que outras representacdes também sdo validas para buscar as solugdes

dos problemas.

Invariantes Operatorios: Foi desenvolvido um problema do tipo permutagdo, com 4
elementos, formando agrupamentos ordenados de 4 elementos os quais a ordem dos elementos

gera novas possibilidades e todos os elementos do conjunto serdo usados.

5.6 Participando do Salao de Automéveis de Sao Paulo

Tipo de problema: Arranjo

Estratégia de resolucao: Principios aditivo e multiplicativo

Representaciio: Arvore de possibilidades

Habilidade(s) da BNCC:

(EFO4MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipulavel, proble-
mas simples de contagem, como a determinac¢do do nimero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma colecao com todos os elementos de outra, utilizando estratégias
e formas de registro pessoais.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes ti-
pos de agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo

a estratégias diversas como o diagrama de arvore.

Descricao: A construcao no Scratch (Figura 17) assemelha-se a um jogo, precedida da

explicacdo da situagdo problema a ser resolvida durante a interagao.



Figura 17 — Histoéria Interativa 6
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Fonte: O autor, 2025.
<https://scratch.mit.edu/projects/496282483>

A histdria € narrada pelo personagem pinguim que inicia apresentando uma questdo do
ENEM' (Quadro 6):

Quadro 6 — Questdo do ENEM (2018, 2° Dia, Caderno 5, Amarelo, n° 161)

Saldo de Automéveis de Sdo Paulo.

Uma montadora pretende participar desse evento com dois estandes, um na entrada e outro na
regido central do saldo, expondo, em cada um deles, um carro compacto e uma caminhonete.
Para compor os estandes, foram disponibilizados pela montadora quatro carros compactos,
de modelos distintos, e seis caminhonetes de diferentes cores para serem escolhidos aqueles
que serdo expostos. A posicao dos carros dentro de cada estande € irrelevante.

Uma expressao que fornece a quantidade de maneiras diferentes que os estandes podem ser
compostos é

1. Ayio;

3. 0472 X 06,2 X 2 X 2;
4, A472 X A672 X 2 X 2;
5. 04’2 X 06,2 .

Fonte: (ENEM, 2018)

O personagem Pinguim, entdo, solicita que o usudrio ndo se preocupe, neste momento,
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em obter a expressdo, e sim, busque identificar a quantidade de maneiras diferentes. Para isso,
convida-o a interagir, levando pelo caminho, somente os carros ao estande. Ao longo dessa
interacdo, a medida que o usudrio organiza os carros no estande, pode observar as maneiras
possiveis que se formam e aparecem na tela. No final, visualizando a arvore de possibilidades
completa que se forma, conclui-se que sao possiveis 12 maneiras de expor somente 0s carros no
estande. Neste momento, € explicado de que se trata do principio multiplicativo, com 4 opg¢des
de carros para o estande de entrada e para cada um desses, tem-se 3 op¢des de carros no estande
principal. Formando, assim, 4 x 3 op¢des ou um arranjo Ay o.

Na sequéncia, € explicado ao usudrio que, ao organizar os caminhdes nos estandes,
de forma andloga aos carros, observa-se também um arranjo. Ao final, também observando
a arvore de possibilidades, conclui-se que hd 30 maneiras de expor somente os caminhdes nos
estandes. Pelo principio multiplicativo, tem-se 6 op¢des de caminhdes para o estande de entrada
e, para cada um desses, 5 op¢des de caminhdes no estande principal. Formando, assim, 6 X 5
opgdes ou um arranjo Ag o.

Concluidos os arranjos dos carros € caminhdes, o personagem Pinguim observa que
os dois eventos ocorrem simultaneamente e de maneira independente. Portanto, aplicando o
principio multiplicativo tem-se que a solu¢do da situagao-problema € 12 x 30 possibilidades ou
Ay 9 x Ag 2 de expor, em dois estandes do saldo do automével, um carro e um caminhio em cada
estande. Ao finalizar, o personagem Pinguim comenta que A, 5 X Ag 2 ndo se encontra entre as
alternativas da prova do ENEM, porém, ele explica que (como ja observado no Capitulo 4) para
n=6ep=2,

06,2 = % X A672 ou 06,2 x 2l = A672, IOgO A672 = 06,2 X 2.

Portanto, A472 X A6,2 = 06,2 X 2 X 06,2 X 2.
Ou Seja, 06,2 X 06,2 X 2 X 2.
Logo, a alternativa C da prova do ENEM ¢ a correta.

Invariantes Operatorios: Nesta atividade, foram desenvolvidos dois problemas do
tipo arranjo, o primeiro com 4 elementos, formando agrupamentos ordenados de 2 elementos
e o segundo com 6 elementos, formando agrupamentos ordenados de 2 elementos. Em ambos
os casos, a ordem dos elementos gera novas possibilidades mas nem todos os elementos do

conjunto serdo usados.



5.7 Movendo Duas Pessoas para Dentro da Casa

Tipo de problema: Combinacdo

Estratégia de resolucio: Principio multiplicativo

Representacao: Listagem e arvore de possibilidades

Habilidade(s) da BNCC:

(EFO4MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipuldvel, proble-
mas simples de contagem, como a determinacdo do nimero de agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de uma colecao com todos os elementos de outra, utilizando estratégias
e formas de registro pessoais.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes ti-
pos de agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo

a estratégias diversas como o diagrama de arvore.

Descricao: A préxima atividade (Figura 18) é narrada pelo personagem Tucano que
expde uma questao ao usudrio: Jodo, Maria e Diogo estdo do lado de fora de casa. De quantas

maneiras dois deles podem estar dentro de casa?

Figura 18 — Historia Interativa 7

Fonte: O autor, 2025.
<https://scratch.mit.edu/projects/494262944>

A tela exibe uma casa com os trés personagens Jodo, Maria e Diogo. Tucano explica
que a ordem em que eles entram na casa ndao importa e sim, quais estdo no interior dela. O
usudrio pode interagir, arrastando os personagens para o interior da casa. Entdo, as opgdes
encontradas sdo visualizadas no lado esquerdo da tela. Trocando os personagens de dentro da

casa, 0 usudrio encontra outras opcoes, que também aparecem na tela. Quando todas as opgdes
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forem encontradas, o Tucano explica que existem trés possibilidades e que se trata de uma
combinacdo, pois ndo importa a ordem em que eles entram na casa e sim quais pessoas estao na
casa. Portanto, se entrar na casa Jodo e depois Maria ou se entrar Maria e depois Jodo tem-se
um Unico agrupamento. Na sequéncia, Tucano mostra como determinar essa resposta usando a

férmula para combinacao.

Invariantes Operatorios: Nesta atividade, foi desenvolvido um problema, do tipo
Combinagdo, com 3 elementos, formando agrupamentos ordenados de 3 elementos em que

a ordem dos elementos ndo gera novas possibilidades.

5.8 Capturando os Alunos Medalhistas

Tipo de problema: Combinacdo e Arranjo

Estratégia de resolucao: Principio multiplicativo

Representacao: Listagem e drvore de possibilidades

Habilidade(s) da BNCC:

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes ti-
pos de agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo

a estratégias diversas como o diagrama de arvore.

Descricao: A construcao no Scratch (Figura 19) assemelha-se a um jogo, precedida da

explicacdo da situacdo problema a ser resolvida durante a interacao.

Figura 19 — Hist6ria Interativa 8

Fonte: O autor, 2025.
<https://scratch.mit.edu/projects/501220868>
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A histéria € narrada e conduzida pela personagem, astronauta Dani, que ao sair de seu

foguete, apresenta a questdao da OBMEP (Quadro 7):

Quadro 7 — Questao da OBMEP (2015, nivel 3, fase 1, n°5)

Em uma Olimpiada de Matematica, foram distribuidas védrias medalhas de ouro, vdrias de
prata e vdrias de bronze. Cada participante premiado pode receber uma unica medalha.
Aldo, Beto, Carlos, Diogo e Elvis participaram dessa olimpiada e apenas dois deles foram

premiados. De quantas formas diferentes pode ter acontecido essa premiagao?
Fonte: (OBMEP, 2015)

Na sequéncia, o usudrio interage, através do foguete ou nave da astronauta, acertando
ou capturando as duplas de alunos medalhistas, sem analisar as medalhas que vado receber,
apenas formando duplas. Ap6s encontradas todas as duplas possiveis, a astronauta Dani explica
que sao dez combinagdes possiveis e apresenta a arvore de possibilidades da combinagao das
duplas. Detalhando que se trata de uma combinacdo Cs 5 € como obter essa resposta utilizando
a férmula de combinacdo.

A personagem, astronauta Dani, passa a explicar ao usudrio as op¢des de medalhas que
cada dupla pode receber. Siao trés tipos de medalhas que cada pessoa pode receber vezes trés
tipos da outra pessoa da dupla, ou seja, s@o 3 x 3 = 9 possibilidades de medalhas.

Por fim, a astronauta conduz o usudrio a explicacao final de que a formac¢do das duplas
e o recebimento das medalhas sdo eventos que ocorrem simultaneamente e de maneira indepen-
dente. Assim, pelo principio multiplicativo tem-se 10 x 9 = 90 combinagdes, ou ainda, C5 » x 9.
Resultando na alternativa D da prova da OBMEP.

Invariantes Operatoérios: Nesta atividade, foi desenvolvido dois problemas: o pri-
meiro, do tipo Combinacdo, com 5 elementos, formando agrupamentos ordenados de 2 elemen-
tos cuja ordem dos elementos ndo gera novas possibilidades; e, o segundo, do tipo arranjo, com
3 elementos, formando agrupamentos ordenados de 2 elementos cuja ordem dos elementos gera

novas possibilidades, mas nem todos os elementos do conjunto serdo usados.
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