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APRESENTACAO

O presente trabalho nasce da inquietacdo de apresentar alternativas de ensino, capazes
de ajudar no desenvolvimento do pensamento computacional no educando, bem como romper
com a prevaléncia da estrutura convencional nas aulas de matematica, caracterizada pelo
ensino tradicional desse componente curricular, baseada apenas no uso de recursos didaticos
como quadro e giz, e explicacdes puramente algébricas, ou de construgdes geométricas sem
auxilio de materiais de desenho, ou limitado pelo conhecimento das técnicas de uso destes.

Ferreira (2018) afirma que

O Geogebra permite a reprodugdo passo a passo da construcdo de cada elemento
dessas figuras, além da movimentacdo de elementos dos triangulos oferecendo uma
nova visualizacdo e permitindo a andlise e constatacdo de padrdes, de regularidades
nas relagfes métricas entre os lados dos triangulos. Ferreira (2018, p. 14)

Assim sendo, este material contém a proposta de uma sequencia didatica, construida
com o objetivo de favorecer a aprendizagem das relacGes métricas no tridngulo retangulo, em
especial do Teorema de Pitagoras, por meio do desenvolvimento de atividades no software de
geometria dindmica Geogebra.

Sua organizacdo esta dividida em cinco capitulos, nos quais sao apresentadas algumas
ferramentas, janelas, menus e recursos disponiveis para uso no Geogebra, com destaque para
aquelas que serdo utilizadas nas construcdes propostas; sugerimos uma sequéncia didatica que
acreditamos ter potencial de atingir os objetivos iniciais deste trabalho; mostramos um resumo
tedrico do assunto contendo algumas demonstracBes relevantes, entre elas do teorema de
Pitagoras, permitindo ao aluno a formalizag¢do dos conceitos internalizados, e finalizamos com
a aplicacédo de alguns exercicios visando fixar o assunto trabalhado.

Como ponto de partida, nos apoiaremos nas ideias de Wing, e de orientacdes presentes
na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), para comentar sobre a importancia de

desenvolver o pensamento computacional no aluno.

Capitulo 1 : Desenvolvendo o pensamento computacional no aluno através do GeoGebra

Embora ainda hoje existam pessoas que tenham dificuldade para utilizar algumas
tecnologias, e a grande maioria desconhegca 0s conceitos da matematica e da logica na
construcdo delas, é inegavel que essas tecnologias vieram para ficar. Assim sendo, entende-se
que é funcdo da escola ajudar no desenvolvimento do pensamento computacional nas

criangas.



Nesse diapasdo, dentre as competéncias gerais da educacdo bésica trazidas pela
BNCC, destacam-se:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunicacdo de
forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo
as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagfes, produzir
conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal
e coletiva. (BNCC, 2018, p. 9)

Considerando o resultado dos estudos ja realizados, acredita-se que propiciar ao aluno
a experiéncia de desenvolver atividades em um software de geometria dindmica, como é o
caso do Geogebra, venha favorecer a aprendizagem das Relacdes Métricas no Triangulo
Retangulo, em especial do Teorema de Pitagoras, e vai ao encontro do que recomenda a
BNCC, uma vez que propicia ao educando exercer esse protagonismo durante a utilizacdo da
tecnologia, bem como na producdo de conhecimentos e uma melhor compreensdo dos
conceitos matematicos envolvidos na resolugdo do problema.

Ao escolhermos uma representacdo apropriada, modelarmos aspectos relevantes de um
problema para torna-lo tratavel, abstraindo dados, decompondo tarefas ou modificando e
influenciando  sistemas grandes e complexos, estamos utilizando pensamentos
computacionais.

Nesse sentido, quando se fala de pensamento computacional a referéncia estad nas
habilidades fundamentais para todas as pessoas, que inclui uma série de ferramentas mentais
do campo da ciéncia da computacdo. Wing (2016, p. 2), afirma que o pensamento
computacional “envolve a resolugdo de problemas, projecdo de sistemas, e compreensao do
comportamento humano, através da extracdo de conceitos fundamentais da ciéncia da
computagao”.

O autor ensina que o pensamento computacional significa “reformular um problema
aparentemente dificil em um problema que sabemos como resolver, talvez por reducédo,
incorporagdo, transformacdo ou simulagdo” (Wing, 2016, p. 2). E mais, ele lembra que a
contribuicdo do pensamento computacional “vai além da habilidade de pesquisar em grandes
quantidades de sequéncias de dados em busca de padrdes” (Wing, 2016, p. 3), sendo uma
forma dos homens, usando sua inteligéncia, resolverem problemas que néo seria possivel
antes do advento do computador. Por fim, defende que é necessario “expor os estudantes pré-
universitarios aos métodos e modelos computacionais” (Wing, 2016, p. 5).

A visdo de Wing reforca a nossa proposta de ensino e aprendizagem de matematica

através do uso de tecnologias ativas, uma vez que o desenvolvimento de atividades em um



software de geometria dindmica como o Geogebra favorece a aprendizagem das Relagdes
Métricas no Triangulo Retdngulo, entre elas o Teorema de Pitdgoras, que certamente

aumentarao as chances de atrair a atencdo e o interesse do aluno pelos estudos.

Capitulo 2 : Ferramentas e recursos do GeoGebra

Segundo Assuncdo (2015, p. 68) “o GeoGebra € um software livre de matematica
dinamica que trabalha, principalmente, geometria”. Contudo, seu formato de multiplataforma,
disponivel para todos os niveis de ensino, permite combinar em uma unica aplicacao:
geometria, &lgebra, gréaficos, estatistica e calculo.

Ap0s sua criacdo em 2001, sua popularidade cresceu e ainda hoje é usado em quase
200 paises e traduzido para dezenas de idiomas. Para dar suporte a uma comunidade de
milhGes de utilizadores localizados em quase todo o mundo, conta com 62 Institutos
GeoGebra em 44 paises.

Os interessados podem fazer uso utilizando o navegador da web atraves do endereco

https://www.geogebra.org/classic, dispensando o processo de instalagio na memdria dos

computadores, ajudando assim a superar um dos principais argumentos dos que ndo utilizam
essas tecnologias, que sdo as criticas as maquinas consideradas ultrapassadas nos laboratorios
de informatica. Entretanto, algumas ferramentas ndo estardo disponiveis por serem especificas
para a versao desktop.

Dentre os recursos criados e disponibilizados pela comunidade estdo colecbes de
atividades, exercicios, aulas e jogos gratuitos que abrangem diversos topicos de matematica e
ciéncias, além de ferramentas e aulas interativas, também gratuitas, para uma experiéncia de
aprendizagem em matematica.

Ao acessar 0 Geogebra 0 usuario sera apresentado a uma tela inicial dividida em duas
janelas, uma algébrica e outra geométrica, ou grafica, que conversam entre si, de modo que
qualquer alteracdo na janela gréafica imediatamente aparece visivel na janela algébrica, e vice-

versa.

A barra de menus pode ser acessada atraves do botéo localizado na parte superior

direita da janela gréafica e dispGe das opg¢des: Arquivo, Novo, Abrir, Salvar como, Salvar no
computador, Exportar Imagem, Compartilhar, Baixar como, Visualizar Impressdo, Editar,
DisposicOes, Exibir, Configuracdes, Ferramentas, Ajuda & Feedback e Entrar, conforme

observamos nos destaques da Figura 1.


https://www.geogebra.org/classic

Figura 1: Interface do Geogebra (barra de menus)
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Fonte: os autores (2024)

No menu Exibir, por exemplo, é possivel personalizar a interface do Geogebra
exibindo ou escondendo, entre outras op¢fes, uma janela de visualizacdo 3D ou uma janela
em formato de planilha. Para isso basta que o usuario marque ou desmarque a opcao desejada.

Além da barra de menus, observa-se ainda a presenca da barra de ferramentas,
disposta logo abaixo da barra de enderego na web. Essa barra de ferramentas, destacada na
Figura 2, é composta por onze botdes, sendo que cada botdo da acesso a um grupo especifico
de opcdes de ferramentas que serdo utilizadas para a construcdo dos objetos matematicos

desejados.

Figura 2: Interface do Geogebra (barra de ferramentas)

<« =2 2% geogebra.org/classic

DRSO SIPAN EIR:

Fonte: os autores (2024)

Por padrdo, todo objeto que for construido na janela geométrica também sera
representado na janela algébrica, e vice-versa. Contudo, o usuario podera escolher exibir ou
ocultar a representacdo deste objeto na janela geometrica clicando na bolinha que aparecera
ao lado esquerdo de cada representacdo algébrica. Tambem serd possivel realizar outras



formatacdes clicando com o botdo direito, ou esquerdo, do mouse sobre 0s trés pontinhos que
aparecem no lado direito da representacdo algébrica de cada objeto construido.

Nos destaques da Figura 3 observa-se a representacdo de trés objetos (ponto A, ponto
B e do segmento de reta r com extremidades em A e B), 0 menu que permite exibir ou ocultar

esses objetos, além de outras opgGes de formatacéo.

Figura 3: Interface do Geogebra (menu exibir/ocultar e outras formatacdes)
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Detalharemos a seguir a fungdo de algumas das opcOes de botdes presentes na barra de
ferramentas da Figura 2, cujo uso apresenta uma maior frequéncia, em especial aqueles que

utilizaremos nas construcdes propostas no capitulo 3.

R

Mover: Esta ferramenta permite arrastar ou mover objetos livres. Ao selecionar um
objeto com 0 modo Mover ativado é possivel apaga-lo pressionando a tecla Delete ou mové-
lo através do mouse ou das setas do teclado.

A

:_1Ponto: Quando selecionada, esta ferramenta permite a criagdo de um ponto, bastando para

iSsO que o usuario dé um cligue com o mouse na janela grafica. Também é possivel criar um

ponto sobre um segmento, poligono ou fungdo ao clicar com o0 mouse sobre essas linhas.

>

pontos de intersecdo entre dois objetos selecionados. Também é possivel assinalar um ponto

Intersecdo de Dois Objetos: Quando ativada, esta ferramenta permite assinalar todos os




especifico de intersecdo ao clicar sobre o cruzamento de duas linhas que formam esses

objetos.

-

Ponto Médio ou Centro: Atraves desta ferramenta podemos facilmente determinar o

ponto médio de um segmento ou mesmo entre dois pontos aleatérios do plano. Também é

possivel assinalar o centro de uma circunferéncia.

fv Raizes: Com esta ferramenta ativada, podemos selecionar uma funcdo para encontrar

suas raizes. Por padrdo, o GeoGebra encontra todas as raizes de fungdes polinomiais,
enquanto para todas as outras funcGes ele encontra apenas as raizes pertencentes ao intervalo

visivel na janela grafica.

il

Reta: Quando ativada, esta ferramenta permite a criagdo de uma linha reta a partir da

selecdo de dois pontos distintos na janela grafica.

.

Segmento: Ativando esta ferramenta é possivel criar um segmento de reta limitado por

dois pontos distintos selecionados na janela grafica.

b

Segmento com Comprimento Fixo: Esta ferramenta permite criar um segmento de reta

com comprimento definido, bastando para isso que o usuario selecione um ponto qualquer na

janela grafica e em seguida informe o comprimento desejado na caixa de entrada que aparece.

o~

Semirreta: Quando selecionada, esta ferramenta permite a criacdo de uma semirreta a

partir da selecdo de dois pontos distintos na janela grafica. O primeiro ponto selecionado sera

0 ponto inicial e o segundo ponto selecionado um ponto por onde a semirreta ird passar.

y
-

—|Reta Perpendicular: Ativando essa ferramenta é possivel selecionar um ponto qualquer e

depois uma reta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor), previamente tracada, criando assim
uma linha reta passando pelo ponto escolhido e perpendicular a reta (ou segmento, ou

semirreta, ou vetor) considerada.

-

—

Reta Paralela: Ao ativar essa ferramenta € possivel selecionar um ponto qualquer e

depois uma reta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor), previamente tracada, criando assim
uma linha reta passando pelo ponto escolhido e paralela a reta (ou segmento, ou semirreta, ou

vetor) considerada.

X Mediatriz: Através desta ferramenta é possivel construir a mediatriz (ou bissetriz

perpendicular) de um segmento, mediante a selecdo de dois pontos, ou de um segmento

previamente construido.
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L

Bissetriz: Ativamos esta ferramenta quando desejamos criar a bissetriz do angulo ABC,
com vertice em B, mediante a selecdo dos trés pontos (A, B e C), ou de duas retas

concorrentes para criar as bissetrizes dos angulos formados por elas.

| Va - 7 Ve - Ve
> Poligono: Com essa ferramenta ativada é possivel construir um poligono escolhendo na

janela grafica pelo menos trés pontos ndo colineares para serem os vértices do poligono. Apos
a escolha do ultimo vértice, o primeiro vértice deve ser selecionado novamente para “fechar”

o0 poligono. A éarea do poligono construido sera indicada na janela algébrica.

L Poligono Regular: Ativando essa ferramenta € possivel construir um poligono regular
selecionando, aleatoriamente, dois pontos na janela grafica para especificar o primeiro lado e,
em seguida, inserir o nimero de vértices que poligono devera ter (incluindo os pontos

especificados anteriormente) na caixa de entrada que sera exibida.

criar um circulo de modo simples, bastando selecionar dois pontos quaisquer da janela

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos: Ativando essa ferramenta o usuério pode

gréfica, um para ser o centro e outro que ird definir o tamanho do raio.

©

Circulo: Centro & Raio: Com essa ferramenta ativada, o usuario também podera criar

um circulo de modo simples, selecionando um ponto qualquer da janela grafica para ser o

centro do circulo, e inserindo o tamanho do raio na caixa de entrada exibida.

@ Compasso: Ao ativar essa ferramenta, o usuario pode selecionar um segmento existente,

ou dois pontos quaisquer da janela grafica, para definir o comprimento do raio. Feito isso, um
circulo com esse comprimento de raio serd exibido. Depois, basta 0 usuario arrastar esse
circulo e fixar a posi¢do do centro selecionando um ponto j& existente, ou clicando em um

ponto qualquer na janela grafica.
©Q

circulo selecionando trés pontos ndo colineares da janela grafica. Caso 0s pontos sejam

Circulo definido por Trés Pontos: Ativando essa ferramenta é possivel construir um

colineares, o circulo degenera na reta que contém esses trés pontos.

%

Semicirculo: Com essa ferramenta ativada € possivel criar um semicirculo no sentido
horério a partir da selecdo de dois pontos quaisquer na janela grafica. O diametro desse
semicirculo é definido pelos pontos selecionados e a medida do seu comprimento exibida na

janela algébrica.
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ya

um angulo. Para isso, ele deve selecionar trés pontos ja existentes, ou clicar em trés pontos

Angulo: Com essa ferramenta ativada, o usuario pode facilmente determinar a medida de

distintos na janela grafica. Neste caso, o segundo ponto serd o vértice do angulo e seus lados
estardo definidos entre ele e os outros dois pontos. Também é possivel criar um angulo
selecionando dois segmentos, duas linhas ou dois vetores. Por padrdo, os angulos sdo
marcados no sentido anti-horario, de modo que a ordem de escolha dos pontos, segmentos,
linhas ou vetores ird definir a orientacdo do angulo. Esta ferramenta também permite criar
todos os angulos internos de um poligono qualquer, bastando clicar com 0 mouse no interior

desse poligono apds ativar a ferramenta.

distancia entre dois pontos, entre duas retas ou entre um ponto e uma reta, bastando para isso

Distancia, Comprimento ou Perimetro: Com a ajuda dessa ferramenta podemos medir a

qgue o usuario selecione os elementos na janela grafica. Também ¢é possivel medir o
comprimento de um segmento e selecionar regides poligonais, circulares ou elipticas para
determinar o seu perimetro. O resultado da medicdo serd exibido na janela algébrica e um

texto dindmico contendo 0 mesmo valor exibido na janela grafica.

em?

Area: Com a ajuda dessa ferramenta podemos selecionar regides poligonais, circulares

ou elipticas para medir a sua area. O resultado da medicdo sera exibido na janela algébrica e

um texto dindmico contendo o mesmo valor exibido na janela gréfica.

a=2
—

Controle Deslizante: Essa ferramenta permite que o usuario manipule objetos de forma
automatica ou manual durante o ensino/aprendizagem de conceitos muito abstratos. Para criar
um controle deslizante basta ativar essa ferramenta e clicar em qualquer ponto na janela
grafica. Uma caixa de didlogo aparecera permitindo ao usuario especificar o nome, o intervalo
[min, max] e o incremento do nimero ou &ngulo, assim como o alinhamento e seu modo de

velocidade e animacéo.

<

Mover Janela de Visualizagdo: O acionamento dessa ferramenta permite que o usudrio

arraste o fundo da visualizacdo grafica alterando sua area de visibilidade, como também que
arraste os eixos de coordenadas para dimensiona-los. Caso a janela de visualizacdo 3D esteja
sendo exibida, sera possivel alternar a visualizacdo panoramica entre 0 modo paralelo ao

plano x —y e 0 modo paralelo ao eixo z.
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Capitulo 3 : Descobrindo conceitos e propriedades pela interacdo com o Geogebra

Ferreira (2018, p. 127) sugere que seu trabalho seja reaplicado “com algumas
alteracbes como (...) a manipulacdo por parte dos alunos do Software Educativo
Geogebra, caso a estrutura fisica permita, objetivando novas formas de ensinar e aprender”
(grifo nosso).

Nesse sentido, no presente capitulo apresenta-se 0 passo a passo dos protocolos que 0s
alunos deverdo seguir para realizar duas construcdes no Geogebra, as quais servirdo de base
de observacdo para a resposta das atividades sobre os temas que se pretende ensinar. O
objetivo por trds de cada atividade sugerida é que cada aluno perceba as propriedades
mediante sua interagdo com o software ao manipular suas ferramentas.

Durante o processo de interacdo, o aluno sera estimulado a utilizar os principios do
pensamento computacional para observar e refletir sobre os resultados obtidos, relacionando
0s registros algébricos com as respectivas representacfes na janela gréfica, visando a
internalizacdo dos conceitos, ainda que de modo ndo formal. No capitulo 4, far-se-& uma
demonstracdo em linguagem simples, mas com o devido rigor matematico, dos conceitos
trabalhados nesse capitulo com a ajuda do Geogebra, formalizando as propriedades

percebidas e consolidando a aprendizagem dos conceitos.

CONSTRUCAO 1: TRIANGULO RETANGULO INSCRITO EM UMA
SEMICIRCUNFERENCIA

%

Passo 1: Com a ajuda da ferramenta Semicirculo construa uma semicircunferéncia

escolhendo dois pontos quaisquer na janela grafica para serem os extremos do diametro.

Passo 2: Clique com o bot&o direito do mouse sobre o0 nome da semicircunferéncia e escolha a
opcao renomear. Na caixa de dialogo que aparecer, abra o teclado virtual, selecione a letra
grega lambda (1) e clique em OK.

Passo 3: Clique com o bot&o direito do mouse sobre 0 extremo A da semicircunferéncia A e

escolha a opcao renomear. Na caixa de didlogo que aparecer, digite C e clique em OK.

e

Passo 4. Com a ferramenta Segmento construa um AABC escolhendo como vértices 0s

dois extremos da semicircunferéncia A e um terceiro ponto quaisquer sobre essa
semicircunferéncia.
Passo 5: Clique com o botdo direito do mouse sobre a letra que identifica o lado BC

(hipotenusa) construido no passo 4. Selecione configuracbes e, na janela de opgoes,
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identifique a linha Nome e digite a para renomear. Depois, na caixa Exibir Rotulo, escolha a
opcdo Nome & Valor. A seguir, feche a janela de opcdes.

Passo 6: Repita 0 passo 5 para renomear os lados AC e AB (catetos), construidos no passo 4,
em b e c, respectivamente. Lembre-se de escolher a op¢do Nome & Valor na caixa EXibir

Rétulo. Na sequéncia, feche a janela de opgdes.

\
-

Passo 7: Escolha a ferramenta L—__] Reta Perpendicular, clique sobre o ponto A e em seguida

no didmetro BC para construir uma reta perpendicular a BC passando por A.

>

Passo 8: Escolha a ferramenta Intersecdo de Dois Objetos, clique sobre o didmetro BC e

em seguida na reta perpendicular construida no passo 7.

Passo 9: Cliqgue com o botdo direito do mouse sobre a letra que identifica o ponto de
intersecdo construido no passo 8 e escolha a op¢do renomear. Na caixa de didlogo que
aparecer, digite H e cliqgue em OK.

Passo 10: Na janela algébrica cliqgue na bolinha ao lado do nome da reta perpendicular

construida no passo 7 para ocultar essa reta.

o

Passo 11: Com a ferramenta Segmento construa o segmento AH (altura) selecionando os

pontos A e H.

Passo 12: Clique com o botdo direito do mouse sobre a letra que identifica o segmento AH
construido no passo 11. Selecione configuracdes e, na janela de opcGes, identifique a linha
Nome e digite h para renomear. Depois, na caixa Exibir Rétulo, escolha a opcdo Nome &

Valor. A seguir, feche a janela de opcoes.

o

Passo 13: Com a ferramenta Segmento construa o segmento CH (projecdo do cateto b

sobre a hipotenusa a) selecionando os pontos C e H. Entdo clique com o botdo direito do

mouse sobre a letra que identifica o segmento CH, selecione configuracdes, identifique a linha
Nome e digite n para renomear. Depois escolha a opcdo Nome & Valor na caixa EXxibir

Rétulo e feche a janela de opcoes.

“

Passo 14: Com a ferramenta Segmento construa o segmento HB (projecdo do cateto ¢

sobre a hipotenusa a) selecionando os pontos H e B. Entdo cliqgue com o botdo direito do
mouse sobre a letra que identifica o segmento HB, selecione configuracdes, identifique a linha
Nome e digite m para renomear. Depois escolha a op¢cdo Nome & Valor na caixa Exibir

Rotulo e feche a janela de opcdes.
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&

Passo 15: Com a ferramenta

Angulo selecione os catetos b e ¢, nessa ordem, para exibir a

medida do angulo BAC formado por eles. Repita o procedimento selecionando, nessa ordem, a
projecdo m e a altura h, para exibir a medida do 4ngulo BHA formado por eles.
Passo 16: Clique com o botdo direito do mouse sobre os angulos construidos no passo 15,
selecione configuracdes e escolha a opcdo Valor na caixa Exibir Rotulo.

A Figura 4 representa o resultado da constru¢do 1 que vocé encontrard na janela

gréafica ap0s realizar corretamente todo o protocolo de passos indicados acima.

Figura 4: Resultado da construcdo 1 apds a execugdo do passo a passo

A

a=9

Fonte: os autores (2024)
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ATIVIDADE 1

. N . «
Ative a ferramenta Mover, clique e segure com o0 botdo do lado esquerdo do

mouse sobre o ponto A para mové-lo sobre a semicircunferéncia A. Depois responda as
perguntas.

Objetivo: Perceber que 0 movimento do ponto A sobre a semicircunferéncia, ou dos outros
dois pontos que formam o diametro dessa semicircunferéncia no plano, ndo deformam o
angulo reto e, portanto, garantem a existéncia do tridngulo retangulo inscrito em uma
semicircunferéncia.

P1: Qual a medida do &ngulo BAC quando movemos o ponto A sobre a semicircunferéncia A?

P2: Qual a medida do angulo BHA quando movemos o ponto A sobre a semicircunferéncia A?

P3: Os angulos BAC e BHA sofrem alteracdo quando movemos o ponto B no plano?

P4: Os angulos BAC e BHA sofrem alteracdo quando movemos o ponto C no plano?

P5. O que acontece com o AABC quando o ponto A fica sobre o ponto B?

Por que vocé acha que isso

aconteceu?

P6: O que acontece com o AABC quando o ponto A fica sobre o ponto C?

Por que vocé acha que isso

aconteceu?

P7: Com base no que vocé observou ao realizar os movimentos solicitados, 0 que vocé

conclui?
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ATIVIDADE 2

A posicdo do ponto A na Figura 4 determinou os valores de n e m indicados na tabela
abaixo. Mova o ponto A para cinco novas posi¢oes (NP) sobre a semicircunferéncia A de
modo que o AABC continue existindo e anote na tabela as medidas solicitadas conforme o
exemplo, realizando os calculos quando necessario. Depois responda as perguntas.
Objetivo: Fazer com que o aluno perceba a relagdo existente entre a hipotenusa do tridngulo
retdngulo e as projecdes dos catetos feitas sobre ela.

N m n+m

Exemplo 1,95 7,05 9
NP1
NP2
NP3
NP4
NP5

P1: Comparando a medida da hipotenusa a dos tridngulos obtidos nas cinco novas posicdes
(NP) do ponto A, com os valores encontrados na 42 coluna como resultado para a soma das

projecdes n e m desses triangulos, o que vocé observa?

P2: Com base no que vocé observou ao realizar as anotagdes, 0s célculos e as comparagdes

solicitadas, que concluséo vocé chega?

P3: Como vocé escreveria em linguagem matematica, isto €, através de uma formula, a

relacdo que vocé concluiu?
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ATIVIDADE 3

A posicdo do ponto A na Figura 4 determinou os valores de n, m e h indicados na
tabela abaixo. Mova o0 ponto A para cinco novas posi¢des (NP) sobre a semicircunferéncia A
de modo que o AABC continue existindo e anote na tabela as medidas solicitadas conforme o
exemplo, realizando os calculos quando necessario. Depois responda as perguntas.
Objetivo: Fazer com que o aluno perceba a relacdo existente entre a altura do tridngulo
retdngulo e as proje¢des dos catetos.

Exemplo 1,95 7,05 13,7 () 3,71 13,7 ()
NP1
NP2
NP3
NP4
NP5

(") Valores aproximados

P1: Comparando a 62 e a 42 coluna em que aparecem, respectivamente, a medida do quadrado
da altura h dos tridngulos obtidos nas cinco novas posi¢fes (NP) do ponto A, com os valores
encontrados como resultado para o produto das projecfes n e m desses triangulos, o que vocé

observa?

P2: Com base no que vocé observou ao realizar as anotagdes, 0s célculos e as comparacgdes

solicitadas, que conclusdo vocé chega?

P3: Como vocé escreveria em linguagem matematica, isto é, através de uma férmula, a

relacdo que vocé concluiu?
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ATIVIDADE 4

A posicao do ponto A na Figura 4 determinou os valores de a, b, ¢, n e m indicados na
tabela abaixo. Mova o0 ponto A para cinco novas posi¢des (NP) sobre a semicircunferéncia A
de modo que o AABC continue existindo e anote na tabela as medidas solicitadas conforme o
exemplo, realizando os calculos quando necessario. Depois responda as perguntas.
Objetivo: Fazer com que o aluno perceba a relacdo existente entre a hipotenusa do tridngulo
retdngulo, um dos catetos e a projecdo desse cateto sobre a hipotenusa.

a b c n m a.n a.m b? c?
Exemplo| 9 [ 419|796 | 195|705 |176() |634() | 176 () | 63,4()
NP1
NP2
NP3
NP4
NP5

(") Valores aproximados

P1: Comparando a 9% e a 72 coluna em que aparecem, respectivamente, a medida do quadrado
do cateto b dos triangulos obtidos nas cinco novas posi¢des (NP) do ponto A, com os valores
encontrados como resultado para o produto da projecdo desse cateto b sobre a hipotenusa a

desses triangulos, o que vocé observa?

P2: Comparando a 10% e a 8% coluna em que aparecem, respectivamente, a medida do
quadrado do cateto ¢ dos triangulos obtidos nas cinco novas posi¢des (NP) do ponto A, com
os valores encontrados como resultado para o produto da projecdo desse cateto ¢ sobre a

hipotenusa a desses triangulos, o que vocé observa?

P3: Com base no que vocé observou ao realizar as anotagdes, os calculos e as comparagdes

solicitadas, que conclusdo vocé chega?

P4: Como vocé escreveria em linguagem matematica, isto €, através de uma formula, a

relacdo que vocé concluiu?
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ATIVIDADE 5

A posigédo do ponto A na Figura 4 determinou os valores de a, b, ¢, e h indicados na
tabela abaixo. Mova o0 ponto A para cinco novas posi¢des (NP) sobre a semicircunferéncia A
de modo que o AABC continue existindo e anote na tabela as medidas solicitadas conforme o
exemplo, realizando os calculos quando necessario. Depois responda as perguntas.
Objetivo: Fazer com que o aluno perceba a relacdo existente entre a hipotenusa, a altura e os

catetos de um triangulo retangulo.

Exemplo 9 4,19 7,96 3,71 33,4 () 33,4 ()
NP1
NP2
NP3
NP4
NP5

(") Valores aproximados

P1: Comparando a 6% e a 72 coluna em que aparecem, respectivamente, a medida do produto
da hipotenusa a com a altura h dos triangulos obtidos nas cinco novas posi¢des (NP) do ponto
A, com os valores encontrados como resultado para o produto dos catetos b e ¢ desses

tridangulos, o que vocé observa?

P2: Com base no que vocé observou ao realizar as anotagdes, os calculos e as comparagdes

solicitadas, que conclusdo vocé chega?

P3: Como vocé escreveria em linguagem matematica, isto €, através de uma férmula, a

relacdo que vocé concluiu?
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ATIVIDADE 6

A posicao do ponto A na Figura 4 determinou os valores de a, b e ¢ indicados na
tabela abaixo. Mova o0 ponto A para cinco novas posi¢des (NP) sobre a semicircunferéncia A
de modo que o AABC continue existindo e anote na tabela as medidas solicitadas conforme o
exemplo, realizando os calculos quando necessario. Depois responda as perguntas.
Objetivo: Fazer com que o aluno perceba a relagdo existente entre a hipotenusa e os catetos de
um triangulo retangulo (teorema de Pitagoras).

b c a b? c? b2 + 2
Exemplo 9 4,19 7,96 81 176 () | 634 () 81

NP1
NP2
NP3
NP4
NP5

(") Valores aproximados

P1: Comparando a 5% e a 82 coluna em que aparecem, respectivamente, o quadrado da medida
da hipotenusa a dos triangulos obtidos nas cinco novas posi¢des (NP) do ponto A, com 0s
valores encontrados como resultado para a soma dos quadrados das medidas dos catetos b e ¢

desses triangulos, o que vocé observa?

P2: Com base no que vocé observou ao realizar as anotagdes, os calculos e as comparagdes

solicitadas, que conclusdo vocé chega?

P3: Como vocé escreveria em linguagem matematica, isto €, através de uma férmula, a

relacdo que vocé concluiu?
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CONSTRUCAO 2: DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS

Passo 1: Partindo do resultado final da CONSTRUCAO 1, oculte a semicircunferéncia A
clicando na bolinha ao lado do nome.

Passo 2: Repita o procedimento do passo 1 para ocultar também: a altura h, as projecdes n e

m, 0 ponto H e o angulo reto BHA

Passo 3: Com a ajuda da ferramenta L Poligono Regular, construa um quadrado sobre o
cateto AC escolhendo os pontos C e A, nessa ordem. Na caixa de entrada que sera exibida,
informe que o numero de lados do quadrado e clique em OK.

Passo 4: Com a mesma ferramenta usada no passo 3, construa um segundo quadrado sobre o
cateto AB escolhendo os pontos A e B, nessa ordem. Na caixa de entrada que seré exibida,
informe que o numero de lados do quadrado e clique em OK.

Passo 5: Com a mesma ferramenta usada no passo 3, construa um terceiro quadrado sobre a
hipotenusa BC escolhendo os pontos B e C, nessa ordem. Na caixa de entrada que sera

exibida, informe que o nimero de lados do quadrado e clique em OK.

em?

Passo 6: Com a ajuda da ferramenta = Area, clique no interior de cada um dos quadrados

construidos nos passos 3, 4 e 5 para exibir a rea de cada um deles.
Passo 7: Clique com o botdo direito no mouse na caixa com o texto dindmico contendo o
valor da area do primeiro quadrado e selecione Editar. Na caixa de edicdo, apague a expressao
de poll e no lugar escreva =b”2 e clique em OK.
Passo 8: Repita o procedimento do passo 7 clicando nos textos dinamicos contendo o valor
das areas do segundo e terceiro quadrado e selecione Editar. Na caixa de edicdo, apague as
expressdes de pol2 e de pol3, e no lugar escreva, respectivamente, =c2 e =a”2. Ap0Os as
edigdes, clique em OK.
Passo 9: Clique com o botéo direito do mouse no interior do primeiro quadrado e selecione
configuracBes. Na janela de op¢des, identifique a aba Cor, escolha uma cor de sua preferéncia
e aplique transparéncia 100 deslizando a barra de controle. A seguir, feche a janela de opcdes.
Passo 10: Repita o procedimento do passo 9 com o segundo e terceiro quadrado. Escolha
cores diferentes para cada um deles.

Exceto pelas cores escolhidas e pela posicdo dos pontos A, B e C, a Figura 5
representa o resultado da construcdo 2 que vocé encontrara na janela grafica apos realizar

corretamente todo o protocolo de passos indicados acima.



Figura 5: Resultado da construcdo 2 apds a execu¢do do passo a passo
. T=

10

Area =¢ = 6343

Fonte: os autores (2024)

22
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ATIVIDADE 7

. N . «
Ative a ferramenta Mover, clique e segure com o0 botdo do lado esquerdo do

mouse sobre os pontos A, B ou C para mové-los na janela grafica. Escolha cinco novas
posicdes (NP) para eles de modo que o AABC continue existindo e anote na tabela as medidas
solicitadas conforme o exemplo, realizando os calculos quando necessario. Depois responda
as perguntas.

Objetivo: Fazer o aluno perceber que a0 movimentar o ponto A e/ou 0s outros dois pontos que
formam o AABC, a éarea dos quadrados construidos sobre os lados do AABC sofre alteragéo,

mas a relacdo entre elas se mantém. Essa relacdo é conhecida como teorema de Pitagoras.

a’ b? c? b2 + ¢?

Exemplo 81 17,57 () 63,43 () 81
NP1
NP2
NP3
NP4
NP5

(") Valores aproximados

P1: Comparando a 22 e a 5% coluna em que aparecem, respectivamente, o quadrado da medida
da hipotenusa a dos triangulos obtidos nas cinco novas posi¢cdes (NP) do ponto A, com 0s
valores encontrados como resultado para a soma dos quadrados das medidas dos catetos b e ¢

desses triangulos, o que vocé observa?

P2: Com base no que vocé observou ao realizar as anotac6es, os calculos e as comparagoes

solicitadas, que conclusédo vocé chega?

P3: Como vocé escreveria em linguagem matematica, isto €, através de uma formula, a

relacdo que vocé concluiu?
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Capitulo 4 : Desvendando as relagdes métricas no triangulo retangulo

No presente capitulo é apresentado ao leitor um resumo sobre tridngulos retangulos e
as relacGes métricas existentes entre alguns dos seus elementos, a saber: catetos, hipotenusa,
altura e projecdes de cada cateto sobre a hipotenusa. Além disso, foram incluidas algumas
demonstracfes dessas relacbes com destaque para o Teorema de Pitdgoras. Provou-se ainda
que todo tridngulo inscrito em uma semicircunferéncia é retangulo. A definicdo de tridngulo
serviu como ponto de partida.

Dolce e Pompeo (1993, p. 36) trazem a seguinte defini¢do: “Dados trés pontos A, Be
C ndo colineares, a reunido dos segmentos AB, AC e BC chama-se triangulo ABC”. Adotamos
o0 simbolo A para indicar um triangulo como forma de simplificar a escrita, isto €, quando nos

referirmos ao “tridngulo ABC” usaremos a notagdo “AABC”.

Figura 6: AABC

|

A

Fonte: os autores (2024)

Na Figura 6, destacam-se 0s seguintes elementos:

e Os pontos A, B e C sdo chamados vértices do AABC.

e Os segmentos AB, AC e BC s&o os lados do AABC. Simbolicamente utilizam-se letras
minusculas no nosso alfabeto para representar os lados de um tridngulo. Assim, as letras
¢, b e a representam, respectivamente, as medidas dos lados AB, AC e BC.

e Os angulos ABC (ou angulo B, ou apenas B), BCA (ou angulo C, ou C) e CAB (ou angulo
A, ou apenas A) sdo os de angulos internos do AABC.

Ainda na Figura 6, dizemos que a é o lado oposto ao A, que b é o lado oposto ao B e

que c é o lado oposto ao C.

Em relacdo a medida dos lados, dizemos que os tridngulos s&o:
e Equilateros se, e somente se, o triangulo possuir os trés lados congruentes, isto &, os trés

lados com a mesma medida.
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Isosceles se, e somente se, o triangulo possuir dois lados congruentes e um nao
congruente, isto é, dois lados com a mesma medida e o terceiro lado com medida
diferente.

Escalenos se, e somente se, o triangulo possuir dois lados ndo congruentes, isto €, dois
lados com medidas diferentes.

Na Figura 7 vemos exemplos de triangulos classificados quanto a medida dos lados.

Figura 7: Classificagdo dos tridngulos quanto a medida dos lados

ANABC equilétero ARST isosceles AMNP escaleno

S T M 5 P

Fonte: Dolce e Pompeo (1993, p. 38)

Em relacdo a medida dos angulos, dizemos que os triangulos sdo:
Retangulos se, e somente se, o tridngulo possuir um angulo reto, isto €, a sua medida for
igual a 90°.
Acutangulos se, e somente se, o triangulo possuir os trés angulos agudos, isto &, as suas
medidas forem menor que 90°.
Obtusangulo se, e somente se, o tridngulo possuir um angulo obtuso, isto é, a sua medida
for maior que 90°.

Na Figura 8 vemos exemplos de triangulos classificados quanto a medida dos angulos.

Figura 8: Classificacdo dos triangulos quanto a medida dos angulos

Cc D R

: ey st

A B E F

wm
-

NABC retdngulo em A ADEF acutdngulo ARST obtusangulo em S

Fonte: Dolce e Pompeo (1993, p. 38)
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Os lados de um tridngulo retangulo recebem denominagdes especiais, a saber:
e Catetos: quando estivermos nos referindo aos lados que formam o angulo reto.
e Hipotenusa: quando estivermos nos referindo ao lado oposto ao angulo reto.

No AABC da Figura 9 destacamos todos os elementos do triangulo retangulo, a saber:

Figura 9: Elementos do tridngulo retangulo
A

d

Fonte: os autores (2024)

e BC = a = hipotenusa

e AC = b = cateto

e AB = c = cateto

e AH = h = altura relativa a hipotenusa

e BH = m = projecio do cateto ¢ sobre a hipotenusa

e HC = n = projecéo do cateto b sobre a hipotenusa

A projecdo do ponto A sobre a hipotenusa representado pelo segmento AH é
responsavel por dividir o AABC, retangulo no ponto A, em dois tridngulos retangulos menores,
a saber: AAHB e AAHC, ambos retangulo no ponto H.

E facil observar que os angulos ABH = CAH e BAH = HCA. Logo, 0 AAHB e 0 AAHC
sdo semelhantes. E mais, esses dois triangulos também séo semelhantes ao triangulo original
AABC. Denota-se este fato da seguinte forma:

AABC ~ AAHB ~ AAHC
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Essa tripla semelhanca nos permite afirmar que os lados homologos desses trés
tridngulos séo proporcionais. Assim, tomando os triangulos dois a dois, chegamos as relagdes
métricas que apresentaremos a segulir.

12 relacdo: A medida da hipotenusa é igual a soma das medidas das projecGes dos catetos

Demonstragéo:
A demonstracdo desta relacédo € imediata, bastando observar no AABC que 0 segmento

BC = BH + HC. Portanto: a=m+n

22 relacdo: Em um triangulo retangulo, o quadrado da altura € igual ao produto das projecdes.
Demonstracgéo:

Demonstramos esta relacdo observando os dois tridngulos que surgem ao projetamos o
ponto A sobre a hipotenusa.

J& vimos que como 0 AAHB ~ AAHC os seus lados séo proporcionais. Logo:

AH BH h m >
— = — = — = — = h*=mxn
HC AH n h

Wagner (2015, p. 7) destaca o importante fato de que “a altura é média geométrica

entre as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa”.

32 relacdo: Em todo triangulo retangulo, o quadrado de um cateto € igual ao produto da sua
projecao pela hipotenusa.
Demonstracéo:

Vamos demonstrar esta relacdo comparando o triangulo original com cada um dos dois
tridngulos que surgiram quando projetamos o vértice A sobre a hipotenusa.

1° caso: Como 0 AABC ~ AAHB, temos que os seus lados sdo proporcionais. Assim:

AB BH c m 2
_— 2 — = — = ce=aXm
BC AB a [«

E mais:

2° caso: Como o0 AABC ~ AAHC, temos que os seus lados também s&o proporcionais. Assim:

HC b n
— > —=— = |b? =axn
AC

%)
=2
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42 relagdo: Em todo triangulo retdngulo, o produto da hipotenusa pela altura € igual ao
produto dos catetos.
Demonstracao:

Para demonstrar esta relacdo basta comparar o triangulo original com um dos dois
tridangulos que surgiram quando projetamos o vértice A sobre a hipotenusa.

Ja vimos que como 0 AABC ~ AAHC, os seus lados sdo proporcionais. Logo:

C AH b h
_—= 5 — = — = axh=bxXc
BC AB a C

52 relacdo: Em todo triangulo retdngulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados dos catetos.
Demonstracgéo:

Vamos demonstrar esta relacdo trabalhando algebricamente com os dois resultados

obtidos na 3?2 relagdo, ou seja:

Do 1° caso concluimos que: ¢c2 = a X m
Do 2° caso concluimos que: b2 = a x n
Somando essas duas relacdes membro a membro, obtemos:
b’2+c?=axm+axn
b% + c? =a x (m+n)
Da 12 relagdo temos que a = m + n, logo:
b2+ c?2=axa

b? + ¢ = a?

ou ainda, a’ = b? 4 c?

Popularmente, essa relacdo € conhecida como Teorema de Pitagoras e 0s primeiros
indicios do conhecimento e uso dessa relacdo datam de 1800 a.C. Geometricamente, este
teorema nos afirma que a area do quadrado construido sobre a hipotenusa tem area
equivalente a unido das areas dos quadrados construidos sobre cada um dos catetos. Na Figura
10 feita no Geogebra, ao construimos um quadrado sobre cada um dos lados 3, 4 e 5 do

triangulo é possivel confirmar a validade desse teorema.
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Figura 10: Demonstracdo geométrica do Teorema de Pitagoras

Fonte: os autores (2024)

A reciproca do Teorema de Pitagoras:

Como visto anteriormente, todo triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos medindo
b e c é valida a relagdo a? = b? + c? conhecida como Teorema de Pitagoras. Seguindo as
ideias de Wagner (2015, p. 8), provar-se-a que a reciproca desse teorema também é

verdadeira, isto é:

Se a, b e ¢ sdo nimeros reais positivos com a? = b? + c?, entdo o triangulo de lados a, b e

c e retangulo.

Demonstracgéo:
Suponha por absurdo que A # 90°. Temos entdo dois casos a analisar: quando o

A < 90° e quando A > 90°.
1° caso: A < 90°
Considere o AABC da Figura 11, comAB =c,BC=a,AC=beb < c.
Se A < 90°, entdo D € AB. Adotando AD = x e CD = h vem que DB = ¢ — x. Como AADC é
retangulo em D, temos que b? = h?+ x? = h?= b?— x2. E mais, como ABDC
também é retangulo em D, temos que a? = h%? + (¢ — x)?. Assim:

a?=b?>— x>+ c?—-2cx+ x> > a’= b*+ c?—-2cx < b%?+ c?

0 que contraria a condicdo inicial.
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Figura 11: Esboco da reciproca do Teorema de Pitagoras (1° caso)

C

A3 D C—X B

Fonte: Wagner (2015, p. 9)
20 caso: A > 90°
Considere 0 AABC da Figura 12, outra vez com AB = ¢, BC = a e AC = b.
Se A > 90°, entdo D estd sobre o prolongamento de AB. Adotando novamente AD = x e
CD = h concluimos que DB = ¢ + x. E mais, como o AADC ¢é retdngulo em D, temos que

b?= h?>+ x> = h%= b%— x%

Figura 12: Esbocgo da reciproca do Teorema de Pitagoras (2° caso)

C

D © A c B

Fonte: Wagner (2015, p. 9)

Do mesmo modo, como o ABDC é retangulo em D, temos que a? = h? + (¢ + x)2. Assim:
a?= b2 — x>+ c?*+2cx+ x* > a? = b%>+ c?+2cx > b?+ c?

fato que mais uma vez contraria a condigéo inicial.

Tem-se entdo, que quando A < 90° = a? < b? + c? e quando A > 90° = a? > b? + c2.

Logo, pode-se afirmar que a condicdo a? = b? + c? s sera atendida quando A = 90°, isto &,

quando o AABC de lados medindo a, b e c, for retangulo.
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Teorema do triangulo reténgulo:

Todo tridngulo inscrito em uma semicircunferéncia é retangulo.

Figura 13: Triangulo inscrito em uma semicircunferéncia

A

Fonte: os autores (2024)

Na Figura 13 temos um AABC inscrito em uma semicircunferéncia A, de centro em O ¢
raio r, de tal forma que BC ¢é igual ao didmetro de A, isto ¢, BC = 2r. Para provar este teorema
basta mostrar que 0 AABC é retdngulo em A, ou seja, que o o + = 90°.

Demonstracéo:

De fato, como O é o centro da semicircunferéncia A, entdo OA = OB = OC = r. Com
isso, podemos afirmar que o AAOC e o AAOB sdo isosceles. Assim, no AAOC temos que
CAO = ACO = a e no AAOB temos que BAO = ABO = .

Pelo teorema da soma dos angulos internos de um triangulo, podemos escrever que
a+ B+ a+ = 180° ou ainda, que 2a + 2 = 180°, de onde se conclui que a + 3 = 90°,

provando assim o teorema.

Capitulo5: Aplicando as relagcbes métricas no triangulo retédngulo (exercicios de
fixacao)

No presente capitulo, propdem-se algumas aplicacGes interessantes das relacOes
métricas no triangulo retangulo visando exercitar o assunto trabalhado. Se necessario, sugere-
se que o leitor retome as anotagdes feitas durante a resposta das sequéncias de atividades

realizadas no capitulo 3, bem como a formalizag&o do conhecimento presente no capitulo 4.
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5.1- Utilizando as relagcBes métricas determine as medidas desconhecidas em cada triangulo
retdngulo da Figura 14.

Figura 14: Triangulos retdngulos com medidas desconhecidas

D

) A (b)

Fonte: os autores (2024)

5.2- Um casal saiu de casa em direcdo a igreja. Ao entrarem no carro, perceberam que
necessitavam abastecer o veiculo. Decidiram entdo parar no posto de gasolina mais préximo
de onde moram para s6 entdo seguirem ao destino original (igreja). A Figura 15 mostra a

localizagéo da casa, do posto e da igreja.

Figura 15: Esquema de localizacdo da casa, do posto e da igreja

Casa
1300
500
- I_.
Igreja Posto

Fonte: os autores (2024)

Sabendo que as distancias expressas no desenho estdo em metros, determine a distancia que o

casal percorreu a mais para chegar na igreja.

5.3- Um pedaco de arame de 60cm de comprimento é dobrado convenientemente na forma
de um triangulo retangulo. Se a hipotenusa desse tridngulo retdngulo mede 26¢m, qual o

comprimento dos outros dois lados?

5.4- A diagoral de um saldo quadrado mede 25m. Determine a area desse saldo.
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5.5- A Escala Modificada de Beaufort classifica os ventos em 12 niveis de acordo com a sua
intensidade. Segundo esta escala, uma ventania de nivel 8 com ventos entre 62km/h e 74km/h
de velocidades tem potencial para quebrar galhos de arvore. Imagine que em razdo de uma
ventania desse nivel, uma arvore de pequeno porte, com 9m altura, teve o0 seu tronco
quebrado, de tal forma que a parte do tronco que restou em pé forma um angulo reto com o
solo, e a ponta da copa da arvore quebrada ficou a 3m da base da arvore, conforme esquema

abaixo. Determine a altura do tronco da arvore que restou em pe.

Figura 16: Esquema da arvore quebrada pela ventania

WSS ATASA LA LSS IS IS IS SSSSSSSSSSS
<— Im —>

Fonte: os autores (2024)

5.6- Os amantes de aventuras contam com um novo atrativo no Parque Nacional da Serra
Geral. Trata-se de uma tirolesa interestadual de 1300m de comprimento no canion formado
pelo Rio Uruguai. O ponto de partida fica em um mirante no municipio de Erval Grande/RS, a
1100m, e a chegada em Chapecd/SC a 670m, ambas as altitudes em relacdo ao nivel do mar,
conforme o esquema abaixo. Admitindo que os cabos dessa tirolesa permanecam esticados
durante todo o trajeto, da partida até a chegada, determine a largura aproximada do canion que

separa os dois estados naquele ponto do Parque.

Figura 17: Esquema da tirolesa do Parque Nacional da Serra Geral

tirolasa

1100m -

670m
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2

Rio Uruguai
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.,
¥
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Fonte: os autores (2024)
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