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Resumo

A matematica financeira é um dos componentes da grade curri-
cular do ensino médio e dos cursos de licenciatura em matematica.
Nela, os estudantes tem a oportunidade de aprender alguns conceitos
bésicos como juros compostos, capitalizacao e amortizacao, assuntos
que possuem importancia pratica para quem vive em uma sociedade
capitalista como a nossa. Esses assuntos tem em comum a no¢ao ma-
temadtica de crescimento/decrescimento exponencial e, também, o fato
de serem processos que evoluem em tempo discreto, como semanas,
meses, anos. Neste trabalho, buscou-se dar ao professor e estudantes
dessa disciplina, um enfoque matematico unificado ao estudo desses
temas, usando para isso o conceito de equagoes de recorréncia linear
de primeira ordem. Dessa forma, os conceitos basicos da matematica
financeira sdo vistos como exemplos de um mesmo tipo de modelo
matematico basico a ser estudado.
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1 Introducao

A ideia de escrever este trabalho surgiu depois que os autores ministraram
um minicurso sobre modelagem matemaéatica com equacgoes de recorréncia
para turmas de estudantes de licenciatura em matematica em nossa facul-
dade. A parte da matematica financeira era apenas um dos exemplos que



foram estudados nesse minicurso. Além dela, foram mostrados exemplos
como populagao de peixes com cota de pesca e outros que podem ser estu-
dados com equacoes de recorréncia lineares de primeira ordem.

Este trabalho, entretanto, discute apenas contetidos de Matematica Finan-
ceira, considerando-se que ela é uma disciplina importante na grade curricular
do ensino médio por tratar de assuntos que dizem respeito ao dia a dia do
manejo com dinheiro, compras, empréstimos, financiamentos e outras ativi-
dades economicas. Do ponto de vista da matemadtica, segundo [6] s6 hd um
unico problema em matematica financeira, que é o de deslocar quantias no
tempo, pois o valor de uma quantia depende da época a que ela esta referida.
Vérias abordagens estao disponiveis nos livros didéaticos dessa disciplina.
A maijoria, usa os métodos convencionais, [1,5], outros usam progressoes
geométricas [8,9].

E a proposta deste trabalho usar um tnico modelo de equagao matemaética
para abordar os assuntos principais da matematica financeira, a saber, juros
compostos, capitalizacao e amortizacao. O modelo de equacgoes de recor-
rencia (ou diferenca) linear de primeira ordem com coeficientes constantes.
Essa abordagem também pode ser vista em [3], embora nao de maneira sis-
tematica. Dessa forma, serd vista uma abordagem unificada do ponto de
vista da matematica, o que podera facilitar o entendimento e compreensao
dos assuntos estudados.

Inicialmente, serd feita uma breve explanacao da equacao a ser usada e, em
seguida, serao estudados dois casos envolvendo o uso dessa equacao, como
exemplos de sua aplicacao. Os graficos mostrados nos resultados foram feitos
com um programa desenvolvido na linguagem R, [7] usando o pacote gréfico
ggplot2 [10].

2 Equacoes de recorréncia

Equacoes de recorréncia sao equacoes com tempo discreto, que relacionam
o valor presente da variavel, com um ou mais valores passados da mesma
variavel. Um exemplo classico é a equagao de Fibonacci, Fj,1o = F, 11 + F,.

Neste trabalho, vamos nos deter apenas nas equagoes de recorréncia line-
ares de primeira ordem com coeficientes constantes.

Tpi1 = ax, +0b (1)

Este tipo de equagao, embora simples, aparece em uma grande variedade



de situacoes envolvendo modelos interessantes, que podem ser explorados no
ensino médio. Tais modelos envolvem, por exemplo, temas de mateméatica
financeira, como juros compostos, capitalizacao e amortizacao e problemas
como populacao de peixes com cota de pesca.
A solucao dessa equacao é obtida por indugao. Vamos, portanto, resolver
a equacao
Tpt1l = T, + b

onde a, b sao constantes reais e a variavel x,, terd valor inicial xg.
Temos, entao, na sequencia

T1=axy+b

Ty = ax; + b = alazy + b) + b= a*zy +ab+ b
T3 = axs + b= a(a’xy+ab+b) + b= a’ro+a’b+ab+b
14 = axs + b= a(a®zg+ a®b+ ab+b) + b = a*xo + a®b+ a®b+ab + b

Por indugao para o caso geral, temos
Ty =a"zg+a" b+ Fa’bdab+b=a"zvo+bla" - Fa’+a+)
z, =a"ro+b@" '+ +a®+a+1)

Como a expressao no interior do paréntese ¢ a soma de uma PG de n termos
com termo inicial igual a 1 e razao ¢ = a, temos que
a®—1

a—1

Sp =

Donde concluimos que

a—1

n_1
xn:a%wb(“ ) @)

Essa solugao é véalida para a # 1. Quando a = 1, temos que x,, = x¢+ nb.

3 Matematica financeira com equacoes de re-
corréncia

Nesta secao vamos abordar uma forma de estudo dos conteidos de ma-
tematica financeira elementar, de forma unificada, usando equacoes de re-
correncia.



3.1 Juros compostos

O conceito de juros pode ser entendido como uma espécie de aluguel pelo uso
de um valor em dinheiro, o capital, durante um certo periodo de tempo. Ele é
calculado como uma porcentagem sobre o valor do capital. Quando o célculo
é feito sempre sobre o valor inicial do capital, temos os juros simples, quando
ele é calculado sobre o valor atual do capital, temos os juros compostos. Dessa
forma, um capital C, rende juros compostos de j por cento durante cada
periodo de tempo. Para calcular o montante apds n periodos, precisamos
construir um modelo discreto que varie a cada periodo de tempo. Assim,
se chamarmos de z,,; o valor do montante no periodo seguinte, ele sera
dado pelo montante atual, x,,, mais os juros do periodo calculados sobre esse
montante atual.
Tpi1 = Tp + ]xn

ou
Lnt+1 = (1 +])xn

Essa 4 uma equagao de recorrencia do padrao da Equacao (1), cuja solucao

¢ dada pela Equagao (2), com a =1+ j e b= 0. Se fizermos xy = C para o

valor inicial, teremos como solugao

que é a equacao usual dos juros compostos. Chamando o x,, de montante,
M, a equagao fica na sua forma mais conhecida

M=C(1+j)"

3.2 Capitalizacao

Capitalizacao é processo de se acumular um capital em parcelas periddicas,
usando-se para isso uma conta de investimento, que rende juros a cada
periodo. Assim, em cada periodo, essa conta de capitalizacao recebe ju-
ros calculados sobre o valor presente na conta. Portanto, o saldo seguinte
dessa conta x,1 sera dado pelo saldo atual, x,, acrescido dos juros calcula-
dos sobre esse saldo e mais uma parcela, P, de valor constante, depositada a
cada periodo.

Seu modelo em tempo discreto, passa a ser

Tpi1 = Tp + jn + P (3)
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Arrumando a equagao e tomando como valor inicial zy = 0, fica assim
Tpi = (L4 J)en + P (4)

Portanto, verificamos que ela é também uma equagao do padrao (1) cuja
solugao geral é dada por (2). Fazendo em (2) a =1+ j, b = P e chamando
z,, de M temos

1+7)"—1
M=Px (L (5)
J
que ¢é a equacao da capitalizacao. O fator
I+ =1
J

¢é conhecido como fator de capitalizacao.

Para ilustrar o seu uso, faremos uma aplicacao interessante.

Seja um jovem docente de matemdtica que apds o seu Primeiro empreqo
resolve se aposentar daqui a 35 anos, tendo acumulado um capital de 1 milhao
de reais. Para isso, investe todos os meses uma quantia fixa, P, de seu
saldrio, em uma conta remunerada que rende 1% de juros ao més. Qual serd
o valor da parcela mensal que ele precisard depositar?

Trata-se de um modelo tipico de capitalizagao, cuja solugao é dada pela
Equacdo (6). Nesse caso, temos j = 0,01, M = 1000000, o nimero de
periodos n em meses, ¢ dado por n = 35 x 12 = 420 e a parcela P, é
desconhecida. Fica assim, substituindo-se os valores em (5).

(140,01)%20 1 1,01420 — 1
1000000 = P _px o T2
% 0,01 70,01
1000000 = 6430,959 x P
1000000
p— 0 e s
6430, 959 !

Encontramos o valor da parcela como sendo
P = 155,50

reais por mes.

Sugere-se o uso do aplicativo calculadora, hoje presente mesmo nos mais
simples smartphones, para o cdlculo de (14 0,01)*% = 1,01*?° ou de ex-
pressoes similares, que ainda aparecerao mais a frente. Nesses aplicativos,



essa funcao estd indicada, normalmente, por uma tecla x¥. As alternativas
que usam tecnologias analiticas podem incluir o Binomio de Newton ou o
uso de logaritmos. Entretanto, o Binomio de Newton, neste caso particular,
mostra-se inviavel, pois envolveria o calculo de uma soma de 421 parcelas,
além de outras tantas exponenciais. O uso de logaritmos tambem demanda-
ria o uso de uma tabua de logaritmos, calculadora ou aplicativo. Portanto,
parece-nos a mais viavel o uso do aplicativo calculadora, em um celular. No
caso deste trabalho, o calculo foi feito no ambiente interativo do programa
R em um computador.

Como curiosidade adicional, se esse mesmo valor de R$ 155,50 for aplicado
durante o mesmo periodo em uma caderneta de poupanca que rende 0, 5%
ao meés, no final terd acumulado um montante de R$ 221.452,00 reais. Uma
diferenga de meio ponto na taxa de juros mensal, ao longo de 35 anos, gera
uma enorme diferenga no rendimento, por conta do crescimento exponencial
do montante, conforme pode ser visualizado na Figura 1.

Obviamente, esses modelos sao idealizados e ficticios. Dificilmente, encontra-
se uma aplicacao bancdaria que renda essa taxa de juros de 1% ao més durante
todo esse tempo; o cédlculo nao leva em conta o efeito da inflacao ao longo
do periodo, mas apenas o valor nominal; aqui no Brasil, tivemos periodos de
instabilidade economica, inclusive com varias mudancas de moeda num prazo
assim tao longo. Mesmo assim, vale como exemplo e serve para estimular
planejamento de aposentadorias em nds e em nossos estudantes.

No mundo real de aplicagoes financeiras ou investimentos, sejam ou nao
para aposentadoria, ¢ preciso levar em conta além dos juros, a corre¢cao mo-
netaria para repor o valor perdido pela inflacdo do periodo e também a
tributacao imposta pelo Governo Federal, pois ambos fazem o investimento
render menos ou até perder valor. No caso da corre¢cao monetaria para repor
a perda causada pela inflacao, existem os indices economicos oficiais, os mais
usados sendo o IPCA, IGP-M, INPC e Selic.

O IPCA ¢ o indice oficial de inflacao do Brasil. Ele é medido pelo IBGE
(Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) e tem como base os pregos de
produtos e servigos consumidos por familias residentes em areas urbanas com
renda mensal de 1 a 40 saldrios-minimos. O IGP-M, Indice Geral de Precos-
Mercado também é um indicador de inflacao, mas é medido pela Fundacao
Getiilio Vargas (FGV). Ele mede a variacao dos precos de bens e servigos
comercializados no atacado, varejo e na construcao civil e é utilizado, prin-
cipalmente, em contratos de aluguel e de venda de iméveis em construcao.
O INPC, Indice Nacional de Precos ao Consumidor, é semelhante ao IPCA,
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medido pelo IBGE, mas tem como base os precos de produtos e servicos
consumidos por familias com renda mensal de até 5 salarios-minimos. Final-
mente, a taxa Selic, a taxa basica de juros da economia brasileira, € mais um
indice que pode ser utilizado para correcao monetaria. Ela é definida pelo
Banco Central e serve como referéncia para outras taxas de juros praticadas
no mercado.

Saindo dos modelos tedricos de sala de aula e entrando no mundo real,
observa-se que para se formar um plano de aposentadoria, existem dois
padrdes no Brasil: o administrado pelo Governo Federal, INSS, para to-
dos os trabalhadores que trabalham regidos pela CLT ou por conta prépria
e o privado, administrado por bancos e fundos de previdéncia, que podem
ser contratados por quem quiser e dispuser de algum dinheiro para isso. No
do INSS, o trabalhador desconta mensalmente de seu salario uma aliquota
definida pelo Governo e o empregador tambem recolhe uma parcela igual. E,
depois de um prazo, também definido pelo Governo, passa a receber mensal-
mente um salario de aposentadoria. Além disso, o trabalhador também tem
direito a pensao por morte, auxilio doenca e aposentadoria por invalidez. O
valor da aposentadoria paga pelo INSS tem um teto, de 5 salarios minimos.
Para trabalhadores que recebem acima desse valor, a perda na hora da apo-
sentadoria pode ser significativa. Por outro lado, a chamada aposentadoria
complementar é oferecida por empresas financeiras ou seguradoras privadas.
Em comum aos planos ptblicos e privados, sempre existe um periodo de
acumulacao do capital (capitalizagdo) e um periodo de usufruto da renda
acumulada (amortizagao), conforme mostrado no modelo simplificado.

3.3 Amortizacao

Amortizacao tem a ver com pagamento de dividas de forma parcelada. No
nosso caso, para simplificar, com valor fixo da prestacao mensal. Neste item,
tem-se uma divida, com valor inicial zp = V e a cada meés é efetuado um
pagamento parcial de valor fixo, P. O novo saldo devedor é obtido da seguinte
forma: toma-se o saldo devedor atual, calcula-se os juros devidos sobre o saldo
devedor atual e subtrai-se o valor da amortizagao paga no meés atual. Dessa
forma, tem-se
Tpi1l = Tp + Jjxn, — P

ou
T = (L4 ) — P (6)



com xo =V, o valor total da divida a vista a ser paga.

Observa-se que essa é uma equagao do mesmo padrao da equagao (1) cuja
solugao é dada pela equagao (2), fazendo-se a = 14+ j, b= —Pexy = V.
Portanto, a solucao vai ser
(1+4)"—1

J

Mas, apds o ultimo pagamento, a divida zera, isto é, tem-se z,, = 0, portanto
a equacao da amortizacao fica

T, =14j)"xV —-Px

(1+5)" -1

Jx (L+g)

onde V' ¢é o valor a vista da divida e P o valor da prestagao mensal fixa.
O fator

V =Px (7)

(145)" —1
Jx (L+g)
¢é conhecido como fator de amortizacao.
Um exemplo interessante a seguir, une os dois conceitos de capitalizagao e
amortizagao para se calcular quanto se deve investir por meés, durante um
certo tempo, para, depois ficar recebendo os rendimentos durante um outro
periodo de tempo.
O exemplo a seguir foi retirado de um exercicio do texto [6]

Prob. 5-26. Supondo juros de 0,5% ao més, quanto vocé deve
investir durante 30 anos para obter ao fim desse prazo, por 30
anos, uma renda mensal de R$ 100,007 (Morgado e Carvalho,
2015, p. 103)

Para resolver este problema, observa-se que ele envolve inicialmente uma
capitalizagdo e na segunda parte uma amortizacao. Considerando os dados
disponiveis, devemos comecgar perguntando qual deve ser o montante inicial
necessario para ser consumido (amortizado) em 30 anos, com a mesma taxa
mensal de juros, com uma parcela de R$ 100,00. E, na segunda parte, ja
conhecido o montante a ser obtido, qual deve ser a parcela mensal que deve
ser investida para obter-se esse montante.

Portanto, temos a equagao
(L+4)" —1

Zn=(144)" xV = P x
j



como x, = 0, P = 100, 7 = 0,005, n = 360 e V, o montante, desconhe-
cido. Para se obter o valor numérico das exponenciais que aparecem nesta
equagao foi utilizado o ambiente interativo do programa R, em um compu-
tador. Mas elas tamb[em podem ser resolvidas usando-se a func¢ao z¥ no
aplicativo Calculadora, disponivel em qualquer smartphone.

(1+0,005)360 — 1
0,005

=0

(14 0,005)% x V — 100 x

(1,005)3%° — 1
0,005
6,0225V = 100 x 1004, 515
~ 100 x 1004, 515
B 6,0225
Desta forma, obtém-se para o montante, o valor V=R$ 16.679,16. Esse
¢ o montante, em reais, que deve ser alcancado na primeira parte, a da
capitalizacdo. Agora, vamos usar a equacao da capitalizacao para encontrar
o valor da parcela mensal.

(1,005)%% x V' — 100 x =0

= 16679, 16

(145" —1

J
onde M = 16679, 16, n = 360, j = 0,005 e P é o valor desconhecido.
" (1+0,005)%%° — 1

M =P x

16679. 16 = P
6679, 16 00
(1,005)%60 — 1
Px PN T 16679, 16
* 0,005 ’
1004, 515P = 16679, 16
16679, 16
_ 200 1660
1004515

Portanto, o valor mensal P a ser investido é de R$ 16,60.
A evolugao anual do montante é mostrada na Figura 2.

Na Figura 2, nota-se que os dois gréaficos possuem o mesmo dominio [0, 30]
mas, na Figura 3, foi feita uma justaposicao dos dois graficos para que seja
visto como se comporta o modelo ao longo dos 60 anos, 30 de acumulacao do
capital (capitalizagado) e os outros 30 de usufruto da renda (amortizacao).
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Montante em reais

Montante em Reais

Evolugdo anual do montante

1000000 -

750000 -

Juros

[ os5%
| B3

500000 -

250000 -

0- __---IIllllllllllllllll“
10 20

0

30

ANOS

Figura 1: Evolucao anual da capitalizacao.

Evolugao anual do montante

15000 -

10000 -

5000 -

0 10 20 30
ANOS

Figura 2: Capitalizacao e Amortizagao
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Evolug¢édo anual do montante

15000 -

10000 -

Montante em Reais

5000 -

ANOS

Figura 3: Capitalizagdo e Amortizagao ao longo do tempo

Esses dois gréaficos sao muito parecidos com os graficos que mostram o pro-
cesso de carga e descarga de um capacitor em fisica elementar. Estudando-
se este modelo em tempo continuo, o gréfico seria uma curva exponencial
continua e nao um conjunto de pontos indicando os valores ao fim de cada
ano, como ¢é o nosso caso do modelo discreto. A convexidade da primeira fase
ocorre porque o modelo continuo é uma exponencial com expoente positivo,
enquanto que na segunda parte, é uma exponencial com expoente negativo.
Isso ocasiona uma primeira derivada positiva no primeiro caso e negativa no
segundo. E uma segunda derivada também negativa no segundo caso, o que
caracteriza a curva, como convexa na fase de capitalizacao e como concava
na fase da amortizacao.

4 Consideracoes Finais

As equacgoes de recorréncia sao um campo vasto de pesquisa que se expandiu
muito nas décadas finais do século XX, gracas ao uso intensivo de compu-
tadores. Elas sao a ferramenta adequada para se fazer a modelagem de
fenomenos que evoluem no tempo. Sao consideradas como o equivalente das
equagoes diferenciais em tempo discreto [4]. Seu estudo se estende para muito
além da simples aplicacao vista neste trabalho e para quem se interessar, um
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mundo inteiro de conhecimento e descobertas estd disponivel em varios tex-
tos elementares, tais como [2]. Assuntos como o comportamento caético da
equacao logistica enchem, hoje, milhares de publicagoes em livros e revistas
especializadas.
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