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1 Introducao

Uma inequac¢do em uma ou mais varidveis, quando resolvida, o resultado da lu-
gar a uma desigualdade que € valida para um certo conjunto de valores. Alguns
exemplos simples de desigualdades s@o os seguintes:

1. x < |z|, para todo = € IR, com a igualdade se verificando se e somente se
z > 0.

2. 2% < x,paratodo z com 0 < z < 1, com a igualdade se e somente se x = 0
our = 1.

—y)? > 0, para quaisquer z e y reais, com a igualdade se e somente se

e <

4.

(
x
€T .
— + = < 2, para quaisquer z;y > 0.
Y

8

2 Desigualdade Triangular

Um resultado que vimos no curso de Geometria € o seguinte resultado:

Teorema 1 (Desigualdade Triangular). Dado um tridngulo ANABC' o compri-
mento de um dos lados é sempre inferior a soma dos comprimentos dos outros
dois lados, ou seja,

AB < AC+CB
AC < AB + BC

BC < BA+ AC




Corolario 1 Dados 3 pontos A, B e C, entdo

AB < AC + OB,

com a igualdade ocorrendo se e somente se A, B e C sdo colineares com C' um
ponto do segmento de reta AB.

Em outras palavras, a desigualdade triangular € a formulacdo matematica da
idéia intuitiva de que o caminho reto é mais curto entre os pontos A e B. Em
analogia com a geometria plana temos uma versao da desigualdade triangular para
numeros reais.

Proposicao 1 Sejam a e b niimeros reais quaisquer, entdo

la + 0| < |al + [b].
Prova: Demonstra¢do. Se a + b > 0, entdo |a + b| = a + b e neste caso,

la+b =a+0b< |a| + 0]
No caso que a + b < 0, entdo
la+b] =—a—b<la|+b],

0 que termina a prova.
Corolario 2 As seguintes desigualdades valem

o — b <a] + 0],

@ = b| = |af — 0],
o — bl = [[a] — [b]].

Demonstragdo. Para a primeira, escrevemos |a — b| = |a+ (=b)| < |a|+ | —b] =
la| + |b|. A segunda desigualdade decorre de

lal = 1o+ (a = b)| < |b] + [a —b].

A tultima desigualdade é consequéncia da segunda, trocando os papéis de a e b.



3 Desigualdade das Médias

Definicao 1 Sejam aq,as, - - - , a, niimeros reais positivos. Definimos

n

1. Média Harménica, my,(ay, az, -+ ,a,) = 4+ T
T+l + L

n
2. Média Geométrica, my(ay, az, - ,a,) = {/ar.az. - .a,

ay +ag+---+a,
- .

3. Média Aritmética, mq(ay, ag, -+ ,a,) =

2 2 2
a1+a2+"'+an

n

4. Média Quadrddica, my(ay,as, -+ ,a,) = \/

A seguir provaremos alguns resultados que estabelecem relacoes de desigualdades
entre as médias definidas acima.

Proposicao 2 (Desigualdade das Médias Aritmética e Quadrdtica). Dados a1, as, - - -

nimeros reais positivos tem-se

<

Y

ar+ay+--+a, \/a§+a§+~-+ai

n n

ou seja, mg(ay, az, - - ,a,) < mglay,as, -+ ,a,). Além disso, a igualdade vale
se, e somente se,

a1 = Qg =+ = Qp,.
Demonstracdo: Usando a igualdade

n

Z (ai—aj)zz(n—l)Za?—Q Z a;a;,

1<i<j<n 1<i<j<n

concluimos que,

Z aa; < (n— 1)2&?.

1<i<j<n i=1
n

Somando-se g a? a ambos os lados da desigualdade acima, temos
i=1

n n n
2 + . < 2
a,; a;t; =N a; .
i=1 =1

1<i<j<n
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Logo, ,
n n
< 2
E a; | <n E a; .
i=1 i=1

Portanto, dividindo por n? e tomando a raiz quadrada, segue-se o resultado.
Observamos que a igualdade € verdadeira se, e somente se,

Z (ai - aj)2 = 07
1<i<j<n

o que € verdade se, e somente se,

a1 = Qg =+ = Qp.

Proposicao 3 (Desigualdade das médias Geométrica e Aritmética). Dados a1, as, - - -

numeros reais positivos tem-se

<a1—|—a2—|—~-+an

Va1.ag. 0 Ay S " >
isto é, my(ay, as, - - ,an) < mg(ay,as,--- ,a,). Além disso, a igualdade vale se,
e somente se,
a1 = Qg = *** = Q.

A prova deste resultado usa indu¢do matematica e foi vista nos cursos MA11 e
MA12.

Proposicao 4 (Desigualdade das médias Harmonica e Geométrica). Dados a1, as, - - -

numeros reais positivos tem-se

n

T T T < Yaq.asg. - .Gy,

ata T an
isto €, mp(a1,az,-- - ,a,) < my(ay,as, - ,a,). Alémdisso, a igualdade vale se,
e somente se,

a1 = Q9 = = Qp
Prova. Como ay, as, - ,a, sdo ndmeros positivos, pela proposi¢do anterior, te-
mos que
1 1 1 1 1 1
mg<_7_7"' 7_) Sma(_a_a“' 7_)'
aip az Qp, ap a Qn

7an



Logo,
1 1 1
| | . S — —,
a; n < a;
=1 =1

Esta desigualdade implica que,

a.
1 < i=1
vai.as. .Gy n

Portanto o resultado decorre invertendo esta desigualdade.
1 1 1 1 1 1
g(a17a27 7a/n) a<a17a27 7an)7

que acontece se € somente se

1 1 1

a;  ay an’
isto é, quando a; = as = --- = a,. Suponha que os nimeros reais positivos
ai,as,- - ,a, estdo ordenados de forma que

a; <azy < - < ap.

Temos entdo que Vi a; < a; € a, > a;.
Logo,

n
mh(a1>a2,'" aan): 1 1 1 1 1 1
E—FE—F"'—F— —+—+"'+E

=ay = min{ay,as, -+ ,a,}.

De modo anélogo,

2 2 2 2 2 2
ai+a;+---+a a, +a,+---+a
mq(a17a27"' ’an):\/ 1 2 - n S\/ n n - n

= a, = max{ay,as, - ,a,}.

Provamos entdo o seguinte teorema:



Teorema 2 (Desigualdade das Médias) Dados ay,as, - - - , a, nimeros reais po-
sitivos tem-se

min(ay, ag, - ,a,) < my(a,ag, - -, a,)
Sm(a/ a27"'7a'n)
S Mg (a Ag, - - 7an)
<mglay, ag, -+ a,) <max(ar,as, -+, an)
Além disso, a igualdade vale se, e somente se,
a1 = Qg = - = Qp,.
/ﬁf -mh\“
Fi ; G LY

/ / '

{ o \

|I ™ |

f . l

| \\‘\ |

a b

4 Desigualdade Isoperimétrica

Exemplo 1 (Desigualdade Isoperimétrica para Tridngulos). Entre todos os tridngulos
com perimetro fixado p o de maior drea é o tridngulo equildtero.

Prova: Se a, b, ¢ sdo os comprimentos dos lados do tridngulo 7', entdo a Férmula
de Her6n para a drea A(T') do tridngulo 7', temos

Usando que (5 —a). (§ —b). (3 —¢)) < ma((3 —a). (§ —b). (§ ). temos
que




Observe que se 7' é um triangulo equilédtero de perimetro p, entdo seus lados me-
dem £ e portanto sua drea €
2
_ b

Ay = ———.
1243

Logo, para todo tridngulo 7°, de perimetro p, tem-se
A(T) < A,

Resta saber se quando a igualdade € atingida, 7" € necessariamente equilatero. No
caso de termos a igualdade, devemos ter

(p—a)=(p—-b)=(p—o),
e, portanto, a = b = c e T é equilatero.

Exemplo 2 (Desigualdade Isoperimétrica para Paralelepipedos). Entre todos os
paralelepipedos com drea lateral fixada A o de maior volume é o cubo (ou seja,
o paralelepipedo com todos seus lados iguais).

Lembramos que a drea lateral de um paralelepipedo de dimensdes a, b e ¢ é dada
por
A = 2(ab+ ac + be).

Seja V' o volume do paralelepipedo. Temos que V' = a.b.c. Temos entdo que

V2 = ab.ac.ch < (M>3 = <A>3

3
Portanto o maior valor possivel de V' é (%) 2, e este valor deve ser atingido por
um paralelepipedo com ab = bc = ac, isto €, a = b = c. Observe finalmente que

3
o cubo de area lateral A possui volume igual a (%) 2, 0 que termina a prova.
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Teorema 3 Dentre todas as curvas regulares e de Jordan com um mesmo com-
primento fixado, o circulo delimita a maior drea. Em outras palavras: se L é o
comprimento de uma curva o regular e de Jordan e A é a drea da regido que o
traco de « delimita, entdo

L? —47A>0. (%)
Além disso, a igualdade ocorre em (%), se e somente se o traco de o é um circulo.

Lema 1 Seja o : [a,b] — IR? uma curva fechada, simples, orientada positiva-
mente e definida por a(t) = (z(t),y(t)). Entdo

b b
A =— [ y)d@t)dt = | x)y(t)dt
1 /a‘b / /(;/
=5 | Gy - o) a

10



e a(s) = (z(s),y(s)), s €]0,L], com a(0) = a(L).
a:[0,L] — IR?,

* Usando o Lema, temos que

A= /OL:E(s)y'(s) ds e A=-— /OL 5(s)7'(s) ds = 72,

Portanto .
Afmr? = /0 2(8)y/(s) — 5(s)2'(s) ds
< || VGG T d
/ \/:c2 )2 — 2xy'yx’ + 2 (a')? ds.
Visto que

—2ab < a®> + V%, onde a,b € IR, (1)
A+ mr? <
< / VETER T GrON + GO + G ds
-/ GO T GO T WEF ds
- [ VP e i @
- [ VEGF ae i
= /L'r’ ds = Lr
Usando o fato d(; que 1
ab < §(a +b%),
coma > 0eb> 0, vemos que
VAVmr? < %(A + ) < %Lr. 3)



Concluimos, portanto, que
L? —47A > 0.

Suponha que L? = 47 A.
1
o Anr? = ZL(A +mr?)?, isto é, (A — 7r?)? = 0.

* A distincia 2r entre £’ ndo depende da direcéo do par de retas paralelas.

Sejam P’ e () pontos sobre o traco de « tais que suas coordenadas y sejam
maxima e minima, respectivamente. Como « € diferenciavel nesses pontos, as
retas tangentes a curva « em P’ e ()’ sdo paralelas ao eixo Ozx.

Podemos repetir o tltimo argumento e obter que

(y(s) +a)* = r*(2(s))*.
Portanto,
(2(5))? + (y(s) + a)* = r*[(2"(5))* + (¥ (s))*] = 1*.

Isso significa que o traco de e é um circulo.
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5 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Teorema 4 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dados ay,--- ,,a, e by,--- ,b,
nimeros reais tem-se

arby 4 -+ apby| < yJai+ -+ a2\ /03 4+ b2
1 n 1 n

Além disso, a igualdade so ocorre se existir um niimero real o, tal que a; =
Oébl;"' 7aTL :O[bnoubl :Oéal,"' ’bn :O[a/n'

Observacao 1 Se V e W sdo vetores em R"™ com coordendas em uma base or-
tonormal dada por V- = (ay,- -+ ,a,) e W = (by,--- ,by,), entdo a Desigualdade
de Cauchy-Schwarz diz que

(VW) < (VLWL
com a igualdade se e somente se um dos vetores é miiltiplo do outro.

Demonstra¢do. Usando a identidade de Lagrange:

n

n n 2
ZCL?Z[)ZZ = (Z azbz> + Z (albl — Cijj)Q,
=1

i=1 =1 1<i<j<n
temos que

n 2 n n
=1 1=1

i=1
o que prova a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Além disso, a igualdade ocorre se e somente se

Z (azbl — Cijj)Q = 0,

1<i<j<n
que € equivalente a
aibi—ajbjzo, V1§z<j§n

Isto acontece se e somente se existe « tal que a; = aby, -+ ,a, = ab, ou by =
aay, -+, b, = aa,.
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Exemplo 3 Entre todos os tridngulos retdngulos de catetos a e b e hipotenusa c
fixada, o que tem maior soma dos catetos s = a + b é o triangulo isosceles.

Solugdo. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

a+b=al+bl1<Va2+2V/12+12 = V2.

Este valor méximo € atingido quando a = a.1 e b = a.1, isto é, a = b e portanto
o triangulo € isdsceles.

Proposicao S (Desigualdade de Minkowski). Dados niimeros reais a;; b; com 1 <
1 < n, tem-se

n n n

i=1 =1 i=1

Prova: Partimos da seguinte igualdade:

n

Z(a,+b Za —I—ZbZ%—QZa“

=1 =1

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito da igualdade acima
temos que

Zn:aﬁ—b <Za +Zb2+2 ZaQ Zn:bf
i=1 =1

Temos entdo que

=1 =1

=1

Tomando raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade acima obtemos a
desigualdade de Minkowski.

6 Desigualdade de Jensen

A Desigualdade de Jensen esta estreitamente relacionada com o conceito de con-
vexidade.
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Definicao 2 Uma funcgdo f : [a, B] — IR € dita convexa se para quaisquer a,b €
la, B] e para todo \ € [0, 1] satisfaz

fAa+ (1 =A)b) < Af(a)+ (1= A)f(b).

2

Exemplo 4 A fungdo f(x) = x* é convexa em todo intervalo [c, (.

Exemplo 5 A funcdo f(x) = 1 é convexa em todo intervalo |cv, 8], com a posi-
tivo.

Observemos que, usando a desigualdade entre as médias aritmética e quadratica
obtemos

)

<a1+a2+---+an)2<a%+a§+---+ai

n n

ou seja,
(ma(ala te ,an))2 S 771(1((1%7 . CL2>.

r

Por outro lado, a desigualdade entre as médias harmonica e aritmética nos garan-

tem que

1 1 1 1
Sma(_a_a'” 7_)
mg(ar, ag, -+ ,an) a;’ as an

A Desigualdade de Jensen vai nos mostrar que estas propriedades que sdo validas
considerando as fungdes convexas 2 e %, na verdade valem para qualquer funcao
convexa.
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Teorema 5 (Desigualdade de Jensen). Seja f : [a, B] — IR uma fungdo convexa
e sejam X\; € [0,1] (i = 1,---n) tais que Y ., N\; = 1. Entdo, para quaisquer
a; € la, 5] (i =1,---n) vale

fvar + -+ Xay) < Mifla) + -+ Mo f(an) (k).

Observacao 2 Observemos que, quando \y = \y = --- = \, = %, a desigual-
dade de Jensen nos diz que

f<a1+a2—|—---+an) < fla) + flag) +--- + flan)

= )
n n

ou seja,

f(malay,- - an)) <ma(f(ar), -, flan)).

Demonstra¢do. Faremos a prova por inducdo. Para n = 2 a desigualdade € verda-
deira diretamente da definicdo de funcao convexa.

Suponhamos que dado n natural (%) vale, entdo temos que provar que (%) se
verifica para (n + 1), isto é,

n+1 n+1

f(Z Ajaj < Z Ajf(aj).

Observe que

n+1

DN =Y Nag+ Aaang = Y Na;+ (1= \)ann
j=1 j=1 j=1 j=1

= az E]aj + (1 — a)anpy1,
j=1

onde a = 377 | A; Assim, usando que D 7, % = 1 e a hipétese de indugio,

f (Z )\jaj> < Oéf<z %%) + (1= ) f(ans1)

j=1

<> 2 fa) + (1- a)f(an)

n+1

= Z)\jf(aj)-
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