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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos a familia dos nimeros metalicos, destacando a férmula geral
para a sua obtencdo. Entre os integrantes mais conhecidos estdo os nimeros de ouro e de
prata, amplamente utilizados em dreas como artes, arquitetura, engenharia, musica e literatura.
Propomos um conjunto de atividades direcionadas para estudantes do 6° ano ao 9° ano, nas
quais os numeros metélicos sdo introduzidos no estudo de fracdes, razdes, proporgdes, poligonos
regulares, nimeros irracionais e equacdes quadraticas. As atividades combinam conteudos
matemaéticos com o uso de tecnologias, como o software GeoGebra e Planilhas Google, e
videos explicativos. A abordagem com os nimeros metalicos, aliada as ferramentas tecnolégicas,
contribui para a contextualizacdo dos temas abordados, incentivando os estudantes a aprofundar

e discutir seus conhecimentos em matematica.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; média metdlica; GeoGebra; Planilhas Google; poligonos

regulares; nimeros irracionais.



ABSTRACT

In this work, we present the family of metallic numbers, highlighting the general formula for
their derivation. Among the most well-known members are the golden and silver numbers, which
are widely applied in fields such as art, architecture, engineering, music, and literature. We
propose a set of activities adesigned for students from the 6th to the 9th grade, introducing
metallic numbers within the context of studying fractions, ratios, proportions, regular polygons,
irrational numbers, and quadratic equations. These activities integrate mathematical content
with the use of technologies such as the GeoGebra software, Google Sheets, and explanatory
videos. The approach, which integrates metallic numbers with technological tools, enhances the
contextualization of the topics covered, encouraging students to explore and discuss mathematical

concepts more deeply.

Keywords: Mathematics teaching; metallic mean; GeoGebra; Google Sheets; regular polygons;

irrational numbers.
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1 ATIVIDADES DIDATICAS COM O USO DE INSTRUMENTOS DE
DESENHO E O GEOGEBRA

Neste capitulo, descrevemos as atividades a serem desenvolvidas com estudantes da
Educacdo Bésica com os nimeros metélicos. Para isso, utilizamos materiais diversificados,
como papéis quadriculados, planilhas, abordando conteidos como a sequéncia de Fibonacci,
a propor¢ao durea, a relacdo da medida do lado de poligonos regulares com a medida de
suas diagonais. As atividades podem ser aplicadas a estudantes do 6° ao 9° ano do Ensino

Fundamental.

1.1  OS NUMEROS METALICOS

Vera de Spinadel (Vinagre, 2014) define os elementos que fazem parte da familia dos
nimeros metélicos, também conhecidos como Média Metélica, como sendo aqueles que sao

solucdo das equagdes quadraticas do tipo:

{reR/2* —pr—q=0,2>0,peqcN}. (1.1)

Os membros dessa familia foram nomeados com nomes de metais, como nimero de
ouro, de prata, de bronze, de cobre, de niquel e de platina. Na Figura 1.1, podemos observar a
equacao, os coeficientes, a raiz irracional e o valor decimal aproximado de cada um dos niimeros

metalicos mais conhecidos.

O conjunto dos nimeros metélicos € infinito, visto que, na equagdo (1.1), p e ¢ admitem
qualquer valor natural. Os demais nimeros metédlicos ndo possuem um nome de metal associado

a eles.

Figura 1.1 — Nomes associados aos nimeros metalicos

Nome Equacio - Plq | Raiz irracional | Raiz decimal aproximada
Numero de Quro X—x—1=0111]1 : +2V{§ 1.618003398
Nimero de Prata | x> —2x—1=0 2|1 _ 1 +v2 241421356

Ntimero de Bronze | x> —3x—1=0 3 |1 HT\/ﬁ 3,30277563
Niimero de Cobre | x> —x—2=0 | 1 |2 2 2

Nimero de Niguel | x> —x—3=0 1|3 l+—2"/ﬁ 2,30277563
Nimero de Platina | x> —2x—2 =1 . 212 - 1+ v"i 2,73205080

Fonte: A autora.



1.2 PROPOSTA DE ATIVIDADES COM OS NUMEROS METALICOS

1.3 DESCRICAO DAS ATIVIDADES

No que diz respeito a superagdo das dificuldades de ensino e aprendizagem, os Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) (Brasil, 1998) destacam a necessidade de abandonar metodologias
baseadas na reproducao de procedimentos e na acumulacido de informagdes, promovendo, em

seu lugar, abordagens que atribuam significado aos conteddos mateméticos na vida dos alunos.

Identificamos nos nimeros metdlicos uma oportunidade para desenvolver atividades
contextualizadas que envolvam diversos contetidos matemaéticos, promovendo o interesse pela
aprendizagem, o trabalho em equipe, a curiosidade e o interesse por pesquisas. Essas atividades
também buscam conscientizar os estudantes de que a Matematica € resultado de construgoes

histdricas e estd em constante transformacao.

O planejamento dessas atividades foi fundamentado em quatro competéncias especificas
de Matematica para o Ensino Fundamental, conforme orientagdes da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC):

Reconhecer que a Matematica € uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupacgdes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, e € uma
ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos
e para alicercar descobertas e construcdes, inclusive com impactos no mundo do
trabalho.

Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos
da Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de
outras areas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a propria capacidade de
construir e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a

perseveranca na busca de solugdes.

Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais dispo-
niveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras dreas de

conhecimento, validando estratégias e resultados.

Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no pla-
nejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder a questionamentos € na
busca de solucdes para problemas, de modo a identificar aspectos consensuais ou
nao na discussdo de uma determinada questdo, respeitando o modo de pensar dos

colegas e aprendendo com eles. (Brasil, 2018, p. 267)

A proposta pedagdgica apresentada incorpora a aplicacdo de metodologias ativas. O
modelo tradicional de ensino, em que o professor € visto como a autoridade méxima do conhe-

cimento e o aluno atua apenas como receptor, sem interacao significativa entre as partes, tem



sido gradualmente superado. As metodologias ativas, conforme descrito por Generoso (2019, p.
15), oferecem “alternativas metodoldgicas com uma abordagem contréria ao ensino tradicional
focado nos componentes curriculares”, posicionando o aluno como protagonista no processo
de ensino-aprendizagem e incentivando o educando a ser critico em relacdo as suas obras. A
proposta de atividades, neste sentido, visam engajar ativamente o estudante na constru¢ao do

conheicmento.

Planejamos as atividades para serem executadas inicialmente com papéis, régua, com-
passo e calculadoras. Etapa necessdria para que, posteriormente, os alunos se sintam mais
confiantes com o uso dos softwares GeoGebra (GeoGebra, s.d.) e Planilhas Google (Planilhas,
s.d.). E, também mais seguros com relacao aos resultados obtidos, visto que pode ser o primeiro

contato da maioria deles com os aplicativos.

1.4 ATIVIDADE PARA O 6° ANO: A ESPIRAL DE FIBONACCI

1.4.1 NUMERO DE OURO: O NUMERO PERFEITO

Entre os numeros metalicos, o numero de ouro € o mais conhecido e famoso deles e é
representado pela letra grega phi (¢), ¢ = 1,618.... Tal fama € justificada por sua presenca na
natureza, nas artes, nas constru¢des, no corpo humano, nas ciéncias e no mercado financeiro,
por exemplo. Possui um significado mistico: relacdo com o criador, com a beleza e com a
perfeicdo. E conhecido por outras denominacdes, entre elas, como razio durea ou razio de
ouro, propor¢ao aurea ou propor¢ao de ouro, média e extrema razao, divina proporcao, razao
de Phidias. Essa dltima denominacdo se deve ao arquiteto grego, Phidias, que teria utilizado o
conceito de proporc¢ao durea no projeto do Parthenon, Figura 1.2, no século V a.C. e, por esse

motivo, usamos o ¢ para representd-lo. (Wikipédia, 2024)

Figura 1.2 — Fachada do Parthenon com a regra durea

. T e =Ty

Fonte: (Lima; Maranh&o; Lionn, 2017).
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Na matematica, observamos a presenca da razdo durea na sequéncia de Fibonacci que
¢ um padrao numérico no qual o primeiro e o segundo termos sdo iguais a 1, e cada termo
subsequente, a partir do terceiro, € calculado somando-se os dois termos anteriores, ou seja,
¢ dada por {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...} e a razdo entre qualquer termo dessa
sequéncia e seu antecessor converge para o valor de ¢ a medida que avancamos nos termos da

sequéncia como, por exemplo, ¢ ~ 0 = 1,617....

1.4.2 ASSINTINDO VIDEOS SOBRE O NUMERO DE OURO

Os estudantes iniciam a atividade assistindo a trés videos que abordam o assunto. O
primeiro video “Sequéncia de Fibonacci e nimero de ouro” (Ravaelmvp, 2008), que traz um
pouco da biografia de Leonardo Fibonacci, o problema da reproducao dos coelhos, a sequéncia
de Fibonacci e o nimero de ouro. O segundo video “As digitais do Criador — Sequéncia de
Fibonacci” (RaciocinioCristdo, 2016) aborda a relacio entre o nimero de ouro e os elementos da

natureza que apresentam esses padrdes.

E, para finalizar essa etapa, apresentamos um terceiro video “O ndmero de ouro: a
maégica por detrds do belo” (Alecrim, 2012) que faz uma rdpida abordagem sobre a sequéncia
de Fibonacci, as formas de se obter o nimero de ouro, como construir uma espiral de ouro
e um retangulo de ouro, sua existéncia na natureza, as aplicagdes desses conhecimentos nas
construgdes, nos objetos e na arte, sua relacdo com o que € considerado harménico e belo e em
fatos histdricos e contemporaneos. A espiral de ouro também é conhecida como espiral durea ou

espiral de Fibonacci.

Ap0s assistir aos videos, os alunos podem responder aos questionamentos:

1) Vocé ja havia tido algum contato anterior com o tema: sequéncia de Fibonacci e nimero

de ouro?
2) Quem foi Leonardo Fibonacci?
3) Como € a sequéncia de Fibonacci?

4) Onde podemos observar a sequéncia de Fibonacci e o niimero de ouro na natureza?

Observacao: Essa etapa pode ser realizada com todas as séries.

1.4.3 CONSTRUINDO A ESPIRAL DE FIBBONACCI

A habilidade EFO6MA?22 da BNCC que envolve o uso de régua e compasso para construir

figuras é:
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* (EFO6MA22) Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para repre-
sentacOes de retas paralelas e perpendiculares e construcao de quadrilateros, entre outros
(Brasil, 2018, p. 303).

Nessa segunda etapa da atividade vamos reproduzir a espiral de Fibonacci, Figura 1.3,

utilizando papel quadriculado, régua e compasso.

Figura 1.3 — Espiral de Fibonacci

13
21

e
& 8

Fonte: (Wikimedia, 2022).

Iniciamos a atividade com a exposi¢do da sequéncia de Fibonacci na lousa, com a
participagao dos alunos no calculo dos préximos nimeros da sequéncia. Eles comparam a razao
entre dois nlimeros consecutivos e que a cada etapa obtém uma melhor aproximagdo para o

ndmero de ouro.

Em seguida, cada aluno recebe uma folha com um espaco quadriculado, inicia o desenho
dos quadrados e retangulos para, posteriormente, obter a espiral durea. Iniciar com o quadrado de
lado medindo 1 uc (uc: unidade de comprimento), na 6* linha e 10* coluna da parte quadriculada,
para que nao haja problema de espaco ao construir a espiral, Figura 1.4. Este quadrado €

comparado ao primeiro termo da sequéncia de Fibonacci.

Figura 1.4 — Espiral de Fibonacci no GeoGebra

e ————— . ]

Fonte: A autora.

O segundo quadrado € desenhado a esquerda do primeiro e comparado ao segundo termo

da sequéncia de Fibonacci. O quadrado seguinte € desenhado abaixo dos dois anteriores, com
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lado medindo 2 uc e comparado com o terceiro termo da sequéncia e, assim sucessivamente.

Repetimos esse padrao com quadrados cujos lados possuem medidas associadas aos
termos da sequéncia de Fibonacci e no sentido anti-hordrio, até o preenchimento de todo o papel
quadriculado, terminando com o desenho do quadrado de lado medindo 21 uc. Observamos que
os lados dos retangulos formados medem, em uc, 1 X 2,2 x 3,3 X 5, 5 X 8, e assim por diante e

a aproximac¢do com os retangulos dureos.

Posteriormente, constréi a espiral por meio da concordancia dos arcos de circunferéncias
obtidos com o uso do compasso e para finalizar, os alunos podem realizar a pintura dos desenhos,

destacando os retangulos dureos.

A concordancia dos arcos € destacada, reforcando o tragado da espiral a mao livre, como

nos dois exemplos apresentados na Figura 1.5.

Figura 1.5 — Desenho da espiral durea concluida por estudantes com destaque para os retangulos
dureos obtidos

O Namero de Ouro e a Espiral Aurea . 0 Namero de Ouro e a Espiral Aurea

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ... 1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...

Fonte: A autora.

1.4.4 A ESPIRAL DE FIBONACCI NO GEOGEBRA

Para a terceira etapa da atividade, planejamos refazer a atividade anterior utilizando o

GeoGebra. A ideia € realizar a atividade individualmente ou em grupo.

Lembrando que, as atividades em grupo sdo uma forma de desenvolver competéncias
gerais e habilidades especificas da BNCC. As habilidades desenvolvidas variam de acordo com

o componente curricular e a atividade proposta pelo professor.

Algumas das competéncias gerais que podem ser desenvolvidas por meio dessa atividade

em grupo sao a cooperagao, a comunicagdo, a argumentacao e o pensamento critico e criativo.

Para melhor apresenta¢do da atividade e interacdo com os alunos € interessante espelhar

(projetar) a tela do computador ou tablet para que a sequéncia de comandos realizada pelo
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docente seja visualizada por todos os estudantes facilitando, dessa forma, o acompanhamento do

passo-a-passo e reproducio das etapas da construcdo da espiral no aplicativo.

Inicialmente, configuramos uma tela sem eixos e em uma malha quadriculada fixa
composta de quadrados de tamanho 1 uc. Construimos quadrados de lado igual aos elementos
da sequéncia de Fibonacci, com a ferramenta "poligono regular". E, por tltimo, construimos a

espiral com a ferramenta “arco circular”, Figura 1.6.
Figura 1.6 — Tela de comandos do Geogebra, e inicio da construcdo da espiral durea

= & e ESUERERE U

Relagaoa Relagio aum por um Yetor
Construgdes
; N - -
X % = 4
Ponto Médio Reta Mediatriz  Reta Paralela  Bissetriz
ou Centro  Perpendicular
Reta Tangente
D G B L
Retas
H B E 3
- - b -~ -
Segmento Reta Semirreta Vetor L R 1 |
®
I J K
Circulos |
O] Cl (“ _ Q
[ ]

Circulo dados Compasso  Semicirculo
Centro e Um

Fonte: A autora.

Para uma melhor visualizacdo da imagem, os pontos referentes aos vértices dos quadrados
sdo ocultados da tela com a ferramenta “exibir objeto” e alteradas as cores e transparéncia dos

quadrados na opcao “configuracdes”, Figura 1.7.

Figura 1.7 — Espiral durea construida no GeoGebra

Fonte: A autora.
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Algumas dificuldades que podem surgir durante a realizagc@o dessa atividade: primeiro
contato dos alunos com o software GeoGebra, dificuldade inicial ao criar pontos “indesejados”,
ou alterar o formato do poligono ao tentar aumentar a imagem na tela, Figura 1.8 (a); ainda,
coincidir os lados dos poligonos com a malha, Figura 1.8 (b). E importante comentar sobre
outras ferramentas disponiveis nos icones, como usar o icone “desfazer” em caso de alteracdes

indesejadas e o uso da ferramenta “mover” para ampliar ou reduzir a imagem da tela.

Figura 1.8 — Dificuldades encontradas na constru¢do: (a) ponto E “indesejado”; (b) mudanca no
formato do poligono

Fonte: A autora.

No decorrer da atividade pode ocorrer diferencas nas etapas em que cada aluno se
encontra, 0 que pode gerar uma certa agitacdo, ansiedade, dividas se vao ou ndo conseguir
realizar a atividade. E necessario explicar que sera disponibilizado tempo para realizacao da

tarefa e a importancia da troca de ideias com os colegas.

1.5 ATIVIDADE PARA O 7° ANO: PENTAGONO REGULAR

A BNCC nao especifica habilidades relacionadas a gonidmetros, mas sim habilidades
relacionadas a medi¢Oes e geometria. Assim, esta atividade tem como objetivos: desenvolver a
habilidade no uso do gonidmetro na constru¢io do pentdgono regular, observar as caracteristicas
de um poligono regular quanto a angulos e lados, verificar que o nimero de ouro estd presente
na razdo entre a medida da diagonal e a medida do lado do pentdgono regular e explorar as

possibilidades de aplicag¢do das tecnologias para visualizar essa relagao.
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1.5.1 CONSTRUINDO UM PENTAGONO REGULAR COM O GONIOME-
TRO

Construir um pentdgono regular utilizando régua, compasso e gonidmetro (transferidor),

Figura 1.9.

Procedimento:

¢ Desenhar uma circunferéncia, destacando o centro O;

* Com o auxilio do gonidometro, desenhar 5 arcos de circunferéncia com centro em O e

angulo central de 72°, obtendo os 5 vértices do pentagono;

* Tracar os 5 segmentos de reta consecutivos obtendo o pentdgono regular inscrito na

circunferéncia.

Figura 1.9 — Pentdgono Regular

Fonte: (Slideplayer, 2024).

Unimos todos os pontos através de segmentos de reta, formando um pentdgono regular
com os segmentos externos, Figura 1.10 (a), e um pentagrama com os segmentos internos Figura
1.10 (b)

Solicitamos aos alunos que observem o pentdgono regular formado no interior do penta-
grama e a repeticao do processo de ligacdo dos pontos, que resulta na formacao de uma estrutura
fractal. Em seguida, os alunos realizam o aferimento das medidas dos lados e das diagonais dos
pentdgonos desenhados, registrando-as no caderno, e calculam a razdo entre as medidas obtidas.
E importante destacar que as razdes calculadas podem variar entre os estudantes, dependendo da

precisdo com que realizam as medigoes.

Explicamos que estes valores se aproximam do nimero de ouro, € que quanto maior for
a precisao no desenho e no aferimento das medidas mais a razao se aproximara do nimero de

ouro.
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Figura 1.10 — Constru¢ao do pentagrama no papel: (a) pentdgono regular; (b) pentagrama

(@) (b)

Fonte: A autora.

1.52 CONTRUINDO O PENTAGONO REGULAR NO GEOGEBRA

A segunda etapa da atividade constitui-se na retomada do roteiro de construcdo dos

pentdgonos, mas utilizando o software GeoGebra.

Recomendamos também o uso da técnica de compartilhamento de tela do tablet ou
computador em um sistema de projecao, a fim de facilitar a visualizacdo e a compreensdo dos

passos a serem seguidos por todos os alunos.

Iniciamos pela configuracdo da janela sem malha e sem eixos. Na sequéncia, utilizamos
a ferramenta “poligono regular” para construir o primeiro pentdgono. Com o ferramenta ‘“‘seg-
mento de reta”, tragamos as diagonais formando a estrela, que € evidenciada com a ferramenta

“poligono”, Figura 1.11 (a).

Figura 1.11 — Atividade no GeoGebra: (a) constru¢ido do pentidgono regular e pentagrama; (b)
algumas medidas realizadas

<
LAY

L~

() (b)

Fonte: A autora.
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Entdo, determinamos a medida dos lados e das diagonais com a ferramenta ““distancia”,

Figura 1.11 (b), e efetuamos os cédlculos das razdes na calculadora.

Para finalizar, trabalhamos a imagem, a aparéncia visual, ocultando os pontos e a identifi-

cacdo dos poligonos com a ferramenta “exibir objeto” e as colorindo, Figura 1.12.

Figura 1.12 — Arte final: pentdgono e pentagrama coloridos

Fonte: A autora.

Para verificar o conhecimento, interesse e motivacao dos estudantes, em ambas as etapas,

no papel e utilizando o GeoGebra, podemos realizar os seguintes questionamentos:

1) Vocé ja conhecia o aplicativo GeoGebra? J4 havia utilizado para construir poligonos
regulares?

2) Voceé sabe o que é um poligono estrelado? E um pentagrama?
3) Voceé ja conhecia o termo "estruturas fractais"?

4) Vocé onhecia o numero de ouro ou razdo aurea?

Os estudantes geralmente afirmam que preferem a constru¢ao no GeoGebra em compa-
racdo ao papel. Eles justificam essa preferéncia destacando a maior rapidez, a possibilidade de
manipular as figuras, a agilidade para colorir, a precisdo nos angulos e a facilidade de corrigir
erros ao desfazer agoes.

Por outro lado, alguns pontos negativos também podem ser apontados, como as difi-
culdades para selecionar o ponto ou segmento corretos, a deformacao das figuras e a criagao

involuntaria de pontos e poligonos indesejados.
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1.6 ATIVIDADE PARA O 8 ANO: NUMEROS RACIONAIS E IRRACIO-
NAIS, A SEQUENCIA DE FIBONACCI E O NUMERO DE OURO

Com a turma do 8° ano, € possivel trabalhar o nimero de ouro em conjunto com as
defini¢des de nimeros racionais e irracionais, conceitos que, geralmente, demandam mais tempo
para serem compreendidos pelos alunos.

1.6.1 NUMEROS RACIONAIS E IRRACIONAIS E A SEQUENCIA DE
FIBONACCI

Para iniciar a atividade, introduzimos o estudo do nimero de ouro a partir da sequéncia
de Fibonacci e do problema dos coelhos, Figura 1.13. E, posteriormente, calculamos as razdes

entre os termos da sequéncia para que os alunos observem que as razdes sao valores racionais,
que tendem a um valor irracional.

Figura 1.13 — Problema dos coelhos e a sequéncia de Fibonacci

N" de casals
de caelhos

) IR T
Mo 1° més ha 1 casal de T 1

coelhos

Iy
{0 easal nove) > D{.! I

—

1
Mo 2° més ha 1 casal de

coelhos I’h.\g I (11'
{0 casal j4 & adulio) =S |€| 2
No 3% més ha 2 casais de ”"1 |

coelhos o 33 I“ol'_olj 2 ! 2‘5’1
4 W \':__/J 3

i casal Bdullo & o casal jovaim o)

Mo 4° més ha 3 casais de il 0 a0 0f0n I“\\\
116768504 -

i casal R, o oAssl jous fIba B o chsal U

agorm A & ariio)

Fonte: (Slideshare, 2009).

Finalmente, calculamos a razdo entre as medidas de alguns objetos dos alunos e da sala,

como penal, caixa de giz, apontador, e também a razao entre as partes do corpo humano em
busca da razio aurea.

Iniciamos a atividade com o estudo do problema dos coelhos e suas possiveis solugdes,
destacando que a sequéncia de Fibonacci € apenas uma das solugdes possiveis, considerando um
caso ideal. Verificamos, entdo, o padrao que forma a sequéncia, de que cada termo € a soma dos
dois anteriores.

Na Figura 1.14 € disponibilizada uma tabela para completar com o valor decimal da

razao entre um termo da sequéncia e o seu antecessor.
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Figura 1.14 — Razao entre os termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci

Sequéncia de Fibonacci

Razao entre Calculo aproximado

:|E OOIE | |wla p|w [ RN ==

34
21

55
34

89
55

144
89

233
144

377
233

610
377

987
610

1597
987

Fonte: A autora.

E, calculamos a razio entre os termos consecutivos € anotamos os resultados, Figura
1.15.
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Figura 1.15 — Razao entre os termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, calculadas pelos
alunos

987

611 4,0

Fonte: A autora.

Observamos que todos os valores calculados s@o nimeros racionais, pois sao resultados
da divisdes de dois ndmeros inteiros e que a cada linha da tabela (cada divisdo), nos aproximamos
do valor do nimero de ouro, com maior precisao, mas nunca o atingindo, pois o nimero de ouro,
assim como qualquer nimero irracional, ndo pode ser gerado por uma razao entre dois nimeros

inteiros.

1.6.2 SEQUENCIA DE FIBONACCI NO PLANILHAS GOOGLE

Repetimos a atividade utilizando o aplicativo Planilhas Google, um software livre seme-
lhante ao Excel. Nele, criamos uma tabela e programamos o calculo automético dos valores da

sequéncia de Fibonacci, bem como das razdes entre seus termos.

Preenchemos as células Al, A3, B3 e C'3 com a identificacdo das colunas. Na coluna
A, com os termos, iniciando pelo nimero 1 na célula A4 e programando a célula A5 = A4 + 1.
Essa célula € entdo replicada para as demais células da coluna A, formando a sequéncia 1, 2, 3,
4,5..., Figura 1.16.
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Figura 1.16 — Preenchimento da coluna A do Planilhas Google

A B c ]

A Sequéncia de Fibonacci e o Numero de Ouro

1
2
3 Termo Sequéncia Aproximagdo do Nimero de Ouro
1 A B c D
g 1 1 1 A Sequéncia de Fibonacci e o Nimero de Ouro
& =A4+1 2
6 3 Termo Sequéncia Aproximagao do Numero de Ouro
4 1 1
7 R 2
-] 6
7l
9 el
10 h
=
n 1
12 : RECORTAR COPIAR COLAR :
13 i
s 14
14 .// \ 15
15 [ Aa ) 16
16 \,__/‘ 1:
19
20 I
fx | =aa+1 v | D=

Fonte: A autora.

Para completar a coluna B com a sequéncia de Fibonacci, preenchemos as células B4
e B5 com o numero 1, e a célula B6 = B4 4 B5Y, realizando também a copia de 56 para as
demais células da coluna B, Figura 1.17.

E preenchemos a coluna C, Figura 1.18, com as razdes entre os termos consecutivos da
sequéncia de Fibonacci, obtendo aproximagdes para o nimero de ouro. Para isso, a célula C'5 é

programada como C'5 = B5/B4 e copiada para as demais células da coluna C.

Figura 1.17 — Preenchimento da coluna B do Planilhas Google

A B c D

A Sequéncia de Fibonacci & o Nomero de Ouro

1
2
A B c (v] 3 Temo Sequéncia Aproximagao do Nimero de Ouro
1 A Sequéncia de Fibonacci e o Nomero de Ouro : 1 1
: 5 2 1
- 2 N - . e 3 2
i Temo Sequéncia Aproximagao do Namero de Ouro - P 3
4 1 1
. == 8 5 5
5 2; 1 9 6 8
[ 3 |=E4+B5 I 10 7 13
7 4 n 8 21
] 5 12 9 34
13
: - 10 55
14 11 88
10 7 15 12 144
n 8 N 16 13 233
12 9 (123 ) 17 14 arr
13 10 \\‘___‘ f 18 15 610
19 16 987
20 17 1597
Jx  =Ba+Bs v | =

Fonte: A autora.
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Figura 1.18 — Preenchimento da coluna C do Planilha Google

A ] c
A B c 1 A Sequéncia de Fibonacci e o Namero de Ouro
1 A Sequéncia de Fibonacci e o Namero de Ouro ?
z 3 Temo Sequéncia Aproximagao do Numero de Guro
4 1 1
3 Termo 'Sequéncla Aproximagao do Nimero de Ouro 5 2 1 1
: [E————]
A 1 1 6 3 2 2
5 2 13=B5/B4 1 ? 4 3 15|
> 8 5 5 1,666666667
& 3 2
9 6 8 1.6
¢ 4 3 10 7 13 1,625
& 5 5 " 8 2 1,615384615/
9 & 8 12 9 3 1,619047619|
13 Ll 71
10 7 13 0 55 1,617647059)
" T " 1 89 1,618181818,
8 2 7N 1s 12 144 1617977528
12 9 34 (123 ) 1 13 233 1,618085556.
13 10 55 __/ v 14 317 1,618025751
1" 15 610 1,618037135,
1 16 987 1,618032787
‘f_.x =B5/B4| v 20 17 1597 1,618034448
21

Fonte: A autora.

O preenchimento da coluna C continua até a célula em que a razdo se estabiliza, Figura
1.19. Observamos que, com 9 casas decimais, a razdo se mantém constante a partir dos termos 24 e
25 da sequéncia. Ressaltamos que, em softwares com maior precisio de algarismos significativos,

poderia ser necessdrio calcular mais termos para que a estabiliza¢ido ocorresse.

Figura 1.19 — Calculo das aproximagdes do nimero de ouro no software Planilhas Google

v = o~ A 4+ B

A B © [
1 A Sequéncia de Fibonacci e o Nimero de Ouro
2
3 Temo Sequéncia Aproximagao do Nimero de Ouro
4 1 1
5 2 1 1
6 3 2 2
7 4 3 1,5
8 5 5 1,666666667
9 6 8 1,6
10 7 13 1,625
n 8 21 1,615384615
12 9 34 1,619047619
13 10 55 1,617647059
14 " 89 1,618181818
15 12 144 1,617977528
16 13 233 1,618055556
17 14 377 1,618025751
18 15 610 1,618037135
19 16 987 1,618032787
20 17 1597 1,618034448
21 18 2584 1,618033813
22 19 4181 1,618034056
23 20 6765 1,618033963
24 21 10946 1,618033999
25 22 17711 1,618033985
26 23 28657 1,61803399
2 24 46368 1,618033988
28 25 75025 | 1,618033989!
29 26 121393 1,618033989
27 196418 1,618033989
f 28 317811 1,618033989
x 29 514229 1,618033989
30 832040 1618033989
— A
B A =~ 5 & H

Fonte: A autora.
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Para contextualizar o estudo, finalizamos a atividade com a busca de objetos ou partes
do corpo humano em que a razao entre determinadas partes se aproxime da razao 4urea, Figura
1.20, com base nas relagdes apresentadas no segundo video, “As digitais do Criador — Sequéncia
de Fibonacci”. Os valores obtidos s@o anotados e compartilhados com a turma, verificando, por
exemplo, qual dedo da mao mais se aproximava da propor¢do durea e poderia ser considerado
“o mais bonito” nesse aspecto. Essa atividade final proporciona maior fixacdo dos conteudos

trabalhados e promove uma interagdo mais significativa entre os estudantes.

Figura 1.20 — Razdo durea no corpo humano

Aluno(a): Série:

Proporgao aurea - buscando pela presenga do nimero de ouro

Razéo entre Medidas Calculo
aproximado

Altura de uma pessoa

Distancia dos pés ao umbigo

Medida da parte de baixo do queixo até a parte de cima do nariz

Medida da parte de baixo do queixo até a ponta do nariz

Comprimento da boca
Distancia da extremidade da boca até
o Arco do Cupido (meio da boca)

Comprimento da sombrancelha
Disténcia entre as sombrancelhas

Medida total do dedo
Distancia da dobra central até a primeira dobra

Medida total do dedo
Distancia da dobra central até a segunda dobra

Fonte: A autora.

A tabela pode ser complementada com objetos de acordo com pesquisas ou curiosidades

por parte dos alunos, como na Figura 1.21.
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Figura 1.21 — Razao durea no corpo humano e em objetos

Ao Série: 8 “ano |
O Numero de Ouro na Beleza
Altura total 1,33 ‘ 1572
Altura dos pés até o umbigo .
i T P e 4, Jb sl 8
Medida da parte de baixo do queixo fj I
até parte de cima do nariz | 0.0 ‘{"15

Medida da parte de baixo do queixo até a ponta do nariz 8 [o)
B A e T T e

Largura da boca 16,0 | A
Inicio da boca até a segunda ondulagéo i 0 o O
[ ¥ |
o et = .
Largura total da sobrancelha | ’J/"f, 0 4 -
Inicio de uma sobrancelha e de outra ) ' \1? o -}
___Medida da parte 1dodedo 4.0 {98 %
Medida da parte 2 do dedo p= ’ L
1A N
i __ L Ll L L POILY)
& =
Medida da parte 2 do dedo LY J \
Medida da parte 3 do dedo . <0
et D
\ . A I
Comnpvmenid do CadevyoD a T, 5 g4 2 35
T ] 2 I
Lovgura do Caderno i T 7 1 Sl
Comprimente da colula ,_);l"{{+ LAk
i ! ) 8' A 101
LL\;‘?UTO\ 0 C ﬂ‘uiﬂ‘«-\’ | 6‘ . i _
a . I
Camppmentd l'jn\ Cenihp ele ail I ‘/’&\‘U I
Ailli® . 2 mp Y,090...
I ._Lm- Quiis. gles Coanln ::)\,,.9.12. i B e |
el )| P, 2.0, 0 3333
R &r 0 1/ Daee

Fonte: A autora.

1.7 ATIVIDADE PARA O 9° ANO: OS NUMEROS METALICOS E A EQUA-
CAO QUADRATICA
Vera de Spinadel (Vinagre, 2014) define os elementos que fazem parte da familia dos

nimeros metélicos, também conhecidos como Média Metélica, como sendo aqueles que sao

solucdo das equagdes quadraticas do tipo

{reR/2> —pr—q=0,2>0,peqcN}. (1.2)

Compusemos as atividades unindo os estudos de equacdes do segundo grau com os
nimeros metalicos e poligonos regulares e, novamente, utilizamos como ferramentas o GeoGebra

e o Planilhas Google.

1.7.1 OBTENDO OS NUMEROS METALICOS NA EQUACAO QUADRA-
TICA{:L’ER/xQ—pa:—q:O,x>O,pequ}

Para iniciar a atividade, apresentamos a equacio x> —x — 1 = 0, e solicitamos aos alunos

para que calculem possiveis solugdes pelo método ja estudado, ou seja, usando o conhecimento
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prévio sobre as solu¢cdes da equacao do segundo grau pela Férmula de Béskara. Os resultados

+v5 1—-+5

. 1 . .
a serem obtidos sao 5 e 5 que na forma decimal representam, aproximadamente,

1,618 e —0, 618. A raiz positiva calculada € o nimero de ouro e, apresentamos entdo a defini¢do
de niimeros metalicos como sendo as raizes positivas das equagdes da forma 2% — pr — ¢ = 0,

compeqe N,

Para calcular os valores decimais dos nimeros metalicos, construimos uma tabela no
Planilhas Google. A programagio para o célculo das raizes da equagiio 22 — px — ¢ = 0 ¢é

baseada nos valores dos coeficientes p e q.

Iniciamos pelo preenchimento da identificacido das colunas nas células A1, A2, B2, C2,

D2 e E2, colocando o nome de cada nimero metdlico na coluna A, Figura 1.22.

Figura 1.22 — Preenchimento da coluna A, com nome dos nimeros metélicos

A B c D E

-

Numeros Metalicos

nome equagao p q raiz
Ouro

Cobre

Niquel

Prata

Bronze

|Platina |

O 00N oW N

o
o

Fonte: A autora.

Na sequéncia, preenchemos as colunas B, C' e D com as equagdes e os valores de p e ¢,
Figura 1.23.

Figura 1.23 — Preenchimento das colunas B, C e D, com a equag@o do segundo grau associada
ao numero metalico

A B C D I=

=

Numeros Metalicos

2 nome equagao p q raiz
3 QOuro x"2-x-1=0 1 1

4 Cobre x"2-x-2=0 1 2

5 Niguel x"2-x-3=0 1 3

6  Prata x"2-2=0 2 1

7 Bronze x2-3=0 3 1

8  Platina x"2-2x-2=0 2 2

9

-
o

Fonte: A autora.
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Para realizar o célculo das raizes, programamos a célula /23 com a férmula resolutiva
das equagdes quadrdticas, com base nos valores de C'3 e D3. Inicialmente, observamos que o
coeficiente de 22 é sempre 1, o que simplifica a férmula de cdlculo. Ainda, observamos que os

coeficientes de = e os termos independentes da equacdo sdo sempre negativos e os valores de p e

3 . . ) - . p+Vp—4q :
q sdo positivos. Assim, a férmula para a programacio é x = — s ou, na linguagem do
Planilhas Google E£3 = (C3 + (C3 A2+ 4% D3) A (1/2))/2, Figura 1.24.

Figura 1.24 — Programacio para o célculo das raizes da equagio 22 — pz — ¢ = 0 no Planilhas

Google
A B & D E

1 Numeros Metalicos

2 nome equagio o .rafz

3 Ouro x"2-x-1=0 1 le(ean(csnasaxdsys

4 Cobre x"2-x-2=0 1 2

5 Niquel x"2-x-3=0 1 3

6  Prata x"2-2=0 2 1

7 Bronze x"2-3=0 3 1

8 Platina xA2-2x-2=0 2 2

9

10 ;o
(123

11

fx | =(C3+(C3%2+4xD3)*(1/2))/2 v

Fonte: A autora.

Copiamos a célula E'3 para as demais linhas da coluna £, obtendo as raizes positivas das
demais equagdes. Observamos nessa programacao que, alterando os valores de p e g, e o cédlculo

da raiz é feito automaticamente para qualquer nimero metélico desejado, Figura 1.25.

Figura 1.25 — Raizes das equagdes associadas aos nimeros metélicos no Planilhas Google

A B Cc D E

1 Numeros Metalicos

2 nome equagao p q raiz

3 Ouro x"2-x-1=0 1 1 1,618033989
4 Cobre x"2-x-2=0 1 2 2
5 Niquel x"2-x-3=0 1 3 2,302775638
6  Prata x"2-2=0 2 1 2,414213562
7 Bronze x"2-3=0 3 1. 3,302775638
8  Platina x"2-2x-2=0 2 2| 2,?32050808|.

10

Fonte: A autora.
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Esses sdo os niimeros metdlicos mais conhecidos, mas o conjunto dos nimeros metélicos

¢ infinito € os demais elementos nao sao nominados.

1.7.2 RELACIONANDO OS NUMEROS METALICOS E AS DIAGONAIS
DOS POLIGONOS REGULARES

Dando continuidade, podemos verificar a relacdo entre os nimeros metélicos e os
poligonos regulares com o uso do GeoGebra. Para iniciar, os eixos sdo retirados e a malha
quadriculada configurada em uma escala de 10000 unidades x 10000 unidades, para aumentar a

quantidade de algarismos nas medidas das diagonais.

Na sequéncia, construir 6 poligonos regulares, com 5, 6,7, 8,9 e 10 lados e com a medida
do lado coincidindo com a malha, Figura 1.26. Assim, temos os seguintes poligonos regulares:
pentdgono, hexdgono, heptagono, octdgono, enedgono e decagono. Com a ferramenta “segmento
de reta” marcamos as diagonais dos poligonos, e obtemos as suas medidas com a ferramenta

“distancia”, Figura 1.27.

Figura 1.26 — Poligonos regulares construidos no GeoGebra

=T = o

Fonte: A autora.

Fazemos, entdo, a comparacio entre as medidas realizadas e os niumeros metélicos
obtidos na planilha da Figura 1.25, verificando a presenca do niimero de ouro na medida da
diagonal do pentdgono, do nimero de cobre na medida da diagonal do hexdgono e do niimero de
prata na medida da diagonal do octégono. Também observamos que a medida de outra diagonal
do hexdgono apresenta relacdo com o numero de platina = 2, 732050... sendo uma unidade a
menos 1,732050....
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Figura 1.27 — Ndmeros metélicos nos poligonos regulares

Q
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K J R P
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° o e
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E,W=30776.84
E, V=26180.34

E,U=1802113

N,H, = 2532088
o

N,G, = 1879385
:
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Fonte: A autora.

Alguns questionamentos que podem ser feito aos alunos:
1) Ja havia tido uma experiéncia anterior com o Planilhas Google ou ferramenta semelhante?
Qual?
2) O que acharam de programar a equagdo quadrdtica no aplicativo?

3) Comparando com o uso dos instrumentos de desenho e calcularora, o que vocé€ achou do

uso do Planilhas Google?

4) Cite as principais dificuldades verificadas na constru¢do dos poligonos regulares e destaque

das diagonais e suas medidas no GeoGebra.

E, no final da atividade € possivel mostrar que hd a presenca do nimero de ouro nos mais

variados lugares como mostra a tirinha, Figura 1.28.

Figura 1.28 — O nimero de ouro estd em todos os lugares

Eu fenhe rezée
T ( CoM QUE RELAXA, NI HA

EVIDENCIAS. SE VOCE

bl /"W:—ﬁ" FIZER UMA PESQUISA
T O TEMPO TON. o g |
[ =R [NQ Rosi s | RAPIDA HOKE VA DA TR, |
NOVERO D€ QUR0, | | NS PRAMIDES NO | RQUE... L 05 QUADROS...
{NUMERO DE RO, 05 QukoRos

(Humorcomciencia, s.d.).
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