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Introducao

O presente trabalho apresenta um recurso educacional desenvolvido no ambito do
Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (ProfMat), com
o objetivo de aprofundar o ensino das propriedades dos tridngulos planos e esféricos. A
proposta insere-se no contexto de metodologias pedagogicas que visam inovar e qualificar
o ensino da matemética na educagao basica, utilizando materiais didaticos e sequéncias de
atividades que tornam o aprendizado mais dindmico e acessivel. Propomos uma sequéncia
didatica voltada para estudantes do 3° ano do Ensino Médio, abordando temas como
paralelismo, soma dos angulos internos de um triangulo, area da esfera e érea do fuso
esférico.

A literatura pedagbgica destaca a importancia de recursos educacionais para fomentar
a aprendizagem significativa. Segundo Moreira e Nardi [I], produtos criados em cursos de
mestrado profissional devem ser aplicaveis e capazes de transformar praticas educativas,
promovendo melhorias no ensino. Sob essa perspectiva, [2] classifica esses recursos em
categorias como sequéncias didaticas e materiais didaticos, ferramentas que servem tanto
para apoiar professores quanto para engajar alunos em conceitos matematicos relevantes.

Neste trabalho, o foco estd em mostrar que a soma dos angulos internos de um triangulo
pode nao ser 180°, por exemplo, para triangulos esféricos esta soma ultrapassa esse valor.
A proposta se baseia em atividades praticas, como o uso de softwares e construcao de
modelos fisicos, possibilitando ao aluno uma compreensao mais ampla do tema abordado.
Além disso, essa abordagem contribui para a introducao de geometrias nao euclidianas,
um tema raramente explorado na educagao basica, apesar de sua relevancia nos curriculos
oficiais, como a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [3].

Ao final da atividade didatica, o estudante deve:

e Entender que em um triangulo no plano, a soma dos angulos internos é 180°

e Saber que existe uma geometria onde a soma dos angulos internos de um triangulo
nao é 180°

e Saber que na geometria esférica, a soma dos angulos internos de um triangulo é
maior que 180°

O nosso ponto de partida é o Axioma das Paralelas e um estudo de angulos e triangulos

Antes de comegar de fato essa proposta de atividade, nao podemos deixar de comentar
que o ensino da Geometria Euclidiana é raramente abordado nas escolas, apesar de estar
presente em documentos oficiais brasileiros, como os Parametros Curriculares Nacionais de
Matematica, as Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio e a Base Nacional Comum
Curricular. Geometrias Nao-Euclidianas nem sequer sao mencionadas.

Acreditamos que ensinar contetiidos de Geometria Esférica na Educacao Béasica permite
aos alunos conectar esse conhecimento com o seu cotidiano, entender os diferentes
modelos geométricos que os rodeiam, e expandir seu repertorio de pensamento geométrico.



Neste trabalho, propomos atividades de ensino de Geometria Esférica fundamentadas
nos principios do Desenho Universal para a Aprendizagem, de forma acessivel a todos
os estudantes. Essas atividades podem estimular novas discussoes sobre o ensino de
Geometrias Nao-Euclidianas e proporcionar uma compreensao mais ampla aos estudantes,
considerando suas experiéncias cotidianas.

A sequéncia esta dividida em 4 atividades:

e A primeira atividade é voltada para que o estudante conheca sobre angulos, suas
medidas, instrumentos para medir angulos e se utilizar desses conhecimentos para
compreender, utilizando instrumentos de medidas de angulos, que na geometria
euclidiana a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer mede 180°
(desconsiderando erros de instrumento e erros de procedimentos de medida).

e A segunda atividade é mais conceitual. O professor apresentard o Axioma
das Paralelas para demonstrar que de fato a soma dos angulos internos de um
triangulo no plano ¢ 180°. Sugerimos que isto seja feito usando o software de
Geometria Dinamica, GEOGEBRA, onde o estudante pode ver de forma dindmica
a preservacao dos angulos e a demonstragao do Teorema.

e Na terceira atividade, o estudante terd uma nova percepcao sobre a soma dos
angulos internos de um tridngulo. Utilizando agora, retas nao paralelas, o professor
ird mostrar que existe a possibilidade de que a soma desses angulos seja diferente
de 180°. Introduzindo o conceito de geometria esférica, o aluno ird perceber uma
nova abordagem sobre triangulos, entendendo a ideia de retas sobre regioes curvas,
medidas de angulos e o fato de a soma dos angulos internos de um triangulo ser
diferente de 180°. Para isto, com ajuda do GEOGEBRA, construirda um triangulo
esférico, com trés angulos retos, o que no plano é impossivel.

e A quarta atividade é dividida em duas partes: na primeira parte, o professor ira
lancar mao da féormula para célculo de area de uma esfera, para explicar e calcular
a area de um fuso esférico ( uma regra de trés simples ). Na segunda parte da
atividade, os alunos irao pintar os fusos esféricos formados por um triangulo esférico
e com isso mostrar que a soma dos angulos internos de um triangulo, na geometria
esférica, é maior que 180°.



Primeira atividade

Esta atividade serd desenvolvida em uma aula, na qual estudaremos o conceito de
angulo, suas unidades de medida e como medi-lo utilizando o transferidor. A seguir, os
alunos medirao, usando um transferidor, os a4ngulos internos de tridngulos previamente
impressos com a finalidade de observar que essa soma ¢ de 180°.

E recomendavel ter vérios tipos de triangulos: equilateros, retangulos, obtusangulos,
acutangulos, etc.

EQUILATERO ISOSCELES ESCALENO

ACUTANGULO RETANGULO OBSTUSANGULO

Figura 1: Tipos de Triangulos
Fonte: https://educacao.umcomo.com.br/artigo/classificacao-dos-triangulos-tipos-e-
caracteristicas-30679.html Acesso em 31 de julho de 2024

A aula ser4 finalizada com as seguintes questoes para os alunos:

1. Escreva com suas palavras o que ¢ um angulo

2. Quais as unidades de medidas utilizadas para medir o angulo?
3. Qual a unidade de medida mais comum para medir angulo?

4. Quantos angulos internos tem um triangulo?

5. Em cada triangulo, mega a medida dos angulos internos.

6. Quanto deu a soma dos dngulos internos em cada tridngulo? (isso pode mudar, na
pratica, dependendo da habilidade de quem manuseia o transferidor)

7. Os valores das somas sao proximos um do outro? Qual seria o valor "aproximado"?



Figura 2: Medindo angulos

No final desta atividade - aula, o estudante deverd ter condigoes de determinar o
valor aproximado da medida dos angulos internos de um triangulo, independente do seu
formato.



Segunda Atividade

Nesta atividade o professor explicaré os conceitos de retas paralelas e transversais e a
relacao entre os angulos formados por duas retas paralelas cortadas por uma transversal,
deverd mencionar : angulos correspondentes, angulos colaterais internos e externos,
angulos alternos internos e externos.

Feito isto, desenhara, no quadro, duas retas paralelas e por um ponto qualquer de uma
das retas, duas transversais, formando assim um triangulo. Usando as relagoes conhecidas
entre os angulos adjacentes e os alternos internos, determinaré a relagao entre os angulos
do triangulo, fazendo com que o aluno perceba que a soma dos trés angulos do triangulo
¢ 180°.

DAE = 1807

Figura 3: Triangulo Entre Retas Paralelas

Sugerimos que esta atividade seja feita também utilizando o GEOGEBRA. Podendo
seguir o roteiro abaixo:

1. Marque dois pontos distintos A, B;

2. Trace a reta r4p que passa pelos pontos A e B;

3. marque um ponto P fora da reta r4p;

4. Trace a reta paralela a r4p, passando pelo ponto P;

5. Marque o triangulo ABP;

6. Marque os angulos internos e os angulos alternos internos do tridangulo ABP.

O item 6 permitird ao aluno observar que, independente do formato do tridngulo
gerado, esses angulos se preservam, entao calcular a soma dos angulos internos de um
tridngulo ¢ o mesmo que formar um angulo raso (180°).

Veja: https://www.geogebra.org/m/hbry6ub2


 https://www.geogebra.org/m/h5ry6ub2

Terceira Atividade

A terceira atividade, tera duas etapas que acontecerao em uma aula.

Na primeira etapa, o professor construira, a reta rgc que passa pelos pontos B e C,
marcando um ponto A fora da reta rgo. A partir dai, vai construir uma reta, passando por
A, que nao seja paralela a reta rgc e marcara os pontos D e E sobre esta reta, de maneira
que A esteja entre D e E. Logo pedira que os estudantes mecam os angulos internos do
triangulo ABC e os angulos <((BAE) e <(CAD) e notarem que <(BAF) nao ¢é igual
a <(CBA) e que <(CAD) nao ¢ igual a <(BCA). Induzindo os estudantes a supor que
a soma dos angulos internos do triangulo nao seja 180°.

Para a atividade acima, os estudantes podem movimentar os pontos no GEOGEBRA
e notar que os angulos nao se preservam, quando as retas nao sao paralelas

Figura 4: Triangulo Entre Retas Concorrentes

Pode ser usado, o link abaixo
https:/ /www.geogebra.org/m/ewnebt9j

Na segunda parte, ele pede cortar é da laranja e fazer com que os alunos notem, que
se conseguem 3 angulos retos, somando 270° e entao comentar, que existem geometrias,
onde essa soma nao da 180°. Essa ¢ uma geometria onde nao existem retas paralelas. Essa
percepgao se daré, apos o professor introduzir os conceitos desta geometria (Geometria
Esférica).


https://www.geogebra.org/m/ewnebt9j

Quarta Atividade

Esta atividade seré desenvolvida em duas aulas que terao como objetivo o calculo da
area de um fuso esférico de angulo « e, na segunda aula, mostrar que a soma dos angulos
internos de um triangulo esférico é maior que 7.

Primeira Aula:

Nesta primeira aula, lembraremos a féormula do calculo da area A, de uma esfera de
raio r, A = 4mr?. a seguir calcularemos a area de fusos esféricos. A ideia do calculo ¢ a
seguinte: um fuso de angulo 27 cobre a esfera toda e como vimos, a area de esfera é 4712,
entao fazendo uma regra de trés entre a area do fuso de angulo «, que denotaremos por
(Af) e a area da esfera. Obtemos,

Af (6%
dwr?  2m
donde,
4 2
A = e _ 2072
2T

Usando estas formulas o estudante calculard a area de algumas esferas e alguns fusos.

Segunda Aula:

Nesta aula, usaremos uma esfera de isopor, marcaremos 3 pontos, que nao estejam no
mesmo grande circulo, e vamos tragar os circulos maximos que passam por cada par de
esses pontos, formando desta maneira um triangulo esférico com angulos internos «, 3 e
~. Essa construgao forma 3 fusos esféricos duplos, dois de cada angulo. Estes fusos tém
areas 4ar?, 4812 e 4vyr?. Se A, B e C sao os vértices do triangulo acima formado e
A’', B' e (' sao os pontos antipodas de A’, B’ e (', respectivamente, os triangulos AABC'
e AA'B'C’ tém a mesma area. Agora somando a area dos fusos duplos obtemos:

4ar? 4 46r* + dar? = area(S?) + 2area(AABC) + area(AA'B'C")

Donde,
4r*(a+ B+ ) = 47r? + darea(AABC)

e portanto,
area(AABC)

a+fB+y=m+ 5
”

Concluindo assim que a soma dos angulos internos de um tridngulo esférico é maior que
180°.

Por exemplo, se consideramos uma esfera de raio r, com centro na origem, o triangulo
que fica no primeiro octante do sistema de coordenadas tem 3 angulos retos cuja soma é

o i, 3T 42
270°, ou seja = que corresponde a T + L.



A fim de tornar esta aula mais liudica, os estudantes podem pintar os fusos formados
de cores diferentes para notar que tem duas regides que sao pintadas mais de uma vez, é
o excesso da area do triangulo esférico. Com base nesta percepgao, poderemos explicar
que a area dos 3 pares de fusos é igual & area da esfera, mais o fuso que foi pintado a
mais, concluindo o resultado sobre a soma dos dngulos internos de um triangulo esférico.

Figura 5: Esfera Dividida em Fusos
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