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Resumo:

Neste Recurso Educacional mostramos como ¢é possivel inserir o estudo das recorréncias no ensino
médio. Destacamos a importancia de apresentar as recorréncias em parceria com outros temas
conhecidos da matemaética, por exemplo, podemos utilizar a resolugao por recorréncia em diversos
problemas algébricos e geométricos. O estudo das recorréncias estd relacionado diretamente com
o estudo das sequéncias numéricas e uma aplicacdo bem interessante do método recursivo é o seu
uso no processo de deducao de féormulas mateméticas. Para conhecer mais sobre as recorréncias e
associa-las diretamente com o ensino da matematica basica, elaboramos um guia de como obter
materiais didaticos sobre as recorréncias e apresentamos algumas atividades propostas, detalhando
o método recursivo, que envolveram as Progressées, os Poligonos Geométricos e a Matemaética

Financeira.
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Abstract:

In this Educational Resource, we show how it is possible to include the study of recurrences
in high school. We emphasize the importance of presenting recurrences in partnership with other
well-known mathematical topics. For example, we can use recurrence resolution in various algebraic
and geometric problems. The study of recurrences is directly related to the study of numerical
sequences, and a very interesting application of the recursive method is its use in the process of
deducing mathematical formulas. To learn more about recurrences and associate them directly with
the teaching of basic mathematics, we have prepared a guide on how to obtain teaching materials on
recurrences and present some proposed activities, detailing the recursive method, which involved

Progressions, Geometric Polygons, and Financial Mathematics.
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Recurso Educacional

A recorréncia é uma regra, um modelo matematico, que permite calcular um termo qualquer de
uma sequéncia numérica em funcdo dos seus termos anteriores, o uso do método recursivo pode ser
uma alternativa interessante e uma ferramenta complementar para resolver inimeros problemas da
matematica, conhecendo mais sobre as recorréncias e de acordo com a criatividade de cada professor,
é possivel introduzi-las em diversas situagoes do dia a dia da sala de aula, nesse Recurso Educacional
utilizamos as Progressoes, a Geometria Plana e a Matemética Financeira.

Para inserir o estudo das recorréncias no ensino médio, os professores devem estar atentos para

os seguintes detalhes:

o Antes de abordar as recorréncias no ensino bésico, devemos reforcar alguns pré-requisitos
com os alunos, por exemplo, fragoes, calculo algébrico, resolucbes de equagodes, sequéncias
numéricas, tipos de retas, tipos de dngulos, figuras geométricas e outros temas de acordo com

a necessidade de cada professor.

e Para definir uma sequéncia numérica utilizando recorréncia, precisamos conhecer a sua lei de
formacao e de um ponto de partida, geralmente o primeiro ou os dois primeiros ntimeros da

sequéncia, a lei de formacao é a regra que estabelece a formagao dos termos dessa sequéncia.

e Quando a lei de formagao de uma sequéncia pode ser descrita por uma equacio, temos uma
sequéncia recursiva, nem sempre a lei de formacdo é fornecida nos enunciados, portanto
precisamos identificar a lei de formagao, procurando padroes que permitirdao elaborar equagoes,
para serem usadas ao longo das resolugdes. Um bom exemplo do que estamos falando se vé na
Geometria ( , ), quando obtemos os primeiros valores das sequéncias de
forma intuitiva, através de desenhos geométricos que permitirdo identificar a lei de formagéo,
essa estratégia pode ser melhor vista na atividade proposta 2 (Aplicagdo das Recorréncias na

Geometria), onde utilizamos a sequéncia dos primeiros poligonos geométricos como base.

e Quando temos a lei de formacao de uma sequéncia descrita por uma equacgado e o seu termo
inicial, temos a sua representacdo na forma recursiva, mas apenas com a forma recursiva ainda
nao é possivel obter diretamente um termo qualquer sem conhecer os antecessores, chegando

na féormula fechada, a formula fechada é a solucao da recorréncia.

o As progressoes aritméticas e as progressoes geométricas sao exemplos de recorréncias (
, ), podemos calcular a soma dos termos de uma P.A. utilizando a resolugao
por recorréncia. Na geometria, podemos por exemplo, determinar o niimero de diagonais ou
a soma dos dngulos internos de um poligono de forma recursiva. O método recursivo é uma
alternativa pratica para deduzir muitas férmulas que utilizamos com frequéncia na matemaética

bésica.

Material Didatico

e Nos livros atuais de matematica do ensino médio, ndo encontramos uma parte especifica sobre
recorréncias, mas um livro antigo que aborda e é referéncia para o estudo das recorréncias é o

livro ( , ):



A Matematica do Ensino Médio - Volume 2
Elon Lages Lima; Paulo Cezar Pinto Carvalho; Eduardo Wagner; Augusto César Morgado.
SBM - Colecado do Professor de Matematica
O capitulo 3 é referente as recorréncias.
Apesar do fato das recorréncias nao estarem presentes na maioria dos livros, por se tratar de
ser um tema novo para muitos professores e pouco difundido, o estudo das recorréncias é bastante

prazeroso e divertido para quem admira a matemédtica e pode ser mais explorado e divulgado por

quem tiver a oportunidade de conhecé-las.

¢ Podemos encontrar diversas informagoes sobre as sequéncias e as recorréncias na pagina Clubes
da Matematica da OBMEP, desenvolvida pelo IMPA e pela SBM, nela contém varios ambientes
interativos, com uma ampla lista de atividades. Localizando esse site, entre na segio (sala de
estudos), selecione os temas (recorréncias e sequéncias), onde terd um material com explicagoes,
exemplos resolvidos, exercicios propostos com resolugoes e video-aulas, tudo adaptado e voltado

para os alunos e professores do ensino médio e fundamental.

Esses e outros videos sobre recorréncias, também podem ser encontrados nos canais do youtube
(também desenvolvidos pelo IMPA e pela SBM):

— Programa de Iniciagao Cientifica Jr. (PIC)

— Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo

— Portal da OBMEP

E mais especificos para os professores, nos canais:

— PROFMAT (playlist - MA 12 - recorréncias)

— PAPMEM (IMPA)

Aqui vamos apresentar algumas atividades propostas que ilustram como as recorréncias podem
ser inseridas no ensino basico da matematica, essas atividades foram elaboradas com o propdsito de
incentivar e guiar os professores que pretendem expor e acrescentar as recorréncias no conjunto de

contetidos da matematica nas escolas.

Atividades Propostas: Recorréncias para o Ensino Basico
Atividade Proposta 1: Calculo do Termo Geral de uma Progressdo de Forma Recursiva

Um momento ideal para inserir o estudo das recorréncias na matematica basica é durante o ensino

das progressoes (P.A. e P.G.), entao a sugestao é utilizar as progressoes como exemplos iniciais.



Exemplo 1: Progressao Aritmética
Nesses exemplos iniciais, vamos detalhar as etapas do método recursivo.

Uma progressao aritmética é uma sequéncia onde cada termo ¢ igual ao antecessor adicionado de
um valor fixo (razdo da P.A.), entdo devemos esclarecer para os alunos que a sua lei de formagao

sera:

Ap4+1 = Qp + T

Vamos utilizar como exemplo a P.A. com termo inicial 5 e razéo 7:

Gnt1 =an+7 com a3 =5

De posse da equagao de lei de formacao, que é a forma recursiva da recorréncia e com o primeiro

termo da sequéncia, montamos uma sequéncia de equagoes da seguinte maneira:

12 equacgdo: informamos o valor de a;
2% equacao: escrevemos ag em funcgao de a

32 equacao: az em funcao de aso

equagao de posicao (n — 2): a,—2 em fungao de a,_3
equagao de posigao (n —1): a,—1 em fungao de a,_o

enésima equacio: a, em funcdo de a,_1

Apés montar a sequéncia de equagdes acima, somamos todas as equagoes (no caso da P.A.) ou
multiplicamos todas as equagoes (no caso da P.G.), onde os termos semelhantes se anulam, gerando
uma tunica equacdo. Realizando esse processo, a,, estara apenas em funcao de n e a equacao sera a
férmula fechada ou a solucdo da recorréncia, que conhecemos como a férmula do termo geral da

progressao.

Aplicando em  apy1 =ap+7 com a3 =5 temos:

a1:5
a2:a1+7
as=as+ 7

p—2 = Qn-3+7
p—1=0pn-2+7
p = ap-1+7

Veja que a razao 7 repete em (n — 1) equagdes, somando as equagoes, obtemos:

an=5+(Mn-1)-7



ap =Tn — 2

Assim, obtemos através do método recursivo, a férmula do termo geral da P.A. com termo inicial

5 erazao 7.

Como sugestao de atividade para os alunos, podemos aplicar o mesmo processo para outras

progressoes aritméticas, lembrando de informar o valor do termo inicial e o valor da razao.

A seguir apresentamos um exemplo ilustrativo para a P.A. com termo inicial 20 e razao 15, veja
que para resolver essa recorréncia usamos o cancelamento de termos semelhantes (nessa ilustracao,

colocamos os termos semelhantes com a mesma cor, onde é possivel visualizar como sao feitos os

cancelamentos):
a, =20
a,=a,;+15
a,=a,+ 15
a,=a;+ 15
a;=a,+ 15

An.2 = Aps + 15

an-1=an-2+ 15
a, =a,,+15
a, = 20+(n-1).15
a, = 15n+5

Figura 1 — Visualizacdo dos termos semelhantes na resolugdo de uma recorréncia

Na sala de aula, podemos utilizar essa mesma estratégia com o esquema das cores no quadro,

para que os alunos percebam como sao feitos os cortes ou cancelamentos.

Utilizamos esse processo para resolver as recorréncias lineares de 1? ordem ndo-homogéneas
da forma a,4+1 = a, + r, como as progressoes aritméticas, onde o coeficiente de a, é 1 e a parte
nao-homogénea é uma constante r qualquer.

Exemplo 2: Progressio Geométrica

Uma progressao geométrica é uma sequéncia onde cada termo é igual ao anterior multiplicado por
um valor fixo (razao ¢ da P.G.), entdo devemos esclarecer para os alunos que a sua lei de formagao

sera:

an+1 = Gn - q



Vamos utilizar como exemplo a P.G. com termo inicial 2 e razao 3:

Gn+l1 =ap 3 com a; = 2

De posse da lei de formagao da P.G., montamos a sequéncia de equagoes:

a1:2
as =aj -3
a3:a2-3

(p—2 = ap-3+3

ap—1=ap—2-3

Ap = Gp_1+3

Veja que a razao 3 repete em (n — 1) equagdes, efetuando o produto das equagdes, obtemos:
a, =2-3"1

Assim, obtemos recursivamente, a férmula do termo geral da P.G. com termo inicial 2 e razao 3.

Utilizamos esse processo para resolver as recorréncias lineares de 1? ordem homogéneas da forma
Gn4+1 = q - Gn, COMO as progressoes geométricas, onde o coeficiente de a, é uma constante g e sem

termos independentes.

Como sugestao de atividade para os alunos, podemos aplicar o mesmo processo para outras

progressoes geométricas, lembrando de informar o valor do termo inicial e o valor da razao.
Exemplo 3: Sequéncia das Somas dos Termos de uma P.A. de Forma Recursiva
Essa atividade, também envolvendo recorréncias, vai gerar uma P.A. de 2% ordem (
, ), um tema novo também para o ensino médio, mas que pode ser abordado

perfeitamente.

Vamos utilizar novamente como exemplo, a P.A. com termo inicial 5 e razao 7, vamos utilizar

também a sua férmula do termo geral a, = Tn — 2, que obtemos anteriormente.

Calculando os primeiros termos dessa P.A., temos:
(5,12,19, 26,33, ...)

Vamos obter agora, a sequéncia das Somas dos termos dessa P.A.:

)
5+12=17



5+ 12+ 19 =36
5+12419 4 26 = 62
5+ 12+ 19426+ 33 =95

Veja que obtemos uma nova sequéncia: (5,17, 36,62,95,...)
Essa nova sequéncia, trata-se de uma P.A. de 2 ordem (que também é uma fungio do 2° grau).
Podemos determinar, juntamente com os alunos, qualquer um dos infinitos termos dessa P.A. de

22 ordem, também de forma recursiva, ou seja, através da solucao da recorréncia.

Sendo S, a sequéncia das Somas dos termos da P.A. inicial, podemos montar uma sequéncia de

equacgodes, da seguinte maneira:

S1=5

So=5+12
S3=5+12+19

Sy =5+124+19+ 26
Ss=5+12+19+ 26+ 33

Sp=5+124+19+26+33+---+ (7Tn — 2) , note que consideramos a,, como (7n — 2)

Note também, que podemos escrever essa sequéncia de equagdes, como vemos abaixo e ja resolver

a recorréncia:

S1=5

So =51+ 12
S3=55+19
Sy =53 +26

S5 =S4+ 33

:Sn =S-1+(Tn—2)

Somando as n equagoes, obtemos:
Sn=5+124+19+26+33+4-- -+ (Tn —2)

Veja que temos uma soma simples de P.A. no 22 membro da equagéo, efetuando essa soma,

obtemos:

_ B+(mm=2)n _ 7n’4+3n
Sn = 2 )



ES, = WTJF?’” é a férmula fechada que permite calcular qualquer um dos infinitos termos da
P.A. de 2* ordem (5,17,36,62,95,...).

Por exemplo, o 10° termo da P.A. de 2% ordem (5,17, 36,62, 95, ...), é:

10243
Syo = TA024810 _ 730 _ 365

Utilizamos esse processo para resolver as recorréncias lineares de 1? ordem nao-homogéneas
da forma z,4+1 = z, + f(n), como a recorréncia acima, onde o coeficiente de x,, é 1 e a parte

nao-homogénea é uma funcao de n.

Como sugestao de atividade para os alunos, podemos aplicar o mesmo processo para qualquer
progressao aritmética e gerar uma sequéncia das somas dos termos dessa P.A. inicial, essa nova

sequéncia recursiva serd uma P.A. de 22 ordem.

Podemos encontrar mais informacoes sobre as Progressoes Aritméticas de 22 ordem, também no
livro (LIMA et al., 1997):

A Matematica do Ensino Médio - Volume 2

Elon Lages Lima; Paulo Cezar Pinto Carvalho; Eduardo Wagner; Augusto César Morgado.

SBM - Colecdo do Professor de Matematica

O capitulo 1 é referente as Progressoes.

Atividade Proposta 2: Aplicacao das Recorréncias na Geometria

Exemplo 1: Dedug¢éo da férmula para calcular o nimero de diagonais de um poligono convexo

qualquer de forma recursiva.

Podemos deduzir juntamente com os alunos, a equagao que permite calcular o nimero de diagonais
de um poligono convexo qualquer, essa maneira é uma alternativa interessante que pode ser usada
nas aulas de matematica no ensino basico, desenhando os quatro primeiros poligonos convexos com
suas diagonais, podemos fazer com que os alunos de forma intuitiva, percebam o seguinte padrao de

recorréncias:

Figura 2 — Ntimero de Diagonais de um Poligono Convexo



e O tridngulo nao possui diagonais;

o O quadrilatero possui 2 diagonais (2 a mais que o tridngulo);
o O pentdgono possui 5 diagonais (3 a mais que o quadrilatero);
o O hexdgono possui 9 diagonais (4 a mais que o pentadgono);

Assim, podemos concluir com os alunos, que o heptidgono terd 14 diagonais (5 a mais que o
hexdgono). O processo ird se manter com a sequéncia dos poligonos convexos, o que permitird
elaborar recursivamente a sua lei de formagao.

A medida que o nimero de lados vai aumentando, cada poligono convexo terd o numero de

diagonais do poligono anterior mais (n — 2) diagonais, ou seja:
e O quadrado (4 lados) teve um acréscimo de (4 - 2 = 2 diagonais) em relagao ao tridngulo;

o O pentdgono (5 lados) teve um acréscimo de (5 - 2 = 3 diagonais) em rela¢ado ao quadrado;

O hexagono (6 lados) teve um acréscimo de (6 - 2 = 4 diagonais) em relagdo ao pentagono;
o O heptégono (7 lados) teve um acréscimo de (7 - 2 = 5 diagonais) em rela¢ao ao hexdgono;

Assim, temos:

dp =dn—1+ (n—2), com ds =0en >3, que equivale a

dpt1=dp+(n—1),comds=0en >3

Resolvendo a recorréncia chegamos na férmula para calcular o nimero de diagonais de um

poligono convexo qualquer:

ds =0

dy =d3+2
ds =ds+ 3
de =ds+4

d7 =deg +5

dp—1 =dp—2+ (TL - 3)
dp = dp—1 + (n — 2)

Note que temos (n — 3) equagdes de dy até d,

somando as (n — 3) equagoes, obtemos:
dyp=2+3+44+5+---+(n—4)+(n—-3)+(n—-2)

d, = w, note que temos uma soma de P.A. com (n — 3) termos, de 2 até (n — 2),



-3) ~ , . , . .
Ed, = % é a equacao ou a féormula que permite calcular o nimero de diagonais de um

poligono convexo qualquer de n lados.

Exemplo 2: Deducdo da férmula para calcular a soma dos angulos internos de um poligono

convexo qualquer de forma recursiva.

Podemos deduzir juntamente com os alunos, a equacao que permite calcular a soma dos angulos
internos de um poligono convexo qualquer, essa maneira é uma alternativa interessante que pode ser
usada nas aulas de matematica no ensino basico, desenhando os quatro primeiros poligonos convexos
e dividindo esses em poligonos em triangulos, podemos fazer com que os alunos de forma intuitiva,

percebam o seguinte padrao de recorréncia:

Figura 3 — Soma dos Angulos Internos de um Poligono Convexo Através de Triangulos

e Como ja sabemos, a soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer é igual a 180°.

e Podemos dividir um quadrildtero qualquer, tracando uma diagonal e assim obtemos dois

tridngulos, a soma dos angulos internos do quadrilatero serda 180° 4+ 180° ou 2 - 180°.

e Podemos dividir um pentagono qualquer, tracando duas diagonais, partindo do mesmo vértice
e assim obtemos trés tridngulos, a soma dos angulos internos do pentagono sera 180° + 180° +
180° ou 3 - 180°.

¢ Podemos dividir um hexagono qualquer, tragando trés diagonais, partindo do mesmo vértice e
assim obtemos quatro tridngulos, a soma dos dngulos internos do hexagono sera 180° + 180° +
180° + 180° ou 4 - 180°.

e Assim, de forma intuitiva, concluimos que podemos dividir um heptiagono qualquer, tragando
quatro diagonais, partindo do mesmo vértice e assim obtemos cinco tridngulos e a soma dos
angulos internos do heptagono sera 180° + 180° + 180° 4 180° + 180° ou 5 - 180°. O processo
ird se manter com a sequéncia dos poligonos convexos, o que permitird elaborar recursivamente
a sua lei de formagdo. Em cada novo poligono convexo, a soma dos dngulos internos é igual a

soma dos angulos internos do poligono anterior com um aumento de 180°:

10



Snt1 = Sp + 180°, com S3 = 180° e para n > 3.

Resolugao:
Ss = 180°
Sy = S3 4+ 180°
S5 =S4 + 180°
Se = S5 + 180°

S7 = S¢ + 180°

Sp—1 = Sp—2 + 180°

Sn = Sp—1 + 180°

note que temos (n — 2) equagdes de S3 até Sy, somando as (n — 2) equagoes, obtemos:
S, = (n —2) - 180°

E S, =(n—2)-180° é a equagdo ou a férmula que permite calcular a soma dos angulos internos

de um poligono convexo qualquer de n lados.

As dedugobes das férmulas para calcular o niimero de diagonais e para calcular a soma dos angulos
internos de forma recursiva, sdo ideais para o aluno perceber que é capaz de montar uma férmula
e nao apenas utilizé-la j4 montada, com isso a aprendizagem pode atingir um resultado maior,

incentivando assim, a montagem de outras formulas quando possivel, também de forma recursiva.

Atividade Proposta 3: Aplicacao das Recorréncias na Educacdo Financeira

Os célculos de juros sobre juros de investimentos, financiamentos, compras a prazo, empréstimos
e outras operacoes financeiras sdo progressdes geométricas e progressoes geométricas sdo recorrén-
cias lineares de primeira ordem homogéneas ( ) ), uma alternativa

interessante para os professores é mostrar para os alunos esse tipo de calculo de forma recursiva.

Antes de resolver qualquer cédlculo financeiro na sala de aula com os alunos que envolve juros

sobre juros, devemos esclarecer de forma intuitiva a ideia que:

Quando a taxa de juros é 1% — multiplicamos por 1,01
Quando a taxa de juros é 2% — multiplicamos por 1,02
Quando a taxa de juros é 0,5% — multiplicamos por 1,005
Quando a taxa de juros é 1,5% — multiplicamos por 1,015
Quando a taxa de juros é 10% — multiplicamos por 1,10

Quando a taxa de juros é 15% — multiplicamos por 1,15

Podemos mostrar para os alunos, de forma recursiva, como uma. quantia inicial se comporta em

um investimento que rende 1% ao més:

11



Chamamos a quantia inicial ou o capital inicial de ¢, portanto o 1° termo da sequéncia ou da

recorréncia sera c, ou seja, X1 = c.

Sabemos que quando uma quantia rende 1% ao més, multiplicamos essa quantia inicial ¢ por

1,01 sucessivamente (més a més) até atingir a quantia final desejada.

Assim a lei de formacdo da recorréncia sera:
Xpt1 =X, - 1,01

Cada novo valor é igual ao anterior acrescido de 1%.

Resolvendo a recorréncias:

X1:C
Xo=X;-1,01

X3 = X5-1,01

Xpo1=Xp-2-1,01
X,=X,-1-1,01
Multiplicando as equacdes, obtemos:
X, =c-1,01"!
Portanto, a férmula fechada para um investimento que rende 1% ao més com um capital inicial ¢
¢é igual a:
X, =c-1,01""!

Assim, uma quantia de 100 reais aplicada 12 meses (1 ano) em um investimento que rende 1%
ao més, serd igual a:

X1 =100-1,01271 =100 - 1,01 = 100 - 1, 1156683467 = 111, 56683467

X2 &~ 111,57 reais.

Como sugestao de atividade para os alunos, podemos aplicar 0 mesmo processo para outras taxas

de juros.

A disciplina Educagédo Financeira foi incluida no curriculo do Novo Ensino Médio e deve ser
ministrada por professores de matematica, como o objetivo principal da utilizagdo das recorréncias é
descobrir qualquer termo de uma sequéncia apenas informando a sua posi¢ao, podemos calcular o
valor de qualquer rendimento ou qualquer prestacdo de uma operagao financeira de forma direta

com o uso das recorréncias.

Recorréncias no ENEM

Como jé citamos anteriormente, a resolugdo por recorréncia é uma alternativa pratica para
resolver diversos problemas da matemaética, o método recursivo também pode ser trabalhado pelos

professores no processo de preparacao dos alunos para a prova do ENEM.

12



J& é possivel encontrar questoes relacionadas com as recorréncias em algumas provas do ENEM,

como a:
Questao 176 da prova azul do segundo dia do Enem 2023
Os numeros figurados pentagonais provavelmente foram introduzidos pelos pitagéricos por volta

do século V a.C.

As figuras ilustram como obter os seis primeiros deles, sendo os demais obtidos seguindo o mesmo

12 22
51

Figura 4 — Questao 176 da prova azul do segundo dia do Enem 2023

padrao geométrico.
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O oitavo nimero pentagonal é:
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Orientaces Finais

No ensino basico da matematica, além dos temas que citamos, podemos abordar e relacionar as

recorréncias com outros temas também, como por exemplo:

o Com os numeros figurados (triangulares, quadrados perfeitos, pentagonais, hexagonais, tetraé-

dricos e outros);
o Com as sequéncias recursivas presentes no Tridngulo de Pascal (HAZZAN; HAZZAN, 1993);
o Com os Numeros de Mersenne (HEFEZ 2016);
e Com o estudo das fungdes;
o Nas resolugoes de problemas de contagem (HAZZAN:; HAZZAN, 1993);
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A Torre de Handi;

e O Problema da Pizza de Steiner;
o A Sequéncia de Fibonacci ( , );

e E de acordo com a criatividade de cada Professor.
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