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O USO DO SOFTWARE SAGEMATH NO ENSINO DE ]f‘UNQC)ES PARA O ENSINO
MEDIO: UMA SEQUENCIA DIDATICA

JEFFERSON DAVID MOREIRA DOS SANTOS & GREGORIO MANOEL DA SILVA NETO

REsSuMO. Neste trabalho apresentamos uma sequéncia didatica de cinco aulas para o Ensino Médio sobre
o ensino de conjuntos e algumas fungoes com o auxilio do software SageMath. Iniciamos com uma breve
introducao ao software, trazendo um passo a passo de instalagao, bem como os comandos bésicos que iremos
utilizar durante as aulas. Em seguida apresentamos a sequécia didatica que versa sobre conjuntos, equagoes
e sistemas de equagoes, algebra e aritmética bésicas, sobre o tracado dos graficos de fungoes e o estudo das
fungoes exponencial e logaritmica. Concluimos com uma se¢ao contendo solugoes sugeridas para todos os
exercicios propostos nesta sequéncia. O trabalho é um recorte da dissertagao de mestrado do Profmat do
primeiro autor, sob a orientagao do segundo autor, que pode ser encontrada no sitio do Profmat na internet.
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1. Sagemath: UsO E INSTALAGAO

Originalmente, as informagoes completas sobre a documentagao, modos de uso e instalacao do software
nos sistemas Windows, Linuz e Mac OSX podem ser encontradas no site oficial

https://www.sagemath.org/

Entretanto, neste capitulo traremos um resumo pratico sobre o modo de uso on-line: no SageMathCell e
no CoCalc; e sobre o modo de uso off-line: software instalado computador.

Date: 2 de novembro de 2024.


https://www.sagemath.org/
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1.1. Modos de uso on-line. O SageMathCell é uma interface web que permite executar comandos do
Sage diretamente na pagina

https://sagecell.sagemath.org/

com acesso rapido, pratico e sem efetuar qualquer cadastro ou login pelo usuario. Contudo, possui uma
unica célula de comando e o cédigo executado é deletado apds a atualizacao da pagina para a insercao uma
nova entrada de cédigo. Vejamos um exemplo do comando prime_range (30), que apresenta os nimeros
primos no intevalo [0, 30], na Figura

Ficura 1. SageMathCell

€ c 23 sagecellsagemath.org % 2 & o O e :

SageMathCell

About SageMathCell

Type sor_ne Sage code below and press Evaluate.
prime_range(3@) ) |Z|
\‘[ prime_range(30)

(2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29] Language: | Sage v

Evaluate

Share

‘[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29] |

Fonte: Os autores.

O CoCale (Collaborative Calculation in the Cloud) é o ambiente on-line para criar, executar e salvar os
comandos e textos no Sage, sem a necessidade de fazer instalacoes. Para tanto, basta efetuar o cadastro e
o login em

https://cocalc.com/.

A vantagem desse modo, em relacao ao SageMathCell, é a possibilidade da criacao de projetos: worksheets
do SageMath (arquivo que combina cédigo e células de texto formatado), notebooks (arquivo do Jupyter
Notebook, com suporte ao Sage, Python, Octave, R e Sage); e sua integracao com KTEX. Ver figura .

O Jupyter Notebook é um ambiente de desenvolvimento interativo baseado na web para notebooks, cédigo
e dados. No browser (navegador), ele é a plataforma para uso do SageMath no modo off-line. Em acréscimo,
ambos os ambientes permitem importar bibliotecas do Python para acrescentar mais funcionalidade a
linguagem. Na Figura [3]| temos um exemplo on-line do SageMath no CoCale, onde executamos comandos
das bibliotecas: NumPy (operagoes com arrays) e MatPlotLib (criacao de graficos 2D e 3D).

Logo, a utilizagao do C'oCalc oferece todos os recursos do software e a integracao com outras ferramentas,
tornando-se um ambiente computacional versatil.

1.2. Modo de uso off-line. O software é livre e multiplataforma, e sua instalacao para o modo off-line
é compativel com os sistemas Windows, Linux e Mac OSX. O download esta disponivel oficialmente em

https://doc.sagemath.org/html/en /installation/index.html
ou, preferivelmente, no site
https:/ /sagectu.com.br/instalacao.html

associado ao livro


https://sagecell.sagemath.org/
https://cocalc.com/
https://doc.sagemath.org/html/en/installation/index.html
https://sagectu.com.br/instalacao.html
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Ficura 2. CoCalc

fle @ © ® G ®@Run B O =E Q =2 B a4 A £ Q @ & 2
@ Help~ Modes~ # Data~ Control~ Program~ #-Snippets  %sage
x Plots= Calculus~  Linear- Graphs~  Numbers- Rings -

2 1 f=x8-1
s -
, A

4 v
5 1 show(f)

6 v 2t —1
r‘
- '
1 f=x8-1 )
- 8
I r —1
1 show(¥f) \ J
. | J
Fonte: Os autores.
Ficura 3. Bibliotecas do Python no CoCalc
SageMath 9.7 () | Trusted Kernel is idle (halt...) CPU

= In [2]: import numpy as np #importa a biblioteca Numpy do Python
import matplotlib.pyplot as plt #importa a biblioteca MatPlotlLib do Python
X = np.arange(-5, 6)
y=x *x -4
plt.title("Line graph")
plt.xlabel("X axis")
plt.ylabel("Y axis")
plt.plot(x, y, color ="red")

plt.show()
out[2]: Line graph
20
15
@ 10
C
b
5
0
-5 . . . . T
-4 -2 0 2 4

Fonte: Os autores.

SILVA, Leon; MACHADO, Ricardo; SANTOS, Marcelo. Elementos de Computagao Matematica
com SageMath. 1? Edicao. Rio de Janeiro: SBM, 2019.

Neste tltimo, com guias de instalacao, links e informacoes em portugués para cada um dos sistemas
operacionais citados.
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Ap6s o download da versao para o sistema desejado, um arquivo executavel sera baixado no computador
do usudrio. Agora, é s6 executar este arquivo, escolher a pasta de destino, marcar a opcao para criar
icones de atalho e aguardar o processo de instalagao. Em seguida, serao criados icones no Desktop (Area
de trabalho) para acesso pelo Shell (interpretador de linhas de comando), pelo terminal de comandos do
sistema,; ainda, para o acesso ao notebook pela interface do Jupyter Notebook. Ver Figura [4}

FI1GURA 4. Icones de acesso no sistema operacional

L] L]
ageMath 9.1 SageMath 8.1 SageMath 8.1
Shell Notebook

Fonte: Os autores.

Shell é um programa utilizado para processar comandos, basicamente é onde hé a interacao com o Kernel
(ntcleo) do sistema operacional. O terminal, onde roda um shell, é um programa onde gerenciamos os
recursos mais complexos do sistema; geralmente é uma tela preta, sem botoes ou elementos graficos, onde
executamos as linhas de comando. Na Figura 5| temos um exemplo do uso da versao 9.1 do Sagemath
iniciada diretamente no terminal do Windows.

FicurA 5. Sagemath no terminal do Windows
@ SageMath 9.1 Console - O X

SageMath wversion 9.1, Release Date: 2820-85-28
Using Python 3.7.3. Type "help()" for help.

: £ = x"3+41
: plot(f,x)
Launched png wviewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitiwve

Fonte: Os autores.

Como podemos verificar na imagem anterior, foram digitados quatro comandos nos (inputs) (entradas de
c6digo) e, apds as execugoes, o sage emitiu os resultados apenas em dois (outputs) (saidas das informagoes
processadas pelo programa). Entretanto, perceba que os dois primeiros inputs referentes aos operadores
aritméticos de adigao (+) e multiplicagao (%), geraram outputs numéricos no terminal. O terceiro input,
armazenou a expressao z° + 1 na letra f (definindo a fungao f = z® + 1), através do operador igual (=)
sem gerar output. Agora, no quarto input, temos o comando plot(f, x) para plotagem de graficos em
duas dimensoes, que gerou um arquivo na pasta temporaria do Windows em formato PNG, apresentando
o grafico de f no plano cartesiano. Ver figura [6}

A experiéncia de uso no Sagemath executado diretamente no terminal, se mostra funcional, mas nao
tao agradavel e intuitiva quanto na interface do Jupyter Notebook ou do CoCalc. Entretanto, ao clicar
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FiGuraA 6. Grafico de f na pasta temporaria do Windows

(=] tmp_q27qywel.png 3 D .- Y @ aQ @ 207%

Fonte: Os autores.

no icone Notebook da Figura |4, o software serd inicializado off-line numa aba do navegador de internet.
Observe a interface do Jupyter Notebook na Figura[7], com os mesmos comandos executados na Figura 5]

Por mostrar praticidade e alta funcionalidade na criacao, apresentacao e organizacao dos projetos
(Worksheets), o Jupyter Notebook seré a interface grafica, junto com a versao 9.1 do SageMath insta-
lada, que utilizaremos durante o desenvolvimento e aplicagao deste trabalho.

2. PRIMEIROS PASSOS NO SageMath

Neste capitulo, veremos conceitos introdutorios de linguagem de programacao para dar os primeiros
passos no SageMath, percorrendo um caminho fundamentalmente pratico na compreensao e execucao dos
comandos no software.

2.1. Interface Grafica. Para acessar um arquivo na interface grafica do SageMath instalado, basta clicar
sobre o icone correspondente (SageMath 9.1 Notebook) no local de instalacdo, Figura , o que abrird o
Jupyter Notebook diretamente em uma aba do navegador de internet do usuario. Em seguida, clicar em
“New” (novo) e selecionar a versao “SageMath 9.1” para criar um novo arquivo e iniciar a utilizagao deste
ambiente, como ilustra a Figura [§}

Apb6s os procedimentos do pardgrafo anterior, um arquivo “Untitled” (sem titulo) serd aberto em uma
nova aba. Mas, ao clicar em “Untitled”, é possivel renomed-lo. Na Figura[9, o arquivo foi renomeado para
“Primeiros Passos”.

Observe que o layout do Jupyter Notebook é similar aos softwares mais conhecidos do Microsoft Office
(Word, Excel e Power Point). Assim, se torna intuitivo para o usuério acessar as demais funcionalidades
da barra de ferramentas do programa.

2.2. Células de comando. O programa fornece células de entrada “In” (abreviagao de input), onde se
insere o cédigo; e para executé-lo, clica-se em Run (correr em inglés) na barra ferramentas ou pressiona-se
os atalhos “ctrl 4+ enter” e “shift + enter”, que a resposta serd emitida em “Out” (abreviacao de output).
Apoés executar o cddigo, o programa seguird para a proxima célula de comando.



O SAGEMATH NO ENSINO DE FUNCOES NO ENSINO MEDIO 7

F1cURA 7. Sagemath no Jupyter Notebook

In [20]: 3+4

out[20]: 7

In [21]: 3*4

Out[21]: 12
In [22]: £ =x"3 +1

In [23]: plot(f, x)

Out[23]:

1.5 A

(=

0.5 1

Fonte: Os autores.

Na Figura executamos o comando print(‘Old Mundo’) na entrada 1, imprimindo a frase: “Ol4
Mundo” como saida. Em seguida, na entrada 2, o comando 342*20 mostrou o resultado do produto entre
342 por 20. Por ultimo, na linha 3 foi digitado texto livre ao alterar a op¢ao Code (cédigo) para Markdown
na barra de ferramentas.

Code permite escrever e executar comandos SageMath, como cédigos, calculos matematicos, definigoes
de variaveis e visualizacao de graficos; e Markdown, permite formatar texto livremente, incluindo titulos,
paragrafos, listas, imagens e links.

2.3. Operadores aritméticos e Comentarios no cédigo. O SageMath consegue efetuar operagoes
matemati-cas da mesma forma que uma calculadora cientifica, seguindo a ordem de precedéncia e dos
operadores aritméticos. Veja na Tabela[I], a sintaxe para a realizagao de algumas dessas operagoes:

Textos, nimeros e simbolos precedidos pelo caractere # (cerquilha ou hashtag), serdo lidos como co-
mentarios e nao como um comando. Este recurso permite inserir explicagoes, anotacoes e observagoes que
nao sao interpretadas como cédigo executavel.

Na Figura[I1] temos a aplicacao das 4 operagoes bésicas e do # para escrever comentdrios em cada célula
de comando, destacando o modo de obter nimeros inteiros (int) ou reais (nimeros de ponto flutuante
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Ficura 8. Criar e abrir um novo arquivo no Jupyter Notebook

: J u pyter Quit Logout
Files Running Clusters
Select items to perform actions on them. Upload =
Notebook: |
0 - . I N i
O ame¥ o thon 3 °
(0 [ 3D Objects SageMath 9.1

(J 2 Ambiente de Impressao Other

(0 O Ambiente de Rede Text File

O [ AppData Folder
Terminal

O

[0 BrawlhallaReplays

Fonte: Os autores.

F1GurA 9. Renomeando arquivo no Jupyter Notebook

: Jjupyter |Primeiros Passos|Last Checkpoint: 09/04/2023 (unsaved changes)

File Edit View Insert Cell Kernel Widgets Help

In [ ]:

Fonte: Os autores.

FiGurA 10. Primeiros comandos

File Edit View Insert Cell Kernel Widgets Help

B+ = A B A2 ¥ MRun B C » | Markdown v

In [22]: print('01d Mundo®)

01a Mundo

In [23]: 342%20

Oout[23]: 6840
Aqui podemos escrever apenas texto, pois alteramos a barra de ferramentas de Code para Markdown

Fonte: Os autores.

- float). Note que na divisao 7/8, o SageMath compreende a opera¢ao como uma divisao entre inteiros,
mostrando o resultado em forma de fracao. Entretanto, para obter o resultado real (float) é preciso escrever
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TABELA 1. Operadores aritméticos

Operacoes fundamentais | a+b, a-b, a*b, e a/b
Potenciacao aAb
Raiz quadrada sqrt(a)
Raiz n-ésima aA(1/n)

Fonte: Os autores.

FiGurA 11. Operadores aritméticos e comentarios

In [:L] T+8 # (+)";Opemdor Artmético da Soma [ h . \
outl 11 7+8 # (+) _
In [2;]: 7-8 # (-) EOperadorm,:h-»:{"rﬁ]é'f’tt'o--da...S_L_.'Q_t_'racéo 15

: : T 56
outlzl: -1 ..

7-8 # (-)

: :  7/8 # (/) @
uut[Ei]. 56 -1

" s \ / 7/8
In [4I] 7/8 # {'f/) g@pemdor-ﬁf’frnet‘t&:—-da--awwuo----------------------------------------------------------------------
out[4]: 7/8 '
In [E:.]: 7.8/8 # U;giti:ar o ".@" para "Numeros Reais" 7.0/8 # Uty

T # L J

Out[5]: @.875000000800008

Fonte: Os autores.

pelo menos um dos nimeros como float (com um ponto entre casas decimais). Neste caso, 7.0/8 = 0,875
ou 7/8.0 =0, 875.

Para a operacgao de potenciagao temos os simbolos \A" (circunflexo) ou \**" (duplo asterisco); e para
raiz quadrada, temos a funcao sqrt( ), abreviacao do inglés square root (raiz quadrada). Mas, também
pode-se utilizar a radiciacao com outros indices, ao inserir o expoente fracionario na potenciacao. Por
exemplo, 1024 A (1/10) serd interpretado como V/1024. Veja a Figura :

2.4. Variaveis no SageMath. Em linguagem de programacao, a varidvel comum permite armazenar
valores ou texto na memoria do computador, enquanto as variaveis simbolicas sao utilizadas em expressoes
algébricas para simplificar ou solucionar equacoes matematicas. Por exemplo, se o usudrio digitar n = 1,
em seguida executar o comando n + n, aparecerd o valor 2 na saida, pois n (varidvel comum) assumiu o
valor numérico 1.

Na manipulacao de expressoes algébricas, as variaveis assumem valores simbélicos ou indeterminados.
No entanto, se forem utilizadas no cédigo de qualquer maneira, acarretara em erro de sintaxe, informando
que a variavel ainda nao estd definida, consequentemente, impossibilitando a realizagao de operacoes
algébricas. Ver Figura [L3}

Para o SageMath simplicar ou solucionar equagoes, as variaveis simbdlicas devem ser definidas anterior-
mente com o comando var(‘’). Observe, ainda na Figura , que a variavel z foi definida com o comando
var(‘z’) antes da operacao algébrica z+z, produzindo como resultado 2z na saida do comando. Além disso,
o software também reconhece expressoes escritas em funcao de variaveis ja declaradas anteriormente no
mesmo arquivo.

2.4.1. Ezpressoes Algébricas no SageMath. A expressao algébrica da fungao horéria do espaco - Movimento
Uniformemente Variado (MUV), é uma expressao matemética que descreve a posi¢cao de um objeto em
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F1cUrA 12. Operadores de potenciacao e radiciagao.

In [6]: 2710 # Potenciacdo da forma a’b

out[6]: 1024

In [7]: 2**1@ # Potenciag¢do da forma a**b

out[7]: 1024

In [8]: sqrt(625) # Radiciacdo da forma sqrt(a)

Out[8]: 25

In [9]: 1©24~(1/1@) # Raiz decima da forma a”(1/n)

out[9]: 2
Fonte: Os autores.
FiGUurA 13. Varidveis comuns e simbdlicas
In [10]: n =1 S
L n=1
out[1@]: 1 .................................................................................. n
In [11]: En +n ? ............................. 1
out[11]: i2 :
; ; r P - . L] " > s 1
In[13]:izez NameError: name 'z' is not defined o
NameError 2
<ipython-input-13-e85d9eef38e2> in
----> 1 z+z2
SRS e T et ey S| var('z’) .
' S| 74z R
In [14]:§var('z') ? .
fziz ; \ 277 y

Out[ld]:é

..........................................................

Fonte: Os autores.

funcao do tempo.

at?
S(t) = Sg + Vot + 5

s(t) - posi¢ao no tempo t;
Sg - posicao inicial;
vy - velocidade inicial;
t - tempo;
a - aceleragao.
Observe que s(t) é dependente dos parametros sg, vy € a e da variavel t. Do ponto de vista computacional,
para escrever a funcao horaria do espaco no SageMath, nao havera distingao entre parametros e variaveis,
de modo que serd necessario definir as varidveis independentes antes da expressao algébrica no cédigo.
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Inclusive, pode-se declarar as varidveis num tnico comando var(‘sg, vg, a, t’). Ou seja, ao escrevé-las
entre aspas (‘') e separadas por virgula (,), o usudrio estard definindo todas as varidveis listadas como
simbdlicas. Além disso, s(t) nao precisa ser definida, pois depende apenas de varidveis ja declaradas. Na
Figura , estd inserida a fungao horéria do espago no (MUV) no SageMath, e foi utilizado o comando
show( ), que mostra a expressao textual da sentenca matemadtica.

In [16]:

Oout[16]:

In [17]:

FI1GURA 14. Declarando expressoes algébricas

var('s @, v @, a, t')
s(t) = s @ + v 0¥t + (a*tr2)/2

s(t)

1/2*%a*t*2 + tv @ + s @
show(s(t))

1 2

5 ar- + f‘lf’(] + A Yy

Fonte: Os autores.

2.4.2. Notacao de funcao no SageMath. O Sage reconhece automaticamente, em sua sintaxe, a incognita
x e seus termos dependentes como variaveis simbolicas, dispensando a necessidade de serem declaradas
previamente. Na Figura [15] temos um exemplo com a varidvel y nao declarada, em funcao da varidvel z.

In [22]:

In [23]:

out[23]:

FicuraA 15. Notacao para fungoes no SageMath

NameError Traceback (most recent call last)
/opt/sagemath-9.1/1local/lib/python3.7/site-packages/sage/all cmdline.py in
-> 1y

NameError: name 'y' is not defined

y = X3 - 2%y

X3 - 2%y

Fonte: Os autores.

A notacao f(z) = ‘expressao algébrica na varidvel x’, ndo exige o uso do comando var( ) para definir
f(z), como visto anteriormente. Em acréscimo, é possivel substituir f e x por outras letras (varidveis), pois
continuarao reconhecidas como varidveis simbdlicas nesta notacao. Ainda, o valor numérico da expressao,
serd acessado apenas substituindo o valor da variavel independente por um valor real. Por exemplo, na
Figura [16] para a funcio g(a) = a®, g(2) fornecera 8 como resultado.
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F1GUurA 16. Valor numérico de uma fungao

In [24]: g(a) = a3

out[24]: a |--> ar3

In [25]: g(2)
out[25]: 8

Fonte: Os autores.

As aplicagoes do SageMath apresentadas neste capitulo, trazem praticidade e interatividade no estudo
das funcoes reais. Para a Educacao Basica, sua implementacao como ferramenta didatica possibilita a
manipulacao dos parametros das funcoes e a visualizagao das alteragoes em tempo real nas respectivas
representacoes graficas, promovendo uma melhor compreensao do comportamento de cada funcao. A
adocao de recursos tecnolégicos na educagao matematica, ird colaborar com a inclusao digital e com a
aprendizagem ativa em prepara¢ao para o mundo do trabalho.

3. SEQUENCIA DIDATICA

3.1. Aula 1: Conjuntos no SageMath.

3.1.1. Objetivos da aula. - Aprender a criar, manipular e visualizar conjuntos no SageMath;
- Revisar as propriedades dos conjuntos;
- Desenvolver o pensamento légico e computacional na resolucao de problemas.

3.1.2. Habilidades BNCC. (EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao
na implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

3.1.3. Motivacao. O uso do SageMath nas aulas sobre conjuntos, nao apenas simplifica a representacao e
a manipulacao de elementos tinicos ou agrupados, mas também permite a aplicagao das operagoes entre
conjuntos de maneira intuitiva e eficiente. Além disso, seja na resolucao de problemas, na andlise de dados
com elementos distintos ou na implementacao de algoritmos, a capacidade de explorar conjuntos por meio
do SageMath pode acelerar a compreensao da teoria durante sua aplicacao nas aulas praticas. Veja os
c6digos utilizados nesta aula na Tabela [2}

3.1.4. Atividades Propostas. Inicialmente, traremos a sintaxe e exemplos com alguns comandos utiliza-
dos no SageMath para interagir com conjuntos. Em seguida, aplicaremos estes cddigos na resolucao de
problemas no ambiente do software.

Para representar um conjunto, usamos chaves {elementos do conjunto} e, entre as chaves, escrevemos
seus elementos separados por virgulas. Por exemplo, na notagdo matematica corrente, o conjunto A
das vogais é representado por A = {a,e,i,0,u}. Entretanto, no SageMath iremos utilizar colchetes |
| (operador de lista em Python) para escrever estes elementos e o comando set( ) para atribuir estes
elementos a varidvel A. Entao, por que nao criar uma lista A = [ ] ao invés de A = set([ |)? Porque,
diferentemente de uma lista em Python, o comando set( ) elimina os elementos repetidos, uma vez que
estes elementos sdo considerados como um sé, independentemente da ordem que foram inseridos. Além
disso, também podemos verificar a relacao de pertinéncia, se um elemento esté contido ou nao no conjunto,
através do operador in. Por exemplo, ao realizar o comando: “elemento” in “conjunto”, verifica-se que
quando o elemento estiver contido a saida no Sage serd True (verdade em inglés), caso contrario, False.
Observe a Figura |17}

Armazenar cédigos em varidveis, \varidvel" = set([elementos do conjuntol), traz praticidade e
economia de tempo ao reutilizar ou consultar algo relacionado a estes dados. Vejamos como as operagoes
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TABELA 2. Lista de codigos utilizados na aula 1

Caddigos e métodos Descrigao
Cria um novo conjunto, passando uma lista | | de elementos
set([]) como argumento. Se a lista estiver vazia, o conjunto criado

também estard vazio.

Fornece a uniao entre dois conjuntos. O resultado é um novo
.union( ) conjunto que contém todos os elementos dos dois conjuntos
originais, sem duplicagoes.

Fornece a intersecao de dois conjuntos. O resultado é um novo
.intersection( ) conjunto que contém apenas os elementos que estao presentes
em ambos os conjuntos originais.

Fornece a diferenca entre dois conjuntos. O resultado é um
- ou .difference( ) | novo conjunto que contém apenas os elementos que estao pre-
sentes no primeiro conjunto, mas nao no segundo.

Verifica se um conjunto é subconjunto de outro. O resultado
.issubbset( ) serd um valor booleano, True se o conjunto for um subconjunto
e Fulse se nao for.

Fornece a fatoracao de um nimero inteiro como produto de
factor( ) nimeros primos; ou uma expressao algébrica como produto
de expressoes de menor grau.

Fornece os divisores primos de um nimero inteiro ou de um
elemento do anel de inteiros

prime divisors( )

Fonte: Os autores.
FIGURA 17. Fungao set( ) e o operador in.
In [2]: A = set([®, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144]) # Definimos o conjunto A;

In [3]: A # Ao chamarmos o conjunto A o elemento repetido "1" serd considerado como unico;

out[2]: {e, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144}

In [4]: |1 in A # Verificando a pertinéncia do elemento "1";

out[4]: True

In [5]: |4 in A # Verificando a pertinéncia do elemento "4";

Out[s]: False
Fonte: Os autores.

de uniZo, interseccgdo e diferencga entre conjuntos podem ser executadas apenas utilizando as variaveis
onde os conjuntos foram definidos e armazenados no SageMath.

Dados os conjuntos B = {1,3,5} e C' = {2,3,4}, declarados nas varidveis B e C, representaremos a
relagdo de uniao (B U C') com o c6digo B.union(C). Ver Figura (18]

Dessa forma, apds armazenados em B e C, os conjuntos definidos podem ser acessados citando as
varidveis em todo o arquivo. Simultaneamente, as relagoes de intersecio (B N C), diferenca (A\B ou
A — B) e de inclusio (B C (), sao verificadas com os c6digos B.intersection(C), B.difference(C) ou
B - C; e B.issubset(C), respectivamente. Ver Figura .



14 JEFFERSON DAVID MOREIRA DOS SANTOS & GREGORIO MANOEL DA SILVA NETO

FiauraA 18. Funcado set( ) e o cédigo .union.

In [7]: |B = set([1,3,5]) # Armazena o conjunto B = {1,3,5} na variavel B, definido com o comando set([])
B # Mostra os elementos do conjunto B.

out[7]: {1, 3, 5}
C = set([2,3,4]) # Armazena o conjunto C = {2,3,4} na variavel C, definido com o comando set([])
C # Mostra os elementos do conjunto C.

outfs]: {2, 3, 4}

In [9]: |B.union(C) # Mostra os elementos da relagdo B U C

out[9]: {1, 2, 3, 4, 5}

Fonte: Os autores.

F1GURA 19. Cédigos .intersection( ), .difference( ) e .issubset( ).

In [1@]: B.intersection(C) # Mostra os elementos da relacdo B n C;

out[10]: {3}

In [11]: B.difference(C) # Mostra os elementos da relagdo B - C;

out[11]: {1, 5}

In [12]: B - C # Mostra os elementos da relacdo B - C de modo mais simplificado;

out[12]: {1, 5}

In [13]: B.issubset(C) # Verifica se B € um subconjunto de C.

out[13]: False

Fonte: Os autores.

Uma das vantagens da linguagem de programacao Python, é a possibilidade de automatizar acgoes re-
petitivas com um loop (lago de repeticao). O loop é uma estrutura de controle de fluxo que permite a
execucao de um bloco de cédigo varias vezes.

O comando [“expressdo” for “varidvel da expressfo” in [“inicio”..“fim”]], é um loop que vai
mostrar uma lista com os valores da “express&do”, quando a “varidvel” assumir cada valor inteiro no
intervalo [“inicio”, “fim”]. Exemplo:

[3*x for x in [1..5]] = [3, 6, 9, 12, 15]

O codigo acima criou uma lista com os 5 primeiros miltiplos de 3. Também podemos alterar a expressao
e o intervalo desejado para gerar listas personalizadas, como mostrado na Figura |20

3.1.5. Ezercicios da aula 1.

(1) Utilize o comando set( ) para definir o conjunto A = {7z / z € Ne 1 <z < 10}.

(2) Sejam B e C, respectivamente, os conjuntos dos divisores primos de 30 e de 42. Verifique:
(a) BN,
(b) BUC;
(c) B\ C.

(3) Verifique se para os conjuntos A = {1,2,3} e B = {2,4,6} as afirmagoes abaixo sao verdadeiras:
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Ficura 20. Lago for - Estrutura de repeticao em Python

In [1]: [3*x for x in [1..5]]

out[1]: [3, 6, 9, 12, 15]

In [2]: [x*2 for x in [1..10]]

out[2]: [1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100]

In [3]: [(x,x"2) for x in [-3..3]]

OUt[B]: [('3_: 9): ('2.! 4).! ('1: 1).! (aJ a): (1.! 1): (2: 4): (3.! 9)]

Fonte: Os autores.

(a) (AUB) = (BU A);
(b) (AN B) = (BN A):
(c) (A\ B) = (B\ A).
(4) Utilize o comando set( ) para determinar os conjuntos A, B e C' de modo que: A={x €N /1<
r<4}; B={yeN/ —3<zx<6}eC={zeN/3<z<8};
(5) O comando A = set([x**2 for x in [1,11]]), constrdi o conjunto A= {2?> /r€Zel <z <
11}, ou seja, A ={1,4,9, 16,25, 36,49, 64, 81,100}
(a) Analisando o comando que construiu o conjunto A com os 10 primeiros nimeros quadrados
perfeitos, construa o conjunto B com os ntiimeros da forma 2?**! para z € N no intervalo [1, 5].
(b) Coloque um nimero no comando “.... in B” de modo que o resultado na saida seja True.

3.2. Aula 2: Equagao, Sistema de Equacoes e Expressoes Algébricas no SageMath.

3.2.1. Objetivos da aula. - Aprender a usar, solucionar e manipular equagoes no SageMath;
- Revisar propriedades e conceitos basicos sobre fungoes polinomiais;
- Desenvolver o pensamento légico e computacional na resolucao de problemas.

3.2.2. Habilidades BNCC. (EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungoes polinomiais de
19 ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.
(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na implementagao de
algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

3.2.3. Motivacao. O estudo das equacoes é fundamental para uma compreensao mais ampla da utilizacao
dos conceitos algébricos, tanto na resolucao de problemas quanto na modelagem matematica de situacoes
do cotidiano.

No ambiente do SageMath, o usuéario pode visualizar graficamente solucoes, manipular variaveis, aplicar
opera-coes algébricas e realizar analises paramétricas de maneira eficiente. Neste processo, o desenvolvi-
mento de habilidades computacionais assumira grande relevancia, se estendendo as aplicagoes praticas e
tecnoldgicas do mundo real. Veja os c6digos utilizados nesta aula na Tabela [3]

3.2.4. Atividades Propostas. De modo analogo ao apresentado na aula 1, traremos a sintaxe e exemplos
de alguns comandos utilizados no Sage para interagir com as equacoes. Em seguida, aplicaremos estes
cddigos para a resolucao de problemas no ambiente do software.

Assim como vimos no Capitulo 3, a varidvel x nao precisa ser declarada para que o programa interprete-a
como uma variavel simbdlica. Mas, em outros casos, as variaveis devem ser definidas anteriormente com o
comando var( ). Outro fato importante para a interagdo com fungoes no SageMath, é que os sinais "=" e
7==" possuem significados diferentes. O sinal tinico ”=" é usado para atribuir nimeros, strings, expressoes
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TABELA 3. Lista de codigos utilizados na aula 2

Cadigos Descrigao
var( ) Declara varidveis simbolicas.
solve( ) Fornece as solugoes de equagoes e sistemas de equacoes.

Exibe a equacao recebida como argumento em formato de
expressao algébrica no IATEX.

fatora um numero inteiro como produto de numeros primos
.factor( ) ou uma expressao algébrica como produto de expressoes de
menor grau.

Fornece a expansao de expressoes em variaveis simbdlicas,

show( )

-expand( ) como produtos, somas, poténcias e etc.
1hs( ) Forneqe o lado esquerdo da igualdade entre duas expressoes
algébricas.
.rhs( ) Forne(fe o lado direito da igualdade entre duas expressoes
algébricas.
Mostra a representacao grafica de um ponto no plano ou no
point( ) espago. A representagao pode ser especificada como uma lista
de pontos.
Fonte: Os autores.
e equacoes a uma variavel, enquanto o duplo ”==", para a igualdade entre duas sentencas matematicas.

Assim, permitindo verificar se duas expressoes sao matematicamente iguais e realizar operagoes como
simplificacao, derivacao, integracao e resolugao simbodlica de equagoes. Observe a Figura [21}

b 7

FicurA 21. Exemplos com os operadores "=" e 7==",

In [6]: var('y")
X=5; y==5

Oout[6]: y == 5

In [8]: type(x) # 0 valor 5 foi atribuido a x, entdo x é visto como um numero inteiro no Sage.

out[8]: <class 'sage.rings.integer.Integer'>

In [9]:  type(y) # Mesmo que y seja igual a 5, ainda serd vista como uma varidvel simbélica no software.

out[2]: <class 'sage.symbolic.expression.Expression'>

Fonte: Os autores.

Como visto no exemplo acima, temos apresentacao dos operadores de igualdade na variavel comum x =
5, e na variavel simbdlica e y == 5. Note que em x = 5, a varidvel comum recebe o nimero 5, tornando-se
um numero inteiro. Mas, em y == 5, y foi declarada como variavel simbdlica e comparada ao valor 5, ou
seja, possui o valor 5 mas continua sendo uma expressao simbélica. Assim, o sinal duplo de igualdade serd
necessario para a manipulagao e resolucao de equagoes no SageMath.

No Sage, ¢é possivel resolver equagoes de modo rapido e pratico. Para que o software nos forneca as
solugoes de uma ou mais equacgoes, basta utilizar o comando

solve([‘‘equagdo ou sistema de equag¢des’’], ‘‘waridveis’’).

Dessa forma, as solugoes serao armazenadas e mostradas em uma lista[ |, como ilustrado na Figura
Note que independentemente de existirem uma ou mais solugoes para a equagao, como dito no paragrafo
anterior, elas serao apresentadas em forma de lista. Contudo, pode-se utilizar colchetes como operador
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F1GuraA 22. Fungao solve( ) na resolugao de equagoes e sistemas.

In [72]: solve(x-3 == 5, x) # Mostra uma lista com a solugdo da equagdo x - 3 = 5 para a variavel x;

out[72]: [x == 8]

In [73]:  solve(x*2+3 == 28, x) # Mostra uma Lista com as solucdes da equacdo x*2 + 3 = 28 para a varidvel x;

Out[73]: [x == -5, x == 5]

In [74]: var('x y') # Declara as varidveis x e y;
solve([x + y == 5, x -y == 1], X, y) # Mostra uma lista com a solugdo do sistema;

out[74]: [[x == 3, y == 2]]
Fonte: Os autores.

[“indice’] para acessar um tnico elemento da lista, ou seja, uma solugao especifica. Por exemplo, na lista
A=11,2,...,4,....,n—1,n], a posigao do elemento i estd definida pelo indice i — 1, o operador [i-1] acessa
0 i-ésimo elemento da lista. Logo, é possivel acessar o primeiro elemento com A[0], o segundo elemento
com A[1], e assim por diante até o tltimo elemento A[n - 1].

Para 2* — 16 = 0, o comando solve(x**4 { 16 == 0, x) mostra as quatro solucoes da equacao na
lista [x = = 2i, x = = -2, x = = -2i, x = = 2]. Ao acessa-las pelo indice, teremos no lado esquerdo
a varidvel e no lado direito o valor numérico. Veja a Tabela [4

TABELA 4. Relacdo entre os operadores com indice e as solucoes de z* — 16 = 0.

Entrada: operador com indice Saida | Lado esquerdo | Lado direito
A[0] x == 21 X 2i
Al1] X == -2 X -2
A[2] x == -2i X -2i
A[3] X == X 2

Fonte: Os autores.

Também, podemos acessar um dos lados das solucoes. O método .1hs( ), para o lado esquerdo da
solugao; e .rhs( ), para o lado direito. Por exemplo, na tabela |4 a saida de A[3] é x == 2, a saida de
A[3].1hs( ) é x; e asaida de A[3] .rhs( ) é 2. Veja a Figura [23]

No Python, (linguagem do SageMath), é possivel programar com conceitos de Programacao Orientada
a Objetos (POO). Isso significa que os objetos criados estdao bem definidos e isolados. Portanto, o c6digo
permite reutilizacao e extensibilidade, economizando tempo e tornando o cédigo mais flexivel e adaptavel.
E o caso da utilizacdo de métodos como .1hs( ) e .rhs( ) na Figura , que acessam os atributos de A,
lista de solucoes criadas com o comando solve( ).

3.2.5. Exercicios da aula 2.
(1) Apés declarar as varidveis a, b e ¢ com var(‘a b ¢’), com o comando solve( ), verifique que para
a, b e c reais:

—b
(a) A equagao da forma ax + b = 0 possui solugao: © = —;

—b+ Vb? — 4dac

2a

(b) A equacao da forma ax? + bx + ¢ = 0 possui solugao: r =
(2) Dada a equagao 23 +z — 2 = 0.
(a) Armazene as solucoes da equagao na variavel S;
(

b) Execute o comando S, “varidavel que armazenou a fungao solve( )”. Em seguida, o comando
show(8);
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F1Gura 23. Fungao solve( ), operador de indice [ ], .1hs( ) e .rhs( ).
In [4]: A = solve(x™4-16 == @, x) # Armazena a lista com a solugdo do sistema;
A
Out[4]: [x == (2*I), x == -2, x == (-2%I), x == 2]

In [5]: |A[3] # Acessa o quarto elemento da solugdo na lista.

In [6]: |A[3].1hs() # Acessa apenas o lado esquerda da solucdo x = 2;

out[e]: x

In [7]: | A[3].rhs() # Acessa apenas o lado direite da solugdo x = 2;

Fonte: Os autores.

(¢) Mostre apenas a raiz real através de seu indice no operador [ ].
(3) A fatoragao e expansao de expressoes algébricas sao técnicas essenciais para a observagao do com-
portamento das fungoes e resolucao de problemas. Entao:
(a) Associe a expressdo algébrica z® — 222 — 5z + 6 a varidvel comum eql. Execute o método
.factor( ) em eql para mostrar a forma fatorada da expressao.
(b) Associe a expressao algébrica (z + 2)(z — 1)(z — 3) a varidavel comum eq2. Execute o método
.expand( ) em eq2 para mostrar a forma expandida da expressao.
(c) Utilize o método .rhs( ) em eql para mostrar que x; + xo + 3 = 2.
r+y =6
r—y =1
(a) Resolva o sistema com o comando solve( );
(b) Associe a varidvel P a solugdo do sistema.
(c) Execute o comando: point(P, xmin = -5, xmax = 5, ymin =- 5, ymax = 5).
Observagao: O item (c) traz o primeiro contato com o plano cartesiano através da fungao point (
), que fornece a representacao grafica de pontos no plano cartesiano. Além disso, os parametros:
xmin, xmax, ymin e ymax estao inseridos na funcao, personalizando o gréfico para atender as ne-
cessidades de visualizagao do usuario. Tais parametros, serao abordados com maiores detalhes no
decorrer da proxima aula.

(4) Dado o sistema de equagoes: {

3.3. Aula 3: Introdugao a plotagem de graficos no SageMath.

3.3.1. Objetivos da aula. - Aprender a usar a fungao plot( ) e seus parametros no SageMath;

- Analisar as propriedades das funcoes e equactes, como: sinal, raizes, pontos de maximo, minimo e
interceptagoes;

- Desenvolver a capacidade de criar graficos claros e informativos para analisar e solucionar problemas.

3.3.2. Habilidades BNCC. (EM13MAT302) Construir modelos empregando as fung¢oes polinomiais de
1° ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.
(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao na implementagao de
algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemética.

3.3.3. Motivagao. Estudar a representacao grafica das funcoes polinomiais no SageMath, é uma maneira
pratica e eficiente de se aprofundar na compreensao dos conceitos e da teoria, construindo habilidades
de modelagem e visualizacao do comportamento das fungoes, além de estabelecer uma base sélida para
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topicos mais avancados em matematica e na ciéncia da computacao. Veja os codigos utilizados nesta aula

na Tabela Al

TABELA 5. Lista de codigos utilizados na aula 3

Caédigos Descrigao

Cria graficos de fungoes, conjuntos de pontos dentre outras
representagoes graficas no plano cartesiano.

Estes parametros definem o intervalo de plotagem do gréfico
no eixo das abcissas.

Estes parametros definem o intervalo de plotagem do gréfico
no eixo das ordenadas.

title Este parametro define o titulo do grafico.

Este parametro define as etiquetas de cada curva, ou seja, as
legendas dos graficos.

plot( )

-X € X OU Xmin e xmax

ymin e ymax

legend_label

axes_labels Este parametro define os rotulos dos eixos no plano cartesiano.

Fornece a representacao grafica de um ponto no plano ou no

point( ) espaco. A representacao pode ser especificada como uma lista
de pontos.

Esta funcao é usada para adicionar texto a um grafico. Ela
recebe como entrada um texto e uma posigao (z,y) no plano

text( ) cartesiano. Ainda, é possivel especificar a fonte, o tamanho e
a cor do texto.
size Este parametro especifica o tamanho do ponto no grafico.
color Este parametro define a cor da representacao grafica.

Fonte: Os autores.

3.3.4. Atividades Propostas. Na aula anterior, através da funcao point( ), tivemos a visualizacao do
plano cartesiano no software, pensonalizando o gréfico com a utilizacao dos parametros: xmin, xmax, ymin
e ymax, no corpo do comando. Semelhantemente ao comando point( ), a funcao plot( ) retorna um
objeto gréfico e aceita uma variedade de argumentos e parametros, tais como: os intervalos de plotagem
no eixo das abcissas x (dominio) e no eixo das coordenadas y (imagem), rétulos, legendas e outros efeitos
visuais, incluindo a concatenagao de outras fungoes no mesmo plano cartesiano.

Dada uma fungao f : R — R, o codigo plot(f), por padrao, plotara o grafico de f no intervalo
x € [—1,1]. Veja na Figura o exemplo abaixo para f(z) = z° + 1.

Com os parametros xmin e xmax para o dominio; ymin e ymax para a imagem da funcao, podemos
alterar o intervalo de apresentacao do gréafico no plano cartesiano. Assim, separados por virgula e com
seus respectivos valores, estes parametros personalizam a vizualizacao e analise do grafico da funcao. Veja
a Figura

Note que os parametros xmin e xmax, podem ser substituidos diretamente por valores numéricos no
corpo da fungao plot( ).

Para efeito de comparagao entre diferentes gréficos, é possivel inserir uma lista de fungoes no comando
plot( ). Assim, podemos visualizar as representagoes graficas simultaneamente. Por exemplo, sejam f(z)
da Figura , g(r) =2>+1e h(xr) =z +1; o comando plot([f, g, hl, -3, 3, ymin = -5, ymax =
%) plotpaonesrificosdas fanades fndadl BR WETIHPRIANY SiFes im0 uYaid 3 Jgiadde) permite adicio-
nar legendas as funcoes representadas; e axes_labels insere rétulos aos eixos z e y. E importante observar
que o texto inserido no cédigo deve ser colocado entre aspas simples (’), mesmo ao optar pela notagao
KETEX. Por exemplo:
title = ‘Graficos simulténeos das fungles $f$, $g$ e $h$’;
legend_label = [‘$f = x"3 + 1$’, ‘$g =x"2 + 1$’, ‘$h = x + 1$’1};
axes_labels=[‘$x$’, ‘$y$’]1).
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FIGURA 24. Fungao plot(f) para f(x) = 2® + 1.

In [160]: f = x"3+1 ad A funcdo f = x"3 + 1 foil declarada no sage e pode ser executada no plot() sendo chamada por f apenas.
L plot(f) # Como ndo foram inseridos pardmetros, por paddo o intervalo do grdfico serd em x € [-1,1].

Out[160]: 24
In [160]: f = x"3+1 15
plot(f) #
0.5 1
-Il -O'.S O.IS ]l.

Fonte: Os autores.

FI1GURrA 25. Parametros -x, x, ymin e ymax na fungao plot(f).

§_1n [13]: plot(f, -3, 3, ymin= -5, ymax = 5)._5'#---—-_4....2....5....5’?__,_9 intervalo nas abicissas; ymin= -5 e ymax = 5, intervalo nas ordenadas.

out[13]:
4_
2_
3 2 -1 i 2 3
? @h [13]: plot(f, -3, 3, ymin= -5, ymax = 5)
_4-.

Fonte: Os autores.

Desse modo, os parametros title, legend label e axes_labels inserem elementos textuais ao gréfico,

O S ARSIRA LU eREiTRAL RS AABISIAR AP ROEBI s MR TIEMRTs graficos no mesmo
plano cartesiano. Com o operador + antes de comandos como point( ) ou text( ), podemos acrescentar
novos elementos ao plano cartesiano j& existente. Veja a Figura [28

A construcao do aprendizado e a familiarizagado com os comandos de plotagem no SageMath, acontecera
de modo natural e gradativo, de acordo com as necessidades de personalizacao e criatividade de cada
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FI1GURA 26. Funcao plot([f, g, hl).

In [14]: g = xA2 + 1 # Define a fungdo g = x*2 + IJ

th = x + 1 # Define a fungdo h = x + 1;
| plot([f, g, h], -3, 3, ymin= -5, ymax = 5) # Plota o5 trés-graficos num unico plano cartesiano.
out[14]:
4 -
2 -

T T T T T T T

1 2 3
g = x"2 + 1 # Define a fungdo g = x*2 + 1,
h=x+ 1 # Define a fungao h = x + 1;

lot([f, g, h], -3, 3, ymin= -5, ymax = 5
’

Fonte: Os autores.

usuério. Consequentemente, serd na interatividade com os parametros dos comandos do software que
acontecera a analise dos gréaficos e a compreensao do comportamento de cada funcao.

3.3.5. Ezercicios da aula 3.

(1) Com o comando plot( ), construa:

(a) O gréfico de f, uma fungao do 1° grau para z no intervalo [—3, 3], que intersecte os eixos do
plano cartesiano em (—1,0) e (0,1).

(b) O gréfico de g, uma fungao do 2° grau para x no intervalo [—1,5] que intersecte os eixos do
plano cartesiano em (0, 3), (1,0) e (3,0).

Observagao:

Apds finalizar a respesiy hotit ey, OFresoLe Y ompelen0 | color=‘red’);

Apo6s finalizar a resppstiselofitons p; erredcents ®yPnagils=30, color=‘red’).

(2) Dado o sistema de equagoes:
rT—y =2
2v+3y =14

(a) Mostre a representagao grafica das duas retas no mesmo plano cartesiano;
(b) Indique a solugao do sistema com comandos point( ) e text( );
(c) Acrescente os parametros title, legend label e axes labels ao grafico.
(3) Seja a funcao f(z) = —x? + 3z + 1.
(a) Use o comando solve( ) para encontrar as raizes de f;
(b) Escreva um cédigo que armazene e mostre as coordenadas do vértice de f na varidvel V;
(c) Plote o gréfico de f e concatene com o comando point( ), de modo que evidencie as raizes e
o vértice da funcao. “utilize os parametros size = 30 e color =‘red’ em point( )”.
(4) Considere uma fungao f : R — R dada pela expressdao f(x) = —z% + bx + ¢, com b e c reais, cujo
grafico possui eixo de simetria na reta x = 1 e a diferenca entre as raizes seja igual a —4. Construa
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FIGURA 27. Parametros title, legend label e axes_labels em plot([f, g, hJ)

In [9]: plot([f, g, h], -3, 3, ymin= -5, ymax = 5,
title = 'Gréficos simultaneos das fung¢des $f$, $g% e $h$ \n',
legend_label=["'$f=x"3 + 1$', "$g=x"2 + 1$', '$h=x + 1$'], axes_labels=['$x$', '$v$'])

Out[9]:

Graficos simultaneos das funcoes f, ge h

Y

-‘I‘

Fonte: Os autores.

o grafico que representa f.

3.4. Aula 4: Funcao Exponencial no SageMath.

3.4.1. Objetivos da aula. - Praticar a andlise e representacao grafica das fungoes exponenciais no SageMath;
- Revisar conceitos basicos das funcoes exponenciais e suas propriedades;
- Desenvolver o pensamento computacional na resolucao de problemas.

3.4.2. Habilidades BNCC. (EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagoes, com ou sem apoio de tec-
nologias digitais, entre as representagoes de fungoes exponencial e logaritmica expressas em tabelas e em
plano cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada
fungao.

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao na implementagao de
algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemética.

3.4.3. Motivagao. A abordagem interativa do SageMath, permite investigar propriedades, tracar graficos
e realizar calculos mais complexos relacionados a funcao exponencial, propiciando aos alunos uma com-
preensao tedrica mais profunda, associada a aplicacao pratica dos conceitos estudados.

Também, promove o desenvolvimento de habilidades analiticas na observagao do comportamento das
fungoes e na construcao de suas representagoes graficas, utilizando as funcionalidades do software em
conjunto com conceitos introdutorios da linguagem de programagao Python. Os codigos utilizados nesta
aula, encontram-se na Tabela [6]
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Ficura 28. Concatenacao entre os comandos point( ), text( ) e plot( ).

In [2]: f = x; g = x2 # Armazena x na varidvel f e x*2 na varidvel g;
A = plot([f,g], -1, 2, ymax = 2) # Armazena os grdficos de f e g em A;
A + point([(©,0),(1,1)], color="red', size = 40) + text('(e,e) e (1,1),\

sao intersecoes entre f e g', (1.2,-0.8), color='red')
# funcoes plot(), point() e text(); parametros color e size.

out[2]:

2_

-1 2
(0,0) e (1,1), sao intersecdes entrefeg
-l -
Fonte: Os autores.
TABELA 6. Lista de codigos utilizados na aula 4
Coédigos Descrigao
Esta funcao é usada para fatorar um nimero inteiro em um
factor( ) produto de nimeros primos ou uma expressao algébrica em

um produto de expressoes mais simples.

Este parametro controla a distancia entre os ticks. O valor
ticks padrao é 1, o que significa que haverda um tick para cada
nimero inteiro nos eixos cartesianos.

Este parametro permite a formatacao de valores numéricos
nos ticks em forma de texto. Inclusive, em notacao IKTEX.
Este parametro insere uma malha quadriculada no plano car-
gridlines tesiano. As entradas minor, normal e major, inserem malhas
com espacamentos diferentes.

tick_formatter

Fonte: Os autores.

3.4.4. Atividades Propostas. A decomposicao dos naturais em fatores primos, em conjunto com a utiliza¢ao
das propriedades da potenciagao, sao ferramentas essenciais para a resolucao de equagoes exponenciais.
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No SageMath, o comando factor( ), anteriormente utilizado como .factor( ), porém a mesma funcio-
nalidade, recebe um numero ou expressao como entrada e retorna o produto de seus fatores primos. Na
Figura [29] veja exemplos da fatoracao numérica e algébrica no software.

F1GURA 29. Fatoracao em primos com a funcao factor( ).

In [8]: factor(135e)

Out[8]: 2 * 343 * 5§A2

In [9]: factor(2*x”3 + 3*x"2 - 2*x - 3) # 2x"3 + 3x"2 - 2x - 3

out[o]: (2*x + 3)*(x + 1)*(x - 1)
Fonte: Os autores.

Na pratica da sala de aula, os alunos fazem a decomposi¢cao em ambos os lados da equagao exponencial.
Assim, para auxiliar o processo de aprendizado, podemos realizar este método no SageMath. Por exemplo,
simularemos o modo de resolucao para a equacao 8 = 64 no software, utilizando o comando factor(
) e inserindo os devidos comentarios em cada linha cédigo, como ilustra a Figura Veja também, a
resolucao da equacao com o comando solve( ).

FicuraA 30. Resolugao de equagoes exponenciais com a func¢ao factor( ).

In [12]: 8~x == 64; factor(8)

Out[12]: 2~3

In [13]: factor(6e4)

out[13]: 276

In [14]: # 3x = 6, x = 2. Agora, veremos com o comando solve().
solve(8”x == 64, X)

out[14]: [x == 2]

Fonte: Os autores.

Objetivamente nesta aula, o uso do comando factor( ) apenas auxilia na compreensao da solucao
da equagao exponencial, uma vez que solve( ) nos fornece a resposta de modo mais pratico e direto.
Portanto, a escolha entre os comandos citados depende do contexto educacional de sua aplicacao.

Agora, acrescentando funcionalidade ao uso do comando factor( ), apresentaremos parametros que
tornarao os graficos mais informativos. Assim, os parametros ticks, tick formatter e gridlines per-
mitem o ajuste dos valores exibidos nos eixos cartesianos e a formatacao desses valores de acordo com as
necessidades especificas da andlise, tornando a representacao grafica mais acessivel e interpretavel.

O parametro ticks é responsavel por determinar os marcadores numerados em cada eixo do plano. Por
exemplo, ticks = [x, y], onde o valor numérico de x determina os valores multiplos que serao mostrados
no eixo das abcissas; e y, de modo andlogo, no eixo das ordenadas.

As fungoes exponenciais crescem ou decrescem rapidamente em um dos eixos no plano cartesiano. Assim,
os ticks numerados em todos os marcadores podem causar um excesso de informagao ao grafico. Entao,
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FIGURA 31. Parametro ticks em esacalas na funcao plot( ).

In [8]: plot(27x, @, 5, ymin=0, ticks=[1, 4])
# A escala em x & mostrada de 1 em 1;
# A escala em y é mostrada de 4 em 4.

out[8]:
32
28 -
24 1
20
16

12

Fonte: Os autores.

no exemplo da Figura [31] alteramos a apresentagao o eixo y com o parametro ticks = [1, 4], variando
os valores mostrados do eixo y aos multiplo de 4.

Pode-se escolher quais ticks serao mostrados especificamente, criando uma lista para o eixo z, e outra
para o eixo y. Por exemplo, ticks = [[1..3],[3, 9 ,27]], mostrard 1, 2 e 3 no eixo z; e os valores 3,
9 e 27 no eixo y, como na Figura [32]

O tick formatter permite a formatacao de marcadores dos eixos cartesianos. KEssa formatagao ¢é
responsavel por determinar como estes valores serao exibidos (em forma de texto) no grafico. Por exemplo,
na Figura temos: ticks = [[1..3],[3, 9, 27]1], entao tick_formatter = [[‘xl’, ‘x2’, ‘x’],
[‘yl’, ‘y2’, ‘y3’1], substitui cada nimero do tick pelo seu correspondente de mesmo indice, inclusive
em notacao IXTEX. Veja a Figura 33|

O parametro gridlines insere linhas de grade no plano cartesiano, criando uma referéncia visual que
facilita a localizacao de pontos do grafico. Esta grade auxilia na compreensao da relacao entre as variaveis
independentes e dependentes em uma funcao. O parametro referido recebe como entrada as opgoes:
‘minor’, ‘normal’ e ‘major’. Ver Figura [34

Em resumo, os parametros ticks, ticks_formatter e gridlines melhoram significativamente a qua-
lidade da representacao grafica, aprimorando-a como uma ferramenta analitica de suas caracteristicas.
Portanto, a adaptabilidade do SageMath é especialmente vantajosa para uma observagao mais precisa do
comportamento das fungoes exponenciais.

3.4.5. FExercicios da aula 4.

(1) Os modelos de crescimento populacional de Malthus, sao os mais simples para descrever o cresci-
mento de uma populacao ao longo do tempo. A funcao f(t) = ty.e* representa o modelo continuo
com taxa de crescimento instantanea (exponencial - maior precisao) e g(t) = to.(1 + k)*, o modelo
discreto com taxa de crescimento anual (linear por etapas - mais simples), onde:

f(t) e g(t) representam a populagao total no instante t;
k, a taxa de crescimento populacional;
tog, a populagao no instante inicial.
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FIGURA 32. Parametro ticks pensonalizado na fungao plot( ).

In [7]: plot(37x,8,4,ymin=0,ymax=38,ticks=[[1..3],[3,9,27]])
# A primeira lista mostra a numeracdo 1, 2 e 3 no eixo Xx;
# A segunda lista mostra a numeracdo 3, 9 e 27.

out[7]:

27 A

Fonte: Os autores.
F1GURA 33. Parametro tick formatter na fungao plot( ).

In [27]: plot(37x,0,4,ymin=0,ymax=30,ticks=[[1..3],[3,9,27]], figsize=(5,3),
tick_formatter=[['x1','x2",'x3",],["$y_1$', '$y_2%", "$y_3%']])
# figsize=(5,3) altera a propor¢do do plano xy para 5/3
# 'Sy 1%', '$y 28" e '$y _3%'; (texto matemdtico em Latex).

Out[27]:

L/

7

X1 X2 X3

Fonte: Os autores.
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FIGURA 34. Parametro gridlines na funcao plot( ).

In [31]: plot(37x,0,4,ymin=0,ymax=30,ticks=[[1..3],[3,9,27]], figsize=(5,3),
tick_formatter=[["$x_1$', "$x_2%', "$x_3%',]1,["$y_1%"', '$y_2%"', '$y_3%"']1],
fontsize = 14, gridlines='normal')
# fontsize=14 altera o tamanho da fonte nos ticks.

Out[31]:

Fonte: Os autores.

Para responder os items abaixo, considere o estudo de uma cultura de bactérias em um ambiente
ideal para o crescimento populacional, inicialmente com 100 bactérias a taxa de crescimento de
40% a cada 30 minutos.

(a) Qual a populacao de bactérias em cada um dos modelos apés uma, duas e trés horas?

(b) Crie uma representacao grafica com o comando plot( ), que apresente a comparacao entre
os modelos discreto e o continuo de Malthus, representando o crescimento populacional dessa
cultura durante um intervalo de 5 horas.

(c) Acrescente os parametros: axes labels, legend label, title, ticks e tick formatter,
inserindo as informagoes necessarias ao grafico.

(2) Dados 100 gramas de uma amostra de uranio-238, o intervalo de tempo em que uma amostra deste
elemento se reduz a metade (meia-vida) é de 4,5 bilhoes de anos.

(a) Crie uma representacao grafica com os parametros: axes_labels, legend label, ticks e
gridlines, mostrando o decaimento radioativo da quantidade de uranio-238 restante ao longo
de 45 bilhoes de anos.

Utilize a funcao f(t) = toe *t.

(b) A quantidade do elemento seréd reduzida a 5 gramas apds quanto tempo? Mostre geometrica-

mente a resposta com um ponto vermelho no grafico.

3.5. Aula 5: Funcgao logaritmica no SageMath.

3.5.1. Objetivos da aula. - Aprender a utilizar logaritmos e analisar a representacao grafica da funcao
logaritmica no SageMath;

- Revisar conceitos basicos sobre funcao logaritmica e sua relagao com a fungao exponencial;

- Compreender a aplicagao pratica para os logaritmos em situagoes do mundo real, analisando e resol-
vendo problemas no SageMath.
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3.5.2. Habilidades BNCC. (EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com fungoes logaritmicas nos
quais seja necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos como
os de abalos sismicos, pH, radioatividade, matematica financeira, entre outros.

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagoes, com ou sem apoio de tecnologias digitais, entre as
representacoes de funcgoes exponencial e logaritmica expressas em tabelas e em plano cartesiano, para
identificar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada fungao.
(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao na implementagao de
algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemética.

3.5.3. Motivacao. Uma das vantagens em estudar funcoes logaritmicas no SageMath, é a possibilidade de
alteragao da escala de apresentacao do grafico para para revelar mais detalhes sobre o comportamento
dessas fungoes. A variacao da escala logaritmica transforma o gréafico de da funcao exponencial em um da
funcao linear, o que facilita a compreensao de suas caracteristicas. Veja os codigos que serao utilizados
nesta aula, na Tabela

TABELA 7. Lista de codigos utilizados na aula 5

Cadigos Descrigao
log( ) Fornece o logaritmo natural.
.n( ) Fornece uma aproximagao numeérica.
digits Deﬁne a quz%ntidade de casas decimais da aproximagcao forne-
cida pelo método .n( ).
Insere uma malha quadriculada no grafico. As entra-
gridlines das ‘minor’, ‘mormal’ e ‘major’ mostram malhas com

espagamentos diferentes.

Especifica a escala dos eixos do gréfico. O valor padrao do
scale parametro scale é (1, 1), o que significa que os eixos sao igual-
mente espacados.

Fonte: Os autores.

3.5.4. Atividades Propostas. No SageMath, o comando log( ) ¢é utilizado para calcular o logaritmo em
diferentes bases, e a sintaxe log(‘logaritmando’, ‘base’), calcula o logaritmo na base fornecida. Assim,
log(64,2) calcula log,64. Se a base nao for especificada, por padrao, o logaritmo natural é calculado.
Em acréscimo, caso seja necessario mostrar o valor decimal, o método ‘expressao’.n( ) mostra o valor
aproximado dessa expressao, podendo limitar o nimero de algarismos da aproximagao com o parametro
digits. Por exemplo: log(5).n(digits = 2) serda a aproximagao de log,5 com duas casas decimais,
como mostra a Figura [35]

A funcao logaritmica y = log, x é crescente quando a > 1 e decrescente quando 0 < a < 1. Outra
carateristica, é sua rela¢do com a fungao exponencial. Por exemplo, se o ponto (m,n) a pertence y = log, ,
entdo n = log, m; por defini¢do, m = a”™ e o ponto (n,m) pertence a y = a*. Como os pontos (m,n) e
(n,m) sdo simétricos em relacdo a reta y = x, consequentemente, a simetria se estende para y = log, = e
y=a”.

Sob a premissa de manter o foco na observagao do comportamento da func¢ao, os comandos utilizados
na construcao dos graficos que ilustram o paragrafo anterior, com funcionalidades mais complexas do
SageMath, serao omitidos na Figura [36]

Agora, aproximando os conceitos revisados com situacoes do mundo real, veremos uma das aplicagoes
praticas em que sao usados os logaritmos, a escala de pH (potencial hidrogenionico). Dada por pH =
—log,, H", onde pH indica a acidez de uma solugao de acordo com a concentragao de fons de hidrogénio
H™*. A escala varia entre 0 e 14, quanto menor é o valor de pH, mais 4cida é a solucao, sendo 7 o valor
neutro. Portanto, as substancias com pH inferior a 7 sao consideradas acidas, enquanto as substancias
com pH superior a 7 sao consideradas bésicas. Veja o exemplo da Figura [37]
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FiGURA 35. Funcao log( ) e os parametros .n( ) e digits.
In [54]: log(e4,2)

out[54]: 6

In [56]: log(e)

out[56]: 1

In [58]:  log(5).n()

Out[58]: 1.50943791243410

In [59]: log(5).n(digits=2)

out[59]: 1.6

Fonte: Os autores.

F1cURA 36. Sinal da funcao logaritmica e sua relagao com a fungao exponencial.

In [34@]: G = graphics_array([M,M]); show(G, figsize=[18,5])

Caso:a>1 Caso:0<ax<l

—a*
—logax

log,x

—-a*
—log,x

[
(=

log,x

Fonte: Os autores.

Na Figura , verificamos que o pH de uma solugao com concentracao de ions H+ de 1075 mol /L é 6.
Portanto, uma solugao levemente acida.

Note que quanto mais alcalina (bésica) é a solugdo, menor é a concentracao de fons de hidrogénio por
litro. Entretanto, como a escala de pH ¢é logaritmica, cada unidade de alteracao no pH representa uma
alteragao de 10 vezes na concentragao de fons hidrogénio. Observe o grafico da fungdo P(h) = —log,, h

na Figura [3§
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FIGURA 37. Exemplo do pH de uma solucao com concentragao de ions H* de 107% mol/L

Vamos avaliar o pH de uma solugdo com concentragéo de ions H+ de 104-6 mol/L:

In [7]: wvar('pH H') # Declarando as variaveis pH e H;
H = 18~-6 # A concentracdo de ions H+ da solucdo € de 18~-6 mol/L;
pH = log(1/H,18) # funcdo pH,
pH.n(digits=3) # Aproximagdo com 3 casas decimais de 6%*log(16)

out[7]: 6.e0
Como o pH = 6, a solugao é considerada levemente acida.

Fonte: Os autores.

FiauraA 38. Grafico da funcao P(h) = —logyo h

In [19]: P(h) = -log(h,18)
plot(P, @, 1, ymax = 14, axes_labels = ['mol/L', 'pH'],
title='Concentracdo de ions por litro - pH', figsize=5)

Out[19]: , _
utl19] pH Concentragao de ions por litro - pH

14 A
12 1

10

25&

T T T T T T T T T T T T T ' T T T

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fonte: Os autores.

Devido a proximidade do grafico ao eixo y se tornar exponencialmente microscopica, é visualmente
incompreensivel perceber a variacao na concentracao de fons de hidrogénio por litro na escala atual do
plano cartesiano. De mesmo modo, vamos observar o grifico da fungao P'(h) = 107", inversa de P(h),
também invertemos os rétulos dos eixos cartesianos. Observe a Figura 39,

Contudo, é possivel alterar a escala dos eixos cartesianos para escala logaritimica na funcao plot( ).
Basta utilizar o parametro scale = (‘entrada’, base), com base 10 caso nao seja fornecida. Os tipos
de entrada sao:

‘semilogx’ — apresenta o eixo x em escala logaritmica;
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FIGURA 39. Gréfico da funcao P'(h) = 107"

In [186]: plot(1e~-h, @, 14,ticks=[1,None],axes labels=['pH', 'mol/L'],
title="Concentracao de ions de hidrogénio por litro - pH")

out[1e6]: - , . . N
mOVL Concentragao de ions de hidrogénio por litro - pH

1
0.8 -
0.6 -
0.4 -

0.2 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Fonte: Os autores.

‘semilogy’ - apresenta o eixo y em escala logaritmica;
‘loglog’ - apresenta ambos os eixos em escala logaritmica.

Veja na Figura 40 um exemplo do pardmetro scale=‘semilogy’ na representagao grafica da funcao
P'(h) = 107", alteracio que favorece a anélise da funcdo na escala logaritmica.

Nos préximos exercicios, vamos aplicar as funcionalidades do SageMath para interagir com as repre-
sentagoes graficas das fungoes logaritmicas, interpretando algumas situacoes matematicamente, modelando
estes fenomenos.

3.5.5. Ezercicios da aula 5.

(1) Apresente a solugao da equagao log, 3x = 7, nos seguintes passos:
(a) Utilize o comando solve( ) e armazene a solugdo na variavel s;
(b) Apresente o resultado utilizando o cédigo [indice].rhs( ) para acessar o lado direito da
equacao.
(c) Mostre a aproximacao do resultado com quatro casas decimais. Use o cddigo .n( ) e o
parametro digits.

(2) A velocidade maxima, em bits por segundo, com a qual os sinais podem passar por canais de
comunicagao, é obtida por meio da féormula: v, = 34001og,(x+1), onde 3400 hertz é a frequéncia
limite da voz humana e x é a poténcia do sinal.

Calcule o valor de = correspondente a uma velocidade maxima de 27200 bits por segundo.

(3) O ICMBio — Instituto Chico Mendes de Conservacao da Biodiversidade, ligado ao Ministério
do Meio Ambiente, em parceria com unidades de conservacgao federais, fomenta recursos para a
protecao e mapeia a evolucao populacional das espécies F e G ameacadas de extincao. O repovoa-
mento desses animais na fauna brasileira é descrito, aos milhares, pelas fungoes f(t) = logs(t + 3)
para a espécie F e g(t) = log;(0.5¢t + 12) para G, onde ¢ representa o tempo em anos.
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FIGURA 40. Gréfico da funcao P’'(h) = 107" com parametro scale.

In [185]:  plot(1@~-h, @, 14, scale='semilogy',ticks=[1,None],axes labels=['pH', 'mol/L'],
title="Concentracao de ions de hidrogénio por litro - pH')

out[1@5]: - . . - N
mol/L Concentracao de ions de hidrogénio por litro - pH

101 1
103 1

10°°

1079 1

10—11 -4

pH

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Fonte: Os autores.

(a) Construa os graficos de f e g no mesmo plano cartesiano com o dominio no intervalo [0, 60] e
acrescente o parametro gridlines = ‘normal’;

(b) Insira rétulos (axes_labels) nos eixos do grafico e legenda (legend_label) para as espécies
F e G;

(c¢) Qual é a previsao da quantidade desses animais no Brasil, ap6s 30 anos do inicio da a¢do que
protege a reproducao dessas espécies?

4. GABARITO DA SEQUENCIA DIDATICA
4.1. Respostas - Exercicios da aula 1.

(1) Utilize o comando set( ) para definir o conjunto A = {7z / z € Ne 1 <z < 10}.

In [22]: A = set([7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70]) # Multiplos de 7 inseridos manualmente;
A

out[22]: {7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70}

In [23]: A = set([7*x for x in [1..10]]) # (ALTERNATIVA) - Miltiplos de 7 inseridos com o lagco "for";
A

out[23]: {7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70}

(2) Sejam B e C, respectivamente, os conjuntos dos divisores primos de 30 e de 42. Verifique:



In [49]:
out[49]:
In [50]:
out[se]:
In [51]:
out[51]:
In [52]:

out[52]:

(a) BN,
(b) BUC;
(¢c) B\ C.

In [57]:

out[57]:

In [58]:

out[58]:

In [59]:

out[59]:
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B = set([2,3,5]) # Divisores encontrados manualmente;

B

{2, 3, 5}

B = set(prime_divisors(30)) # Divisores encontrados com o codigo prime_divisors(36);
B

{2, 3, 5}

C = set([2,3,7]) # Divisores encontrados manualmente;

C

{23 31 7}

C = set(prime_divisors(42)) # Divisores encontrados com o codigo prime_divisors(42);
C

{2, 3, 7}

B.union(C) # Resposta do item a;

{2, 3, 5, 7}

B.intersection(C) # Resposta do item b;

{2, 3}

B.difference(C) # Resposta do item c;

{3}

(3) Verifique se para os conjuntos A = {1,2,3} e B = {2,4,6} as afirmagbes abaixo sdo verdadeiras:

(a) (AUB
(b) (AN B
¢) (A\ B

In [60]:

In [61]:

out[e1]:

In [62]:

out[62]:

In [63]:

out[e3]:

)= (BUA);
)= (BN A);
)= (B\ A).
A = set([1,2,3])
B = set([2,4,6])

A.union(B) == B.union(A) # A relacdo (A U B = B U A) verificada como verdadeira;

True

A.intersection(B) == B.intersection(A) # A relagcdo (A n B = B n A) verificada como verdadeira;
True

A.difference(B) == B.difference(A) # A relagdo (A - B = B - A) verificada como falsa.

False

(4) Utilize o comando set( ) para determinar os conjuntos A, B e C' de modo que: A={x €N /1<
r<4}; B={yeN/ —3<zx<6}eC={2eN/3<x<8};

In [66]:

A = set([1,2,3,4]) # x natural / x € [1,4];
B = set([0,1,2,3,4,5,6]) # x natural / x € [0,6];
C = set([3,4,5,6,7]) # x natural / x € [3,8);
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(5) O comando A = set([x**2 for x in [1,11]]), constrdi o conjunto A= {2?> /r€Zel <z <
11}, ou seja, A ={1,4,9, 16,25, 36,49, 64, 81,100}
(a) Analisando o comando que construiu o conjunto A com os 10 primeiros nimeros quadrados
perfeitos, construa o conjunto B com os niimeros da forma 2?**! para z € N no intervalo [1, 5].
(b) Coloque um nimero no comando “.... in B” de modo que o resultado na saida seja True.

In [67]: B = set([2~(2*x+1) for x in [1..5]]) # o laco for ao lado, cria uma lista com os valores de 2
B

out[67]: {8, 32, 128, 512, 2048}

In [68]: 128 in B # Basta escolher um dos elementos de B e verificar a pertinéncia com o método "in".

out[68]: True

4.2. Respostas - Exercicios da aula 2.

(1) Ap6s declarar as variaveis a, b e ¢ com var(‘a b ¢’), com o comando solve( ), verifique que para
a, b e c reais:

—b
(a) A equagao da forma ax + b = 0 possui solu¢ao: © = —;
a

In [1]: var('a b c")

out[1]: (a, b, ©)

In [2]: solve(a*x + b == @, x) # Mostra a solugdo de uma equagdo do tipo ax + b = 8;

out[2]: [x == -bfa]

In [3]: show(solve(a*x + b == 0, X)) # Mostra a solugdo de uma equagdo do tipo ax + b = @

—b+ Vb? — 4dac

(b) A equagao da forma ax? + bz + ¢ = 0 possui solugdo: = =

2a
In [4]: solve(a*x”2 + b*x + c == @, x) # Mostra as soluc¢des de uma equacdo do tipo ax*2 + bx + ¢ = 8;
out[a]: [x == -1/2%(b + sqrt(b~2 - 4*a*c))/a, x == -1/2%(b - sqrt(br2 - 4*a*c))/a]
In [5]: show(solve(a*x"2 + b*x + ¢ == @, x)) # Mostra as solugdes da eq com o comando show()
b+ Vb —4ac b— /b —4ac
x=— X =—
2a 2a
(2) Dada a equagao z° +z — 2 = 0.
(a) Armazene as solugbes da equagao na varidvel S;
In [6]: A = solve(x*3 + x - 2 == @, Xx) # Armazena as solug¢des da equagdo x"3 + x - 2 = 8;

(b) Execute o comando 8, “variavel que armazenou a fungao solve( )”. Em seguida, o comando
show(8);
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In [8]: S = solve(x"3 + x - 2 == @, X) # Armazena as solugdes da equacdo x*3 + x - 2 = 8;

In [9]: | S # Mostra as solugdes da equagdo x*3 + x - 2 = 8;

out[9]: [x == -1/2*I*sqrt(7) - 1/2, x == 1/2*I*sqrt(7) - 1/2, x == 1]

In [1@]: | show(S) # Mostra as soluc¢des da equacdo x*3 + x - 2 = @ com o comando show(S);

xz—%i\/?—%,x:—z\/* —x=1

(c) Mostre apenas a raiz real através de seu indice no operador [ ].

In [11]: | # Observe que a raiz real e o terceiro item da lista, para acessa-lo utilizamos o operador [3-1]
S[2] # Mostra a raiz real da equagdo x"3 + x - 2 = @ através do operador[indice].

out[11]: x == 1

(3) A fatoragao e expansao de expressoes algébricas sao técnicas essenciais para a observagao do com-
portamento das funcoes e resolucao de problemas. Entao:
(a) Associe a expressdo algébrica x® — 2% — 5z + 6 a varidvel comum eql. Execute o cédigo
.factor( ) em eql para mostrar a forma fatorada da expressao.

In [15]: eql = x*3 - 2*x"2 - 5% + 6 == 0@

In [16]: | eql.factor() # Fatora a equagdo x3 - 2*x~2 - 5%x + 6 = 8;
out[16]: (x + 2)*(x - 1)*(x - 3) == @

(b) Associe a expressao algébrica (x + 2)(x — 1)(xz — 3) a varidvel comum eq2. Execute o cddigo
.expand( ) em eq2 para mostrar a forma expandida da expressao.

In [17]: eq2 = (x + 2)*(x - 1)*(x - 3) ==

In [18]: eq2.expand()
Out[18]: xA3 - 2%x"2 - 5*X + 6 ==

(c) Utilize o c6digo .rhs( ) em eql para mostrar que xj + o3 + x3 = 2.
In [12]: |A = solve(x”3 - 2*x*2 - 5*%x + 6 == O, X) #Armazena as solucdes na variavel A
# Af@].rhs() Acessa o lLado direito (valor numérico) da primeira solugdo;
# A[1].rhs() Acessa o lado direito (valor numérico) da segunda solucdo;

# A[2].rhs() Acessa o lado direito (valor numérico) da terceira solucdo;
A[e].rhs() + A[1].rhs() + A[2].rhs() # Soma o lado direito (valor numérico)

out[12]: 2
(4) Dado o sistema de equagoes:

r+y =6
r—y =1

(a) Resolva o sistema com o comando solve( );

In [14]: var('y")

eql = x + y == 6 # Armazena x + y == 5 na varidvel eql;
eq2 = x - y == 1 # Armazena x - y == 1 na varidvel eq2;
solve([eql, eq2], x, y) # Observe as solugdes sdo fornecidas em uma lista dentro de outra lista.

out[14]: [[x == (7/2), y = (5/2)]]

In [15]: show(solve([eql, eg2], x, y)) # opcional

k=)=l

(b) Associe a varidvel P & solugao do sistema.
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In [18]: A = solve([eql, eq2], x, ¥)
# A[@] acessa a lista interna [x == (7/2), y == (5/2)] e A[@][6] acessa o 12 elemento: x == (7/2);
# Afe][e].rhs() acessa o valor numérico de x == (7/2), analogamente para A[@][1].rhs();
P = (A[@][@].rhs(), A[®][1].rhs()) # Armazena em P o par ordenado (7/2, 5/2).
P

out[18]: (7/2, 5/2)

(c¢) Execute o comando: point(P, xmin = -5, xmax = 5, ymin =- 5, ymax = 5).

In [23]: point(P, xmin = -5, xmax = 5, ymin =- 5, ymax = 5)

out[23]:
4_
2 -

4 2 ] 2 4

_2 -
_4 -

4.3. Respostas - Exercicios da aula 3.

(1) Com o comando plot( ), construa:
(a) O gréfico de f, uma fungao do 12 grau para = no intervalo [—3, 3], que intersecte os eixos do
plano cartesiano em (—1,0) e (0, 1).
In [37]: # Para f = ax + b, temos: -a + b =@ e b = 1, entdo a = 1. Logo, f = x + 1;

f = x+1
plot(x+1, -3, 3) + point([(-1,0), (©,1)], size=3@, color="red")

out[37]:
4]

2]

(b) O gréfico de g, uma funcao do 2° grau para  no intervalo [—1, 5] que intersecte os eixos do
plano cartesiano em (0, 3), (1,0) e (3,0).
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In [38]: # Para g = ax*2 + bx + c, temos: c =3, a+b + 3 =06¢e 92 +3b+ 3 =8, entdoa=1e b = -4.

g = X"2 - A% + 3
plot(g, -1, 5, ymax = 18) + point([(®,3),(1,8), (3,0)], size=30, color="red')

out[38]:

10 ~

rT—y =2
20+ 3y =14
(a) Mostre a representagao gréfica das duas retas no mesmo plano cartesiano;

(2) Dado o sistema de equagoes:

In[46]:  f=x-2#x-y=2==>y=x-2;
g=(14 - 2%)/3 # 2x + 3y = 14 ==> 3y = 14 - 2x ==> y = (14 - 2x)/3;
plot([f,g], -1, 9)

out[46]:

(b) Indique a solugao do sistema com comandos point( ) e text( );

37
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In [53]: plot([f,g], -1, 9) + point((4,2), size = 3@) + text('(4,2)", (4,3))

out[53]:

(c) Acrescente os parametros title, legend label e axes labels ao grafico.

In [62]: A = plot([f,g], -1, 9, title="Sistema de Equagdes',
legend_label=["$x - y = 2%', '$2x + 3y = 14%'], axes_labels =["$x$"', "$v$'])
A + point((4,2), size = 30) + text('(4,2)', (4,3))

out[62]: Sistema de Equacgdes

(3) Seja a funcio f(r) = —a? 4+ 3z + 1.
(a) Use o comando solve( ) para encontrar as raizes de f;

In [25]: f(x) = -x"2 + 3*x + 1 # Define f.

In [28]: A = solve(f,x) # Atribui as solugdes de f a varidvel A através do comando solve(f,x);
A # Executa o comando solve(f,x).

out[28]: [x == -1/2*sqrt(13) + 3/2, x == 1/2%sqrt(13) + 3/2]

(b) Escreva um cédigo que armazene e mostre as coordenadas do vértice de f na varidvel V;

In [33]: |var('a b') # Define as varidveis a e b;
a = -1 # Atribui valor -1 para a variavel a;
b = 3 # Atribui valor 3 para a varidvel b;
vx = -b/(2*a) # Atribui valor -b/2a para a varidvel Vx;
VvV = (vx, T(vx)) # Atribui as cordenadas do vértice para a coordenada V.
V # Mostra as coordenadas do vértice de f.

out[33]: (3/2, 13/4)
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(c) Plote o gréfico de f e concatene com o comando point( ), de modo que evidencie as raizes e
o vértice da funcao. “utilize os parametros size = 30 e color =‘red’ em point( )”.
In [32]: x1 = A[@].rhs() # Atribui o valor numérico da primeira solucdo da lista a varidvel x1;

x2 = A[1].rhs() # Atribui o valor numérico da segunda solucdo da lista a varidvel x2;
plot(f, -5, 5, ymin = -5, ymax = 5) + point([(x1,f(x1)), (x2, f(x2)), V], size = 38, color = 'red')

# Para melhor visualizagdo, foi atribuido os pardmetros -5, 5, ymin = -5, ymax = 5 a plot() e
# size = 30, color = 'red’ a point()
Out[32]:
4 4
2 .
-4 -2 2 4
-2 -
4 4
(4) Considere uma fungao f : R — R dada pela expressao f(z) = —2? + bz + ¢, em que b e ¢ sdo reais,

cujo grafico tem eixo de simetria na reta x = 1 e a diferenca entre as raizes igual a —4. Construa
o grafico que representa f.

In [5]: |var('b c') # Declara as varidveis b e c;

f(x) = -x*2 + b*x + ¢ # Declara f;
# Temos: -bf2a = 1 ==> -b/(2.(-1)) =1 ==> -b/-2 =1 ==> b = 2, entdo
f(x) = -x22 + 2*x + ¢ # Declara f apés encontrar o valor de b;

In [6]: |var('x1l x2') # Declara as varidveis x1 e x2 (zeros de f);
eql = (x1 + X2)/2 == 1 # Equacdo 1 no sistema de equacdes;
eq2 = x1 - X2 == -4 # Lquacdo 2 no sistema de equacdes;
solve([eql, eq2], x1, x2) # Soluc¢do do sistema.

out[e]: [[x1 == -1, x2 == 3]]
In [8]: |# ¢/a = x1.x2 ==> ¢/-1 = (-1).3 ==> ¢ = 3;

f(x) = -x*2 + 2*x + 3 # Declara f apés encontrar o valor de ¢ e finaliza com a plotagem na Linha de cédigo abaixo
plot(f, -5, 5, axes_labels=['$x$', '$y$']) + text('0 grafico é uma pardbola com eixo de simetria na reta x = 1", (5,5))

O grafico € uma parabola com eixo de simetrianaretax =1
xr

2 4

4.4. Respostas - Exercicios da aula 4.

(1) Os modelos de crescimento populacional de Malthus, sdo os mais simples para descrever o cresci-
mento de uma populacio ao longo do tempo. A funcao f(t) = tg.e** representa o modelo continuo
com taxa de crescimento instantanea (exponencial - maior precisao) e g(t) = to.(1 + k)*, 0 modelo
discreto com taxa de crescimento anual (linear por etapas - mais simples), onde:
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f(t) e g(t) representam a populagao total no instante t;
k, a taxa de crescimento populacional;
to, a populacao no instante inicial.

Para responder os items abaixo, considere o estudo de uma cultura de bactérias em um ambiente
ideal para o crescimento populacional, inicialmente com 100 bactérias a taxa de crescimento de
40% a cada 30 minutos.

In [6@]: var('te, t, k') # Declara as varidveis utilizadas nas fungdes
f(t)=te*er(k*t) # Define f(t), crescimento populacionalno modelo continuo;
f(t)=100*e~(0.4*t) # Define f(t) quando te = 100 e k = 8.4;
g(t)=te*(1+k)~t # Define g(t), crescimento populacionalno modelo discreto;
g(t)=100*(1+0.4)~t # Define g(t) quando te = 100 e k = 8.4.

(a) Qual a populacao de bactérias em cada um dos modelos apés uma, duas e trés horas?

In [61]: | f(2) # Quantidade de bactérias apos 1 hora (2 ciclos) no modelo continuo;

out[61]: 222.554092849247

In [62]:  f(4) # Quantidade de bactérias apos 2 horas (4 ciclos) no modelo continuo;

Out[62]: 495.393242439512

In [63]:  f(6) # Quantidade de bactérias apos 3 horas (6 ciclos) no modelo continuo;

Out[63]: 1102.31763806416

In [64]:  g(2) # Quantidade de bactérias apos 1 hora (2 ciclos) no modelo discreto;

out[64]: 196.000000000000

In [65]:  g(4) # Quantidade de bactérias apos 2 horas (4 ciclos) no modelo discreto;

Out[65]: 384.160000000000

In [66]:  g(6) # Quantidade de bactérias apos 3 horas (6 ciclos) no modelo discreto.

out[66]: 752.952600000000
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(b) Crie uma representagao grafica com o comando plot( ), que apresente a comparacao entre
os modelos discreto e o continuo de Malthus, representando o crescimento populacional dessa
cultura durante um intervalo de 5 horas.

In [46]: plot([f,g],0,10)

out[46]:

5000 A
4000 -
3000 A
2000 A

1000 -

(c) Acrescente os parametros: axes_labels, legend label, title, ticks e tick formatter, in-
serindo as informagoes necessarias ao grafico.

In [12]: plot([f,gl,0,10,ticks=[[2,4..10],1000],tick_formatter=[[1,2..5],1000], figsize=5,
axes_labels=['Horas', 'Bactérias'], legend_label=['Continuo’, 'Discreto’],
title="'Comparac¢do entre os modelos continuo e discreto de Malthus \n \n')

out[12]: Comparacao entre os modelos continuo e discreto de Malthus

Bactérias

1

5000 - —Continuo
- — Discreto

Horas

1 2 3 4 5

(2) Dados 100 gramas de uma amostra de uranio-238, o intervalo de tempo em que uma amostra deste
elemento se reduz & metade (meia-vida) é de 4,5 bilhoes de anos.

(a) Crie uma representacdo grafica com os parametros: axes_labels, legend label, ticks e
gridlines, mostrando o decaimento radioativo da quantidade de uranio-238 restante ao longo
de 45 bilhoes de anos.

Utilize a funcdo f(t) = toe *t.
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In [13]: var('te, k")
f(t) = to*enr(-k*t)
f(t) = 100%e”(-k*t)
# Para f(4.5) = 50, temos que k = (Ln 2)/4.5. Entdo:
f(t)=100%e™((-log(2)/4.5)*t)

In [15]: plot(f,@,45, axes labels=['bilhdes de anos’, 'massa (g)'],
gridlines="normal"', ticks=[[4.5,9..45],[5,20,40..100]], figsize=6)

Out[15]:

massa (g)
1004

80

604\

bilhoes de anos

T T T T T T T T T T

45 9 13.5 18 225 27 31.5 36 405 45

(b) Apés quanto tempo a quantidade do elemento seré reduzida a 5 gramas? Mostre geometrica-
mente a resposta com um ponto vermelho no grafico.

In [15]: sol = solve(f(t)==5, t) # Tempo em que g massa seja reduzida para 5 gramas;
sol

Oout[15]: [t == 9/2*(1log(5) + 2*1log(2))/log(2)]
In [16]: *1 = sol[e].rhs() # Acessando ao valor de t quando f(t) = 5;
t1

out[16]: 9/2%(log(5) + 2*log(2))/log(2)

In [17]: n(t1) #A fungdo n(t1) traz o valor numérico da expressdo anterior.

Out[17]: 19.4486764269931
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In [22]: p = plot(f,@,45, axes labels=['bilh&es de anos', 'massa (g)'], gridlines='normal"’,
ticks=[[4.5,9..45],[5,20,40..100]], figsize=(6,3))
p + point((t1,f(tl)), size=3@, color="red")

Out[22]: massa (g)
80

60

40 -1

bilhoes de anos

45 9 135 18 22.5 27 31.5 36 40.5 45

4.5. Respostas - Exercicios da aula 5.

(1) Apresente a solugao da equagao log, 3x = 7, nos seguintes passos:
(a) Utilize o comando solve( ) e armazene a solugdo na variavel s;

In [11@]: log(3*x, 2) == 7
s = solve(log(3*x, 2) == 7,x) # Armazena a solug¢do na varidvel s.
5

out[110]: [x == (128/3)]
(b) Apresente o resultado utilizando o método [indice].rhs( ) para acessar o lado direito da
equagao.
In [111]: s[@].rhs()
out[111]: 128/3

(c) Mostre a aproximacao do resultado com quatro casas decimais. Use o método .n( ) e o
parametro digits.

In [114]: s[e@].rhs().n(digits=4)

Out[114]: 42.87

(2) A velocidade méxima, em bits por segundo, com a qual os sinais podem passar por canais de
comunicagao, é obtida por meio da férmula: v,,,, = 3400 log,(x+1), onde 3400 hertz é a frequéncia
limite da voz humana e x é a poténcia do sinal.

Calcule o valor de x correspondente a uma velocidade maxima de 27 200 bits por segundo.

In [115]: wvar('vmax')
vmax == 34e0*log(x+1,2)
27200 == 3400%log(x+1,2)
s = solve(27200 == 3400*log(x+1,2), Xx)
5

Oout[115]: [x == 255]

(3) O ICMBio — Instituto Chico Mendes de Conservagao da Biodiversidade, ligado ao Ministério
do Meio Ambiente, em parceria com unidades de conservacao federais, fomenta recursos para a
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protecao e mapeia a evolugao populacional das espécies F e G ameacadas de extingao. O repovoa-
mento desses animais na fauna brasileira ¢ descrito, aos milhares, pelas fungoes f(t) = logs(t + 3)
para a espécie F e g(t) = logs(0.5¢ + 12) para G, onde t é o tempo em anos.
(a) Construa os graficos de f e g no mesmo plano cartesiano com o dominio no intervalo [0, 60] e
acrescente o parametro gridlines = ‘normal’;
In [6]: f(t) = log(t+3, 3)

g(t) = log(o0.5*%t+12, 3)
plot([f, g], @, 60, gridlines="normal')

out[e]:

| B — — T T T T T T —T — T

0 - | 1b - 20 30 40 50 60
(b) Insira rétulos nos eixos do gréfico (axes_labels) e legenda para as espécies F e G (Legend_label);

In [23]: F(t) = log(t+3, 3)
g(t) = log(®.5*t+12, 3)
plot([f, g], @, 60, gridlines="normal', axes labels=['t (anos)', 'N2 de animais'],
legend label = ['Espécie F', 'Espécie G'])

Out[23]:

N2 de animais

.|
- —Espécie F
3.5 - —Espécie G

2.5

1.5

t (anos)

0 10 20 30 40 50 60

(¢) Qual a previsao da quantidade desses animais no Brasil, apés 30 anos do inicio da agao que
protege a reproducao dessas espécies?



In [14]:

out[14]:

In [15]:

out[15]:

In [16]:

out[16]:

In [17]:

out[17]:
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f(30) # Quantidade de animais da especie F apos 30 anos;

log(33)/log(3)

f(30).n(digits=4) # Aproximadamente 3183 animadis da espécie F;

3.183

g(30) # Quantidade de animais da espécie G apos 30 anos;

3.29583686600433/10g(3)

g(30).n(digits=4) # Aproximadamente 3000 animais da espécie G

3.000
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