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ESTUDO I[\ITRODUTORIO SOBRE MATRIZES E ALGUMAS DE SUAS
APLICACOES COM O USO DO EXCEL

1. Resumo

Este trabalho consiste em apresentar algumas aplicacGes de matrizes, bem como realizar
operacdes entre as matrizes, usando Excel e apresentando alguns comandos para realizar
as operacdes que envolvam matematica basica e uso do Excel para a resolucdo de
questdes que envolvam as matrizes apresentadas no texto., além de apresentar outras
matrizes ndo tdo comuns no ensino basico, com a finalidade de estimular a curiosidade
dos alunos na busca do estudo da aplicacdo de matrizes em situacdes cotidianas. O
trabalho consistira em enunciar alguns conceitos basicos num primeiro momento visando
esclarecer conceitos de matematica bésica e estimular o aluno a buscar conceitos mais
robustos sobre os varios tipos de matrizes, em seguida apresentar algumas aplicacdes e
num terceiro momento aplicar o Excel para resolver os problemas a serem propostos nesse

texto.

Palavras chave: matrizes, Excel, aplicaces de matrizes, matematica basica e matrizes,
resolucdo de problemas.

2. Introducéo

O estudo sobre matrizes envolve uma riqueza imensa e também gera muitas davidas em
como podemos aplicar matrizes a diversas situacoes do cotidiano. N&o é dificil encontrar
alunos que além da dificuldade com matrizes, evitam aprofundar seus conhecimentos
sobre assunto por achar que muito complexo, entdo nesse texto, o que se deseja é mostrar
algumas aplicagBes e além disso, realizar operacfes bésicas entre as matrizes,
naturalmente com as condicOes necessarias e suficiente para a realizacdo dessas operacdes
e num momento posterior usar o Excel para realizar as operagdes, mostrando que néo
apenas é possivel como é relativamente simples o uso dessa ferramenta.

Apresentaremos alguns conceitos de matrizes, conectando o estudo de atrizes a situagdes

simples enunciando algumas propriedades que devemos usar neste trabalho com o intuito




de revisar o conteudo amplamente conhecido e disseminado no ensino médio, bem como

verificar o uso dessas propriedades com o uso do Excel.

3. ESTUDANDO AS MATRIZES

Muitas das vezes em que ouvimos falar sobre matrizes, algumas perguntas sao sugeridas,

como, por exemplo:

i) O que é uma matriz?
i) Para que serve uma matriz e onde vou usar?
iii) Como podemos operar matrizes?

Iv) E possivel representar graficamente a matriz?

Neste texto, vamos tentar esclarecer algumas das perguntas acima e entender a razao
e a importancia das matrizes. Vamos trabalhar no Corpo dos Reais (conjunto com
algumas propriedades algébricas particulares), para melhor entendimento dos conceitos
apresentados.

Podemos dizer que uma matriz é uma tabela, onde é possivel alocar valores como,

por exemplo:

Al b c
D | e | f
G| h ||

Com relacdo a segunda pergunta, podemos dizer que € possivel realizar operacdes
entre duas ou mais tabelas, sendo importante verificar as condi¢des de operagdes dessas
tabelas com seus respectivos elementos. Podemos ainda especificar (dar nomes) os
elementos dessa tabela, por exemplo: suponha que vocé tem uma pequena roca e que vocé
planta arroz, feijdo e mandioca e venda esses produtos numa feira. Suponha, ainda, que
vocé tenha que fazer a colheita desses produtos, da seguinte forma.

1° dia — colhe-se 5 kg de arroz, 2 kg de feijédo e 4 kg de mandioca.

2° dia— colhe-se 4 kg de arroz, 3 kg de feijao e 5 kg de mandioca.




Entdo, é possivel organizar uma tabela com esses dados para um melhor entendimento
de como a colheita esta se comportando? A resposta a essa pergunta é sim, conforme
tabela a seguir:

Tabela 1 — colheita de arroz, feijdo e mandioca

Produto Kg
Arroz Feijao Mandioca
Tempo dias
1° 5 2 4
2° 4 3 5

Note que temos uma organizacdo dos dados que permite um facil entendimento;

note ainda que algumas observac@es sdo necessarias para entendimento dessa tabela.

0] E importante verificar as relagdes entre quantidade de produtos e o dia da
colheita.

(i) Cada elemento tem uma posicao fixada que da informagGes precisas, por
exemplo, no 1° dia, foram colhidos 4 kg de mandioca. Observando as
posicdes de cada elemento da tabela, podemos escrever a matriz da seguinte

forma:

Dessa forma, temos o0 que chamamos de matriz e, assim, organizamos os dados obtidos.

Nesta matriz, temos as linhas, as colunas e o endereco de cada elemento.

G G G
A

PR s

Onde:
L; édito linhai, ou seja, L, éalinha 1 ou primeira linha, e L, é a linha 2 ou segunda linha.




C; é dito coluna i, ou seja, C; é a coluna 1 ou primeira coluna, C, é a coluna 2 ou segunda

coluna e assim por diante.

Cada elemento dentro desta matriz tem o que chamamos de “endere¢o”, que o identifica
numa posicédo fixada dentro da matriz, por exemplo: o valor 2, na matriz, estd na primeira

linha (L,) e na segunda coluna (C,) e € representado por uma letra minascula do alfabeto

da seguinte forma.

A letra / indica a linha no qual o elemento se encontra.

al-j\

Aletra j indica a coluna no qual o elemento se encontra.

Por exemplo: a,; informa que o elemento a esta na segunda linha e terceira coluna na

matriz.

As matrizes sdo representas por letras maiusculas do alfabeto. Assim, podemos dizer que

nossa matriz é.

2 4

A:LSL 3 5

Note que:

Q) a,,= 2, ou seja, o valor 2 esta identificado por um endereco que informa

exatamente onde este elemento se encontrae o que ele representa.

(i) a;1= 5 =a,3, porém essa igualdade ndo é o que parece, pois o elemento
a,,= 5 representa a quantidade de arroz colhida no primeiro diaea,;=5
representa a quantidade de mandioca colhida no 2° dia. Eis a razéo de saber

a localizacéo exata de cada dado.

Considere a tabela 2, a seguir, obtida da tabela 1:




Tabela 2: Total de produtos colhidos no dia

Produto Kg Arroz Feijao Mandioca Total de produto
\ colhido no dia

Tempo dias
1° 5 2 4 11
2° 4 3 5 12

Suponha que queiramos relacionar os produtos colhidos no dia com o total de produtos

colhidos no dia. Como fazemos isso?

Para fins de facilitar nosso calculo, vamos considerar que X = arroz,y =
feijdo e z =mandioca. Assim podemos reescrever os dados da tabela da seguinte
forma:

5_{5x+2y+42=11
~ U4x+3y+5z=12

Desta forma, tem-se que foram colhidos no primeiro dia um total de 11 kg de
produtos, sendo 5 kg de arroz, 2 kg de feijao e 4 kg de mandioca, de forma que logo sao

observadas as mesmas condicOes de raciocinio para o segundo dia.

Ao escrevermos a matriz conforme (§), estamos relacionando esta matriz com o que se
define como sistema linear, ou seja, estamos associando nossa matriz a0 nosso sistema
linear S, que serd objeto de estudo em momento posterior nesse trabalho. Porem é
possivel relacionar este sistema linear de forma a obter uma igualdade conforme mostrado
a sequir:

cs‘_{5x+2y+42=11
~ Ux+3y+5z=12

Este sistema pode ser escrito da seguinte forma, chamada de forma matricial:
X
5 2 4 11
i 5 M = 12]
VA
Vamos considerar que:

a=[; 5 §lv-

o=t
Z




Onde a matriz A tem 2 linhas e 3 colunas, a matriz v tem 3 linhas e uma coluna e a matriz
b tem 2 linhas e uma coluna.

O namero de linhas e colunas definem a ordem de uma matriz e podemos escrever que.

4= [aij]2x3’ v= [vif]3x1 ¢ b= [bij]le
onde a, v e b representam a posi¢do de cada elemento na linha i e colunaj de cada uma
das matrizes apresentadas.

Desta forma, temos que a matriz A tem ordem 2x3, a matriz v tem ordem 3 e b

tem ordem 2.
Assim, temos que:

S5x+2y+4z=11 . ..
S = { Xxhayraz ; pode ser escrito na forma matricial como Av = b.

4x + 3y + 5z =12"

Note ainda que, quando x =1,y = 1 ez = 1, tem-se que v = (1,1,1) é solucéo

do sistema linear S.

E possivel representar esta solugdo num sistema de eixos e, nesse caso, tem-se:

Figura 1: solucdo do sistema linear S.

z
s




Esse sistema de eixos € o que, comumente, chamamos de R3, que € a
representacdo dos valores reais assumidos por x, y, z, observando que, a propor¢ao que

estes valores mudam, percorre-se o eixo do reais nas dire¢Oes de x, y, z.
Observacéo:

(i)R3 é escrito como R x R X R que representa os valores que cada variavel x,y ou z
vdo assumindo ao longo dos eixos. Poderiamos escrever R como (R,R,R) de uma

forma mais didatica, e isso significa que os eixos x, yez assumem valores reais quaisquer.

(i) v = (1,1,1) pode ser escrito como um vetor, porém é necessario ficar atento, pois,
quando se fala em vetor, tem-se associado a ideia de modulo, direcdo e sentido. Temos
posteriormente que, sob certas condicdes e propriedades, o que chamamos de Espaco
Vetorial, cujos elementos sdo vetores, mas que nem sempre € possivel ter uma

representacdo grafica, como € o caso das matrizes.
Agora que esclarecemos o gque sdo matrizes, vamos definir e estudar suas propriedades.

Definicdo: Uma matriz € uma tabela retangular, onde seus elementos (entradas) séo

dispostos em linhas e colunas.

[an a2 A3 aln'l
Az1 Az Qz3 - Az
Apxn =1A31 Q32 A3z -+ Q3p
Am1 Amz Am3z  ° Omnp
Assim, escrevemos que A, = [aif]mxn’ 1<i<me 1<j<n,onde i

representa o n° de linhas, j o n° de colunas e a;; 0 elemento na posi¢ao i, j na matriz 4,

mxné a ordem da matriz A.

Observacdo: os elementos a;; podem ser nimeros reais, complexos ou qualquer objeto

numeérico.

Exemplo:

1
0

colunas, diz que a matriz é quadrada e de ordem 2.

0 . . . - ,
A= [ 5] € uma matriz 2 x 2.Nesse caso, onde o n° de linhas € igual ao nimero de




B = [‘/E i _11] € uma matriz 2 x 3. Nesse caso, 0 n° de linhas é diferente do n° de

5
colunas, e esta matriz tem ordem 6.
2
C = |4]éumamatriz 3 x 1.Nesse caso, o n° de linhas é diferente do n° de colunas, e
7

esta matriz tem ordem 3.

Definicdo: Seja a;; € R, Apy,, UMa matriz, definida como uma aplicagdo de Ixjem R.

Ou seja:

IX] — R
@Gj) mapl<is<smel=<j<n

Temos que a cada par (i, /) com a operagéo corresponde a um elemento a;; € R.

ORDEM DE UMA MATRIZ

A ordem de uma matriz é dada pelo produto mxn, onde m indica o nimero de

linhas e n 0 nimero de colunas.
Denota-se o conjunto de matrizes mxncom elementos a;; € R, por R™*", onde:
mxn — .
R = {(au) al-j € R}

Diz-se que uma matriz é quadrada, se 0 nimero de linhas ¢ igual ao numero de colunas

e, nesse caso, temos as diagonais principais e secundarias, definidas a seguir:

Diagonal Principal: Seja a matriz quadrada 4,, = [aij]. Diz-se que a diagonal

principal é o conjunto.

D == (all, azz, ey ann).
Exemplo:

1 2 -1
3 4 2 ] entdo D = (1,4, —3) é a diagonal principal da matriz A.
0 0 -3

A=




Considere a matriz B, a seguir:

b11 b12 b13 b14
_ by1 by byz by _ . . .
B = , D = (by1,b,5,b33,b3,) € a diagonal principal da
b31 b32 b33 b34
b41 b4—2 b4—3 b44

matriz B.

A diagonal formada pelos elementos (0,4,—1)na matriz A é dita diagonal

secundaria, assim como (b,4, by, b,3, b14) é a diagonal secundéria na matriz B.

MATRIZES ESPECIAIS

Existem matrizes que possuem particularidades especificas e sdo ditas especiais,
sendo, por esta razdo, caracterizadas e reconhecidas por denominagdo propria. Seguem

algumas delas:

1. Matriz quadrada: Como ja adiantamos anteriormente, diz-se que uma matriz é
quadrada quando m = n e representa-se por 4 = [a;;] ou A = [a;;] . Neste caso,

diz-se que a matriz é quadrada de ordem m ou n.

Exemplo:
1 0 -1
1 2 1
4 [3 —1]' B 2
3 m V2.

2. Matriz identidade:é uma matriz obrigatoriamente quadrada (notagéo: I,,), tal que:
a;; = 0,sei #j.
{aij =1,sei =j.

Exemplos:




E utilizada, por exemplo, para a verificacio da propriedade de multiplicagio de

matrizes.

3. Matriz diagonal: é uma matriz quadrada 4, tal que:

Exemplo:

{

Ay

a;; = 0,sei # j
Ja;; #0,tgl<i<n.

SoonN

Pelo menos algum a;; # 0.

o O OO
O = OO
o O OO

4. Matriz Triangular: tem-se dois tipos de matrizes triangulares, a saber: matriz

triangular superior e matriz triangular inferior, conforme segue:

(i) Diz-se que uma matriz € triangular superior quando tem-se uma matriz

quadrada tal que a;; = 0, Vi > j.

Exemplo:

Exemplo:




1 2 -1
B;=[0 3 —4

0 0 1

(ii) Diz-se uma matriz quadrada é triangular inferior, quando a;; = 0, Vi < .

Exemplo:
aq 0 0 0
C, = Ay, 0y 0 0
4 as; asz; aszz 0
Ay a_ 42 auz Ay
Exemplo:
-1 0 O
3 2 0
D3= 1
1 3 =
2

Matrizes triangulares sdo utilizadas na solucao de sistemas lineares, o que facilita

o calculo por substituicéo retroativa, que veremos mais adiante nesse material.

5. Matriz Transposta: Sejam as matrizes A = [a;;] e B =[b;] .Dizemos

nx

que B € a transposta de A, se, e somente se,b;; = a;;,V1<i<ml<j<ne

denotamos por B = At

Assim, tem-se que:

At =B o bU = aji,Vi,Vj

B e dita transposta de A e b;; = a;;e diz que as linhas de B séo trocadas pelas

colunas de A.

Exemplo: seja a matriz




-3

TWON O
Ul R, N N

[S28 I SN TN

“4x3

A transposta de A é uma matriz de ordem 4x3 que se obtém trocando as linhas por

colunas, ou seja;

ull DN W

&
N| = ~ O
[ o
B NG

As matrizes transpostas apresentam algumas propriedades, a saber:

(A Ht = (AL, Atransposta da inversa(A~1)é igual a inversa da transposta.

(ii) A transposta da soma de matrizes é igual a soma de suas transpostas.
(A+ B)t = At + Bt.
(iii) Seja k uma constante, entéo.
(kA)t = kA,
(iv) A transposta de um produto comuta ao produto das transpostas, ou seja.
(AB)t = B*- A".

(v) A transposta da matriz identidades é a prépria matriz identidade, ou seja:

(vi) A transposta da transposta é igual a prépria matriz.
(AHt = A.

Vamos demonstrar algumas dessas propriedades, a seguir:

(i)(A+ B)t = A + B..




SejamA+B =C = (Cif)mxne D atransposta de C, tal que:

D=_cCt
(di), .. = () ..
= (a; + bﬁ)mxn'
= (ay) _ +(bi) .
= A + Bt Vi, .

(iii) (kA)t = kA"

Para melhor entendimento dessa propriedade, vamos considerar um caso particular de

uma matriz A de ordem 3 X 2 e, em seguida, mostrar uma forma geral para a

propriedade.
Assim,
ai1 A2 a1 Adpo ka;, kay,
A=10z21 Qx| = kA=k|Qa1 az2|=|kay; kay,
asz; asp asz; Aasz kas; kas,
ka ka ka a;; Qy; Qs
( ) ka12 kazz ka32 [alz az; a32]

De uma forma mais geral, temos:
A = (0 )mxn = A = (@'j)nxm = kA" = k(@'j)nxm = (k@'j))nxm = (kKA)®
Logo: kAt = (kA)*.
(iv)(AB)t = Bt - A'.
Assim como no item anterior e buscando um melhor entendimento dessa propriedade,

vamos considerar um caso particular de uma matriz A de ordem 2 x 2 e uma matriz B

de ordem 2 X 3 e, em seguida, mostrar o funcionamento da propriedade.




[a11 a12] B = [bu by, b13]

az1 Azz b1 by by
Temos que:
AB = [a11-b11 + a12.by1  Aq1.b13 + a13.b5;  aAq9.b43 + a12-b23]
A1.by + az3.b1  Gpq.b1p + App.by;  Azq.b13 + App.ba3

aiq a21]

a11.b1g + aq3.b31  Ay1.byg + ay;.by byy by
' [a12 az;

= (AB)! = [a11-b12 + a12.by2  Ap1.b15 + Az2.Dp2 | = |b12 by
Aq11.b13 + ay5.b33  Ay1.by3 + Ay;.bp3 by3 b3

= Bt. At
Geralmente:

Tomando-se A = (a;)mxn € B = (bij)nxp
Temos que:

A= (aij)mxn = (a L)nxm e B= (bij)nxp = B = (bji)pxn

Fazendo AB = C = (Cix)mxp
Temos que:
(AB) = C* = (c'ki) pxm

Mas

n n n
— — _ ’ 1o
Cik = Zaij.bjk = ijk.aij = Zbkj.aﬁ = C ki
j=1 j=1 j=1

COICORE

Sejam A =[a;;| eB=[b;| . tal que B = A", ouequivalente B* = A. Por

definicdo, se B é a transposta de A e A é a transposta de B, entao.

bij = aji,V l,]




Considere.

At — (. )
B=4"= (aﬂ)nxm'
Entao,
(At = (aij)mxn = A,
Logo,
AHt=(B)Y =Bt=4A.

6. Matriz simétrica: Seja A uma matriz quadrada tal que A = [ai]-]n. Dizemos que

A é simétrica, se, e somente se,A = A,

3 1 -1
Exemplo:A=|1 4 3
3

-1 5
3 1 -1

Noteque A" =1 4 3 | ouseja, A=A
-1 3 5

A titulo de conhecimento, temos que uma aplicacdo de matriz simétrica é
vista no Teorema Espectral em algebra linear, que diz que toda matriz simétrica €

diagonalizavel por uma base de autovetores que é ortonormal. Segue o teorema:

Teorema Espectral: Suponha Auma matriz simétrica com coeficientes reais,

nessas condigdes.

(i) Todos os autovalores de A sdo reais.

(ii) Autovetores associados a autovalores distintos séo ortogonais.

(iii) A dimensdo do auto-espaco associado a um autovalor é igual a
multiplicidade deste autovalor de uma raiz do polindmio caracteristico.

(iv) Existe uma base ortonormal de R™ formada por autovalores de A4;

(v) A é diagonalizavel por uma matriz mudanca de coordenadas ortonormal P. A

matriz P cujas colunas sdo autovetores (ortonormais) de A é tal que:




PtAP = P"AP = D.

Onde D é uma matriz diagonal.

7. Matriz anti-simétrica: Dizemos que A, matriz quadrada, ¢ anti-simétrica, se, e

somente se, At = —A.

0 3 -4
Exemplo:A=|-3 0 5
4 -5 0

Teorema: Se A € uma matriz de ordem n, entdo A pode ser escrita como forma de uma

matriz simétrica e uma matriz anti-simétrica da seguinte forma:

1 1
A=E(A+At)+E(A—At).

Demonstracao:

Afirmacao: 1/2 (A + AY) é simétrica, pois.
1 | 1 1
[— 4+ At)] = Z[A' 4+ (AD)] = = (AF + A) = = (A + AD)
2 2 2 2

Tem-se que 1/2 (A — AY)é anti-simétrica, pois.

1 1 1 1
[5a-a] =3 - =S -n = -S@-a9,

1 4

Exemplo: Seja A = Ll} ;] entdo A" = [2 3

Dai.

1/2 (A + Ab) = %[Z g] = [é g],queésimétrica.




1 oty 1[0 =27 _10 -1 $ i airogen . )
/2 (A—AY) = 2[ ] = [1 0 ] que é anti-simétrica, logo conclui-se que:

R RN

8. Matriz ortogonal: Seja A uma matriz quadrada. Diz-se que A é ortogonal se, e
somente se, A. A* = A*. A = 1. Note que, além de quadrada, Aé inversivel tal que,em

sua inversdo,(4™1) tem-se que A~ = A°,
Exemplo: Seja
Yo 89 -4
- 4/9 —4/9 — 7/9 . Entéo:
8/9 1/9 4/9

1 8 4111 4 8

9 9 9]]9 9 9

At = 4 4 711 8 4 1

' 9 9 91l 9 9 9

8 1 4 4 7 4

9 9 gll 9 9 o9l
1+64+16 4—32+28 8+8—16
=a4—32+28 16 +16+49 32—4-28
8+8—16 32—4-28 64+1+16

181 0 O 1 0 O
=—]0 81 0|=(0 1 0|=Is.

0 0 81 0 0 1

Logo A €é ortogonal, ou seja, satisfaz a condicdo A*. A =1e A® = A1,




Exemplo: Considere agora u; = (aq,a,,as) ,u, = (by, by, b3) € us = (cq1,¢,¢3) tal

que:
a, az; das

A=|b;y b, bs| seAéortogonal, entdo: A.A* = 1.
€1 € C3

Note que:

a2+ a®+a3?  ayb; +ayb, + azh; ascy + a,c, + ascs
A.AY = |bja, + byay + bsas  byP + b2 +bs® bycy 4 bycy + bscs

€141 + cya, + cza;  ¢1by + ¢c,by, + c3bs 12+ c,% +¢?
1 0 0

=0 1 0|=1I
0O 0 1

1,sei=j, i,j=1,23.

Ouseja: U;.U; = {o, sei#0, i,j=1.23.

Desta forma, tem-se que u,, u,, u3580 mutuamente ortogonais e tem comprimento
unitério. /Assim, tem-se um conjunto ortogonal de vetores. Note, ainda, que cada passo é

reversivel, 0 que torna a reciprocidade verdadeira.

De forma geral, pode-se verificar o resultado para qualquer matriz quadrada, ou seja:
(i) A é ortogonal,

(ii) as linhas de A formam um conjunto ortonormal;

(iii) as colunas de A formam um conjunto ortonormal;

Em particular, para n = 2, vale o resultado apresentado no teorema a seguir:

Teorema: Toda matriz ortogonal 2x2 tem a forma:

( cosf sen 0) ou (cose sen @

—sen 6 cos6 sen —cos 9)’ paraalgum 6 € R.




Demonstracéao:
Se]am u1 = (al, az) e u2 = (bli bz)

A At = a; az] [al b1]: a,* +a,®>  aib; + ayb, :[1 O]
. b1 b2 . a, bZ b1a1+b2a2 b12+b22 0 1

Logo os vetores sdo ortonormais, e podemos escrever.

(2 20)

Note que, no circulo Trigonométrico, é possivel visualizar de forma mais clara fora dos

eixos, para algum 6.
Figura 2: O angulo@ no ciclo trigonométrico

h? = sen?0 + cos? 6 = 1.

»
»

sen 0

v

cos O

9. Matriz Diagonal: Uma matriz 4,, = [a;;], quadrada, € dita matriz diagonal, se, e

somente se, aij =0,Vi iOeEIi,al-l- #0,1<i<n.




Exemplo:

S O RO
SO R OO
o O oo

10. Matriz idempotente: Diz-se que uma matriz quadrada A = [aij]né

idempotente se, e somente se,:
A% = A.

Exemplo: sejaa matriz A = [(1) é] entao:

o=l Al H-l -

As matrizes idempotentes sao positivas semi-definidas,ou seja, satisfazem a
condigéo:
xtAx > 0,V x € R*(ou C").

Diz-se que uma matriz A (n,n), & diagonalizavel, se existir uma matriz
D tal que A seja semelhante a D, ou seja, se existir P (n,n) inversivel que

satisfaca a condicdo: P~1.A.P = D.

Exemplo: A = [% g] note que, se tomarmos P = H _32] eD = [g _01] é

possivel verificar que A é diagonalizavel, pois:
P"LAP=D=P.PLAP=P.D=AP=P.D

:>B 3”1 _32]:[1 _32]'[:)L _01]

=3 2]




A menos, da matriz identidade, tem-se que toda matriz idempotente é singular,
ou seja, ndo admite inversal = A.A™' = A2 A7 = A(4. A7) = A.

Se uma matriz A é idempotente, entdo a matriz (I,, — A) também o é. Note que

1 1

A:b 0

] ndo admite inversa, ou seja, ndo existe A" tal que A.A™! = 1.

11. Matriz Nilpotente: diz-se que uma matriz quadrada A é nilpotente, se:

Ak =0, para alguém k > z.

Exemplo: A =

12. Matriz Hermitiana: Seja A € C™™. Diz-se que A é uma matriz Hermitiana se, e
somente se,
A=(A)

Onde A ¢ a transposta da conjugada de A.

Exemplo:
2 1—-i 4+2i
); B=|1+i 5 -1-i
4—-2i —1+1i -3

A= (1FL -2

3—-5i 4

Note que A ndo € hermitiana, pois:

A=(1+i —21'):14:(314_—51'1. ii)ﬁ(Z)t=(1—.i 3—5i)

3—-5i 4 20 4

Logo A # (4).

B é hermitiana, pois.




2 1-i 4+2i
B=|1+i 5 -1-i|l=
4-2i -1+i -3
) 2 141 4-2i
B=|1-i 5 -1+i|=
4420 -1—-i -3
~ 2 1-i 4+2i
(B)Y=|1+i 5 -1-i

4-20 -1+i -3

Logo B = (B)! é hermitiana.

13. Matriz Positiva: Seja A € R™™", entio diz-se que A.

Exemplo:

M= [—11 _11] = la bl [—11 _11] [,] = @=by*>0.
E positiva se, e somente se:

xtA, x>0,Vx € R%:;x # 0.

Entao:




2 -1 01ra
xt.Q.x=[a b c][—l 2 —1“bl
0 -1 21t

l

a
[2a—b —a+2b-—c —b+c][bl
c

\)
(2a—b)a+ (—a+2b—c)b+ (—b + 2¢)c
\)
2a%* —ab — ab + 2b* — bc — bc + 2¢?
\)
2a% — 2ab + 2b? — 2bc + 2¢?
\)
a? + (a? — 2ab + b?) + (b? — 2bc + ¢?) + ¢?
\)
a’?+(@—-b)?+ (b —-c)>+c*=0.

Existem varios tipos de matrizes, sendo que as aplicagbes, muitas vezes, exigem
um tipo especifico de matriz ou, em algumas situacdes, € importante algum tipo de
informacdo que se deseja obter da matriz. Neste texto, vamos apresentar outras

matrizes a proporcao que a necessidade for aparecendo.

14. Matriz escalar: E uma matriz diagonal que tem os elementos dessa diagonal iguais
entre si para i =j.

Exemplo:

15. Traco de uma matriz: Seja a matriz quadrada A = [aif]n' Diz-se que o traco de

A,aonimero Tr(A) = ay; + a,, + azs + -+ + a,,, 0U Seja, o traco de A é dado pela

soma dos elementos da diagonal principal, (Notacdo: Tr(A)).




Exemplo: Na matriz Ae B apresentadas a seguir, tem-se que 0s tracos sdo

respectivamente:

1 2 -1
A=13 4 2|;B= 221 Zzz 223 224 ’
0 0 -3 31 D32 D33 D3y

Tr(A) = 0+ 4 + (=1) = 3
TT(B) = bll + b22 + b33 + b44.

Propriedades dos tracos.

(i))Tr(0) = 0, onde 0 € matriz nula.
(ii))Tr(1,,) = n,onde I,, é a matriz identidade.
(iii)Tr(A4%) = Tr(A4)

(iv)Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr(B).
(w)Tr(14) = ATr(A)

(vi)Tr(AB) = Tr(BA)

OPERACOES COM MATRIZES

1. Soma de Matrizes.

Seja A = [ay;] e B = [b;;]. Define- se soma de matrizes como

+ . ]Rmxn X ]Rmxn N ]Rmxn

(laij] [bij]) = [ais] + [bi] = [eis]

Sendoc;; =a;; +bj,coml<i<mel<j<n

Onde C = [c;;] éasomade 4 + B.

Propriedades:




Associativa

Sejam A = [a;;]; B = [b;] e C = [c;;], entdo:

(A+B)+C=A+(B+0)

Demonstracio:
(A+ B)+ C = ([ai; + bij]) + [ci]

= (lai;] + [bys]) + [ei]

= [ay] + [bij] + [cis]

= [ay] + ([bj] + [c55])

= [a;] + ([bij + cij]) =4+ B+ 0.
Comutativa

A+B=B+A

Demonstragao:

A+ B = ([ay; +b;]) = ([b;; + ay]) = ([by] + [a;;]) =B+ A

Elemento Neutro

Dado A = [a;;],3 6 = [0;;], tal que:
A+0=0+A=A
Demonstracao:
A+0=(Ja; +0;]) = [0y + ay| = [ay] = 4

Elemento oposto




Dado 4 = [a;;], 3 (—4) = [—ay;], tal que:
A+(—A) =0=(-4) +A
Demonstracéo:
A+ (-4 = (la — ay]) = ([~a; + a;]) = [05] = 0
Exemplos:

a) E possivel realizar a soma de matrizes via Excel. Sejam A = [; _21] e
B = [2 —1]
3 4
Para realizar a soma dessas matrizes no Excel, precisamos seguir 0S passos:
1 —insira 0s nimeros da matriz A e da matriz B conforme mostrado na Figura 3;
2 — realize a soma das matrizes de forma individual, ou seja:

Tabela 3: comando de soma no Excel

Soma A+B
=A2+A6 =B2+B6
=A3+A7 =B3+B7

O resultado obtido é mostrado na Figura 3 a seguir:

Figura 3: Soma de matrizes no Excel

A | 8 | ¢ |

1 |matniz A
- 1 2
3 | 3 -1
_4
_ 5 |matriz B
6 2 -1
_ 7 ] 3 4
_8 |
_ 9 |soma A+B
10| 3 1

11 & 3
IR




b) Encontre X € R?*3, tal que.

aA—fX=5A—aB+X,coma=2ef =-3.

Sendo:

a=ly % Fle=[7* 2, 4

Solucéo:
aA—pX =5A—aB+X
)

2A+3X=54A-2B+X

2X=3A-2B

1
X =5(34-2B)

3

1 _ _
X:§(3B —03 24]_2[13 —12 g])
1 _ P
=E([2 —09 22]+[—62 —g 34]

1 _ _
=5l =5




2. Produto de um escalar por uma matriz.

Sejaa € Re [a;;] € R™™. Entdo,
R x R™* — R
(aa;]) = afa;] = [ea;] 1<i<mel<j<n

Assim como na soma, é possivel realizar o produto de um ndmero por uma matriz,

utilizando o Excel, por exemplo:

Exemplo de Multiplicacdo de matriz por escalar no Excel

Sigamos 0s seguintes passos:

1 — escreva a matriz no Excel conforme figura abaixo:

2 -1
ConsidereamatrizA=|3 4 ] e k = 3. Fazendo no Excel, temos a Figura 4 a
-3 0

seqguir:

Figura 4: Multiplicacdo de matriz por escalar no Excel

A | 8 | ¢ |
]
2 A
3 2 4 5
N 1 2 3
"5 3 1 0
6 |
7 |K=3
8
9 kA=3A
10 | 6 12 15
1 3 6 24
12| 0 3 0

13




2 — em seguida, escreva 0 numero pelo qual todos os elementos da matriz serdo

multiplicados;

3 — escolha uma célula qualquer e, em seguida, escreva uma férmula que vai multiplicar
o0 primeiro elemento da matriz, com o valor a ser multiplicado. A férmula para esse passo

é:
=3*A3
4 — Aperte “enter” e obtenha o valor do primeiro elemento da nova matriz desejada.

5 — copie esta célula para um mesmo ndmero de células da matriz original, obtendo o

resultado.

Propriedade do produto de um escalar por uma matriz.

Sejam «a e 8 escalares e A, B € R™", Entdo, vale as seguintes propriedades.
()a(A+ B) = aA + aB.
(i) (ap)A = a(BA) = B(ad).

(iii)(a + B)A = aA + BA.

Exemplo

, . 2 -1 0 2 01
L)SEjamA=[1 3 _3]eB=[_1 4 1],a=1/2.
Entdo:




3. Multiplicacéo de Matrizes.

Sejam A = [a;;| eB= [bif]nxp' o produto A X B € definido da seguinte forma:

Apxn anp = mep = [Cij] tal que:

n

cij=2aik-bkj,1siSmelSan.

k=1
Exemplo:
2 -1
SejamA=|-1 0 eBz[1 =2 _5]
3 4 0
-3 4
Entédo:

2:14(-1)'3 2:-(=2)+ (=14 2:-(=5)+(-1)-
AB=|(-1)"140-3 (-1)-(-2)+0:4 (-1)-(=5)+0-0
(—=3)-1+4-3 (=3)-(=2)+4-4 (=3)-(=5)+4-0

-1 -8 -10
AB=|-1 2 5
9 22 15

Exemplo de multiplicagdo de matrizes no Excel

Sigamos 0s seguintes passos:

1 — escreva as matrizes A e B no Excel conforme figura abaixo:

2 -1
A=|-1 0| eB= [1 —2 _5]. Fazendo no Excel, temos:
3 4 3 4 0

Figura 5: Multiplicagdo de matrizes no Excel




A E C

1A

=N 2 -1

HEN -1 0

_4 | 3 4

| 5 ]

A

7| 1 -2 5

8 | 3 4 0

| <

_10 |AB=

11| -1 8 -10
12 1 2 5
13 9 22 15
14

2 — depois de inserir as matrizes A e B, deve-se verificar a ordem da matriz que sera
obtida do produto, ou seja, a matriz A.B. Nesse caso particular, temos que a matriz

resultante do produto sera quadrada e de ordem 3.

3 —selecione as células para receber os elementos da matriz resultante, nesse caso sera
uma matriz 3 x 3. Em seguida, selecione a tecla F2. Isso deve ser feito a fim de que a

operacao se realize na primeira célula da matriz A.B

4 —selecione o comando = MATRIZ.MULT(A2:B4;A7:C8), segure as teclas Ctrl e
shift e, em seguida, aperte a tecla Enter. Isso fara com que os demais valores sejam
alocados nos espacos da matriz selecionada A.B, obtendo o resultado desejado,

conforme Figura 5.

Observacdo: Em geral, o produto de matrizes ndo € comutativo, ou seja:

A-B#B-A

Note que
2 -1
1 -2 -5
B-A=[ ][—1 0]
34 ol

_ [1-2+(—2)-(—1)+(—5)-(—3) 1-(—1)+(—2)-0+(—5)-4]
B 3:244-(-1)+0-(=3) 3-:(-1)+4-0+0-4




—1 -8 -10
:[129 __231]¢A-B= -1 2 5 ]
9 22 15

A multiplicacdo no Excel é apresentada a seguir. Note que é importante informar a

dimens&o da matriz que se deseja obter para que o calculo seja corretamente executado.

Figura 6: comutatividade do produto de matrizes

A | 8 | ¢ |

1A
= 2 1
| 1 0

4 3 4
[ ]
6B
7 1 2 5
8 3 4 0
9
10 AB=
11 1 8 -10
12| 1 2 5
13| 9 22 15
1
15 [B.A=
16 | 19 21
7| 2 3

Propriedades da Multiplicacdo de Matrizes.

Sejam A =[ay| ,B= [b"f]nxp e C= [cij]pxq,entéo valem as seguintes

propriedades:
(DA-(B-C)=(A-B)-C
Note que

A-(B-C)= [aij]mxn ’ ([bij]nxp . [cij]pxq) -

- ([aij]mxn' [bij]nxp) - [Cif]pxq =(-B)-C

Exemplo:




1

swma=[; Jon=F] 3 e
voo=f; 37 3
_[5 1 7-1+3:-0+0-2
"[0 3]'[1-

:g é][_74 _54]

5-7+1-(—4) 5:-5+1-(—4)
[0-7+3-(—4) 0-5+3-(—4)

[ 31
—12

21
—12

4-B-c=|31

—12

(DA (B+C)=A-B+A-C

Exemplo
1 0 1
Sejam as matrizesA = [0 3|;B = [
7 2 2

Entdo

1 0

A-(B+C)=[o 3]-([§ ;])=[

7 2

A-B+A-C=

10,
b 3 2

12 1
=[6 —3|+|9
11 12] 113

17

-1

31

01
—14

1
10
2

-1

)

7-1+3-(-1)+0-3

21
—-12

1

-1
12| =

fﬂJ;C::[é jﬁ]

1
9

2
15
24 13
1 0]
0o 3| ;
7 2]

[ 2
15

1+2-(-D+(-1)-3 1-1+42-(-1)+(-1)-3

N

1
9
124 13



(i) (B+C)-A=B-A+C-A

Exemplo

SejamA=[§ (2) :ﬂ;3=[(1) é]ecz[; g

eroa=ds b o =i ¢ Tl

B_A+C_A=[0 1_[1 2 -2

42_[12—2
1 3113 0 -1

+[23 3 0 —1

=l 2 Zslth 4 T1=hr 6 ool

(iv)ln “Apxm = Anxm € Apxm * Im = Anxm

Exemplo
1 0 0 1 0
I,=10 1 0|led=|-1 1| entio
0 0 1 2 5
1 0 0 1 0 1 0
I3:A=10 1 O|-|-1 1|=|-1 1
0 0 1 2 5 2 5

1 0 1 0
owia=ly fheoac= 1] 8- ]
2 5 2 5
(v) Seja 0., (Matriz nula), entdo 0p,xm * Amxn = Opxn

Exemplo

Sejam as matrizes




1 =3
0sy3 = [8 8 8] eAd = [2 7 ] entao:
3 -10

1 -3
oa=ly d 3 7 )-6 4

(vi) Sejamk e Re A =[a;;] eB = [bif]nxp’ entao:

k-(A-B)=(k-A)-B=A-(k-B).

Exemplo
1 -1
: 2, O |
Sejamk—g,A—Z 7 eB—[2 3 6]
0 5
Entdo

1 -1 1 -2 -7
k'(A-B)==2/3<[2 7]-[; ; 2:])::2116 23 40]
0 5

10 15 30
2 4 14
3 3 3
32 46 80
13 3 3
20 10 20
L 3 |

=(k-A) - B=A-(k-B)

MATRIZES EM BLOCO
Seja a matriz:




[d11 Q12 (43 Gyg Ain
31 Ozp QApz  dpa ! Uan
A= |31 O3z 933 Gsa i Gan
(g1 Qg Q43 Qg Aan
- I -
—aml ﬂmz amE {1m4 i amn—

Diz-se que A é uma matriz particionada ou em blocos, quando, a partir desta,
obtemos submatrizes que sdo partes de A.Utilizam-se as linhas tracejadas para

identificar cada submatriz desejada.

Exemplo
1 0i0 2 3
N IS I D
1o 01l -2 0
00,0 0 3
A A
ReescrevemosA=[ e 12].
A21 A22

1 0., _[ro 2 3., _[0 0 _1Y, -2 o
onde iy = [} idn=[2 2 Yian=[2 Yes _[ 2 = 3]
A decomposicdo de uma matriz A em blocos, em geral, é feita para facilitar
operacdes, principalmente em matrizes de ordem elevadas e/ou com grande quantidade

de termos nulos.

A particdo deve acontecer para facilitar o resultado desejado, por exemplo;

e U

(1! Oz Qg3
]
Qzq .+ O3z dzz

A=

g1 ) gz f113l

a a a
Onde Ay = [ay1]; Aip = [z Q3]s Ay = [azﬂ € Ay = [ . 23]-

as; dsz

Onde By; = [by1 b1z bi3l; Byy = [bay byz  byzleBsy = [bsy  bsy  bss).




€111 €121 €13

C=|C21. C22 1 Ca3

€31 ! C32 ! C33
€11 C12 €13
Onde Cy; = |C21|; C15 = [C22]| e Cy53 = |C23
€31 C32 C33

Operacdes com as matrizes em blocos

Adicdo:A adicdo das matrizes em bloco faz-se de maneira analoga a soma de matrizes
quaisquer, atentando-se, porém, a realizacdo da soma entre elementos de mesma posicéo

nas matrizes em bloco e na matriz que contém cada bloco. Considere.

11 @iz @3 A4 Ags b1y byz i b1z byg bys
Q21 gz | dz3 G4 Ozs ba1__baz i by3  bas  bas
A=|G33 @3y 1 d33 Uy G3s|; B=|bgy bgy: bsg bgy bss
(g1 G4z 1 Qa3 Oaq Qs byi baz ! baz bas  bas
asy Gdsz | As3 (54 dss bey bey ' bea  bey  bes
a,; a i3 Q14 Q %31 Qa2
Onde: 4,; = [ai a;;] ;A = [a;z azz a;i ; Ay = 241 Q42
51 Qs2

Q33 0434 0Azs
b b
11 12

e ] (LN i R Pl
As3 Q54 Ass

b3y b3, bs3 b3y bss
By = |ba1 byz|€ By = |baz bas bys
bsy  bs, bss bsy bss

A soma da seguinte maneira:

aq1+ b1 aix+ by

A By = [6121 + by Gzp + by

. De forma anéloga, faz-se.




A1z + B3 ;A1 + Byg 5 Ay + By

A soma realizada em cada bloco comp0e a soma A + B dentro da matriz soma.

Multiplicacdo: Para o calculo da multiplicacdo das matrizes em bloco, devemos

verificar:

(i) O numero de colunas da matriz que multiplica a esquerda deve ser igual ao
namero de linhas da matriz que multiplica a direita.

(ii) O numero de colunas do bloco de uma matriz A,,,, deve ser igual ao nimero
de linhas do bloco de By,

(iii) O numero de linhas de cada bloco deve ser igual ao niumero de colunas dos

blocos a multiplicar, de tal forma que devemos obter 4;; - Bj;.

1 2 1 1 2 3 1
Exemplo: SejamA=|3 4 0 eB=(4 5 6 1

0 0 2 0 0 0 1

Calcule A - B, utilizando a multiplicagéo em bloco.

Solugéo: Fagamos.

Note que reescrevemos as matrizes A e B em bloco de matrizes e obtemos novas

submatrizes, que deverdo ser multiplicadas da seguinte forma.

_ (A Ay _ (B! B,
A_() ¢ b= Ué'i'l?g')

A multiplicagido de A - B acontece como se cada bloco fosse um elemento das

matrizes, ou seja.




A-B—Al ]Bl ] Al'Bl‘l'Az'OB Al.BZ+A2-B3:|

OA B OA'B1+A3'OB OA'Bz+A3'B3

_ AllBl Az'B2+A3'B3-
013 Ay - Bs

9 12 15] [7]_'_[1'

0o 0o ol | I[2]

9 12 15 4

=[19 26 33 7

0 0 0 2

Exemplo: Sejam:

"3 2 -2 5 2-
2 4 -2 1 0 0 1 0 1 4 -2
-3 1 1 01 o0 lo o o 4 -3
A=ls 2 100 1| ¢%%|ls 2 4 0o o
3 -1 0 5 4 3 2 3 50 0
3 -1 3 0 0/

Calcule A - B, utilizando a multiplicagdo em bloco.

Solugéo: Vamos organizar os blocos dentro das matrizes A e B, de tal forma que a

multiplicacdo entre as submatrizes seja possivel. Assim, obtemos.

'3 2 =215 27
2 4 =210 0 -1 0 1.4 -2
4|31 i1 0 1o, p [0 0 074 -3
5 :2 1-10 0 1|’ -5 2 4.0 0
37775100 5 403 -2 3 =510 0

3 -1 3:0 0

Onde;




I I Bl : BZ
A= [{";_L_{‘z_i_f‘"!a] e B = bﬁ;: B,

Cada matriz A;,B;,i = 1, ...,5 corresponde a cada submatriz representada pelas
linhas tracejadas. Note, ainda, que a multiplicacdo A - B € possivel, considerando

que A é de ordem 2x3,e B é de ordem 3x2. Assim.

B, B,
A-B=A=[ﬁ1 ‘32 '23]- 0p Bs
4 A 5 B4_ BS

_Al'Bl+A2'OB+A3'B4 Al'Bz+A2'B3+A3'B5]
_A4'Bl+0A'OB+A5'B4 A4'Bz+0A'B3+A5'B5

Temos que:
2 4 13 2 -, [72
Al'Bl+A2'OB+A3'B4= _3 1 . ]+ 1 _[0 0 0]+
-1 0 1
5 2 -1
1 0 0 [-5 2 4 -3 6 4
+{0 1 0|-|-2 3 —=5|=(-12 -3 2
0 0 1 3 -1 3 16 9 =5
2 4 5 2 —2
AvBy+ Ay Bs+As Bs=|-3 1|-[ S|+ 1|14 -3+
5 2 —11
1 0 0] ([0 O 18 2
+(0 1 0|0 O|=|-7 -11
0 0 1110 O 29 9
13 2 -

-1 0 1




5 2
Ay By+04 By +As-Bs=[3 —11-[7 |+[0]-[4 —31+

0 0
+[5 4 3]-|0 of[=[11 8]
0 0
Dai
-3 6 4 18 2
_|-12 -3 2 -7 -11
AB= 16 9 -5 29 9
14 25 2 11 8
Observacéo:

1) Na realizacdo da multiplicacdo das matrizes, é importante que as submatrizes
sejam obtidas de tal forma que a multiplicacdo entre os blocos seja possivel, ou seja,
obedeca as condigdes de tal multiplicagéo tal que o nimero da coluna da matriz

Aseja igual ao numero de colunas da matriz B.

2) O produto de matrizes em bloco é muito eficiente para matrizes com grande

numero de elementos nulos e matrizes de grande porte.

FORMA QUADRATICA DE UMA MATRIZ

Funcdes quadraticas: Uma forma quadratica Q com variaveis: x4, x5, ..., X, € Um

polindbmio de forma:

— 2 2
Q(xl,xz, ...,xn) — a11 'x1 + a12 'x1 'x2 + -+ aln - x1 - xn + a22 - x2 +

+ ay3 x5 X5+ 0+ @y xy

n
= Z aij - x; - xj (%)
i,j=1
i<j




Exemplo:
Q(xl,xz) = 3x12 - 5x1x2 + 8x22.

Em termos matriciais, a forma quadratica pode ser representada por:

Q(x1, %5 ., xy) =XT - A- X, onde x = (x1,%,...,x,)7 € A= (a;;) é uma matriz

simétrica e os elementos de A podem ser obtidos de (*) fazendo:

— _ Y
Aj; = Ay € Qi = —~

Ou
a2 aan
x = |2 eAziT 22 Ti
Exemplo:

o
11
Qxy,xz) = [*¥1 *2]- az1 2 \ . [E]

_ 12 a2 X1
= all-x1+7-x2 7-x1+a22-x2 "L,
a a
— oy 2 LV LV 2

— . 2 . . . 2
=011 X" T A7 X1 Xy + Az Xy

Exemplo: A forma quadréatica




Q(x,y,z) = x* —6xy + 8y* —4xz+ 5yz + 7z> pode ser expressa na forma

matricial.
1 -3 -2
[ . < | .
Q(X,y,Z):[x y Z]' 2 [yl
R
2
1 -3 =2
5 o
Em que -3 8 /2 é simétrica.
-2 5/2 7
Uma outra maneira de expressar a forma quadratica é:
1 -6 —4] x
Qx,y,z) =[x ¥ Z]-[O 8 5 M
0 O 7 z

Exemplo: A matriz [g g] que é simétrica, pode ser escrita na forma:

Qle,y)=[* Y]- g g] : [ﬁ] = 2x? 4 6xy + 5x2.

Assim, apresentamos um breve resumo sobre as matrizes, enfatizando algumas
propriedades comuns e corriqueiras e lembrando algumas que sdo tdo comuns, mas
que ndo menos importantes para a aplicacdo no cotidiano e que demandam maior
estudo para melhor entendimento, bem como as diversas aplicacbes em vérias areas

do conhecimento.

CONCLUSAO:
Buscou-se nesse trabalho apresentar um resumo sobre as matrizes, compilando

informacdes bésicas e mostrando que é possivel utilizar o Excel como ferramenta para




desenvolver as propriedades e criar condi¢des de aplicacdes das matrizes em diversos

setores.

Este texto teve o objetivo de despertar naquele que busca conhecimento sobre matrizes,
a importancia do estudo nessa area e a fusdo das matrizes com o Excel, considerando que
na grande maioria das vezes, 0 que se vai trabalhar em situacdes reais, serd o estudo com
banco de dados considerados e que sem uma ferramenta digital fica impossivel de tratar

os dados de alguma demanda.
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