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O material que aqui se encontra sao notas de aula para a disciplina de Teoria dos Niimeros do
curso de Matematica da UFTM. Todo seu contetiido é baseado nos livros e arquivos citados na

bibliografia. Estas notas de aula também podem ser utilizadas como material complementar

a disciplina de Aritmética do PROFMAT.

1 Divisibilidade
1.1 Inducgao finita

Seja S um subconjunto de N. Dizemos que um nimero a é o menor elemento de S se
possui as seguintes propriedades:

i)aelsS

ii) Para todo n € S, tem-se que a < n.

Disto, é imediato verificar que, se S possui um menor elemento, este é tinico. De fato, se

a e b sao menores elementos de S, entao a < b e b < a, o que implica que a = b.

Teorema 1.1 (P.B.O. - Principio da Boa Ordem). Todo subconjunto nao-vazio dos inteiros

positivos N contém um menor elemento.

Teorema 1.2 (Principio de Indugao Finita). Seja B um subconjunto dos inteiros positivos N
com B possuindo as sequintes propriedades:

i)leB

i) k+ 1€ B sempre que k € B.

Entao, B contém todos os inteiros positivos.



Demonstracao. Suponha que B nao contenha todos os inteiros positivos e que denominamos
por A o conjunto dos inteiros positivos ndo contidos em B, isto é, A = N*\ B. Observe que
A # (). Assim, pelo P.B.O, existe um elemento minimo a € A. Agora observe que a ¢ B e
a> 1. Entao a—1 ¢ A, ouseja, a—1 € B. Logo, por (ii), a = (a—1)+1 € B contradi¢ao!. [
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Exemplo 1.3. Mostre que 1 +x + 2% + ... + 2" ! = T para todo n € N*,

De fato, seja B o conjunto dos inteiros positivos para os quais a expressao acima seja

verdadeira.
—1
i)nzlGB,poislzx—
r—1

ii) Suponha que n € B, entao devemos mostrar que n + 1 € B.

Assim,

" —1 2" =142z —1) o™ —a" 42" -1 2"t -1

1 2 n—1 n o_ n —
+r+x°+.. 4+ +x x—1+$ p— p— p—

Portanto n + 1 € B, e pelo principio de inducao, segue que B = N*, ou seja, a expressao
acima ¢é verdadeira para todo n € N*.

n(n+1

Exercicio 1.4. Mostre que 1 +2+4+3+ ... +n = 5

, para todo n € N.

Existe outra forma de escrever o principio de inducao finita, esta pode ser dada como

segue:

Teorema 1.5 (Principio de Indugao Finita - 2% versao). Seja B um subconjunto de inteiros
positivos com B possuindo as duas sequintes propriedades:

i)leB

ii) k+ 1€ B sempre que 1,2,....k € B.

Entao B contém os inteiros positivos.

Demonstracdo. Suponha que B nao contenha todos os inteiros positivos e seja A o conjunto
dos inteiros positivos nao contidos em B, isto é, A = N*\ B. Observe que A # (). Assim, pelo
P.B.O, existe um elemento minimo a € A. Entao, por (i) e (ii), 1,2,...,a — 1 € B. Logo, por

i1), a = (a — 1) +1 € B contradicao!. O]
(i), ( ) G



Observagao 1.6. O conjunto B no principio de inducao pode ser interpretado como uma
afirmacao a(k) dependendo de k € N*. Assim poderfamos reescrever o teorema acima da
seguinte forma:

(Principio de Indugao Finita - 2* versao) Suponhamos que seja dada uma afirmacao a(k)
dependendo de k € N* tal que

i) a(1) é verdadeira.

ii) Para cada inteiro m > 0, a(m) é verdadeira sempre que a(1), ..., a(m—1) for verdadeira.

Entao a(k) é verdadeira para todo k € N*.

Exemplo 1.7. Mostre que a expressao
" —1l=(r—D@E@" ' +2" 2.+ +1)
¢é verdadeira para todon € N* e z > 1.

De fato, seja a(n) a afirmacdo dada acima. Entao

i) a(1) é verdade, pois z — 1 = (z — 1)(1)

ii) Suponha que seja verdadeira as afirmagoes a(1), ..., a(k). Devemos mostrar que a(k+1)
¢ verdadeira.

De fato,

k1 _ 1 — DW(zk =1) = (2F = 1) = 1) (zF = 1) —z(zF 1 -1
x (z+1)(z" =1) = (2" —z) = (¢ +1) («" — 1) x(:v( )
a(k) a(k—1)

= (z+D@-)E""+2" 2+ +a+l)—a@z—1)@ 2+ 3+ L+ 1)

= (z—-D@EF+a"t+ .+ +a+" 4 Ll 2 a? —a)

= (z—-1D@E*"+2 1+ +2+1)
ou seja, a(k + 1) é verdadeira. Pelo principio de inducao, segue que a(n) é verdadeira para
todo n € N*.

n(n+1)(2n+ 1)

Exercicio 1.8. 1) Mostre que 12 4+ 2% + ... + n? = G

, para todo n € N*,

2) Mostre que 1 +3+5+ ... + (2n — 1) = n?, para todo n € N*.



1.2 Binomio de Newton

Definicao 1.9. Sejam m,k € N com k£ < m. O coeficiente binomial (Z‘) ¢ definido por

m\ m! - m-(m—1)---(m—k+1)

k) kl(m—k)! 1-2---k '
5! 5-4-3-2-1 5-4

= = = =10

312 3.2-1-2-1 2-1

Exemplo 1.10. (g)

Proposicao 1.11. Sejam m, k € N com k < m. FEntao,

g (7:) ! (knj 1> - (m;1)_

Demonstragao. As propriedades (1) e (2) seguem diretamente da definicdo. Provemos a pro-

priedade (3).
(7/?) * (kT 1) - k;!(mmi DI 1)!(:3!— K+l

m! (m—Fk+1) m! k

M=) (m—k+1)  (k=Dlm—k+1)! &

~ml(m—k+1) mlk
Sk m—k+D! 0 (B)(m—k+1)

ml(m —k+1+k) ml(m + 1)

E(m—k+1)! Kl(m—k+1)!

- k!(r(nmjkl}r! ! (m/j 1)

]

Teorema 1.12 (Binémio de Newton). Sejam x ey duas varidveis e seja n € N*. Entdo

(x4 = Q)"+ (e + ()22 o+ (L) 2y 4 () 2ty + ()

(Z) sk yk'
k=0



Demonstracdo. Vamos demonstrar usando inducao matematica. Para n = 1 a férmula é

valida, pois

1 1
(z+y)=a+y= (O>x1y0 - (1)m0y1.

Vamos supor a validade da férmula para um determinado n e prové-la para (n+1). Note que

(z+y)" =(@+y)" (z+y)
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Assim,

N\ k1 k - n n—k+1_ k ntl
k)x Y +Z(k_1)x Yty

Exemplo 1.13. 1) (z +y)? = 2® + 2zy + ¢*

2) (z+y)? =a® + 32y + 3ay® + 2°
3) (x +y)t = 2t + 423y + 622y> + 4wy + ¢*

920 = () + () + -+ ()

De fato, pois

e = (=) (1) - ()

Exercicio 1.14. Mostre que (g) + 2(?) + ...+ 2" (n) = 3", para todo n > 1.
n
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1.3 Divisibilidade

Definicao 1.15. Dados dois ntimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, e denotamos
por a|b, quando existir um ndimero inteiro ¢ tal que b = a - ¢. Neste caso, dizemos também
que a ¢ um divisor de b, ou ainda, que b ¢ um multiplo de a. O nimero inteiro ¢ é chamado

b
de quociente de b por a e denotado por ¢ = —.
a

Observe que a notagao a|b ndo representa nenhuma operagao em Z, nem representa uma
fracao. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe ¢ tal que b = ca. A negacao
dessa sentenga é representada por a t b, significando que nao existe nenhum nimero inteiro ¢

tal que b = ca. Portanto, temos que 01 a, se a # 0.

Exemplo 1.16. 1) 2|6, pois 6 =2 - 3
2) —1/5, pois 5 = (—1) - (=5)
3) al0, 1]a e ala para todo a € Z, pois0=a-0ea=a-1

4) 314, pois nao existe ¢ € Z tal que 4 = 3c.

Propriedades 1.17. Sejam a, b, c € Z. Entao,

1) se alb e blc entdo alc.

2) se alb e c|d entao ac|bd.

3) se alb e alc, entdo al(xb + yc), para todo z,y € Z.
4) se a|b entao aclbe.

5) se ablac e a # 0 entdo b|c.

6) se alb e b # 0 entdo |a| < |b].

7) se alb e bla entao |a| = |b].

Demonstragao. 1) Se alb e blc entdo existem z,y € Z, tais que b = za e ¢ = yb. Assim,
substituindo o valor de b da primeira equagao na outra, obtemos ¢ = yb =y - (za) = (yx)a, o
que nos mostra que alc.

2) Se alb e c|d, entdo existem z,y € Z tais que b = za e d = yc. Portanto, bd = (za)(yc) =

(xy)(ac). Logo, ac|bd.



3) Se alb e alc entao existem f, g € Z tais que b = fa e ¢ = ga. Logo,

xb+yc = x(fa) +y(ga) = (v f +yg)a,

0 que prova o resultado.

4) Se alb, entao existe x € Z tal que b = xa. Assim, multiplicando por ¢ ambos os lados da
igualdade, temos que bc = (za)c = x(ac). Portanto aclbe.

5) Se ablac, entdo existe x € Z tal que ac = abz. Logo, ac — abx = 0, ou seja, a(c — bzr) = 0.
Como a # 0, temos que ¢ — bx = 0, ou seja, ¢ = bx. Portanto, b|c.

6) Como alb, existe x € Z tal que b = xa. Como, por hipdtese, b # 0, entao segue que = # 0,
e assim || > 1. Logo, |b| = |za| = |z||la| > 1 |a| = |a].

7) Suponha que alb e bla. Se a = 0, naturalmente b = 0 e assim |a| = |b] = 0. Se a # 0 entao

b # 0, pois bla, e da propriedade (4), temos que |a| < |b] e [b] < |a|. Portanto |a| = [b]. O

Exemplo 1.18. Os tnicos divisores de 1 sao 1 e —1. De fato, pois suponha que existe b € Z
tais que b|1. Entao segue que b # 0. Como 1|b, pois b = 1 - b, segue da propriedade (5) que

|b| = |1] = 1. Logo, da defini¢do de médulo, temos que b =1 ou b = —1.
Proposicao 1.19. Sejam a,b,c € Z tais que al(b=£ ¢). Entdo alb se, e somente se, alc.

Demonstragao. Suponhamos que a|(b + ¢). Logo, existe x € Z tal que b+ ¢ = xa. Agora,
se alb, temos que existe y € Z tal que b = ya. Juntando as duas igualdades acima, temos
ya + ¢ = xa, donde segue que ¢ = (z — y)a. Portanto alc.

A prova da implicacao contraria é totalmente andloga.

Por outro lado, se a|(b — ¢) e alb, pelo caso anterior, temos a|(—c), o que implica que alc.

Analogamente, prova-se que se a|(b — ¢) e alc entao alb. O

Proposigao 1.20. Sejam a,b € Z e n € N. Entao
1) a—b divide a™ — b".
2) a+b divide a®t! + p?" 1

3) a+ b divide a®" — b*".

Demonstracao. Vamos provar estes resultados por indugao sobre n.

1) A afirmagao é verdade para n = 1, pois a — b divide a' — b' = a — b.

7



Suponhamos, agora, que a — b|a" — b". Escrevamos

a™tt — " = aa™ —ba™ + ba" —bb" = (a — b)a" + b(a™ — b").
—0

Como a — bla — b e, por hipdtese de indugao, a — bla™ — b™, decorre da igualdade acima e da
Proposicao [1.17(3) que a — bla™™ — "+, Portanto o resultado segue para todo n € N.
2) A afirmagao é, obviamente, verdade para n = 0, pois a + b divide a' + b' = a + b.

Suponhamos, agora, que a + bla** ! + "1, Entao

a2(n+l)+1 +62(n+1)+1 _ a2a2n+l\_b2a2n+1 + b2a2n+11_‘_b2b2n+1 _ (a2_b2)a2n+1+b2(a2n+l +b2n+1)'

NV
=0

Como a+b divide a® —b? = (a+b)(a—b) e, por hipétese de indugao, a+b|a?" T +b*" decorre
das igualdades acima e da Proposigao M(3) que a + b|a? D+ 4 p2(n+ D+ Fstabelecendo,
assim, o resultado para todo n € N.
3) A afirmacao é verdadeira para n = 1, pois claramente a + b divide a® — b? = (a + b)(a — b).
Suponhamos, agora, que a + bla** — v*". Entao
Q20D gD 2020 2020 4 2020 gRERn (g2 12)a? 4 120 — b,
=0
Como a + bla® — b* e, por hipétese de indugao, a + bla®™ — v*", decorre das igualdades acima
e da Proposicdo [1.17(3) que a + bja>™+V) 4 p?*+D_ Portanto o resultado segue para todo

n € N. O

Exemplo 1.21. 1) Para todo n € N, temos que 3|10™ — 7", pois 3 = 10 — 7 e da Proposigao
[1.20(1) 10 — 7|10™ — 7", para todo n € N.

2) Para todo n € N, temos que 19]3?"*1 4+ 44"+2 De fato, 19 =3 +4% e

32n+1 T 44n+2 — 32n+1 T 42(2n+1) — 32n+1 + (42)2n+1.

Entdo da Proposigio [1.20)2), segue que 3 + 42|32+ 4+ (42)2+1 oy seja, 19]320+1 4 44742,

3) Para todo n € N, temos que 53|7%" — 21", De fato, 53 = 72 + 2% e
74n . 24n _ 72(2n) . 22(211) _ (72)2n . (22)271'

Entdo da Proposigdo [1.20)(3), segue que 72 + 2%|(72)?" — (2%)?", ou seja, 53|7*" — 24"

8



Teorema 1.22 (Algoritmo da Divisao ou Divisao Euclidiana). Sejam a e b dois nimeros

inteiros com a # 0. Fxistem dois unicos numeros inteiros q e r tais que
b=aq+r, com0<r<|al.
Demonstrag¢ao. Considere o conjunto
S={b—ay|lyeZ}nN.

Existéncia: Pela Propriedade Arquimediana, existe n € Z tal que n(—a) > —b, logo b—na > 0,
o que mostra que S é nao vazio. Pelo principio da boa ordenacao, o conjunto S possui um
menor elemento r. Suponhamos entao que r = b — aq, ¢ € Z. Sabemos que r > 0. Vamos
mostrar que r < |a|. Suponhamos por absurdo que r > |a|. Entdo, existe s € N tal que

r=|a|l + s, logo 0 < s < r. Mas
s=r—lal=b—aq—la|=b0—(¢E£1)a€s,

contradizendo o fato de r ser o menor elemento de S. Portanto r < |a|, e logo b = aq + r,
com 0 <r < |al.

Unicidade: Suponha que b = ag+1r = aqo+19, onde q, qo, 7,70 € Z,0 <1 < |a| e 0 < rg < |al.
Assim, temos que —|a| < —r < 19— < |a|. Logo, |ro —r| < |a|. Por outro lado, a(q — qo) =

ro — 7, 0 que implica que
lallg — go| = lalg — qo)| = |ro — 7| < lal,
0 que so é possivel se ¢ = ¢y e consequentemente, r = rg. O

Nas condicoes do teorema acima, os numeros ¢ e r sao chamados, respectivamente, de
quociente e de resto da divisao de b por a.

Do algoritmo da divisao, temos que o resto da divisao de b por a é zero se, e somente se,

alb.

Exemplo 1.23. 1) O quociente e o resto da divisdo de 19 por 5 sdo ¢ = 3 e r = 4, isto é,
19 =5-3+4. O quociente e o resto da divisao de —19 por 5 sao ¢ = —4 e r = 1, isto é,
—19=5-(—4)+ 1.

2) O resto da divisao de 10™ por 9 é sempre 1, qualquer que seja o niimero natural n.

9



De fato, pois 9 = 10 — 1 e da Proposicao [1.20)(1), 10 — 1|/10™ — 1", ou seja, existe ¢ € Z tal

que 10" — 1 = 9q. Logo 10" = 9q + 1, para todo n € N.

Observagao 1.24. 1) Todo nimero inteiro n pode ser escrito em uma, e somente uma, das
seguintes formas: 2¢q ou 2q + 1, pois do algoritmo da divisao, existem ¢,r € 7Z tais que
n=2¢+7r,com0<r<2 ousea,r=0our=1.

Portanto, os niimeros inteiros se dividem em duas classes, a dos ntimeros da forma 2¢ para
algum ¢ € Z, chamados de ntimeros pares, e a dos numeros da forma 2¢q + 1, chamados de
numeros impares. A paridade de um nimero inteiro é o cardter do niimero ser par ou impar.
2) Mais geralmente, fixado um nimero natural m > 1, pode-se sempre escrever um nimero
qualquer n, de modo unico, na forma n = mk +r, onde k,r € Ze 0 <r <m.

Por exemplo, todo niimero inteiro n pode ser escrito em uma, e somente uma, das seguintes
formas: 3k, 3k + 1 ou 3k + 2.

Ou ainda, todo nimero inteiro n pode ser escrito em uma, e somente uma, das seguintes

formas: 4k, 4k + 1, 4k + 2 ou 4k + 3.

Corolario 1.25 (Teorema de Eudéxius). Dados dois nimeros inteiros a e b com a > 0, existe
um numero inteiro n tal que

na <b< (n+1)a.

Demonstracao. Pela divisao euclidiana, temos que existem tnicos ¢,7 € Z com 0 < r < a,

tais que b = aq + r. Assim, basta agora tomar n = ¢, pois

ag<b=aqg+r<ag+a=a(g+1).

Exemplo 1.26. Determine os multiplos de 5 que se encontram entre 1 e 253.

Pelo algoritmo da divisao temos que 253 = 5 - 50 + 3, ou seja, o maior multiplo de 5 que
cabe em 253 é 5 - 50, onde 50 é o quociente da divisao de 253 por 5. Portanto, os multiplos
de 5 ente 1 e 253 sao

1-5,2-5,3-5,...,50 -5,

10



e, consequentemente, sao em numero de 50.
Mais geralmente, dados a,b € N com a < b, o nimero de miltiplos nao nulos de a menores

ou iguais a b é igual ao quociente da divisao de b por a.

Exercicio 1.27. 1) O resto da divisdo do inteiro N por 20 é 8. Qual é o resto da divisao de
N por 57?

2) Seja N um ntimero natural. Prove que a divisdo de N2 por 6 nunca deixa resto 2.

Teorema 1.28. Dados a,b € N, com b > 1, existem unicos niumeros naturais cg,Ci, ...,Cp

menores do que b tais que
a=cyb"+cp 1BV 4 eb®+ b+

Demonstracao. Vamos demonstrar o teorema usando a segunda forma do Principio de Inducao
Matemaética sobre a. Se a = 0, ou se a = 1, basta tomar n = 0 e ¢y = a. Supondo o resultado
valido para todo natural menor do que a, vamos prova-lo para a. Pela divisao euclidiana,
existem tnicos ¢ e r unicos tais que a = bg+r, com 0 < r < b. Como ¢q < a (verifique!), pela
hipétese de indugao, segue-se que existem numeros naturais m e dy,dy, ..., d,,, com d; < b,

para todo 7 =1, ...,m, tais que
q = dp,b™ + ...+ dob® + dib + dp.

Assim, temos que
a= bg+r
= b(dpb™ + ... + dob® + dib+ do) + 7
= b L dob® 4 dyb? + dob -
donde o resultado segue-se pondo co =r,n=m+1ec¢; =d;_; paraj=1,....n.

A unicidade segue-se facilmente das unicidades acima estabelecidas. O

A representacao dada no teorema acima é chamada de expansao relativa a base b.
Quando b = 10, essa expansao ¢ chamada expansao decimal, e quando b = 2, ela toma o

nome de expansao binaria.
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Exemplo 1.29. 1) O ntimero 12019, na base 10, é representado por

12019 =1-10*+2-10>+0-10>+1-10+9

2) O ntmero 13, na base 2, é representado por

13=1-224+1-2240-2+1

A demonstracao do Teorema anterior também nos fornece um algoritmo para determinar a
expansao de um nimero qualquer relativamente a base b. Trata-se de aplicar, sucessivamente,

a divisao euclidiana, como segue:

a = bqgy+ 19, 10 <b,
qo =bq1 + 11, T <D,
@1 =bga + 12, T2 <D,
e assim por diante. Como a > gy > ¢q; > ..., pelo principio da boa ordenacao, deveremos, em

um certo ponto, ter ¢,_1 < b e, portanto, de

Gn—-1 = an + Tn,

decorre que ¢, = 0, o que implica 0 = ¢, = @nt1 = Gnio = ..., €, portanto, 0 = r,11 = 10 =

Temos, entao, que

a=r,b" + ...+ 1b* +rib+rg

Utilizamos o simbolo (7,7,_1...7170)p para representar a expressdao de a na base b. Natural-
mente, omitiremos mencioné-la explicitamente, quando trabalharmos com ntimeros na base

10. Vamos também denotar [a], = r,7,_1...7170.

Exemplo 1.30. 1) Na base 2, temos que 13 = (1101)3 e [13], = 1101.

O sistema na base 2 é habitualmente utilizado nos computadores
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2) Vamos escrever o nimero 1329 na base 5

1329 = 5(265) + 4

265 = 5(53) + 0

53 = 5(10) + 3
10 =5(2) + 0
2 =5(0) 42

Portanto,

1329 =2-5"40-5"+3-52+0-5" +4 = (20304)s,

isto 6, [1329]5 = 20304.

3) Vamos escrever (1235)g na base 10. Temos
(1235)6 =16 +2-6*+3-6+5=216+72+ 18 + 5 = 311

Exercicio 1.31. 1) Escreva 855 na base 12.

2) Escreva (532)g na base 8.

Proposicao 1.32 (Critérios de divisibilidade). Seja a = r,r,_1...r179 um nimero represen-
tado no sistema decimal. Entao

a) 2|la se, e somente se 2|ry.

b) 3la se, e somente se 3|(ro+r1 + ... + 7).

c¢) 5la se, e somente se 5|ry.

d) 9)a se, e somente se 9|(rog+ 11+ ... +715).

e) 11]a se, e somente se 11|(rg — 11 + 719 — ... + (=1)"1,).

Demonstragao. a) Observe que a = 10(r,...r1) + ro. Assim, se 2|a, como 2|10, segue das
propriedades de divisibilidade, que 2|rg. Reciprocamente, se 2|ry, como 2|10, segue das pro-
priedades de divisibilidade, que 2|a.

b) Temos que

a—(rp+..+ri+ro)= r, 10"+ . +1r10+7r0— (rp+ ... + 71 +70)

= (10" — 1)+ ...+ (10 — 1).
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Como o termo a direita nas igualdades acima é divisivel por 9, via Proposigao temos,
para algum ntmero ¢, que

a=(r,+...+r+ro) +9q

Assim, das propriedades de divisibilidade, segue que 3|a se, e somente se 3|(ro+r; + ... +7,).
¢) Anélogo ao (a).
d) Andlogo ao (b).
e) Temos que
a—(ro—ri+re— ..+ (=1)"r,) =r, 10" + ... +7m104+7r0— (ro — 711 +1r2 — .. +(=1)"1)
=7, (10" — (=1)") + 7,1 (10" — (=1)" Y + .. +73(10% + 1) + r9(10% — 1) + 71 (10 + 1)

Da Proposicao temos que 11]10% — 1 e 11]10%*! + 1, e logo, das propriedades de divi-
sibilidade, 11 divide o termo a direita nas igualdades acima. Desta forma, existe k € 7Z tal
que

a=(ro—ri+r— ..+ (=1)"r,) + 11k

Logo, das propriedades de divisibilidade, segue que 11]a se, e somente se 11|(rg — 1y + 13 —

A (=1D)"ry,). O

Exemplo 1.33. 1) O niimero 990 é divisivel por 2,3,5,9 e 11, pois 2|0, 3|(9 + 9 + 0), 5|0,
9(9+9+0)e11|(0—9+9).
2) O numero 9075 é divisivel por 3, 5 e 11, pois 3[(9+0+ 7+ 5), 5|5 e 11|(5 — 7+ 0 —09).

Porém, nem 2 e nem 9 divide 9075, uma vez que 2¢5e9¢(9+0+47+5).

1.4 Maximo Divisor Comum

Definicao 1.34. Dados dois ntimeros inteiros a e b, nao simultaneamente nulos, diremos que

o numero inteiro d € Z é um divisor comum de a e b se d|a e d|b.
Exemplo 1.35. Os nimeros +1,+2,+3 e +6 sao os divisores comuns de 12 e 18.

Definicao 1.36. Diremos que um nimero natural d ¢ um maximo divisor comum de a

e b, ndo simultaneamente nulos, e indicaremos por d = mdc(a,b), se possuir as seguintes
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propriedades:
i) d é um divisor comum de a e de b, e
ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.
A condicao (ii) acima pode ser reescrita como segue:

ii’) Se ¢ é um divisor comum de a e b, entao c|d.

Observagao 1.37. Se d = mdc(a, b) e ¢ é um divisor comum desses nimeros, entao |c| divide
d e, portanto, ¢ < |¢| < d. Isto nos mostra que o maximo divisor comum de dois nimeros é
efetivamente o maior dentre todos os divisores comuns desses nimeros.

Em particular, isto nos mostra que, se d e d’ sao dois mdc de um mesmo par de nimeros,
entdao d|d’ e d'|d. Da Proposigao [L.17] (6), temos que d < d’ e d’ < d, e, consequentemente,

d = d'. Ou seja, o mdc de dois nimeros é nico.

Exemplo 1.38. 1) mdc(12, 18) = 6;
2) mdc(0,a) = |a|, para todo a € Z*.
3) mdc(1,a) = 1, para todo a € Z.
4) mdc(a, a) = |a|, para todo a € Z*.
5) Para todo a,b € Z, a # 0, tem-se que alb se, e somente se, mdc(a,b) = |al.
De fato, se alb temos que |a| é um divisor comum de a e b, e, se ¢ é um divisor comum de
a e b, entao ¢ divide |a|, o que mostra que |a| = mdc(a,b).

Reciprocamente, se mdc(a,b) = |a|, segue-se que |a| divide b, e logo alb.
Exercicio 1.39. Dados a,b € Z nao ambos nulos, mostre que
mdc(a,b) = mde(—a,b) = mde(a, —b) = mde(—a, —b).

Teorema 1.40 (Teorema de Bézout). Se d = mdc(a,b) entdo existem xg,yo € Z tais que

d = axy + byp.
Demonstracao. Considere o conjunto

I(a,b) = {ax + by |x,y € Z}.
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Note que se a e b nao siao simultaneamente nulos, entao I(a,b) # ), pois temos que a? + b* =
a-a+b-be€ I(ab). Vamos mostrar que d é o menor elemento positivo de I(a,b), isto é,
d =min{I(a,b) NN*}..

Sejam xg, yo € Z tais que d' = axy+ byy seja o menor inteiro positivo pertencente a I(a,b),
isto é, d = min{I(a,b) NN*}. A existéncia xq,yo € Z é garantida pelo Principio da Boa
Ordenagao. Vamos provar que d'|a e d’|b. Suponha, por absurdo, que d' { a. Pelo Divisao

Euclidiana, existem ¢, r € Z tais que
a=dg+r, com0<r<d.

Logo,

r=a—dq=a— (axo+byo)q = a(l —qxo) + (—qyo)b € I(a,b) "N x.
Z €z
S

Contradicao, pois 0 < r < d e d = min{I(a,b) "N*}. Portanto d'|a. De forma andloga se
prova que d'|b.

Agora, como d é um divisor comum de a e b, existem inteiros m,n € Z tais que a = m - d
eb=mn-d. Logo

d' = axy + byy = (md)xo + (nd)yo = d(mxzo + nyo)

o que implica que d|d’. Logo, da Proposi¢ao (6), temos que 0 < d < d’. Mas como
d = mdc(a,b) e d'|a e d'|b, segue da definigao de mde, que d'|d, e portanto, d < d. Logo

d=d. O

Observacao 1.41. O Teorema acima nos da uma demonstragao da existéncia do mde de dois
nimeros. Mais ainda, na demostracao deste teorema mostramos nao apenas que o mdc(a, b)
pode ser expresso como uma combinagao linear de a e b, mas que este nimero é o menor valor

positivo dentre todas combinacoes lineares de a e b.
Lema 1.42 (Lema de Euclides). Sejam a,b,n € Z. Entdao mdc(a,b) = mdc(a,b — na).

Demonstragao. Seja d = mdc(a,b — na). Como d|a e d|(b — na), segue, das propriedades de
divisibilidade, que d divide b = b — na + na. Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponha
agora que c¢ seja um divisor comum de a e b. Logo, ¢ é um divisor comum de a ¢ b — na e,

portanto, c|d. Isso prova que d = mdc(a, b). ]
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Exemplo 1.43. 1) mde(15,12) % mde(12, 15 — 12) = mde(12,3) 2 3
mdc(34,14) 2 mdc(14,34 — 2 - 14) = mdc(14, 6)

“E 1nde(6,14 — 2 - 6) = mde(6,2) 2 2

a™ —1
a—1

3) Dados a, m € N* com a > 1, temos que mdc ( ,a — 1) = mdc(a — 1,m).

De fato, para m = 1 igualdade acima ¢ trivialmente verificada. Suponhamos entao que

m_1
m > 2. Seja d = mdc (a B 1). Do exemplo temos
a_

a™ —1

a—1

—a" '+ a4+ 4+l +a+1

e logo,

d= mde(a™ ' +a™"?+ .. +a*+a+1,a—1)
= mde((@™ ' =1+ (@ ?2=1)+..+(@-1)+(a—1)+m,a—1).

Como, pela Proposicao [1.20] (a), temos que
a—1/(@™ =1+ (@ =1+ ..+ (a—1),

segue-se que (a™ ' —1)+(a™?—1)+...4+ (a—1) = n(a— 1) para algum n € Z, e, portanto,

pelo Lema de Euclides, tem-se que

d =mdc(n(a —1)+m,a—1) =mdc(a — 1,n(a — 1) + m) L mdc(a — 1,m).

Teorema 1.44. Sejam a,b,q,r € Z tais que b = aq + r. Entdo mdc(a,b) = mdc(a,r).
Demonstracao. Como b = aq + r, segue do Lema de Euclides que
LE
mdc(a, b) = mdc(a, r + aq) = mdc(a, 7).

]

Segue do teorema acima que se ¢ e r sao respectivamente o quociente e o resto da divisao

de b por a, entdo o problema de se encontrar o mdc(a, b) reduz-se a encontrar o mdc(a, r).
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Naturalmente, pode-se repetir este processo, fazendo divisoes sucessivas, isto €,

b=aq +r, 0<7 <la
a =11qs + 19, 0<rys<nr
T1 = Tr2q3 + T3, 0<rs<ry

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, 0< Tn < Th-1
'n—1 = Tnqn+1
Como o resto diminui a cada passo, pelo Principio da Boa Ordem, o processo nao pode cair

indefinidamente. Logo, para algum n, temos que 7,|r,_;. Assim,
mdc(a,b) = mdce(a,r;) = mde(ry, 7)) = ... = mde(ry_o,7—1) = mde(rp_1,7,) = 7y,

pois r,|r,_1. Portanto, mdc(a, b) = r,, ou seja, o maximo divisor comum de a e b é o tltimo
resto diferente de zero. Tal método é chamado de Algoritmo de Euclides.
O algoritmo acima pode ser sintetizado e realizado na pratica, como mostraremos a seguir.
Inicialmente, efetuamos a divisao b = ag; + 1 e colocamos os numeros envolvidos no

seguinte diagrama:

q1

1

A seguir, continuamos efetuando a divisao a = r1gs + 72 € colocamos os nimeros envolvidos

no diagrama

q1 | g2
b|lalmr
r|Tre

Prosseguindo, enquanto for possivel, teremos

192|943 | " | Gn-1| dn Gn+1
blal|ri|re| - |Thoo|Tn_1 |7, =mdc(a,bd)
ri|ro | r3|re || Ty 0
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Exemplo 1.45. Calcule o mdc(1128,336).

Utilizando o Algoritmo de Euclides, temos

1128 | 336 | 120 | 96 | 24

120 | 96 | 24 | O

Portanto, mdc(1128,336) = 24.

Observe também que o Algoritmo de Euclides nos fornece um meio pratico de escrever
o mdc de dois nimeros como soma de dois multiplos dos niimeros em questao, isto é, este
algoritmo possibilita encontrarmos xg, 3o € Z tais que mdc(a,b) = axg + bys. De fato, pois

isolando os restos na primeira coluna, obtemos a segunda:

b=aq +n = rr=>b—aq
a=Tiq2 + 12 = re =a —T1q2
Ty =7T2q3 + 73 = r3 =71 — T2G3

Tn-3 =Tn—2@n-1+Th-1 = Th-1=7"Tp-3 "n—2Gn-1
Tp2 = Tn-1Gn + Th = 'n = Tph—2 — Tn-14n
Agora, substituindo cada um dos restos na equagao acima, obteremos xg e 1y. Por exemplo,
suponha que mdc(a,b) = r3. Entao
ro=a—71q2

mdc(a, b) = r3=11—Taqz = 11— (a—71q2)q3 = r1(1+ q2q3) — ags

ri=b—aq

(b—aq1)(1+ q2q3) — agqz = b(1 + g2q3) — a(q1(1 + q2q3) + ¢3)

= a(—q1 — q1q2q3 — q3) + b(1 + q203)
N ~~ /) W

Zo Yo

Exemplo 1.46. Vimos que mdc(1128,336) = 24. Do algoritmo de Euclides, temos

1128 =3-336+ 120 = 120=1128 —3-336 (3)
336=2-120+96 = 96=2336-2-120 (2)
120=1-96+24 = 24=120—1-96 (1)

96 =4-24
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Assim,
mdc(1128,336) = 24 D120-1.96%120 1. (336 —2-120) =120(1+2) —1-336
= 3-120—1-336(—3)3-(1128—3-336)—1-336

= 31128 +336(3 - (=3) — 1) = 1128(_3_) + 336(-10)

o Yo

Exercicio 1.47. Para cada par de nimeros naturais a e b dados abaixo, ache mdc(a,b) e

determine nimeros inteiros m e n tais que mdc(a,b) = na + mb.
a) 56 e 72

b) 372 e 162
Vejamos agora algumas propriedades para mdc.

Proposicao 1.48. Quaisquer que sejam a,b € Z, nao ambos nulos e n € N, temos que

mdc(na,nb) = n - mdc(a,b).

Demonstra¢ao. Suponha que d = mdc(a,b). Entao dla e d|b. Logo, das propriedades de
divisibilidade, nd|na e nd|nb.
Seja ¢ € Z tal que c|na e ¢|nb. Como d = mdc(a,b), do Teorema de Bezout, existem

x,y € Z tais que d = ax + by. Multiplicando esta igualdade por n, temos
nd = n(ax + by) = (na)x + (nb)y

Como c|na e c|nb, das propriedades de divisibilidade, c|nd. Portanto, da definigdo de mdc,
temos que mdc(na,nb) = nd = n - mdc(a, b). O
Exemplo 1.49. mdc(56,72) = mdc(8-7,8-9) =8 -mdc(7,9) =8-1=38.

.. . . . a b
Coroléario 1.50. Sejam a,b € Z nao ambos nulos. Se mdc(a,b) = d entao mde (E’ E) =1.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, temos
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Definicao 1.51. Dois nuiimeros inteiros a e b sao ditos primos entre si, ou coprimos, se

mdc(a,b) = 1, ou seja, se o unico divisor comum positivo de ambos é 1.

Exemplo 1.52. 1) 3 e 5 sdo coprimos, pois mde(3,5) = 1.

2) 40 e 27 sado coprimos, pois mdc(40,27) =1

Proposicao 1.53. Dois numeros inteiros a e b sao primos entre si se, e somente se, existem

numeros inteiros n e m tais que na +mb=1.

Demonstracao. (=) Segue imediatamente da defini¢ao de coprimos e do teorema de Bézout.
(<) Suponha que existam ndimeros inteiros n e m tais que na + mb = 1. Se d = mdc(a, b),

temos que d|(na + mb), o que mostra que d|1, e, portanto, d = 1. O
Teorema 1.54. Sejam a,b,c € Z. Se a|bc e mdc(a,b) =1, entdo alc.

Demonstragao. Se albe, entdao existe k € Z tal que be = ak. Como mdc(a,b) = 1, pela
proposicao anterior, temos que existem m,n € 7Z tais que na + mb = 1. Assim, multiplicando
por ¢ ambos os lados da igualdade, temos que ¢ = nac + mbe. Substituindo bc por ak nesta
ultima igualdade, temos

¢ = nac + mak = a(nc + mk)

Portanto alc. O

Exemplo 1.55. Suponha que 4|7z, para algum x € Z. Como mdc(4,7) = 1, entdao temos

que 4|x.

Corolério 1.56. Sejam a,b,c € Z, com a e b nao ambos nulos, e seja d = mdc(a,b). Entdao

ab
—lec.

alc e blc se, e somente se, 7

Demonstragao. (=) Como alc e b|c, entao existem m,n € Z tais que ¢ = am e ¢ = bn. Logo

b b
am = bn. Como d|a e d|b, temos que gm = —n. Logo — . Mas, do corolario [1.50} temos

d dd
a b . . b L b .
mdc )= 1. Assim, do teorema anterior, segue que E|m7 o que implica que aa|am7 isto
i abl
é, —|c.
d

b b b
(<) Como %|c e, dla e d|b, existe m € Z tal que ¢ = %m. Logo c = a (am) e portanto

alc. Temos também que ¢ = b (%m) e, portanto b|c. ]
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Observagao 1.57. Observe que se mdc(a,b) = 1, entao pelo resultado anterior, temos

alc e blc <= ab|c.

A nocao de mdc pode ser generalizada.

Definicao 1.58. Um nimero natural d sera dito maximo divisor comum de dados niimeros
inteiros ay, ..., a,, nao todos nulos, se possuir as seguintes propriedades:

i) d é um divisor comum de ay, ..., a,.

ii) Se ¢ é um divisor comum de ay, ..., a,, entao c|d.

O mdc, quando existe, é certamente tnico e serd representado por

mdc(ay, ..., a,).

Proposicao 1.59. Dados niumeros inteiros aq, ..., a,, nao todos nulos, existe o seu mdc e

mdc(ay, ..., a,) = mde(ay, ..., ay_o, mdc(a,_1, ay,)).

Demonstragao. Vamos provar a proposicao por indugao sobre n (n > 2). Paran = 2, sabemos
que o resultado é véalido. Suponha que o resultado vale para n, isto é, que se pode encontrar

o mdc de n numeros. Para provar que o resultado é valido para n 4 1, basta mostrar que

mdc(ay, ..., G, Gpy1) = mde(ay, ..., ap_1, mde(ay,, Gpi1)),

pois isso provara também a existéncia.

Pela hipétese de indugao, seja d = mdc(ay, ..., a,—1, mde(ay, a,t1)). Logo, dlay, ..., d|a,—1
e dlmdc(ay,, apy1). Portanto, dlay, ..., d|a,_1, d|a, e d|a,+1. Por outro lado, seja ¢ um divisor
comum de ay, ..., ap, Apy1. LOgo, ¢ é um divisor comum de ay, ..., a,_1 € mdc(ay,, ani1); €,
portanto, c|d. Logo d = mdc(ay, ..., @y, ani1).

Assim, o resultado segue do Principio de Indugao Finita. O

Observacao 1.60. Para calcular o nimero mdc(ay, ..., a,), pode-se usar recursivamente o

Algoritmo de Euclides.

Exemplo 1.61. Calcule mdc(1128, 852, 336).
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Pelo resultado anterior, temos que

mdc(1128,852,336) = mdc(mdc(1128,336), 852) = mde(24, 852) = 12.

2

35| 2
852 |24 | 12
12 [ 0

Exercicio 1.62. Verifique que mdc(96, 1974, 858) = 6.

1.5 Minimo Miiltiplo Comum

Definicao 1.63. Sejam a e b inteiros nao-nulos. Dizemos que um inteiro ¢ é um multiplo

comum de a e b se alc e b|c.
Em qualquer caso, os ntimeros ab e 0 sao sempre miltiplos comuns de a e b.

Definicao 1.64. Diremos que um numero natural m ¢ um minimo maultiplo comum dos
nimeros inteiros a e b, ambos ndo-nulos, e indicaremos por m = mmc(a,b), se possuir as
seguintes propriedades:

i) m é um multiplo comum de a e b, e

ii) se ¢ ¢ um multiplo comum de a e b, entdo mlc.

Exemplo 1.65. 12 é um multiplo comum de 2 e 3, mas nao é um mmc destes nimeros. O

numero 6 é um mmec de 2 e 3.

Observagao 1.66. Se m e m’' sdo dois minimos miltiplos comuns de a e b, entdao, do item
(ii) da definigao acima, temos que m|m’ e m/|m. Como m e m’ sdo nimeros naturais, temos
que m <m' em’ < m. Logo m = m/, o que mostra que o minimo multiplo comum, se existe,

¢é unico e é o menor dos multiplos comuns positivos de a e b.

Proposicao 1.67. Sejam a e b dois nimeros inteiros, ambos ndo nulos. Entdo mmc(a,b)

existe e

mmc(a, b) - mde(a,b) = |ab|.
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b b
Demonstracao. Seja m = %, onde d = mdc(a,b). Como m = |a|% = |b||%|, temos que a|m
e blm. Agora, seja ¢ um miltiplo comum de a e b, isto é, a|c e b|c. Entao, do Coroldrio [1.56]

ab
temos que E|c Logo mlc. Portanto, da definigdo de mmc, temos que m = mmc(a, b). ]

Exemplo 1.68. Calcule mmc(1128,336).

Por um exemplo anterior, vimos que mdc(1128,336) = 24. Assim, da Proposigao anterior,

temos

1128336 379008
1128, 336) = - — 15792
mme(L128, 336) = 0 1198, 336) ~ 24

Exercicio 1.69. Calcule mmc(56,72) e mmc(372,162).
Corolario 1.70. Se a e b sdo niumeros inteiros primos entre si, entao mmc(a,b) = |ab|.

Demonstra¢ao. Se a e b sdo numeros inteiros primos entre si, entdo mdc(a,b) = 1, e da

proposigao anterior, segue que mmc(a,b) - 1 = |ab]. ]
Exemplo 1.71. Para todo n € Z, n # 0, —1, calcule mmc(n,n + 1) e mme(2n — 1,2n + 1).

Vamos calcular o mme(n,n + 1). Pela Proposigao [1.67] temos que

n-(n+1)|

mmc(n,n+ 1) = o p—

Mas, pelo lema de Euclides, mdc(n,n+1) = mde(n, 1) = 1. Logo, mme(n,n+1) =n-(n+1).

Vamos agora calcular mmc(2n — 1,2n + 1). Pela Proposicao [1.67], temos que

|(2n—1)-(2n+1)|

mme(2n —1,2n + 1) = mde(2n — 1,2n + 1)

Mas, pelo lema de Euclides,
mdc(2n — 1,2n 4+ 1) = mde(2n — 1,2n — 1 + 2) = mde(2n — 1,2) = mde(—1,2) =1,
logo mmc(2n — 1,2n + 1) = [(2n — 1) - (2n + 1)| = 4n? — 1.

Exercicio 1.72. Para todo n € Z, n # 0, —1, calcule mmc(2n, 2n + 2) e mmc(kn, k(n + 1)),

onde k € Z*.
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Podemos também estender a nocao de mmc para varios ntmeros.

Definicao 1.73. Um ntimero natural m é o minimo multiplo comum de dados ntimeros
inteiros ay, ..., a,, nao todos nulos, se possuir as seguintes propriedades:
i) m é um multiplo comum de ay, ..., a,.

ii) Se ¢ é um miltiplo comum de ay, ..., a,, entao m|c.
O mmc de ay, ..., a, serd representado por mmec(ay, ..., a,).

Proposicao 1.74. Dados niumeros inteiros aq, ..., a,, nao todos nulos, existe o seu mmc e

mme(ay, ..., an) = mme(ay, ..., Gy_o, mme(an_1, ay)).

Demonstra¢ao. Vamos provar a proposicao por indugao sobre n (n > 2). Paran = 2, sabemos
que o resultado é valido. Suponha que o resultado vale para n, isto é, que se pode encontrar

o mmc de n nimeros. Para provar que o resultado é valido para n + 1, basta mostrar que

mme(ay, ..., ap, pp1) = mme(ay, ..., ay—1, mmc(ay,, ape1)),

pois isso provara também a existencia.

Pela hipétese de indugao, seja m = mmc(ay, ..., a,_1, mmc(a,, a,11)). Logo, ai,...,a,_1 €
mmc(ay,, a,+1) dividem m. Como a,|mmc(ay,, @,11) € per|mme(ay,, a,11), segue que m é um
miultiplo comum de aq, ..., @y, Gy

Por outro lado, suponha que ¢ seja um multiplo comum de ay, ..., @y, a,11. Logo, ai|e,....a,_1|c
e da definicao de mmec, mmc(a,, a,11)|c. Dai segue, da definicdo de mme, que ¢ é multiplo
de m. Portanto m = mmc(ay, ..., Gy, Gpeq).

Logo o resultado segue do Principio de Inducao Finita. O]

Exercicio 1.75. Verifique que mmec(1128,852,336) = 1.121.232 e mmc(96,1974,858) =

4.516.512.
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2 Numeros Primos

2.1 Numeros Primos

Definig¢ao 2.1. Um niimero inteiro p que s6 possui como divisores positivos 1 e |p| é chamado

de niimero primo.

Note que a definigdo exclui o 0 (zero), pois este possui infinitos divisores positivos, e
também —1 e 1, que possui apenas um divisor positivo. Assim, um nimero diferente de —1,0

e 1 e que nao seja primo é chamado de composto.

Exemplo 2.2. Os numeros 2,3,5,7,11,13,17 sao ntmeros primos enquanto os nimeros

4,6,8,9,10,12 sao compostos.

Observagao 2.3. 1) Da defini¢ao, se um numero a € Z* é composto, entao ele admite um
divisor b € Z tal que |b| seja diferente de 1 e |al, isto é, um divisor b tal que 1 < |b] < |a|. Um

divisor nestas condicoes diz-se um divisor préprio de a.

2) Dados dois nimeros primos p e ¢, se p|q entao |p| = |g|. De fato, como p|q e sendo ¢

primo, temos que |p| =1 ou |p| = |q|. Sendo p primo, tem-se que |p| > 1, o que acarreta que

Ip| = lql.

Proposicao 2.4. Sejam a,b,p € Z, com p primo.
1) Se pta entao mde(a,p) = 1.

2) Se plab, entao pla ou p|b.

Demonstragao. 1) Suponha que mdc(a, p) = d. Entao temos que d|a e d|p. Como p é primo,

temos que d = |p| ou d = 1. Mas d # |p|, pois p1 a e, consequentemente, d = 1.

2) Suponha que plab. Se p|a entdo o resultado segue. Se p 1 a entdo mdc(a,p) = 1. Assim,
do teorema de Bezout, existem m,n € Z tais que am + np = 1. Multiplicando por b esta
ultima igualdade, temos que b = (ab)m + p(bn). Como plab e p|p segue da propriedades de

divisibilidade que plb. O
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Corolario 2.5. Se um niumero primo p divide um produto a; - - - a,, de numeros inteiros, entao

plag para algum k=1,....n.
Demonstracao. Segue imediatamente da proposi¢ao anterior, usando indugao (exercicio!). [

Teorema 2.6 (Teorema Fundamental da Aritmética - T.F.A.). Todo nimero natural n maior
do que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como um

produto de numeros primos positivos.

Demonstracao. Usaremos a segunda forma do Principio de Induc¢ao. Se n = 2, o resultado é
obviamente verificado, pois 2 ¢ primo.

Suponhamos o resultado valido para todo ntimero natural menor do que n e vamos provar
que vale para n. Se o numero n é primo, nada temos a demonstrar.

Suponhamos, entao, que n seja composto. Logo, existem nimeros naturais n; e ns tais
que n = ning, com 1 < n; < nel < ny < n. Pela hipétese de indugao, temos que
existem numeros primos p1,...,p, € q1, ..., (s tais que ny = p1---p, € Ny = ¢ - - - q5. Portanto,
n=prc P Qe gs.

Vamos, agora, provar a unicidade. Suponha que tenhamos n = p;---p, = q1 -+ qs, onde
ospiegqj,i=1..,rej=1..s, sdo numeros primos. Como pi|q ---¢s, segue, do co-
roldrio acima, que p;|¢; para algum j, e logo, da observacao (2), p1 = gj, que, apdés um

reordenamento de ¢, ..., ¢s, podemos supor que p; = ¢;. Portanto,

P2-"Pr=4q2" (s

Como ps---p, < n, a hipétese de inducao acarreta que r = s e os p; € ¢; sao iguais aos

pares. L]

Teorema 2.7. Dado um nimero inteiro a # 0,1, —1, existem primos 0 < p; < ... < p, €
ni,...,n,. € N, uniwocamente determinados, tais que

7

a=+py'py* - p
Demonstragao. Basta observar que a = +|a|. Como |a| > 1, do T.F.A., existem tnicos primos
p1 < ... < p; tais que |a| = p1pa - - pe. Logo,
a = =Ela| = £pips- - pr.
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Agora, agrupando os primos eventualmente repetidos, podemos escrever

a = ip?lpga .o p:’T

Exemplo 2.8. 1) 42=2-3-7

2) —232925 = —(5%-7- 113)

Observagao 2.9. Numa decomposicao em fatores primos de dois, ou mais, niimeros inteiros,
usaremos o recurso de acrescentar fatores da forma p° (= 1), onde p é um niimero primo
Y

qualquer. Assim, dados a,b € Z\{—1,0, 1} quaisquer, podemos escrever

n

a==Ep'py’---pymeb==EpMpy” - p,

usando o mesmo conjunto de primos py, ..., p,, onde nq, ..., n,., mq, ..., m, € N. Por exemplo, os

nimeros 23-32-7 e 22.5-133 pode ser escritos respectivamente 23-32-5%.7-13% ¢ 22.3%.5.79.133,

Proposicao 2.10. Seja a = £pi*---pl'~ € Z, comp; > 0, n; € Nji = 1,...,r. Seb é um
divisor de a, entdo

b==£p"---p",
onde 0 <m; <n;, parai=1,... 7.
Demonstracdo. Seja b um divisor de a, e seja p™ a poténcia de um primo p que figura na

decomposi¢ao de b em fatores primos. Como p™|b e bla temos que p™|a. Logo, da corolario

p™ divide algum p.'*, e consequentemente, p = p; e m < n;. O
Exemplo 2.11. Os divisores de 60 = 22 -3 -5 sao +2°-3°.5%= +1), 2! - 3° . 5%(= +£2),
+22.30.50(= 44), £2°.31.50(= £3), £2°.3%.5! (= 45), £21.31.5%(= +6), £2.3°.5!(= £10),
+22.31.59(= +12), £2°.31.5 (= £15), £22.3°.5! (= +20), £2!-31-5! (= £30), +22.3'-51 (£60).

Exercicio 2.12. Mostre que um nimero natural a > 1 escrito na forma a = pj* ---pI' é um

quadrado perfeito se, e somente se, cada expoente n; é par.

Uma maneira de determinar o nimero de divisores positivos de um dado nimero, é dado

a seguir:
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Proposicao 2.13. Seja a = +p|'---pl a decomposi¢cao em primos de a € Z. Entdo o

numero de divisores positivos de a € dado por
dla)=(ny+1)-(no+1)---(n,. +1).

Demonstracao. Pela proposicao temos que todos os divisores positivos de a sao da forma
b:pgn’l ...p;nr’ onde 0 S m; S ng, — 1’“.’77“

Note que, conforme esse critério, os divisores positivos de a sao todos os termos do desenvol-

vimento do produto

S=(PP+P +..+P") (P)+Pi+..+P) - (PP+P ..+ P")= > p"--pl.
0<m;<n;

Como cada parenteses contém n; + 1 termos, ¢ = 1, ..., r, temos que o nimero total de termos

no desenvolvimento é

dla)=(ny+1)-(no+1)---(n,. +1).

]

Exemplo 2.14. O ntimero 60 = 22-3-5 possui d(60) = (2+1)-(1+1)-(1+1) = 12 divisores

positivos.
Exercicio 2.15. Determine o nimero de divisores dos niimeros 96 e 260.

Uma maneira mais simples de se determinar o mdc e o mmec de dois nimeros é dada a

Seguir.

Teorema 2.16. Sejam a = £p|* ---pl" eb = j:p’fl coepkr comp; >0, ny k€N i=1, .7

Entao

mdc(a,b) = p{* -+ p, onde a; = min{n;, k;},
e

B B

mmec(a, b) = py Or.onde B; = max{n;, k;}.

Demonstracao. Provemos primeiro que mdc(a, b) = pi* - - - p27, onde o; = min{n;, k;}.
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Pelo proposicao , segue p}* - - - p é um divisor comum de a e b. Assim seja ¢ um divisor
comum de a e b. Entao da proposicao , c=4p*---p), onde v; < min{n;, k;} = a;, e
portanto, ¢|[p]* - - - por. Assim, da definicdo de mdc, segue que mdc(a, b) = pi* - - - por.

Agora, provemos que mmc(a,b) = p’fl - pPr onde B; = max{n;, k;}.

Pelo proposicao , segue p?l -+~ pP é um multiplo comum de a e b. Agora, seja m um
miultiplo comum de a e b. Entao da proposicao , m = ip?l <. pl onde 0; > maz{n;, k;} =

m. Portanto, da definicdo de mme, segue que mmc(a,b) = pf Loph

B:, e portanto, p;* - - - por

[
Exemplo 2.17. 1) Calcule mdc(1128,336) e mmc(1128,336).

Como 1128 =23 -3-47 ¢ 336 = 2*- 3 - 7, segue do teorema anterior que

mdc(1128,336) = 25 -3 .70 - 470 = 24

mme(1128,336) = 24+ 3. 71 - 47" = 15792
2) Determine a,b € N tais que mdc(a, b) = 8 e mmc(a,b) = 48.
Como mdc(a,b) = 8 = 23 - 3% e mmc(a,b) = 48 = 2* - 3, temos que
a=2"-3"eb=2-31, com3<m,p<4el0<nqg<1

Pelo Teorema anterior, 3 = min{m,p} e 4 = max{m,p}, e 0 = min{n,q} e 1 = maz{n,q}.
Assim, temos

n=0=>q¢g=1=a=2>=8c¢b=2%.3=148

® M = 3 = P = 4 ou

n=1=¢=0=a=2"-3=24eb=2'=16

n=0=q¢=1=>a=2"=16eb=2%-3=24

e m=4=p=31< ou

n=1=¢=0=a=2*3=48¢e¢b=2=38
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Exercicio 2.18. Usando a caracterizacao de mdc e mmec de dois nimeros naturais a e b

através da fatoragao em primos desses ntimeros, prove que
mdc(a, b) - mmc(a, b) = ab.

Vamos provar agora que existem infinitos nimeros primos. A prova deste resultado, dada
por Euclides, registra, pela primeira vez, o uso de uma demonstracao por redugao ao absurdo

em matematica.
Teorema 2.19. Ezistem infinitos numeros primos

Demonstra¢ao. Suponha que exista apenas um numero finito de nimeros primos p, ..., p,.

Considere agora o nimero

n=p-pe---pr+ L

Pelo T.F.A., o nimero n possui um fator primo p que, portanto, deve ser um dos p1, ..., p,
e, consequentemente, divide o produto p; - ps - - - p,.. Mas, das propriedades de divisibilidade,

isto implica que p divide 1, o que é absurdo. O

Proposicao 2.20. Se um numero natural n > 1 nao é divisivel por nenhum nimero primo p

tal que p? < n, entdo ele é primo.

Demonstracdo. Suponhamos que n nao seja divisivel por nenhum nimero primo p tal que
p? < n e, suponha por absurdo, que n nao seja primo. Seja ¢ o menor nimero primo que
divide n. Entao n = ¢-n;, com g < n;. Segue dai que ¢*> < ¢-n; = n. Logo, n é divisivel por

um ntmero primo ¢ tal que ¢* < n, contradicao. O

Este resultado tem uma importante aplicagao pratica. Ele nos diz que, para testarmos se
um nuamero é primo, é suficiente testarmos sua divisibilidade apenas pelos primos menores ou
iguais a y/n. Por exemplo, para verificar se 91 é primo, basta verificar se este é divisivel por
algum primo menor que v91 ~ 9,54, ou seja, se 91 é divisivel por 2,3,5 ou 7. Neste caso
temos que 91 nao é primo, pois 91 =7 - 13.

Agora, se desejarmos obter uma lista de todos os primos menores que um determinado

nimero, por exemplo 120, devemos excluir dentre os niimeros 2 a 120 aqueles que sao multiplos
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dos primos menores que /120 ~ 10,95, ou seja, devemos excluir os multiplos de 2,3,5 e 7.

Este processo é chamado Crivo de Eratostenes.

23 Al s sl 78 plwlnnlr
13| w17 |89 200|223 |xn
% 26w w20 [30]31 32333 [36
37 |38 (30|90 | 41 92| 43 [ 94|95 |46 | 47 |48
49 150 | 5L | 52| 53 | 54| 55 |56 |57 |58 | 59 | 60
61 | 6263 |064|65 66|67 [68]69|70|71 |72
Blu|wmlw|w w9 sos|se| 83|
§5 |86 |87 |88 89 |90 91 9293|9495 |96

97 | 98 | 99 [1p0 | 101 [192 | 103 |1@4 105 [106 | 107 [108
100 130 [1x1 |1p2 | 113 [1pa (x5 [ipe [z [irs [1p0 2o

Todos os nimeros nao riscados na lista acima sao ntimeros primos.

2.2 O Pequeno Teorema de Fermat

Lema 2.21. Seja p > 0 um numero primo. Os numeros binomiais (IZ), onde 0 <1 < p, sao

todos divisiveis por p.

Demonstracao. O resultado vale trivialmente para ¢ = 1. Portanto, podemos supor que
1 <7 < p. Neste caso,

dplp=1)---(p—i+1).

Como, mdc(i!,p) = 1, entdo que !|(p — 1) --- (p — ¢ + 1). Logo,

]

Teorema 2.22 (Pequeno Teorema de Fermat). Dado um nimero primo p > 0, tem-se que p

divide o numero aP? — a, para todo a € 7Z.

Demonstragdo. Se p = 2, temos que a* —a = a(a — 1) e portanto 2|a* — a. Suponhamos
que p é impar. Mostremos o caso em que a > 0, pois se a < 0, entao a = —b, para algum
inteiro b > 0, e a? —a = (=b)? — (=b) = (=1)P(b*) — (=1)(b) = (—1)(b*» — b). Neste caso,
pla? —a < p|bP —b. Faremos a demostracao por indugao sobre a. Se a = 0 ou a = 1 o resultado

segue claramente. Por hipoétese de inducao, suponha que o resultado seja valido para a, i.e,
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pla? — a para algum a > 0. Mostremos que vale para a + 1, isto é, p|(a + 1)? — (a + 1). Pelo

Binomio de Newton, temos

@1 @r) = Qs @+ (L)at (14
(@* —a)+ (D) + ..+ ()7y)a
Como, pelo lema anterior, p|(€.’), com 1 < i < p—1, e pela hipdtese de inducao, p|a? — a,

segue, pelas propriedades de divisibilidade, que p|(a + 1)? — (a + 1). ]

Exemplo 2.23. Seja n € N. Entao n’ e n tem o mesmo algarismo da unidade.

De fato, A afirmagao acima é equivalente a 10[n® — n. Como 10 = 2 -5, e mdc(2,5) = 1,

pela observagao [1.57, basta mostrar que 2|n —n e 5|n® —n.

9 9

Como n? e n tém a mesma paridade, segue-se que n? — n é par. Logo 2|n® — n.

Por outro lado,
n’ —n=nm®—-1)=nn*—-1)(n*+1) =" —n)(n*+1).
Como, pelo P.T.F, 5|n® — n, segue entao que 5/n — n. Portanto, 10|n° — n.

Coroldrio 2.24. Sejam p > 0 um nimero primo e a € Z tal que mdc(p,a) = 1. Entdo p

divide aP~! — 1.

Demonstragdo. Pelo P.T.F., temos que pla’ — a, isto é, pla(a?~! —1). Como mdc(a,p) = 1,

segue, das propriedades de mdc, que p|a?~! — 1. O

Exercicio 2.25. Sejam a, k € N tais que mdc(a,7) = 1. Mostre que 7|a% — 1.

2.3 Decomposicao do Fatorial em Primos

Veremos agora como encontrar a fatoracao em nimeros primos de n!, onde n é um nimero
natural arbitrario.
Sejam a e b nimeros naturais. Pelo algoritmo da divisao, existem inteiros ¢ e r tais que
. , a . NP
a =bq+r,com 0 <r <b Vamos designar pelo simbolo [E} o quociente da divisao de a por
a
b, isto é [—] =q.
) Y b q
. Ja
Observe que se a < b entao [5} =0.
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Lema 2.26. Sejam a,b,c € N. Entao

Demonstracdao. Sejam

o, _ [l

o= [f)on- [ 2

Logo, a = bqy + 11, com 0 < r; < b—1 e pelo algoritmo da divisao, [%] = q1 = cqy + 13, com

0<ry<c—1. Assim,
a=0bq +ry=0blcg +13)+1r1=(bc)ge + bry + 1.
Comor; <b—1ery, <c-—1, temos
bro+r <blc—1)+b—1=bc—1.

a
Logo, segue que ¢y é o quociente da divisao de a por be, ou seja, ¢ = [b_} . O
c

Dados um ntimero primo p e um nimero natural m, vamos denotar por E,(m) o expoente
da maior poténcia de p que divide m, ou seja, o expoente da poténcia de p que aparece na
fatoracao de m em fatores primos. Por exemplo, temos que 144 = 2432, assim F,(144) = 4 e
FE5(144) = 2.

Em particular, E,(n!) representara a poténcia de p que aparece na fatoracado de n! em

fatores primos.

Teorema 2.27. Sejam n um numero natural e p um numero primo. Entado,

-2+ [5] ] -

Demonstracao. Note, inicialmente, que a soma acima é finita , pois existe » € N tal que
p' > n para todo ¢ > r. Assim, {—z} =0,se1>r.
p
Vamos demonstrar o resultado por inducao sobre n. A férmula vale trivialmente para

n = 1. Suponha que o resultado vale para qualquer natural m com m < n, isto é, E,(m!) =
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[T} + [@2] + [Ts] +---. Sabemos que os multiplos de p entre 1 e n sao p, 2p, 3p, ..., {E} D,
p p p p

e
n=1-2-3-...-p-...-2p- ... {E]pn

Agrupando todos os multiplos de p e chamando de K o produto restante em n!, temos

(120 ED.K:K.J%} ]

n

E,(n!) = M + E,( [g} ).

Por hipdtese de inducao, e Lema temos que

£a[2]o- 2] (L] e8]+ [a] e

P P p? p? p?

Assim, como p 1 K, temos

e portanto,

=[5 g 1]

provando o resultado. O]

Exemplo 2.28. Determine a decomposicao de 10! em fatores primos e descubra com quantos

zeros termina a representacao decimal desse niimero.

Para resolvermos o problema, deveremos achar E,(10!) para todo primo p < 10. Assim,

E5(10) = _g_ + -;—8_ + B—S} + {%1 =5+2+1+0=38
F5(101) = ? + ;—8 + E—S} 34 140—4

F5(10!) = % + ';—S_ —2+0=2

F+(10!) = ? + ;—S —14+0=1

Logo, 10! = 2831527,

Agora, como a quantidade de zeros que aparece na representagao decimal de 10! é
determinada pela quantidade de 2 - 5 que aparecem na decomposicao de 10!, e como h& dois
fatores iguais a 5 e oito fatores iguais a 2 na decomposicao de 10! em fatores primos, vé-se,

imediatamente, que 10! termina com dois zeros.
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3 Equacoes Diofantinas Lineares

A resolucgao de varios problemas de aritmética recai na resolucao, em numeros inteiros, de
equacgoes do tipo

aX +bY =¢, coma,bcéeZ.

Tais equagoes sao chamadas equagoes diofantinas lineares em homenagem a Diofanto de
Alexandria (aprox. 250 DC).

Nem sempre estas equagoes possuem solucao. Por exemplo, a equacao 4X + 6Y = 3
nao possui nenhuma solucao nos nimeros inteiros pois, caso contrario, se a,b € Z fosse uma
solugao entdo terfamos 4a + 6b = 3, isto é, 2(2a + 3b) = 3 e logo 2|3, absurdo!

Assim, comecaremos o estudo procurando condicoes para a existéncia de solucoes.

Proposicao 3.1. Sejam a,b,c € Z, com a e b nao-nulos. A equacao aX + bY = ¢ admite

solugao em Z se, e somente se, mdc(a,b)|c.

Demonstracao. Seja d = mdc(a,b). Do teorema de Bezout, temos que
I(a,b) = {ax + by | x,y € Z} = dZ (Exercicio!)

onde dZ = {dt | t € Z}. Assim, temos que a equagao aX + bY = ¢ possui solugao se, e

somente se, ¢ € I(a,b), o que é equivalente a ¢ € dZ, que por sua vez, é equivalente a d|c. [
Observacao 3.2. Observe que a equacao aX + bY = ¢ é equivalente a equacao

a b c
PRI R

b
onde d = mdc(a,b). Note também, do corolario [1.50, que mdc (a —) = 1. Portanto,

podemos nos restringir as equacoes do tipo
aX +bY = ¢, com mde(a,b) =1,
que sempre tem solugoes.

Teorema 3.3. Sejam xg,yo € Z uma solugdo da equagio aX + bY = ¢, onde mdc(a,b) = 1.

Entao, as solugoes x,y em Z da equagcao s$ao

r=x9+1th, y=1yy—ta, tez.
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Reciprocamente, para todo t € Z, os valores x,y dados pelas formulas acima sao solucoes da

equacao.
Demonstracao. Sejam x,y € Z uma solucao de aX + bY = ¢, logo,
axr + by = ¢ = axy + byp.

Consequentemente,
a(r —x0) =b(yo —y). (¥

Como mdc(a,b) = 1, segue-se que b|(z — xg). Logo,
r—x9=0bt, t€EZ=>x=00+0bt, tELZL.
Substituindo a expressao de  — xy acima em (), segue-se que
alx —xo) =blyo—y) = abt =b(yo—y) =>at =yo—y =y =1y —at, t <€ Z.
Reciprocamente, x = x¢ +tb, y = yo — ta, com t € 7Z, é solucao da equagao aX +bY = ¢, pois
ax + by = a(xo + tb) + b(yo — ta) = axg + atb + byy — bat = axg + by = c.
O

Segue do teorema anterior que a equagao diofantina aX + bY = ¢, com mdc(a,b) = 1,

admite infinitas solugoes em Z.

Exemplo 3.4. Resolva a equagao 24X + 14Y = 18.

Como mdc(24,14) = 2 e 2|18, segue da proposi¢ao que a equacao 24X + 14Y = 18
possui solucao. Agora, dividindo ambos os membros por 2 = mdc(24, 14), obtemos a equagao
equivalente 12X + 7Y = 9.

Vamos entao achar uma solucgao particular zg, yo € Z desta ultima equacao. Pelo algoritmo

euclidiano, temos

12=71)+5 = 5=12—"7(1)
7=5(1)+2 = 2=7-5(1)

5=22)4+1 = 1=5-2(2)
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Substituindo as equagoes acima umas nas outras, obtemos
1=5-2(2)=5—-(7T—5(1))(2) =7(—2) +53) =7(—2) + (3)(12 = 7(1)) = 12(3) + 7(—5)

ou seja

12(3) + 7(=5) = 1.
Multiplicando a ultima equacao por 9, obtemos
12(27) + 7(—45) =9,

Logo, zg = 27 e yg = —45 é uma solucao particular da equagao, e consequentemente, do

teorema [3.3]1 as solugdes sao
r=274+7Tt, y=—45—12t, com t € Z.

Exemplo 3.5. Encontre as solucoes positivas da equacao 11X + 7Y = 58.

Como mdc(11,7) = 1 temos que a equagao dada admite solugdes. Para encontra-las,
considere o algoritmo euclidiano,
11=71)44 = 4=11-17(1)
T=4(1)+3 = 3=T7-4(1)
4=31)+1 = 1=4-3(1)

Substituindo as equagoes acima umas nas outras, obtemos
1=4-3=4—(7T—4)=412)—-7=(2)(11 =7) =7 =11(2) + 7(-3).

Portanto, multiplicando por 58, temos

58 = 11(116) + 7(—174)
Logo zy = 116 e yp = —174 sao solugoes particulares da equagao dada, e portanto, sao solucoes

r=116+T7t, y=—174 —11t, com t € Z.
Como estamos interessados nas solugoes positivas, entao
r=116+T7t >0ey=—174 — 11t > 0.

16
Logo, t > - > —17et< BETE < —15, ou seja, t = —16. Assim, x =4 e y = 2 é a Unica

solucao positiva.
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Observagao 3.6. Seja d = mdc(a,b), como a equagao diofantina aX + bY = ¢ é equivalente

a equagao

a b c
SX oY =S 1

a b
e que mdc (E’ a) = 1, segue do teorema , que a equagao , possui solucao da forma

- - —t(g) teZ
— 40 d ) Y =17Yo da .

as quais também ¢é solucao da equacgao aX + bY = c.

Exercicio 3.7. Resolva as equacoes 15X + 12Y = 14 e 56X + 72Y = 40.

4 Congruéncias

4.1 Congruéncias

Definicao 4.1. Seja m um numero natural diferente de zero. Diremos que dois ntimeros
inteiros a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao

iguais. Quando os inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se
a=b modm.

Para indicar que a e b nao sao congruentes, ou que sao incongruentes, modulo m, escreve-

remos, a Z b mod m.

Exemplo 4.2. 1) 7= 11 mod 4, pois 7 =4(1) +3 e 11 = 4(2) + 3.
2) 10 =0 mod 5, pois 10 =5(2) + 0 e 0 = 5(0) + 0.

3) 6 %4 mod 3, pois 6 =3(2)+0e4=3(1)+ 1.

Observagao 4.3. Como o resto da divisao de um nimero inteiro qualquer por 1 é sempre
nulo, temos que a = b mod 1, quaisquer que sejam a,b € Z. Isto torna desinteressante a

aritmética dos restos médulo 1. Portanto, doravante, consideraremos sempre m > 1.

Proposicao 4.4. Sejam a,b,m € Z, com m > 1. Entdo a = b mod m se, e somente se,
mlb — a.
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Demonstracdo. Sejam a =mq+7r, com 0 <r <meb=mt+s, com 0 < s <m, as divisoes

euclidianas de a e b por m, respectivamente. Logo,

a—b=mqg+r—(mt+s)=m(qg—t)+(r—s).

Portanto, se a = b mod m entdo r = s e logo r — s = 0, e portanto, m|a — b. Agora, se
m|a — b, como m|m(q — t), segue das propriedades de divisibilidade que m|r — s, mas como

0 < |r—s| <m, segue que r — s = 0. Logo r = s, e portanto a = b mod m. ]

Observagao 4.5. Note que todo nimero inteiro é congruente médulo m ao seu resto pela

divisao euclidiana por m, isto é,
a=r modm<&a=mqg+r, com0<r<m.

Logo, r é chamado de residuo de a médulo m. Note que todo nimero inteiro é congruente
modulo m a um dos nimeros 0, 1, ..., m—1. Além disso, dois quaisquer desses niimeros inteiros

nao sao congruentes médulo m.
Proposicao 4.6. Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1. Entdao valem as sequintes propriedades:
1. a=a mod m.
2. Sea=b mod m entao b=a mod m.
3. Sea=b modm eb=c modm entio a =c mod m.
4. Sea=b mod mec=d modm entdoa+c=b+d mod m.
5. a=0b mod m se, e somente se, a4+ c=0b+ c mod m.
6. Sea=b mod m ec=d mod m entao ac = bd mod m.
7. Sea=b mod m entdo a" =b" mod m, para todo n € N.
Demonstragao. As propriedades (1) e (2) sdo de demostragao imediata e ficam de exercicio.

3) Sea=b mod meb=c modm entao mla — b e m|b — c. Logo, m|(a —b) + (b —¢), ou

seja, m|a — c¢. Portanto, a = ¢ mod m.
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4) Se a =b mod m e ¢ =d mod m entdo mla — b e m|c — d. Logo, m|(a —b) + (¢ — d), ou

seja, m|(a + ¢) — (b+d). Logo, a +c=0b+d mod m.

5) (=) Segue dos itens (4) e (1).

(<) Se a+c¢=b+c¢ mod m, entdo m|(a+c) — (b+c). Logo m|a —b, isto é, a = b mod m.
6) Sea=b mod mec=d modm entdo mla —b e m|c—d. Agora, note que

bd — ac = d(b—a) + a(d — ¢).
Entao, das propriedades de divisibilidade, temos que m|ac — bd. Logo, ac = bd mod m.

7) Se a =b mod m entdao m|a —b. Mas das propriedades de divisibilidade, a — bla™ — b™ para

todo n € N, logo, m|a™ — b™ para todo n € N. Portanto, " = " mod m, para todo n € N.
O
Exemplo 4.7. 1) Vamos determinar o resto da divisao de 5% por 26.

Do algoritmo da divisao, temos que 5 = 26¢ + r, com 0 < r < 26. Assim, basta
encontrarmos o inteiro r com 0 < r < 25 tal que 5°° =r mod 26.

Observe que 52 = 25 = (—1) mod 26. Logo 5* = (25)? = (—1)? mod 26, isto ¢, 5* =1
mod 26.

Agora, note que 60 = 4 - 15, assim,
5% =54 = (51 = (1) =1 mod 26.

Portanto, o resto da divisao de 5% por 26 é 1.

2) Vamos determinar o algarismo das unidades de 9'%.
Note que se um nimero a possui representacao decimal
a4 = Unlp_1...0100 = A 10" + ap_110"71 + ... + 110 + ag

entdo a = ap mod 10. Assim, para determinar o algarismo das unidades de 9'°°, basta

determinar um nimero r com 0 < r < 9 tal que 9'°° = r mod 10.
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Observe que 92 = 81 =1 mod 10, e 100 = 2 - 50. Assim,
9100 — 9250 — (9%)%0 = 150 =1 mod 10
Portanto, o algarismo das unidades de 919 é 1.

Exercicio 4.8. 1) Mostre que 89|(2* — 1).

2) Sejam a,b,m,n € Z, com m > 1 en > 1. Mostre que se a =b mod m e n|m, entdo a = b

mod n.
Proposicao 4.9. Sejam a,b,m,n € Z, comm >1 en > 1. Se k = mmc(m,n) entao
a=0b mod k se, e somente se, a =b mod m ea=0b modn

Demonstragao. (=) Se a = b mod k, como k = mmc(m,n), entdo m|k e n|k. Logo, do

exercicio (2) anterior, segue que a =b mod m e a =b mod n.

(<)Sea=0b mod mea=b mod n, entdo m|a — b e nla — b. Sendo a — b um multiplo de

m e n, segue, da definicdo de mme, que k|a — b, o que prova que a =b mod k.
]

Exemplo 4.10. Determine o menor multiplo positivo de 7 que deixa resto 1 quando dividido

por 5 e 6.

Observe que resolver este problema é o mesmo que encontrar o menor elemento x € N tal
que

7r=1 modbeT7r=1 mod6
Mas, da proposicao anterior, como mmc(5,6) = 30, basta resolver
7r=1 mod30< 30|7Tc —1<T7r—30y=1, y € Z.

Uma solucao particular para a equacgao diofantina dada acima é x = 13 e y = 3.

Logo uma solucao geral é dada por
r=13+1t(-30), ey=3—-Tt,t€Z

13
Para z > 0, temos t < 30 < 1. Porém, se t < 0 entao x > 13. Logo, para t = 0, temos que

x = 13 é a menor solucao.
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Observacao 4.11. Da Proposicao (6), temos que se a = b mod m e como ¢ = ¢ mod m
entao ac = bc mod m. Porém, a reciproca deste resultado, em geral é falsa, por exemplo:

3=3 mod6e3-3=3-5 mod 6, mas 3 #5 mod 6.
Mais precisamente, temos o seguinte resultado.
Proposicao 4.12. Sejam a,b,c,m € Z, com ¢ # 0 e m > 1. Se d = mdc(c,m) entdo

m
ac = bc mod m se, e somente se, a =b mod —

d
Demonstragao. Temos que se ac = bc mod m entao m|(a — b)c, ou seja, (a — b)e = km.
- : c m m ¢ . ,

Dividindo os dois lados por d, temos que (a — b)g = k:E Mas como i e p sao coprimos,
entdo do Teorema |1.54] %\(a —b), e portanto a = b mod %

Reciprocamente, se a = b mod %, entao %|(a—b), e como mdc <%, 2) =1, %|(a—b)§,
ou seja, (a— b)(—cl = k‘% Agora, multiplicando por d ambos os lados, segue que (a —b)c = km,
e portanto, ac = bc mod m. O

Corolario 4.13. Sejam a,b,c,m € Z, com ¢ # 0 e m > 1. Se mdc(c,m) =1 entdo
ac = bc mod m se, e somente se, a =b mod m

Definicao 4.14. Uma colegao de m numeros inteiros {ay, ..., a,,} é chamado um sistema

completo de residuos médulo m se

i) a; # a; mod m para i # j

ii) Para todo n € Z existe a; tal que n = a; mod m

Exemplo 4.15. 1) Da observagao , temos que {0, 1,...,m — 1} é um sistema completo de
residuos médulo m. Desta forma, {m,m + 1,...,2m — 1} também é um sistema completo de

residuos médulo m.

2) {0,1,2,3,4}, {5,6,7,8,9}, {12,24,35,—4, 18} sao sistemas completo de residuos médulo

5.
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Teorema 4.16. Se {ay,...,a,,} € um sistema completo de residuos mddulo m e a e k sao

inteiros tais que mdc(k, m) = 1, entdo
a+ kay,a+ kao, ..., a+ ka,,

também é um sistema de completo de residuos modulo m.

Demonstragao. Para i,7 = 0,...m — 1, temos que se a + ka; = a + ka; mod m entao, da
Proposicao (5), temos que ka; = ka; mod m. Como mdc(k, m) = 1, segue, do corolario
acima, que a; = a; mod m. Mas como {ay, ..., a,, } é um sistema completo de residuos médulo
m, entao temos que i = j. Isto mostra que {a + kai,a + kao, ..., a + ka,,} sdo, dois a dois,
nao congruentes médulo m.

Agora dado n € Z, como {ay, ..., a,,} é um sistema completo de residuos médulo m, existe
a; tal que n = a; mod m. Por outro lado, como {a + kay,a + kas, ..., a + ka,,} sdo, dois a
dois, nao congruentes moédulo m, existe a + ka; tal que a + ka; = a; mod m. Portanto, da
Proposicao (3), temos que n = a + ka; mod m.

Portanto, {a+kai,a+kay, ..., a+ka,,} formam um sistema completo de residuos médulo

m. O

Exemplo 4.17. {7,11,15,19,23} é um sistema completo de residuos médulo 5, pois 7 =
7T+4-0,11=7+44-1,15=7+4-2,19=74+4-3e23 =7+4-4, mdc(4,5) =1e{0,1,2,3,4}

¢ um sistema completo de residuos modulo 5.

4.2 Os Teoremas de Euler, Fermat e Wilson

Definicao 4.18. Sejam a,m € Z, com m > 1. Um nimero b € Z é chamado de um inverso

de a médulo m se satisfaz ab =1 mod m.

Note que se mdc(a,m) = 1 entdo a possui um inverso médulo m, pois pelo Teorema de
Bezout, existem b, ¢ € Z tais que ab + mc = 1, isto é, m|ab — 1, ou ainda, ab = 1 mod m.
O proéximo resultado nos diz quando um inteiro a é o seu préprio inverso modulo p, onde p é

um nimero primo.
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Proposicao 4.19. Seja p um numero primo. O inteiro positivo a € o seu proprio inverso

modulo p se, e somente se, a =1 mod p oua = —1 mod p.

Demonstragdo. (=) Se a é o seu préprio inverso, entdo a®> = 1 mod p, que implica que

pla? — 1, ou seja, p|(a —1)(a+1). Como p é primo, temos que pla — 1 ou pla + 1, e portanto,

a=1 modpoua=-1 mod p.
(<) Sea =1 modp oua = —1 mod p, entdo pla — 1 ou pla + 1, o que implica que
pl(a —1)(a +1). Logo pla® — 1, e portanto a* =1 mod p, concluindo a demonstragao. [

Exercicio 4.20. Seja p primo. Mostre que sei € {1,...,p—1} existe um tnico j € {1,...,p—1}

tal que ij =1 mod p.
Teorema 4.21 (Teorema de Wilson). Se p é um nimero primo, entdo
(p—1)!'=-1 mod p.

Demonstracao. Suponha que p seja primo. Para cada i € {1,...,p — 1}, pelo exercicio
existe um tnico j € {1,...,p — 1} tal que i =1 mod p. Por outro lado, da Proposigao [4.19]

1 e p — 1 sao seus préprios inversos modulo p. Logo,
2:3---(p—2)=1 mod p,
Multiplicando-se ambos os lados da congruéncia por p — 1 teremos,
2:3---(p—2)-(p—1)=(p—-1)=-1 mod p.
Portanto, (p — 1) = —1 mod p. O
Vale a reciproca do Teorema de Wilson.
Teorema 4.22. Sen € Z € tal que (n —1)! = —1 mod n entao n é primo.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que (n — 1)! = —1 mod n e que n nao seja primo.
Como n nao é primo, existem r,s € Z, com 1 < |r| <n e 1 < |s| < n tais que n = rs. Logo
r|n e r|(n—1)l. Como n|(n—1)!+1, segue das propriedades de divisibilidade que 7|(n—1)!41

e portanto, |1, contradigao, pois |r| > 1. Portanto segue o resultado. ]
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Exemplo 4.23. 1) Encontre o resto da divisao de 6-7-8-9 por 5.

Devemos encontrar r tal que 6 -7-8-9 = r mod 5. Observe que, 6 =1 mod 5, 7 = 2

mod 5, 8=3 mod 5e 9=4 mod 5. Assim,
6-7-8-9=1-2-3-4=4! mod 5
Mas, do Teorema de Wilson, 4! = —1 mod 5, portanto,
6-7-8-9=—-1=4 mod 5.
2) Seja p > 3 um numero primo. Mostre que p! e (p — 1)! — 1 sdo primos entre si.

Mostremos que mde(p! , (p — 1)! — 1) = 1. Note que

mde(p!, (p— D! =1) =mde(p(p— D! =p+p,(p— D! =1) =mde(p((p - = 1) +p,(p -1 -1
Lema de:Euclides de(p 7 (p B 1)' o 1)
Mas, do Teorema de Wilson, (p—1)! = —1 mod p, logo, (p—1)!—1= -2 =p—2 mod p,

ou seja, p{ (p — 1)! — 1. Como p > 3, segue que,
mde(p! ,(p— 1! —=1) =mde(p,(p—1)!—1)=1.

Definicao 4.24. Um sistema reduzido de residuos médulo m é um conjunto de ntimeros

inteiros rq, ..., s tais que

a) mde(r;, m) = 1, para todo it =1, ..., s
b) r; #r; mod m, sei#j

c) Para cada n € Z tal que mdc(n, m) = 1, existe r; tal que n = r; mod m.

Observacao 4.25. Pode-se obter um sistema reduzido de residuos 71, ...,7,, médulo m, a
partir de um sistema completo qualquer de residuos aq, ..., a,,, médulo m, eliminando os
elementos a; que nao sao primos com m.

Por exemplo, {0,1,2,3,4,5,6,7} é um sistema completo de residuos médulo 8. Logo,

{1,3,5,7} é um sistema reduzido de de residuos médulo 8.
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Designaremos por ¢(m) o nimero de elementos de um sistema reduzido de residuos médulo
m > 1, que corresponde a quantidade de ntimeros naturais entre 0 e m — 1 que sao primos
com m. Pondo ¢(1) = 1, isto define uma importante fungao ¢ : N* — N* chamada fungao
¢ de Euler.

Observe que p(m) < m— 1, para todo m > 1. Mais ainda, ¢(m) = m — 1 se, e somente se,
m € primo. De fato, m é primo se, e somente se, 1,2, ..., m — 1 formam um sistema reduzido

de residuos médulo m, o que equivale a dizer que ¢(m) =m — 1.

Exemplo 4.26. 1) p(8) =4

2) p(M=7—-1=6

3) p(12) =4, pois {1,5,7,11} é um sistema reduzido de residuos médulo 12.

Proposigao 4.27. Seja 11, ..., 7,m) um sistema reduzido de residuos modulo m e seja a € Z

tal que mdc(a,m) = 1. Entdo, ary, ..., ar,m) € um sistema reduzido de residuos médulo m.

Demonstracao. Como na sequencia ary, ..., arp(m) temos ©(m) elementos, vamos mostrar que
todos eles sao coprimos com m e, dois a dois, incongruentes médulo m.

Como mdc(a,m) = 1 e mde(r;,m) = 1 entdao mdc(ar;, m) = 1, para todo i (Verifique!).
Por outro lado, se ar; = ar; mod m, entao, como mdc(a,m) = 1, temos que r; = r; mod m,
e portanto i = j, uma vez que 71, ..., Ty(n) ¢ um sistema reduzido de residuos médulo m, o

que conclui a demonstracao. O]

Teorema 4.28 (Teorema de Euler). Sejam m,a € Z com m > 1 e mdc(a, m) = 1. Entao,
a?™ =1 mod m.

Demonstragdo. Seja 11, ...,7yqm) um sistema reduzido de residuos médulo m. Logo, pela
proposicao anterior, ary, ..., ary(,) formam um sistema reduzido de residuos médulo m, pois
mdc(a,m) = 1. Logo, ar; é congruente a exatamente um dos 7;, j = 1, ..., ¢(m). Portanto, o

produto dos ar; é congruente ao produto dos r; médulo m, isto ¢,

ary ... rgm) =11+ - " To(m) mod m,
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ou seja,

Como mdc(ry - ... - Ty(m), m) = 1, pois mde(r;, m) = 1 para todo 4, segue-se, pelo Corolario

.13, que

a?™ =1 mod m.

[]

Exemplo 4.29. 1) Como mdc(15,8) = 1 e p(8) = 4, segue do teorema de Euler, 15* = 1

mod 8.

2) Encontre um inverso de 7 médulo 12.

Como mdc(7,12) = 1 e ¢(12) = 4, segue do teorema de Euler, 7* =1 mod 12. Logo b = 7°

¢ um inverso de 7 moédulo 12. Note também que
b=7"=7-49=7-1 mod 12.
Logo, 7 também ¢é um inverso de 7 médulo 12.

3) Determine o algarismo das unidades de 79°%.

Sendo 799 = q,,...asa1a9, temos que 7% = ay mod 10. Como mdc(7,10) = 1, entdao do

Teorema de Euler,

©(10)=4

7910 =1 mod 10 74 =1 mod 10.

Por outro lado, do algoritmo da divisao, temos 9999 = 4 - 2499 + 3. Assim,
79999 — 74249943 (74)2499 7=1-7=3 mod 10
Portanto, o algarismo das unidades de 79999 ¢ 3.

Corolario 4.30 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam a € Z e p um nimero primo tais que
mdc(a,p) = 1. Entdo

a* =1 mod p.
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Demonstragio. Como mdc(a,p) = 1, segue do Teorema de Euler, que a®® =1 mod p. Mas

p é primo, logo ¢(p) = p — 1. Portanto a?! =1 mod p. ]
Observacao 4.31. Se p é nimero primo e a € Z, entao
a’? =a mod p.

De fato, pois se pla entao pla(a’~' — 1), o que implica que a? = a mod p. Agora, se p 1 a,
entdao mdc(a, p) = 1, e do Pequeno Teorema de Fermat, a?~* =1 mod p. Multiplicando por

a em ambos os lados, obtemos a? = a mod p.

Exemplo 4.32. 1) Vamos achar o resto da divisao de 237* por 13.

Observe que 237 =3 mod 13. Como mdc(237,13) = 1, pelo Pequeno Teorema de Fermat,
2372 =1 mod 13, logo

(237'%)2 = 237** =1 mod 13.
Mas 2374 = 3* = 81 = 3 mod 7, logo
237 =237*.237"=1-3=3 mod 13
Portanto o resto da divisao de 2372 por 13 é 3.
2) Sejam p um ndmero primo e a,b € Z. Entao (a + b)? = a? + 0P mod p.
De fato, pois do PTF, a? =a mod p, ¥ =b mod pe (a+ b)) =a+b mod p. Assim,
(a+bP=a+b=a” 4+ mod p.
Observagao 4.33. Em geral, para o calculo de ¢(m), temos os seguintes resultados:

1. Sejam m,n € N tais que mdc(m,n) = 1. Entao

p(mn) = p(m) - p(n).

2. Sejam > 1 e seja m = pi'py* - - - pi a decomposicao de m em fatores primos. Entao,

1 1 1
m) = pa1pa2p2n<1__><]___)(1__>
p(m) 1 P2 n Do D

= pipe Tt pt e (pr = 1) (g — 1) (p — 1)
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Exemplo 4.34. Encontre os dois tltimos algarismos de 9% .

Tomando 9%° = ay,...a100, entao devemos ter que 9% = ajap mod 100. Como mdc(9, 100)

1, do Teorema de Euler, temos 9919 =1 mod 100. Mas,

1 1 1 4
100) = (225 =22.52. ([1—=) - (1—=) =100-=- = =4
©(100) = ¢(2% - 5%) 5 5 - 00 5= =40

Logo, 9*° =1 mod 100. Por outro lado, 81 = 92 =1 mod 40, entao
9= (92)"9=1-9 mod40 <= 409° -9 <= 9° =40k +9.

Logo,

0% — gi0k+9 — (910)* . 99 =1.9° mod 100
Mas 9% = 729 = 29 mod 100, entao
9° = (9°)° = 29° = 24389 = 89 mod 100.

Portanto, os dois tltimos algarismos de 99" 6 89.

4.3 Congruéncias Lineares

Nesta secao, vamos estudar a resolucao de congruéncias da forma:
aX =b mod m, onde a,b,m € Z, m > 1.

Para isto, vamos, inicialmente, dar um critério para decidir se tais congruéncias admitem

solucao.

Proposicao 4.35. Dados a,b,m € Z, com m > 1, a congruéncia
aX =b modm

possui solugao se, e somente se, mdc(a, m) divide b.

Demonstragao. (=) Suponhamos que a congruéncia aX = b mod m tenha uma solugao x.
Logo, temos que m|ax — b, ou seja, existe y € Z tal que ax — b = my. Portanto, a equagao

aX —mY = b admite solugao. Logo, da proposicao segue que mdc(a, m) divide b.
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(<) Suponha que mdc(a, m) divide b. Logo, da proposigao [3.1] segue que a equagao aX —
mY = b admite uma solucao =,y € Z. Portanto, ax = b+ my e, consequentemente, x é

solucao da congruéncia pois, ax = b mod m. O

Exemplo 4.36. Resolva a congruéncia 8X =4 mod 12.

Como mdc(8,12) = 4 divide 4, temos da proposigdo anterior que a congruéncia dada

admite solucao, e

8X =4 mod 12 e 8X +12Y = 4 TG oy 4 gy

Observe que g = 2 e yo = —1 é uma solucao particular da equacao 2X + 3Y = 1. Portanto,

ro = 2 é uma solugao da congruéncia dada. Logo,
r=24+3t, te’Z
sao todas as solucoes da congruéncia.

Observacao 4.37. Note que se x( é solucao da congruéncia aX = b mod m, entao todo x

tal que r = o mod m é também solucao da congruéncia pois,
ar = arg=b mod m.

Portanto, toda solucao particular determina, automaticamente, uma infinidade de solucoes
da congruéncia. Essas solugoes serao identificadas (médulo m), ja que sdo congruentes entre

si, e, consequentemente, se determinam mutuamente.

Estaremos, portanto, interessados em determinar uma colecao completa de solugoes duas
a duas incongruentes modulo m, as quais serao chamadas de sistema completo de solugoes

incongruentes da congruéncia.

Teorema 4.38. Sejam a,b,m € Z, com m > 1, d = mdc(a,m) e d|b. Se xo € uma solugdo

da congruéncia aX =b mod m, entao

m m m
— 2—. ... d—1)—
x07x0+d7'r0+ d’ 7$0+< >d7

formam um sistema completo de solucoes incongruentes da congruéncia.
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Demonstra¢ao. Como d = mdc(a, m) e d|b, segue da proposi¢ao anterior, que a congruéncia
admite solucao.

, .m . ~ ~ N
Vamos mostrar que os nimeros x —|—ZE, com 7 € N, sao solugoes da congruéncia. De fato,

.m Ne
a (xo —i—zE) = axg +Zc_lm =arg=b modm.
=0

Além disso, esses niimeros sao dois a dois incongruentes médulo m, pois, parai,j € {0,1, ..., d—
1}, se

+i +i% mod
Tot+i—=x — mod m,
0 d 0 jd

entao, das propriedades de congruéncia e da Proposicao 4.12, temos

i—=j— modm<&i=j mod ——
d 74 J mde(%, m)
Mas, como + = d (Verifique!), logo i = j mod d, o que implica que ¢ = j.
mdc(%,m)

Finalmente, mostraremos que toda solucao = da congruéncia aX = b mod m é congru-
. .m .
ente, médulo m, axy + ZE, para algum 0 <7 < d.

De fato, seja x uma solucao qualquer da congruéncia a.X = b mod m. Entao,

Pro m
ar =axrg=b modm «F:@xzxo modg

m
Logo, existe k € Z tal que x — g = k:E Porém, do algoritmo da divisao, existem i,q € Z
m

tais que k = qd + i, com 0 < i < d. Assim,x:xo—i—(qd—l—i)d

, Ou seja,

.m .m
x:xo—irqm%—zgzxojtzg mod m.

O
Exemplo 4.39. Do exemplo |4.36 vinos que zy = 2 é uma solugao da congruéncia 8X = 4
mod 12. Logo, do teorema anterior, temos que a congruéncia 8X =4 mod 12 tem 4 solugoes

incongruentes modulo 12, a saber,

12 12 12
2,24 - =5 2+2—-=8 243~ =11
L2+ =5 2+2 =8 2+3-

Exercicio 4.40. Resolva a congruéncia 6 X = 14 mod 4.

Coroléario 4.41. Se mdc(a,m) = 1, entdo a congruéncia aX =b mod m possui uma tinica

solu¢ao maodulo m.
Exercicio 4.42. Resolva a congruéncia 25X = 15 mod 29.
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4.4 Teorema Chinés dos Restos

Aproximadamente no primeiro século da nossa era, o matematico chinés Sun-Tsu propos
o seguinte problema:

Qual € o numero que deiza restos 2, 3 e 2 quando dividido, respectivamente, por 3, 5 e 7¢

A resposta dada por Sun-Tsu para este problema foi 23.

Traduzido em linguagem matematica, o problema de Sun-Tsu equivale a procurar as

solugoes do seguinte sistema de congruéncias:

X =2 mod3
X =3 mod5
X =2 mod?7.

Mais geralmente, estudaremos sistemas de congruéncias da forma:

a X =b; mod my

as X = by, mod ms

arX = b, mod my.

Para que tal sistema possua solugao, é necessério que mdc(a;, m;)|b;, para todoi =1, ..., k,
via Proposigao[4.35] Porém, observe que se uma congruéncia da forma aX = b mod m possui

solugao, entao d = mdc(a, m) divide b. Assim, pondo

temos, pela Proposicao [£.12] que a congruéncia aX =b mod m é equivalente a
adX =0 modn,

onde mdc(a’,n) = 1. Logo, da observagao feita apds a Defini¢ao segue que a’ possui um
unico inverso multiplicativo a” mdédulo n, e dai segue que a congruéncia ’X = mod n é
equivalente a congruéncia

X =c¢ mod n,

onde ¢ = b - a”. Disto, segue que o sistema de congruéncias ¢é equivalente a um sistema

da forma

93



X =c¢ mod ny

X = ¢y, mod ny

X = ¢, mod ny.
Teorema 4.43 (Teorema Chinés dos Restos). Sejam ny,ng, ...,ng € Z tais que mde(n;, n;) =
1, para todoi,j =1,....k, com1 # j, e sejam ¢y, Ca, ..., ¢} inteiros arbitrarios. Entdo o sistema

de congruéncias lineares

X =c¢ modn

X =cy mod ne

X =c¢, mod ny.

possui uma unica solu¢cao modulo N = ny -no---ng. Tal solucdo pode ser obtida como seque:
xr = Niyicr + Nayaco + ... + Nyyrcy, (4)
onde N; = — e y; € o inverso multiplicativo de N; modulo n;, 1 =1, ..., k.
n;
Demonstra¢ao. Vamos, inicialmente, provar que z como dado em ¢ uma solucao si-
multanea do sistema .
De fato, como mdc(n;, n;) = 1,7 # j, e n; { N;, segue que mdc(n;, N;) = 1 e logo N; possui
um inverso multiplicativo y; médulo n;. Assim, como n,;|N;, se i # j, e N;y; = 1 mod n;,

segue-se que
xr = Nyyic1 + Noyaco + ... + Nypyper = Niyic; = ¢; mod n,.
Por outro lado, se xy é outra solucao do sistema , entao
r=x9gmodn;, Vi=1,.. k.

Como mdc(n;, n;) = 1, para i # j, segue que mmc(nq, ...,ng) = ny ---n, = N e, consequen-

temente, pela Proposigao [1.9, temos que

r=x9 mod N.
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Exemplo 4.44. 1) Vamos determinar a solugdo do problema de Sun-Tsu.

X =2 mod3
X =3 mod5
X =2 mod7.

Observe que 3,5 e 7 sao coprimos entre si, logo temos que N = 3-5-7 = 105. Assim,
Ny =5-7=235 Ny =3-7=21e N3y =3.-5 = 15. Disto, devemos encontrar os
inversos multiplicativos de Ny, Ny e N3, médulo 3,5 e 7, respectivamente, ou seja, encontrar

as solugoes das congruéncias:
35Y =1 mod3, 21Y=1 modb5, 1Y =1 mod?7.

Resolvendo estas congruéncias, obtemos, respectivamente, as solucoes y; =2, yo = l e y3 = 1.

Portanto, uma solucao médulo N = 105 é dada por
$:N1y101+N2y202+N3y303:3522+2113+1512:233523 mod 105.

Logo, 23 é uma solucao, inica médulo 105, do problema. Qualquer outra solucao é da forma

23 + 105¢, com t € Z.

Exercicio 4.45. Resolva o sistema:
3X=1 mod?7
5X =2 mod 11
4X =3 mod 13.

Solucao: 810

Virios sistemas de congruéncias lineares que nao se encaixam nas hipéteses do Teorema Chines

dos Restos ainda podem ter solugao.

Proposicao 4.46. O sistema de congruéncias X = c¢; mod my; e X = ¢o mod mo admite
solugao se, e somente se, co = ¢; mod (mdc(my, ms)). Além disso, dada uma solu¢ao a dos
sistema, um nidmero a’ é também uma solugao se, e somente se, a’ = a mod (mmc(my, ms)).

Logo, se a € uma solucao do sistema, entao uma solu¢ao geral é dada por

a’ = a+ mme(my, mo)t, t € Z.
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Demonstra¢ao. (=) Suponha que X = ¢; mod m; e X = ¢; mod my admite uma solugao
a. Entao a = ¢; mod my e a = ¢co mod msy. Logo existem x,y € Z tais que a = mix + ¢y e

a = msy + co. Logo
MiT + €1 = Moy + Co = ML — MYy = Cg — Cq,

ou seja, a segunda equagao possui solugao, o que implica que mdc(my, ms)|ca — 1, ou seja,
co = ¢ mod (mde(my, ms)).

(<) Suponha que ¢3 = ¢; mod (mdc(my,ms)). Entao mde(my, ms)|ca — ¢, 0 que implica
que a equagao diofantina

m1X+m2Y = Cy — (1

possui solugao g e yg. Tome a = myxg+ c; = ma(—yo) + c2. Entdo a =¢; mod my e a = ¢
mod meg, e portanto X = ¢; mod m; e X = ¢y mod my admite solugao.

A outra parte segue diretamente da proposicao pois

a =c =a modm
<= d =a mod (mmc(my, my))
a =cy;=a mod my

[]

Exemplo 4.47. Encontre os termos comuns das progressoes aritméticas (a,) de primeiro
termo 5 e razao 14, e (b,) de primeiro termo 12 e razao 21.
Observe que a, =5+ 14n e b, = 12+ 2In, n € Ny = NU {0}. Assim, os termos comuns

a ambas as PAs satisfazem
X =5 mod 14

X =12 mod 21

a qual possui solucao, pois mde(14,21) = 7 e 12 =5 mod 7. Assim, para determinarmos

uma solucao para o sistema acima, basta resolver a equacao diofantina
142 + 21y =21 =5 <= 14 + 21y =7

que possui solu¢ao g = —1 e yp = 1. Logo a = 14(—1)+5 = —9 é solucao do sistema. Assim,
os termos comuns sao dados por
' =—-9 mod mme(14,21) <= d' = -9 =33 mod 42
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Logo, os termos comuns entre as PAs sao dados por ¢, = 33 + 42n, para todo n € Ny

Exercicio 4.48. Encontre o menor niimero natural que deixa resto 380 quando dividido por

1512 e deixa resto 68 quando dividido por 1650.

4.5 Residuos Quadraticos

Sejam p um primo fmpar e a,b,c € Z tal que mdc(a,p) = 1. Estamos interessados em

encontrar solucoes para a equacao quadratica
ar’ +br+c=0 modp

Porém, esta equacao é equivalente a

4a(az® +br +¢) =0 mod p.
Como 4a(ax? + bx + ¢) = (2az + b)? — (b* — 4ac), segue que a equagao acima é equivalente a

(2ax + b)* = b* — dac  mod p.
Tomando X = 2ax +b e A = b — 4ac, temos

X?=A mod p.

Observagao 4.49. 1) O fato de que os numeros naturais sao produtos de seus divisores
primos nos leva a querer estudar residuo quadratico modulo primo, pois se xy é uma solucao

2 —

da congruéncia x a mod m, m > 1 e se p|m entao xy é solucao de z? = a mod p.

2 = a mod 2 sempre possui solucao para todo inteiro a, pois se a é par,

2) A equagao x
entdao a = 2k, para algum k € Z, e neste caso, 22 = 2k =0 mod 2, onde z = 0 é uma

solucdo. Agora se a é fmpar, entdo a = 2k + 1, para algum k € Z, e logo 22 =2k +1=1

mod 2, e portanto x = 1 é solucao.

Disto conclui-se que todo inteiro é residuo quadratico modulo 2. Portanto, basta estudar

residuo quadratico modulo niimeros primos impares.

57



3) Se pla entdo a congruéncia quadratica 22 = a mod p tem x = 0 como tinica solugao.

Entao para evitar trivialidades, vamos sempre assumir que mdc(a,p) = 1.
Portanto, estamos interessados no estudo das solugoes para as congruéncias da forma
22 =a mod p,
onde p é um primo impar e mdc(a,p) = 1.

Definigao 4.50. Sejam a € Z e p um primo fmpar tal que mdc(a,p) = 1. Dizemos que a

2 —

é um residuo quadratico mdédulo p se a congruéncia x a mod p possui solugao. Caso

contrario, dizemos que a nao é um residuo quadratico médulo p.

Exemplo 4.51. 4 é um residuo quadratico médulo 5, pois 32 = 4 mod 5. Mas 2 nao é um
residuo quadratico médulo 5, pois esta congruéncia 22 = 2 mod 5 nao possui solucao. De
fato, pois se x( fosse uma solucao de 22 = 2 mod 5, pelo algoritmo da divisao, xg = 5q +r

com 0 < r < 5. Assim, r* = (29)> =2 mod 5, o que é impossivel.

2

Teorema 4.52. Para p primo impar e a € Z tal que mdc(a,p) = 1, a congruéncia x* = a

mod p, caso tenha solucao, tem exatamente duas solucoes incongruentes modulo p.

Demonstracao. Se esta congruéncia possui uma solucao zy entao —zy também é uma solugao,
pois (—z)? = (79)®> = @ mod p. Mostremos entdao que estas duas solugoes zy e —x( S0
incongruentes médulo p. Suponha que xyg = —zy mod p entdao 229 =0 mod p, isto é, p|2zy.
Mas como p > 2 primo, entao p|zg. Como p|(zg)* — a, das propriedades de divisibilidade,
segue que pla, contradigao, pois mdc(a,p) = 1. Mostremos agora que existem apenas duas

2 = a mod p, isto é, y> = a mod p.

solugoes incongruentes. Seja y € Z uma solugao de x
Como ¢ é solugao, temos que (79)? = y* = a mod p, ou seja, (xg — y)(zo +y) =0 mod p.

Logo plzo — y ou p|zg + y, o que implica que y = 2 mod p ou y = —z7 mod p. O

Exemplo 4.53. Vamos determinar todos os residuos quadraticos médulo 13. Para isto, é su-

ficiente considerarmos os quadrados dos nimeros 1,2, ..., 12 que formam um sistema reduzido
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de residuos modulo 13.

12=1 mod 13 7=10 mod 13
22=4 mod 13 82 =12 mod 13
32=9 mod 13 92=3 mod 13
4>=3 mod 13 102=9 mod 13
52=12 mod 13 112=4 mod 13
62=10 mod 13 122=1 mod 13
Note que ambas as colunas de congruéncias figuram apenas os numeros 1, 3,4, 9, 10, 12. Estes

sao todos os residuos quadraticos modulo 13. O fato de haver repeticao na segunda coluna, é

que (13 — k)?> = k? mod 13, para k € {1,2,3,4,5,6}.

Teorema 4.54. Seja p primo impar. Dentre os nimeros 1,2,....p — 1, temos b residuos
s p— S
quadrdticos e que nao $ao.
. : . p—1 .
Demonstracao. Consideremos os quadrados dos ntimeros 1,2, ..., — isto é,
2
p—1
12,2234 . (—— | .

Y Y ) ) 2

- . : p—1
Vamos mostrar que estes quadrados sao incongruentes médulo p. Sejam x,y € {1,2, ..., T}

e suponha que 2> = y? mod p. Logo 22 —y?> = (v + y)(z —y) = 0 mod p, e portanto,
pl(x 4+ y)(x —y). Como =+ y < p, segue que p 1 (z +y). Logo p|(z — y), o que implica que
x =y mod p, e portanto, x = y. Desta forma, concluimos que todos os quadrados acima sao

-1
incongruentes médulo p. Agora, observe que se k € {1,2, ..., pT} entao

p+1p+3

_ ke
p 2 ' 2

yesD — 1}

Logo, como (p — k)?> = k? mod p, segue que os residuos quadraticos pertencem as classes de

congruéncia que contem os quadrados

223 (P2L)
Y Y AR 2 *

¢ o numero de residuos quadraticos dentre os nimeros 1,2,...,p — 1. Os

Portanto,

p ~ o~ , ‘o
outros nao sao residuo quadraticos. O]
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Exercicio 4.55. Encontre todos os residuos quadraticos médulo 17.

Proposicao 4.56. Seja p > 2 um nimero primo. Entdo a congruéncia > = —1 mod p

possui solucao se, e somente se, p =1 mod 4.

2

Demonstragao. (=) Suponha que a congruéncia z# = —1 mod p tenha solugao. Entéo existe

b € Z tal que b* = —1 mod p. Disto segue que mdc(p,b) =1 e logo, do PTF, obtemos

1= = (l)z)p2;1 = (—1)% mod p

_ — —1
e dai (—1)1771 =1, pois —1 Z 1 mod p. Disto, segue que p é par, isto é, pT = 2k, ou

ainda, p — 1 = 4k. Portanto p =1 mod 4.

(<) Suponha que p =1 mod 4. Pelo Teorema de Wilson, (p — 1)! = —1 mod p. Mas

observe que

p=1
A=(p-1)=1-2. p—1 ptl (p—2)-( _1)_f[ i(p—j) mod
=(p I = T 5 (P D —j:1jp j .
Como j(p — j) = —j% mod p, temos
; p—1 2
1H [T = 07 (T ) =0 [(250)] e
—1 = — = 2 = (— 2 : .
Jjp—17) o j:1] 5 mod p
Mas p =1 mod 4, logo (—1)% =1, e portanto
—1\ 1?
[(p—)} =—-1 mod p.
2
Portanto, x = (%)' ¢ uma solucao da congruéncia 2> = —1 mod p. ]
Exercicio 4.57. Encontre as solucoes da congruéncia 2> = —1 mod p, onde p = 5,13, 17;

Exemplo 4.58. Existem infinitos primos da forma 4n + 1, com n € N.
De fato, suponha que P = {p1, pa, ..., px } sdo todos os primos da forma 4n + 1. Considere
0 numero

N=2p-py-..-pp)*+1€N.

Pelo TFA, N pode ser fatorado em fatores primos. Assim, seja ¢ um fator primo de N. Logo

q|N, e entdo (2p; - pa - ... - pr)> +1 = 0 mod ¢. Isto significa que a congruéncia z? = —1
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mod ¢ possui solugao x = 2p; - pa - ... - pr. Logo, do teorema anterior, ¢ = 1 mod 4, ou seja
q € P. Logo, q|p1 - p2 - ... - pr. e portanto ¢|1, absurdo! Portanto P nao pode ser um conjunto

finito.

Embora saibamos a lista completa de residuos quadraticos, na pratica pode ser dificil
reconhecer se um ntmero é ou nao um residuo quadratico. Por exemplo, 2 é um residuo
quadratico médulo 10197 Veremos em breve uma ferramente pratica na resolucao destes

problemas.

Definigao 4.59. Seja p um primo impar e a € Z tal que mdc(a,p) = 1. O simbolo de

Legendre ¢ o simbolo (2) definino por
p

(a) 1, sea é residuo quadratico médulo p

p —1 , se a nao ¢é residuo quadratico modulo p

Exemplo 4.60. Do exemplo [£.53] segue que

(3)-(3)-()-()-(B)- ()
3)-()-()-(3)-()-¢)--

Teorema 4.61 (Critério de Euler). Seja p um primo impar e a € Z tal que mdc(a,p) = 1.

(2) =a"7 mod p.
p

Demonstragdo. Primeiro, observe que como mdc(a,p) = 1, entdo do PTF, a?~! =1 mod p.

enquanto
Entao

Como p é fmpar, entao p — 1 é par, e logo
a?l -1 = <ap771—1> <a%+1) =0 mod p.
Assim, p| (aprl — 1> ou p| (apz;l - 1), isto é, "= = £1 mod p.

e Suponha que a é um residuo quadratico médulo p. Assim, existe b € Z tal que b* = a
mod p e mdc(b, p) = 1, pois mde(a, p) = 1. Entao, segue do P.T.Fermat, que

—1 p—1

apTE(bz)T:bp_lzl mod p = (%) —1=a"7 mod p.
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e Suponha agora que a nao seja um residuo quadratico médulo p. Para todo r €
{1,2,...,p — 1}, a congruéncia linear rx = a mod p possui exatamente uma solugao
se{1,2,...,p— 1}, pois {1,2,...,p — 1} é um sistema completo de residuos médulo p.
Mais ainda, temos que r Z s mod p, pois se 7 = s mod p, terfamos que a = rs = s>
mod p, ou seja, a seria uma residuo quadrado, contradicao! Logo, podemos rescrever o

conjunto {1,2,...,p — 1} como

{1,2,....,p — 1} = {rq, $1, 72, S9, ...,7’%—1,5%}

-1
tal que r;s; = a mod p para 1 <1 < pT Assim, do Teorema de Wilson,

p—1
=

— a —
Ha:a% mod p = (—) - 1=d"7 mod p.
i=1

p—1

I
—-1=@p-1= Hmsi

i=1 p

Exemplo 4.62. Seja p =29 e a = 3. Entao

3 29—1
( )5392 — 34 mod 29

29

Como 3% = —2 mod 29 e 3% = (3%)* . 32, entdo
3
(%) =314 = (3)".32=(-2)' 9=16-9=144=28= —1 mod 29
Portanto 3 nao é um residuo quadratico médulo 29.

Proposicao 4.63. Seja p um primo impar e a,b € Z tais que mdc(a,p) = mdc(p,b) = 1.

Entao valem

a) Se a =b mod p entdo (ﬁ) = (9)
p p
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Demonstragao. a) Exercicio.
b) Exercicio.

c¢) Pelo Critério de Euler,

()=o) ()
_ (%) : (g)‘ < 2, entdo

12 22.3 22 3 3
Exemplo 4.64. | — | = == =)]=(=]=-1
29 29 29 29 29
Exercicio 4.65. Verifique se 1987 é um residuo quadrético médulo 17.

O critério de Euler ja nos fornece uma maneira de identificar residuos quadraticos.
Veremos agora dois resultados muito fortes aos quais facilitarao a identificagao de

residuos quadraticos.

Teorema 4.66. Para p um primo impar, temos

(2) W21 1 , sep=41 mod8
= 1) s

-1 , sep=+3 mod38

Teorema 4.67 (Reciprocidade Quadrética de Gauss). Sejam p e q dois primos impares

(S) | (g) (e,

Exemplo 4.68. 1) Verifiquemos se 2 é um residuo quadratico médulo 1019.

distintos. Entao

2
Como 1019 = 3 mod 8§, segue que (m) = —1. Portanto, 2 nao é um residuo

quadratico modulo 1019.
2) Verifiquemos se 31 é um residuo quadratico médulo 1997.
Pela Reciprocidade quadratica de Gauss, temos
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Mas 1997 = 13 mod 31, logo

() (3) -0 3)- ()

Como 31 =5 mod 13, segue que

(3)- (2)- oo (5) - (2)

Mas 13 =3 mod 5, e entao, pelo critério de Euler,

(?) — (g) =3% =32=—-1 mod 5.
31
— ) = —1.
<1997>

3
3) Calculemos (—), onde p é um nimero primo maior que 3.
p

Portanto,

Pela reciprocidade quadratica, temos que

r (%):1 ,sep=1 mod 3
(5)=0)= '

(%):—1 ,sep=2 mod 3

Por outro lado,
1 ,sep=1 mod4
-1 ,sep=3 mod4

Assim, analisando as informacgoes acima, temos

(3)_(19)(_1);721_ 1 ,sep=loup=11 mod 12

—1 ,sep=5oup=7 mod 12
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