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1 Resumo

O produto educacional Poliedros de Platao com Animagoes em PDF apresenta uma
sequéncia didatica voltada para o ensino interativo e significativo dos s6lidos platénicos. O
objetivo principal é conectar os conceitos matematicos a préatica, promovendo a compreensao
das propriedades geométricas, volumétricas e simétricas dos poliedros de Platao. Atividades
propostas incluem a exploragao da féormula de Euler, a comparacao de volumes e alturas
desses solidos e a construcao de planificacoes geométricas. Com suporte da Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), o produto enfatiza o desenvolvimento de habilidades investiga-
tivas, raciocinio logico e uso ético de tecnologias. Dessa forma, espera-se engajar estudantes

no estudo da geometria espacial, fomentando sua curiosidade e criatividade.

Palavras-chave: geometria espacial, poliedros regulares, solidos platonicos, tecnologia

educacional, ensino basico.



2 Introducao

Esta sequéncia didéatica é um produto educacional derivado da dissertacao intitulada
Poliedros de Platao com animacgoes em PDF. Seu objetivo é oferecer uma abordagem
ludica e significativa para o ensino dos solidos de Platao, conectando conceitos matematicos
a pratica por meio de recursos interativos.

Vivemos em um mundo tridimensional, no qual as nog¢oes de altura, largura e pro-
fundidade sao fundamentais para a compreensao da Geometria Espacial. Entretanto, ao
observarmos objetos representados em superficies bidimensionais, como péginas de livros ou
telas, estamos diante de representacoes semidticas, nao dos proprios objetos. Essa limitacao
pode dificultar a compreensao das propriedades espaciais e a distingao entre formas planas
e tridimensionais, criando barreiras para o aprendizado da geometria. Para superar esses
desafios, estratégias didaticas que valorizem a experimentacao e a interagao sao essenciais,
favorecendo a construgao do conhecimento por meio de experiéncias praticas.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), homologada em 2018, destaca a rele-
vancia de praticas pedagogicas que estimulem a curiosidade, o raciocinio l6gico, a investigacao
e o uso de tecnologias no processo de ensino-aprendizagem. Entre as competéncias gerais e

especificas estabelecidas, destacam-se:

e Exercitar a curiosidade intelectual e utilizar abordagens cientificas para investigar,

refletir, criar e resolver problemas;
e Compreender e criar tecnologias digitais de maneira ética e significativa;
¢ Desenvolver o raciocinio légico e a construcao de argumentos convincentes;

e Investigar e validar conjecturas matematicas com o apoio de tecnologias e pra-

ticas experimentais.

A BNCC também enfatiza a importancia da geometria no curriculo escolar, promo-
vendo o entendimento de propriedades geométricas, a analise de formas tridimensionais e a
resolucao de problemas espaciais. Segundo (Barbosa, 2003), a geometria espacial desempe-
nha um papel crucial no desenvolvimento de habilidades cognitivas, espaciais e abstratas.
No entanto, o ensino tradicional muitas vezes enfrenta dificuldades em engajar estudantes
que tém pouca familiaridade com caracteristicas tridimensionais. Ferramentas como o soft-
ware GeoGebra oferecem alternativas dindmicas e interativas, permitindo aos alunos explorar

propriedades geométricas de forma intuitiva e significativa (Alves e Soares, 2003).



Dessa forma, esta sequéncia didatica busca introduzir os poliedros de Platao de
maneira acessivel e pratica, destacando sua relevancia matematica e explorando suas propri-

edades tinicas. Para alcancar esse proposito, foram definidos os seguintes objetivos:
1. Demonstrar a relacao de Euler;
2. Discutir a existéncia de apenas cinco classes de poliedros regulares convexos;

3. Proporcionar uma experiéncia interativa por meio da planificagao e construcao desses

solidos.

Com esta proposta, almeja-se promover um ensino de geometria espacial que seja
engajador, significativo e alinhado as competéncias da BNCC, fomentando a construcao do
conhecimento mateméatico e o desenvolvimento de habilidades investigativas e criativas dos

estudantes.

Habilidades Trabalhadas

e EFO8MA20: Reconhecer e representar planificacoes, vistas, perspectivas e projegoes
de solidos geométricos, como prismas, piramides, cilindros, cones, esferas e poliedros

regulares.

e EFO8MAZ21: Resolver problemas que envolvam o célculo de areas da superficie de
solidos geométricos, inclusive no contexto de planificacao, utilizando a composicao e

decomposigao de figuras planas.

e EFO8MA22: Relacionar o nimero de vértices (1), arestas (A) e faces (F') de prismas,
piramides e outros poliedros convexos, verificando a validade da rela¢ao de Euler (V —

A+ F=2).

Para visualizar as animagoes contidas nesse arquivo pdf, é preciso usar programas

tais como Adobe Acrobat Reader, Okular ou SumatraPDF.



3 Poliedros

3.1 Definicao Geral

Um poliedro é uma reuniao de um ndmero finito de poligonos planos, onde cada
lado de um desses poligonos ¢ também lado de um, e apenas um, outro poligono.

Na Figura 1, temos dois exemplos animados de poliedros segundo essa defini¢ao
geral. Aqui é importante notar que a maneira em que juntamos os poligonos para formar os

poliedros nos permite figuras como estas.

(=)o)

Figura 1: Exemplos animados de poliedros

Um poliedro é convexo se, para quaisquer dois pontos internos, o segmento de reta
que os une estiver totalmente dentro do poliedro. De forma geral, um conjunto é convexo

quando o segmento de reta entre dois pontos quaisquer esta inteiramente contido nele.

Figura 2: Poligono convexo e poligono nao convexo



Para caracterizar um poliedro convexo consideramos n poligonos, com n > 4, que

satisfazem as trés condigoes:
(I) ndo ha dois destes poligonos no mesmo plano;
(IT) cada lado de um dos poligonos é comum a dois e apenas dois dos poligonos;

(IIT) o plano de cada poligono deixa todos os demais poligonos num mesmo semiespago.

(condicao de convexidade)

Passamos agora a apresentar alguns objetos que estao associados a um poliedro que
sao: faces, arestas, vértices e angulos. Considere um poliedro qualquer. As arestas de um
poliedro sao os segmentos de reta que delimitam a borda onde duas faces se encontram. Os
vértices sao os pontos onde trés ou mais arestas se encontram. As faces sao as superficies
planas que formam os lados do poliedro, delimitando sua estrutura tridimensional. A figura

3 a seguir ilustra esses elementos para um cubo e um tetraedro.
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Figura 3: Vértices, arestas e faces de um cubo e um piramide

Vamos falar de dois exemplos de poliedros que aparecem com muita frequéncia em

Geometria Espacial: prisma e piramide.



3.2 Prisma

Prismas sao poliedros que possuem duas bases paralelas e congruentes, com faces

laterais que sdo paralelogramos (Figura 4).
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Figura 4: Prisma reto e prisma obliquo

Esse tipo de poliedro é utilizado regularmente como reservatorios pela sua rigidez e
praticidade de construgao ja que usualmente sao paralelepipedos (todas faces retangulares),
para calcular a capacidade volumétrica de um prisma utilizamos o principio de Cavalieri,
que geralmente é apresentado nas secoes de geometria espacial dos livros de mateméatica na

educagao basica. (Lima, 2006) na pag. 256 nos traz esse axioma da seguinte forma:

Axioma 3.1 (Principio de Cavalieri). Sao dados dois sdlidos e um plano. Se todo plano
paralelo ao plano dado secciona os dois solidos sequndo figuras de mesma drea, entao esses

sdlidos tém o mesmo volume.

O Principio de Cavalieri é um poderoso conceito que simplifica o calculo de volumes
e permite comparagcoes entre solidos aparentemente diferentes. Ele se baseia na ideia de que
o volume de um so6lido pode ser determinado a partir das areas de suas secgoes transversais,
desde que essas areas sejam equivalentes em cada nivel.

Sabendo que o volume de um paralelepipedo de area de base A, e altura h é dado
por

V - Abh

Para um prisma de mesma altura h, tracamos uma secao transversal que tera area A. Natu-
ralmente, é possivel obter um retangulo cuja area seja A. Portanto, usando o axioma, segue

que o volume do prisma também serda V = Ah.



3.3 Piramide

Uma piramide ¢ formada por uma base poligonal e faces laterais triangulares que

se encontram em um ponto comum, o vértice (Figura 5).

Figura 5: Piramide quadrangular obliqua e piramide quadrangular reta

Piramides e prismas sao nomeados conforme o formato de suas bases, como prismas
hexagonais e piramides pentagonais. A pirdmide quadrangular, comum em exemplos como
as piramides do Egito, tem base quadrada e quatro faces triangulares. Ela pode ser reta,
com o vértice diretamente acima do centro da base e segmento ortogonal a base, ou obliqua,
quando o vértice nao esté alinhado com o centro, formando uma estrutura inclinada.

Alguns so6lidos geométricos sao facilmente identificdveis em nosso dia a dia. Um
prisma retangular, por exemplo, pode ser visto em caixas de sapatos, enquanto uma piramide
triangular pode ser encontrada em estruturas arquitetonicas como telhados. Por exemplo,
temos o dado de 6 lados (Figura 6)), também conhecido como dado ctubico ou dado comum,
¢ um objeto utilizado em muitos jogos de mesa e atividades ludicas. Ele é um dos tipos mais
populares de dados e é construido de maneira que cada uma das seis faces é marcada com

um namero de pontos de 1 a 6.
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Figura 6: Dado no formato de hexédgono

Um ringue octogonal, também conhecido como octégono, é uma estrutura geomé-
trica que possui oito lados e oito angulos. Este formato é popularmente conhecido no mundo
dos esportes de combate, especialmente no MMA (Mixed Martial Arts), onde o ringue de

competicao tem forma octogonal, conforme ilustrado na Figura 7.
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Figura 7: Octégono com forma de um prisma octogonal

Vamos agora estabelecer a formula do volume de uma piramide de base triangular.

Proposicao 3.1. O volume de uma pirdmide triangular € igual a um terco do produto da

sua base pela sua altura.

A demonstracao dessa proposicao é ilustrada pela seguinte figura animada:

(=)o)

Figura 8: Prisma em trés tetraedros de mesmo volume

Uma vez que o prisma ABC — DEF fica dividido em trés piramides de mesmo
volume, concluimos que o volume de qualquer uma dessas piramides é a terca parte do
volume do prisma. Em particular, o volume da piramide £ — ABC' é um terco do prisma
ABC — DEF. Mas o volume de ABC — DEF' é bh.

Portanto,

1
V= gbh.



4 Atividade: Explorando a Féormula de Euler para Poliedros
Objetivos:

e Compreender e verificar a formula de Euler: V — A + F = 2, vélida para poliedros

convexos.

e Identificar a relagao entre vértices (1), arestas (A) e faces (F') em diferentes poliedros

usando representacoes esquematicas.

Material necessario:
e Papel, lapis e calculadora.

e Representagoes planificadas ou esquematicas dos poliedros (desenhos apresentados no

quadro ou distribuidos como material impresso ou construidas no Geogebra).

Etapas:
1. Introducgao:

e Apresente a formula de Euler para poliedros:
V-—A+F=2

e Explique o significado de V' (vértices), A (arestas) e F' (faces), utilizando o cubo

como exemplo. Mostre que:
V=8 A=12, F=6 = V-A4+F=8-1246=2

2. Exploragao pratica:

(a) Apresente representagoes esqueméticas de poliedros convexos, utilizando recursos
diversos para facilitar a compreensao visual e espacial. Exemplos incluem planifi-
cagoes geométricas, projecoes desenhadas no quadro, material impresso, imagens
geradas em softwares como GeoGebra e modelos fisicos, como sélidos em acrilico

ou papelao.

(b) Pega aos alunos que analisem cada figura para contar o nimero de vértices (V'),

arestas (A) e faces (F).
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(c¢) Oriente-os a preencher uma tabela como a seguinte:

Poliedro Vértices (V) | Arestas (A) | Faces (F) | V- A 4+ F

Tetraedro

Prisma retangular

Prisma pentagonal

Piramide quadrangular

Piramide pentagonal

(d) Apos preencherem a tabela, pega que discutam suas observagoes e verifiquem se

a formula de Euler é valida em todos os casos analisados.
3. Discussao e reflexoes:

e Pergunte: A férmula de Euler pode ser aplicada a qualquer tipo de poliedro? Por
qué?

e Discuta que a formula é valida apenas para poliedros convexos. Explique que, em
poliedros ndo convexos ou em estruturas mais gerais (como sélidos com buracos),

a formula pode nao se aplicar.

Resultados esperados:
e Tabela preenchida pelos alunos com a verificacao da féormula de Euler.

e Relatos breves sobre o que os alunos concluiram com a atividade.

11



5 Atividade: Poliedros de Platao

Objetivos:

e Geral: Compreender as propriedades dos poliedros de Platao, suas caracteristicas

geométricas e simetrias.
¢ Especificos:

1) Identificar os poliedros de Platao e suas propriedades.
2) Explorar as faces, arestas e vértices de cada poliedro de Platao.

3) Relacionar os poliedros de Platao com sua aplicagdo no mundo real.
Material Necessario
e Quadro e giz ou projetor.
e Papel, lapis e calculadora.

e Representagoes dos poliedros de Platao (imagens ou representagoes planificadas).

e Software de geometria dindmica (GeoGebra).

Estrutura da Sequéncia Didatica

5.1 Introducao ao Tema

Objetivo: Apresentar o conceito de poliedros regulares e os poliedros de Platao.

Atividades:

e Comece explicando o que sao poliedros e suas caracteristicas gerais. FEnfatize que

poliedros sao solidos tridimensionais com faces planas, arestas e vértices.

e Introduza o conceito de poliedros regulares, destacando que sao poliedros com todas
as faces idénticas (poligonos regulares) e o mesmo niumero de arestas em todos os

vértices.

e Explique que Platao foi o primeiro a descrever os poliedros de Platao, que sao cinco

sOlidos regulares conhecidos:

12



I) Tetraedro (faces triangulares),

II) Cubo ou Hexaedro (faces quadradas),

)

)
III) Octaedro (faces triangulares),
IV) Dodecaedro (faces pentagonais),
)

V) Icosaedro (faces triangulares).

e Mostre imagens ou modelos dos poliedros de Platao e explique brevemente as ca-

racteristicas de cada um. A seguir, apresentamos planificagbes animadas dos solidos

platonicos:

(=)

Figura 9: Planificagao do Tetraedro

S

(=Jel(+]

Figura 10: Planificacao do Hexaedro
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(=)

Figura 11: Planificagao do Octaedro

(=)

Figura 12: Planificacao do Dodecaedro

(=Jel(+]

Figura 13: Planificacao do Icosaedro
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Discussao:

e Pergunte aos alunos: O que torna esses poliedros especiais? Como podemos reconhecé-

los?

e Se possivel, discuta as aplicagoes histoéricas desses poliedros, como em arte, jogos,

arquitetura e filosofia.

5.2 Caracteristicas dos Poliedros de Platao

Objetivos: Explorar as propriedades dos poliedros de Platao, como o niimero de vértices
(V), arestas (A) e faces (F).

Atividades:

e Divida os alunos em grupos e fornega representacoes ou imagens dos cinco poliedros

de Platao.
e Peca aos alunos que analisem cada poliedro para identificar e contar:

> O namero de vértices (1),
> O namero de arestas (A),

> O namero de faces (F).

Discussao:

e Apoés a atividade, discuta com os alunos como esses sélidos possuem simetrias e carac-

teristicas geométricas especiais.
e Pergunte: Por que, mesmo com diferentes ntimeros de faces e vértices, todos esses
poliedros possuem a mesma relacao entre V', A e F?
5.2.1 Explorando as Propriedades Geométricas

Objetivo: Explorar as simetrias e caracteristicas geométricas dos poliedros de Platao.

Atividades:

e Utilize software de geometria dinAmica como o GeoGebra (ou outra ferramenta) para
explorar as representagoes interativas dos poliedros de Platao. Os alunos podem ob-
servar a simetria das faces, o niimero de arestas que se encontram em cada vértice, e a

forma das faces (triangulares, quadradas, pentagonais).
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e Peca que os alunos investiguem a simetria de cada poliedro. Eles devem identificar

como as faces sao distribuidas ao redor dos vértices e como as arestas se conectam.

Discussao:
e Pergunte aos alunos como as simetrias afetam a estética desses poliedros. Como isso

se relaciona com a ideia de Platao sobre os s6lidos perfeitos?

e Encoraje os alunos a refletirem sobre como os poliedros de Platao se relacionam com

a natureza e a arte, fazendo conexoes com a histéria da matemaética e da filosofia.

5.2.2 Conclusao e Reflexoes Finais

Objetivo: Consolidar o aprendizado sobre os poliedros de Platao e suas propriedades.

Atividades:

e Revise os conceitos principais abordados na aula: poliedros de Platao, suas proprieda-

des geométricas e suas simetrias.
e Peca que os alunos escrevam um pequeno resumo explicando:
> O que sao os poliedros de Platao e como sao classificados.

> Como suas simetrias e caracteristicas geométricas os tornam especiais.

> Onde podemos encontrar esses poliedros na arte, arquitetura ou na natureza.

5.3 Avaliacao
e A avaliacdo pode ser feita por meio da observagao da participagdo dos alunos nas

atividades praticas, como contagem de vértices, arestas e faces, e pela qualidade das

reflexdes escritas no final da aula.

e O envolvimento nas discussoes também é um bom indicativo do aprendizado.

6 Atividade: Comparando Volumes e Alturas dos Soélidos de Pla-

tao
Nesta atividade vamos obter as medidas que os solidos de Platao devem ter para
que resultem em mesmo volume e em sequéncia, mesma altura. Temos que todos os solidos

de Platao possuem volume e altura dados por expressoes do tipo V =k-a®>e H = [ - a,
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respectivamente. Aqui, nossa referéncia de altura é dada colocando o sélido apoiado em

uma de suas faces e calculando sua maior projegao vertical. Em resumo, temos os seguintes

resultados:
Tabela 1: Volume e altura dos sélidos de Platao com aresta a

Sélido Volume Altura

Tetraedro ‘{—ga?’ \/Tga

Cubo a’ a

Octaedro \/?iag' \/?éa

Dodecaedro | 1(15 + 7V/5)a? %\/250 +110v5a

Icosaedro 23+ V6)d® ‘/?5(3 +/5)a
Objetivo:

e Compreender as diferencas geométricas entre os solidos de Platao ajustados para o

mesmo volume ou mesma altura.

e Relacionar as propriedades métricas dos soélidos com suas caracteristicas geométricas.

Material necesséario:
e Computadores com acesso ao GeoGebra ou outro software de geometria dinamica.
e (Calculadoras ou planilhas eletronicas.

e Impressoes das tabelas e figuras dos sélidos com volumes e alturas iguais.

Etapas:
1. Introducgao:

e Apresente a relagao entre volume e altura nos sélidos de Platao, explicando que
os volumes sao proporcionais ao cubo do comprimento da aresta e as alturas, ao

comprimento da aresta multiplicado por um fator constante.

e Denotemos por V;, Vj,, V,, V; e V; os volumes do tetraedro, hexaedro, octaedro, do-
decaedro e icosaedro, respectivamente. De forma analoga, designemos as alturas

desses solidos pelos mesmos indices.

e Mostre as tabelas fornecidas no documento, explicando como as arestas foram

ajustadas para que os so6lidos tivessem volumes ou alturas iguais.

17



2. Exploracgao pratica:

(a) Analise dos volumes:

e Distribua as medidas ajustadas para volumes iguais (V; =V, =V, =V, =
Vi = 1) e pega que os alunos calculem manualmente o volume de um dos

solidos (& escolha), confirmando os resultados fornecidos.

e Oriente-os a criar os s6lidos no GeoGebra, ajustando os comprimentos das

arestas conforme a tabela.

e Incentive uma comparagao visual: Como os formatos diferem, mesmo ocu-

pando o mesmo espaco tridimensional?
(b) Analise das alturas:

e Repita o procedimento para alturas iguais (H, = H, = H, = H; = H; = 1).

e Destaque que o tetraedro e o octaedro possuem a mesma altura quando tém
a mesma medida de aresta.

3. Discussao e reflexoes:
e Pergunte: Por que as medidas das arestas variam entre os sélidos para alcancar
o mesmo volume ou altura?

e Relacione as propriedades geométricas dos s6lidos & maneira como o espago tridi-

mensional é distribuido em cada formato.

Resultados esperados:

e Representagoes digitais ou desenhadas dos solidos com volumes e alturas iguais.

e Relatorios breves com célculos e reflexoes dos alunos.

a; =~ 0,771

w &

aq = 0,507

a,~ 1,285

Vi=Va=V,=Vyg=V;=1

Figura 14: So6lidos de Platao com mesmo volume
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Calculos esperados:
Nesta Figura 14, sao apresentados os cinco solidos de Platao, ajustados para terem volumes
iguais. A escala dos comprimentos de aresta de cada so6lido foi modificada para garantir que

todos os volumes sejam V; =V, =V, =V; =V, =1, onde:
e a; ~ 2,040 é o comprimento da aresta do tetraedro;

e a; =1 & o comprimento da aresta do cubo (hexaedro);

a, ~ 1,285 ¢ o comprimento da aresta do octaedro;

aq ~ 0,507 é o comprimento da aresta do dodecaedro;

| a; =~ 0,662

aq =~ 0,449

a; ~ 0,771 é o comprimento da aresta do icosaedro.

ap —

a, =~ 1,225

a; ~ 1,225

H=H,=H,=H;=H;=1
Figura 15: Soélidos de Platao com mesma altura

Para a Figura 15, sao apresentados os cinco solidos de Platao que devem ter a
mesma altura, digamos, todas iguais a 1. Dai, as igualdades H; = H, = H,= H; = H; = 1

implicam que:
e a; ~ 1,225 é o comprimento da aresta do tetraedro;

e a; =1 & o comprimento da aresta do cubo (hexaedro);

a, ~ 1,225 é o comprimento da aresta do octaedro;

aq ~ 0,449 é o comprimento da aresta do dodecaedro;

a; ~ 0,662 é o comprimento da aresta do icosaedro.

Vale observar que sempre o tetraedro e o octaedro possuem mesma altura no caso

€Il que possuem mesia aresta.
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7 Apéndice

Instrucoes para Inserir Animacoes em PDFs

A inser¢cao de uma animacao em um documento KIEX é feita a partir de uma
sequéncia de imagens numeradas (por exemplo, framel.png, frame2.png, etc.). Todas as
imagens devem estar no mesmo formato (por exemplo, todas .png ou .jpg).

No preambulo do seu documento KTEX, é necessario incluir o pacote animate com
o comando \usepackage{animate}.

No ponto do documento onde deseja inserir a animacao, utilize o comando

\animategraphics. A sintaxe basica ¢ a seguinte:

\animategraphics [<opgdes>]{<fps>}{<nome do arquivo>}{<nimero inicial>}{<nimero final>}
As principais opg¢oes disponiveis sdo:

loop: Faz a animacao repetir continuamente.

autoplay: Faz a animagao iniciar automaticamente.

controls: Adiciona controles de reproducao.
Os parametros da sintaxe sao:

fps: Numero de frames por segundo.
nome do arquivo: Nome base do arquivo de imagem, sem o ntimero e a extensao.
nimero inicial: Numero do primeiro frame.

namero final: Numero do ultimo frame.

Para animacoes geradas por alguns programas, como o GeoGebra, é possivel converté-
las diretamente em formato GIF para figuras planas. No entanto, animagoes 3D criadas no
GeoGebra ainda nao possuem uma op¢ao nativa para conversao em GIF. A solucao encon-
trada foi utilizar um programa de gravacgao de tela que permita salvar diretamente em GIF.
No Linux, usamos o programa Peek para esse proposito, que pode ser utilizado para gravar
qualquer animagao exibida na tela. No Windows, existem aplicativos semelhantes, como o
Camtasia, que também oferecem essa funcionalidade.

Tendo a animagao em formato GIF, é possivel gerar os frames associados utilizando
o comando ffmpeg -i figura.gif figura_%d.png no terminal do Linux. Um site muito
util, que oferece diversos recursos para manipulacao de GIFs, ¢ o EZGIF, disponivel no

endereco https://ezgif.com.
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