CONSTRUCAO DE DEDEKIND DO SISTEMA DOS NUMEROS
REAIS

JEAN FERNANDES BARROS

RESuMO. Estas notas tém a finalidade de construir o sistema dos ndmeros
reais a partir do sistema dos niimeros racionais, usando os cortes de Dedekind.

1. O INFIMO E O SUPREMO

A referéncia bésica para esta secao é o livro [1].
Inicialmente, consideremos a seguinte definigao:
Definigao 1. Uma relacao < sobre S que satisfaz as condigoes

(1) @ ndo estd em relagdo < com a, para cada a € S.
(2) Dados a,b € S, se a < b, entdo b ndo estd em relacdo < com a.
(3) < é transitiva.

¢é dita uma relacao de ordem estrita sobre S.

E f4cil mostrar que a definicdo de ordem estrita acima é equivalente a definigao
de ordem estrita abaixo. De fato, basta mostrar que as condigdes (1) e (2) da
defini¢ao 1 é equivalente a condic¢ao (1) da definigdo 2, que é a lei da tricotomia.
Mostremos isso.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que S satisfaz a lei da tricotomia. Se a # b, entdo ou
a < boub < a. Entao, a nao pode ser menor do que a. Além disso, se a < b, entao
b nao pode ser menor do que a. Reciprocamente, suponhamos que a # b e a < b.
Entao, pelo segundo item, b nao é menor do que a. Sendo assim, dados a,b € S,
oua=>boua<boub<a. Logo, S satisfaz a lei da tricotomia. [

Definigao 2. Seja S um conjunto. Uma rela¢do de ordem estrita sobre S, denotemo-
na por <, é uma relagao que satisfaz as seguintes duas propriedades:

(1) Dados z,y € S uma, e somente uma, das seguintes afirmagoes
r<y,r=y,y<zx (Lei da Tricotomia)

é verdadeira.
(2) Sex <yey< z entdo x < z.

Neste caso, dizemos que S é um conjunto ordenado.
Observagao 1. A relagdo < significa < ou =.

Por exemplo, ja sabemos que a relagao sobre Q dada por
T < y se, e somente se, 0 <y —x

é uma relagao de ordem estrita sobre Q.

Date: 13/11/2024.



Defini¢ao 3. Sejam S um conjunto ordenado e F C S. Dizemos que F é limitado
superiormente (limitado inferiormente) se, existe b € S tal que z < b (b < x),
para todo z € S. Neste caso, dizemos que b é um limitante superior (inferior) de
E.

Definigao 4. Sejam S um conjunto ordenado, £ C S limitado superiormente
(inferiormente). Dizemos que s € S é o supremo (infimo) de E se
(1) s é um limitante superior (inferior) de E;
(2) s é o menor (maior) limitante superior (inferior) de E, isto ¢, se z <
s(s<z),existeye Ftalquez<y<s (s<y<ax).

Neste caso, denotamos s = sup E' (s = inf E).

Definigao 5. Seja S um conjunto ordenado. Dizemos que S tem a propriedade
do supremo (infimo) se, todo subconjunto nao-vazio de S limitado superiormente
(inferiormente) tem supremo (infimo) em S.

Teorema 6. Sejam S um conjunto ordenado que tem a propriedade do supremo,
e # B C S limitado inferiormente. Considere L o conjunto de todos limitantes
inferiores de B. Entao, existe o supremo de L em S, que é o infimo de B em S.

Demonstragdo. Observemos que L # (), j4 que B ¢ limitado inferiormente. Como L
é o conjunto dos limitantes inferiores de B, temos que todo y € L é tal que y < =z,
para todo x € B. Isto implica que todo elemento de B é um limitante superior de
L. Consequentemente, L é um subconjunto nao-vazio de S limitado superiormente.
Pela propriedade do supremo de S, existe a € S tal que o = sup L. Afirmamos
que o € L. Vejamos, se v < «, temos que v nao é um limitante superior de L. Isto
implica que v ¢ B. Segue-se que o < z, para todo = € B. E entao, a € L, isto é,
« é um limitante inferior de B.

Agora, nosso interesse é demonstrar que o = inf B. Para tanto, precisamos
mostrar que « é o maior dos limitantes inferiores de B, isto é, se o < 3, entao
B ¢ L. E isto, segue-se do fato de que v é um limitante superior de L. O

2. O SISTEMA DOS NUMEROS REAIS

A principal referéncia para esta secao é [5]. Outras referéncias utilizadas foram
12, 3].

Defini¢ao 7. Um subconjunto o de Q é dito um corte de Dedekind, ou simples-
mente corte, se satisfaz as seguintes propriedades:

(1) asbeasQ;
(2) sepea,geQeq<p,entdo q € a;
3) se p € «, entao p < r, para algum r € a.
( pEa p<r,Dp g

Observagao 2. A terceira propriedade da definigao de corte, mostra-nos que «
nao tem um maior elemento.

Observagao 3. A segunda propriedade da definicdo de corte implica que

(1) Sepeaeqda,entdop<q.
(2) Sergaer<s,entdo s & a.

Vejamos um exemplo de um corte.



Exemplo 1. Seja p € Q. Afirmamos que o conjunto

pr={reQ: z<p}
é um corte, denominado de um corte racional. Primeiramente, como Q nao tem
um menor elemento nem um maior elemento, temos que existem r,q € Q tais que
r <pep<q. Sendo assim, p* # () e Q # p*.
Agora,ser € p*, g€ Qe q<r,entdao ¢ <r < p. E entao, g € p*.
Finalmente, se r € p*, entao, pela densidade de Q, existe ¢ € p* tal que r < q.

Seja R o conjunto de todos os cortes. Definamos sobre R a seguinte relagao
a < 3 se, e somente se, « é um subconjunto préprio de 3, isto é, a« C 5 e a # 5.

Mostremos que
Proposicao 1. < € uma relagao de ordem estrita sobre R
Demonstracao. E imediato que < é transitiva, isto é,

sea < fef <7, entao a <.

Agora, dados «, 8 € R, mostremos que uma, e somente uma, dentre as seguintes
relagoes

a<f, a=8 e <«

ocorre. Para tanto, suponhamos que as duas primeiras nao se verificam. Sendo
assim, como « ¢ 3, temos que existe p € « tal que p € 5. Desta forma, se ¢ € 3,
como p ¢ 3, pela observagao 3, item (1), concluimos que ¢ < p. Pela definigdo 7,
item (2), temos que g € a. Segue-se que S C . Como « # §, temos que § < . [

Teorema 8. O conjunto ordenado R tem a propriedade do supremo.

Demonstracao. Seja ) # A C R limitado superiormente. Consideremos 8 € R um
limitante superior de A.
Definamos 7 = Uge 4 a. Isto significa que

p € 7y se, e somente se, existe o € A tal que p € a.

Afirmamos que 7 = sup A. Inicialmente, precisamos mostrar que v é um corte.
Como A # (), temos que existe ag € A. Sendo assim, ag # 0, j4 que ag é um corte.
Segue-se que v # (). Observamos que v C 3, desde que a C 3, para todo o € A.
Desde que 5 # Q, tem-se que v # Q. Disto, tem-se que ~ satisfaz a primeira
propriedade na definicdo de um corte. Vejamos as outras propriedades.

Seja p € 7. Sendo assim, existe a; € A tal que p € a;. Bem, se ¢ < p, pela
defini¢ao de corte, ¢ € a;. Consequentemente, ¢ € vy, isto é, v satisfaz a segunda
propriedade.

Agora, se r € a1 é tal que p < r, temos que r € v, ja que a; C . Logo, v é um
corte, isto é, v € R.

Pela definigao de v, temos que a < =y, para todo a € A, ou seja, v é um limitante
superior de A. Vamos mostrar que 7y é o menor limitante superior de A. Para tanto,
suponhamos que § < . Entao, como § # +, existe s € « tal que s € . Como
s € v, existe a € A tal que s € a. Pela lei da tricotomia, § < «, jd que o Z J e
a # 6. E entdo, 6 ndo é um limitante superior de A. Portanto, v = sup A. O

2.1. Operagoes sobre R.



2.1.1. Adi¢do. Sejam «, 8 € R. Define-se a + 8 por

(1)

a+fB={r+s:reaescf}

A adigao é fechada em R, isto é, a + § é um corte. Mostremos isto. Como
« e 8 sao subconjuntos nao vazios de Q, temos que a+ 8 é um subconjunto
nao vazio de Q. Como a # Q e 8 # Q, temos que existem ¢, sg € Q tais
que ro € a e sop € B. Entdo, pela observacao 3, item (1), dados r € o e
s € B, temos que r <19 e s < sg. Entao, concluimos que
r+s<rg+ sy, para todosr € a e s € .

Disto, segue-se que 79 + sg € a + 8. Logo, a + 8 # Q, satisfazendo a
primeira propriedade da definicao de corte. Vejamos as outras duas. Para
a segunda, tome p € a + 5. Sendo assim, existem r € a e s € [ tais que
p=r-+s. Seja g€ Q tal que ¢ < p. Comor € a e ¢g— s < r, temos que
q — s € a. Donde,

g=(g—s)+sca+p,

verificando a segunda.

Sejap=r+s,onder € aes e f. Como a é um corte, existe t € « tal
que 7 < t. Sendo assim, p=7r+s <t+s.

Portanto, a + 3 é um corte.
Dados a, 8,6 € R, vamos demonstrar que

(a+pB)+6=a+(B+9),

que é a propriedade associativa da adi¢do. Vejamos, sejam r € o, s € f e
t € §, temos, pela associatividade da adigao em Q, que

(r+s)+t=r+(s+1t).

Disto, segue-se que (a+ )+ =a+ (8 +9).
Seja
0*={seQ: s <0}
O exemplo 1 mostra-nos que 0* é um corte.
Dado a € R, demonstremos que
a+0"=0"+a=aq,

isto é, 0* é o elemento neutro. E suficiente demonstrarmos que a+0* = o,
jé que a outra igualdade tem demonstracao totalmente andloga. Sejar € a.
Dado s € 0*, temos que r + s < r. Como 7 € «, temos que 7 + s € a.
Sendo assim, a + 0* C «. Para a inclusao contraria, seja p € « tal que
r < p. Desta forma, r —p € 0" e

r=p+(r—p) €a+0".

Logo, a C a + 0™.
Portanto, a + 0* = a.
Dado o € R, demonstremos que existe 8 € R tal que

a+pf=F+a=0"
Para tanto, definimos
B={peQ: exister > 0tal que — (p+7r) & a}.

Afirmamos que  é um corte. Vejamos,



(a) Ses€daep=—s—1,entdo s = —p — 1 € a. Consequentemente,
p € B. Segue-se que 8 # (). Além disso, se ¢ € a, como ¢ — 1 < ¢, para
todo r > 0, temos que g —r € a. Sendo assim, —q ¢ 8. Entao, 8 # Q.
E assim, a primeira propriedade da definicao de corte esta satisfeita.

(b) Seja p € 5. Sendo assim, existe r > 0 tal que —p —r € a. Se ¢ < p,
temos que —p — 1 < —q — r. Segue-se que —q — 1 & «, isto é, q € S.

(¢) Seja p € 8. Sendo assim, existe r > 0 tal que —p — r € a. Considere
t=p+ " Desta forma, p <te —t — g = —p—r & a. Logo, existe
t € 5 tal que p < t.

Portanto, 8 é um corte.
Préoximo passo é demonstrarmos que

a+pf=0+a=0"

E suficiente demonstrarmos que a + B = 0%, ja que a outra igualdade tem
demonstragao totalmente analoga.

Por um lado, sejam p € a e s € . Como s € (3, existe r > 0 tal que
—s—1r ¢ «a. E assim, como —s —r < —s, pela observacao 3, segundo item,
temos que —s ¢ a. Consequentemente, pela observacao 3, primeiro item,
p < —s. Logo, p+ s € g*. E entao, a + 8 C 0*. Por outro lado, seja

v € 0*. Considere w = —3

Afirmagao 1. Dados o € R e w > 0, existe z € Z tal que zw € a e
z+1wé¢a.
Demonstra¢do. Seja a € R. Definamos

A:{zGZ: zwga}.

Mostremos que A tem um minimo. Primeriamente, observemos que A # (),
jd que a é um corte. De fato, existe ¢ € Q tal que ¢ € a. Como Q é
arquimediano, existe n € N tal que nw > ¢g. Como ¢ ¢ «a, temos que
nw ¢ «. Agora, mostremos que A é limitado inferiormente. Vejamos, dado

z € A, temos que zw > p, para todo p € «. Sendo assim, dado p € «,

como w > 0, temos que z > L > {B}, para todo z € A, onde [] é a func¢do
w w

parte inteira, isto é, [] : Q — Z é a fungao definida por
[] =max{z € Z: z < z}.

Donde, concluimos que A é limitado inferiormente. Da boa ordenacao de
Z, existe zg € Z tal que zp +1 = min A. Desta forma, existe zg € Z tal que

20W € e (zo+Dw & a,
como queriamos demonstrar. O

Da afirmacao acima, segue-se que existe z € Z tal que
zwea e (z+1l)wda.
Tome ¢ = —(z+1)w —w = —(z + 2) w. Sendo assim, g € B e
v=-2w=zw+q € a+p.

Logo, 0* C a + 8.
Portanto, o + 8 = 0*.



Seguindo a notagao padrao, denotamos o elemento simétrico de a por
—a.
(5) Dados «, 8 € R, demonstremos a comutatividade da adi¢io em R, isto é,
a+p=p+a.
Sejam 7 € o e s € . Entao, da comutatividade da adicao em Q, temos
que r+s=s+r. Logo, a+ 5 =0+ a.
Agora, mostremos que

Proposicao 2. (Lei do Cancelamento) Dado o € R, se a+ = a+4, entao 8 =46

Demonstracao. Vejamos, usando as propriedades da adigao ja vistas,
B = Blot(-a)
= (a+B)+(-a)
= (@+6)+(-)
= Gtfa+(-a)
= .
Logo, g =9. O
Noés ja sabemos que os elementos neutro e simétrico sao unicos. Estes fatos po-
dem ser vistos como decorrentes da lei do cancelamento, como passamos a verificar.
Proposigao 3. Sejam a, 5 € R. Entao,
(1) Se a+ B =a, entdao = 0*.
(2) Sea+ p=0*% entio = —a.
3) —(-a) =«
Demonstragcao. Mostremos o primeiro item. Dado « € R, suponhamos que a4 3 =
a. Mostremos que § = 0*. Como « + 0* = a, para todo o € R, pela lei do
cancelamento, temos que 8 = 0*.
Mostremos o segundo item. Dado a € R, suponhamos que a + § = 0*. Como
a+ (—a) = 0%, para todo a € R, pela lei do cancelamento, temos que 8 = —a.
Mostremos o terceiro item. Dado a € R, como
a+(—a) = [=(=a)] + (-a),

temos que —(—a) = a. O

Proposigao 4. Se a, 8,7 € R e 8 <, entao

a+pB<a+7.
Demonstragdo. Por definigao, temos que

a+pf Ca+n.
Além disso, pela lei do cancelamento, temos que a+f # a+7, jd que se a+8 = a+,
terfamos que 5 = 7. O

Sendo assim,
0* < « se, e somente se —a < 0%,

como ¢ facil ver.
Observamos que a > 0* significa que 0* C « e que existe s € « tal que s > 0.
Antes de passarmos para a proxima operagao, mostremos que



Proposicao 5. Dados o, f € R, tem-se que
—(a+p) = —a+(=P).
Demonstra¢do. Sejam «, 5 € R. Como
atf+[—a+(=p)] =[a+ (—a)] + B+ (=B)] = 0"+ 0" =0,
temos que —(a + 8) = —a + (—f). O
2.1.2. Multiplica¢do. Inicialmente, consideremos
Ry ={a€eR: a>0"}.
Dados a, 8 € R, definimos
af={peQ: existem 0<rc€ael<secftais que p< rs}
Uma primeira afirmacao é que
Proposi¢ao 6. Dados a, 5 € Ry, tem-se que af € Ry.

Demonstra¢do. Sejam «, f € R;. Inicialmente, precisamos mostrar que o é um
corte. E imediato que 0* C af, j4 que a > 0* e 8 > 0*. Sendo assim, a3 # 0.
Além disso, a8 # Q. Vejamos, como existem rg, sop € Q tais que 9 € a e s & 3,
temos que r < 1p e s < Sp, para todos r € a e s € f. Como 0* C N B, temos que
r9, So > 0. Afirmamos que 1 sg € 8. De fato, dados 0 <r € v e 0 < s € 8, como
r<rpes<Sg, temos que
rs<<rops<rpSp.

Isto implica que a8 # Q. Com isso, verificamos o primeiro requisito da defini¢ao
de corte.

Verifiquemos o segundo requisito da definicao de corte. Seja p € af. Sendo
assim, existem 0 < r € ae 0 < s € ( tais que p < rs. Desta forma, se g < p,
temos que

g<p<rs.
Logo, g € ap.

Verifiquemos o terceiro requisito da definicao de corte. Seja p € af. Sendo
assim, existem 0 <7 € ae 0 < s € [ tais que p < rs. Como « e [ sdo cortes,
existem 7 € ae §€ ftaisque 0 <r <7el<s<s. Entao,

p< rs< rs.
Logo, 75 € af e p < 78§, como queriamos. [l
(1) Dados «, 3,7 € R, mostremos que
(aB)y=a(By) Associatividade

Por um lado, dado p € (a8) 7, existem 0 < r € aff e 0 < s €  tais que
p<rs. Comor e apf,existem 0 <tecael<ucftaisquer < tu.
Sendo assim,
p<rs<(tu)s=t(us).
Logo, p € a(87). E assim, (a8)y C a(87).
Por outro lado, demonstra-se analogamente que « (5) C (a ) 7.
Portanto, dados o, 8,7 € Ry,

(aB)y=a(By).



(2)

Seja
1"={¢qeQ: ¢g<1}.
Nés j& mostramos que 1* é um corte, ver exemplo 1. Além disso, 1* > 0%,
jad que 0* C 1* e O* #£ 1*.
A seguir, demonstraremos que 1* é o elemento identidade da multi-
plicagao, isto é, dado o € R, tem-se que

al*=1"a=a« Existéncia do Elemento Identidade

E suficiente mostrarmos a primeira igualdade, ja que a segunda é demons-
trada de forma andloga. Vejamos, por um lado, dado p € a1*, existem
r € aeq€ 1" tais que p < rq. Como ¢ < 1, temos que p < r. E entao,
como r € a e a é um corte, temos que p € a. Logo, a1* C a.

Por outro lado, precisamos mostrar que @ C a1*. Seja p € a. Como «

é um corte, temos que existe 0 < r € « tal que p < r. Sendo assim, b < 1.
r

Da densidade de QQ, temos que existe ¢ € Q tal que ¢ > 0 e p <qg<1l E
r

assim,
p=r P <rgqg.
T

Donde, g € 1" e p € a1*. Segue-se que a C a1*.
Portanto, o 1* = «, para todo a € R.
Dado a € Ry, mostremos que existe § € R, tal que

af=Fa=1" Existéncia do Elemento Inverso
Dado o € R, definimos
B={pcQ: existea ¢ a tal que p < a '}.

Observamos que se a € « e a > 0*, entdo a > 0. De fato, como a € « e
existe 0 < r € a, temos que a > r > 0. O que mostra que a~! faz sentido.
Inicialmente, mostremos que S € Ry. Vejamos,

(a) Como «a é um corte, existe a € Q tal que a € a. Sendo assim, como
a>0ea<a+l,temos que (a+1)" < a~!. Donde, (a+1)"1 € 8. E
assim, 8 # (). Além disso, dado 0 < r € «, tem-se que r < a, para todo
a € a. Desta forma, r—! > a~!, para todo a € a. Consequentemente,
r~t & B. Logo, B # Q, que é o primeiro requerimento da definicdo de
corte.

(b) Seja p € B. sendo assim, existe a ¢ a tal que p < a~!. Entdo, se r < p,
temos que r < a~!. Donde, r € 8, que é o segundo requerimento.

(c) Seja p € B. Sendo assim, existe a ¢ a tal que p < a~!. Pela densidade
de Q, existe ¢ € Q tal que p < ¢ < a~!. Donde, existe ¢ € 3 tal que
p <gq.

Portanto, 8 € R. E mais, dado p < 0, e tomando a & o, temos que a~* > 0
ep<al. Logo, B> 0* E assim, f€R,.
A seguir, mostramos que 3 é o inverso aditivo de «, isto é,

af=pa=1".

Basta mostrarmos a primeira igualdade, que é a8 = 1*, ja que a segunda
demonstra-se de forma andloga. Por um lado, dado p € a f3, existem 0 <



reael<s e ftaisquep < rs. Como s € 3, existe a € « tal que
as < 1. Sendo assim, como 0 < r < a, temos que

p<rs<as<]l.

Segue-se que p € 1* e que a f C 1*.
Por outro lado, seja v € 1*, isto é, v < 1. Analisemos duas situagdes.
(a) Sev<0,dados 0 <reael<sepf, temos que v <0 < rs. Logo,
v E af.
(b) Se v > 0, temos que v~ > 1.

Afirmacao 2. Dado a € R, existe 0 < c € a tal que v c & a.

Demonstracio. Consideremos r = v~!. Como r > 1, temos que r” <
r"*+1, para todo n € N, como é facil ver por inducdo. Dado 0 < ¢ € a,
temos que

g<rg<riqg<rig<...<rg<...

E evidente que existe ng € Ntal que r™~!1¢ € aer™ q € a. Tomando

c=r""lg temos que v lc=r"gq¢&a. (I

Sendo assim, tomando r € « tal que ¢ < r, temos que
vrt<vet=(co ) = (v el
Segue-se que vr~—! € B. E entdo, v =7 (vr~!) € aB. Logo, 1* C a f.
Portanto, a § = 1*.
Seguindo a notagao padrao, denotamos o elemento inverso de « por
a L
ados o, b € em-se que
4) Dad , Ry, t q

af=f«a Comutatividade

Vejamos, dado p € a3, existem 0 < r € v e 0 < s € [ tais que p < rs.
Como rs = s, temos que existem 0 <r € ae 0 < s € [ taisque p < sr.
Sendo assim, p € fa. Logo, a8 C fa. Analogamente, mostramos que
Ba C apf. Portanto, a g = S a.

(5) Dados «, 3,7 € R, mostremos que

a(f+v)=QB+v)a=alb+ay Distributuividade
Pela comutatividade, basta mostrarmos que
a(B+y)=aBf+ay.
Antes disso, mostramos a seguinte proposigao
Proposicao 7. Dados o, B € Ry, tem-se que aa+ 8 € Ry

Demonstragao. Como « + 8 € R, basta mostrarmos que « + 5 > 0*. Pri-
meiramente, dado p € 0*, como p € a e 0 € 3, temos que p = p+0 € a+ 5.
Sendo assim, 0* C a + . Além disso, dados 0 < r € a e 0 < s € 3, temos
que 0 < r+5s € a+ p. Logo, 0* # o + . Portanto, a + 8 > 0*. O

Da proposicao acima, segue-se que o (f+7v) € Ry eque af+avy € R,.
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Passamos a demonstracao da distributividade. Seja p € a(8+47). Sendo
assim, existem 0 < 7 € o, 0 < s € B e 0 <t € tais que p < r(s+1).
Comor(s+t)=rs+rt,0<rscafeld<rtecay, temos que

r(s+t)=rs+rtcapf+ary.

E assim, a (8 + ) C af + ay. Verifiquemos a inclusdo contraria. Dado
p € af+ ay, temos que existem 0 < r;,ry €Ea, 0<s€ S el <tE - tais
que
p < ris+ret <max{ry,ro}(s+1t).
Como 0 < max{ry,r2} € a, temos que p € a (8 + ). Logo,
af+ayCa(B+7).
Portanto, a (8 +v) = a B+ a~.
(6) Do item anterior, segue-se que, dado « € R, temos que
ald® = «a(0*+0%)
a0+ a0*
pela lei do cancelamento, o 0* = 0" o = 0*.
A partir de agora, vamos estender a definicao de multiplicagao de R para R.

Definicao 9. Sejam «, f € R. Define-se a multiplicagao « 8 por
0*, se a = 0* ou 8 = 0%,
0f = (—a)(—=f), se a < 0* e 5 < 0%,
) —[(—a)f], sea<0*e > 0%,
—la(=p)], se a>0*"e < 0"
Nossa intencao é demonstrar que a multiplicacao em R satisfaz as seguintes
propriedades:
(1) Dados «, 5 € R, tem-se que a8 € R. Fechamento
(2) Dados «, 8,7 € R, tem-se que
(aB)y=a(By). Associatividade
(3) Existe um tnico elemento 1* € R tal que
al*=1"a=a, Existéncia do Elemento Identidade
para todo o € R.
(4) Dado 0* # a € R, existe um tnico 8 € R tal que
aff=Ba=1". Existéncia do Elemento Inverso
(5) Dados «, 8 € R, tem-se que
af =pfa. Comutatividade
(6) Dados «, 3,7 € R, tem-se que
a(B+7)=apf+ay. Distributividade

Todas essas propriedades sao demonstradas usando as propriedades correspondentes
para Ry e a identidade « = —(—«), para todo a € R.
Vejamos como funciona o argumento.
(1) Para o fechamento, sejam «, 8 € R. Entéo,
(a) Se o, 8 € Ry C R, j& mostramos.
(b) Se a < 0* e B < 0*, temos que
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—a,—f Ry e af=(-a)(-p) R CR
(¢) Se a < 0* e g > 0%, temos que
—a€eRy e (—a)BfeR;.
Logo,
af=—[(—a)fleR e apf <0*.
(d) Se a > 0* e 8 < 0*, temos que

—56R+ e a(—ﬁ) ER+.
Logo,

af=—a(-pf)eR e af <0~

(2) Para a associatividade, sejam «, 3,y € R. Mostraremos que

a(Bv) = (apf)y.
Vejamos,
(a) Para a > 0*, § > 0* e v > 0%, j4 sabemos que vale a associatividade.
(b) Para a > 0*, 8 > 0* e v < 0*, temos que
(@B)y = —laB) (=)

= —H{aB(=l}

= af=[B(=l}

= a(f7)

(c) Para o > 0%, 8 < 0* e v > 0*, temos que

(@B)y = —[-(ap)1]
~{la (=B}
= —H{a[(=8)M}
= af{-[(-8)}
= a(B).

(d) Para o > 0*, 8 < 0* e v < 0*, temos que

a(By) = al(=8) (=)
= [a(=8)] (=)
= —(aB)(-7)
= (ap)y.
(e) Para o < 0%, > 0* e v > 0*, temos que

a(By) = (o) (87)]
= —{[(-o) 8]~}
= —[-(aB)v)]
= (aB)7).

(f) Para o < 0*, 8 > 0* e v < 0*, temos que

a(By) = (=) [=(87)]
= (=a)[(-8)]
= [(—a) (=B~
= (ap)7.
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(g) Para a < 0*, 8 < 0* e v > 0*, temos que

a(By) = (=) [=(87)]
= (=) [(=8)]
= [(=a) (=B
= (ap)y.
(h) Para o < 0*, 8 < 0* e v < 0*, temos que
a(By) = —[(=a)(B)]

= (=) [(=8) =}
= —{[(=a) (=B (=)}
= —[(aB) (=)

= (ap)7.

Logo, vale a associatividade em R.
(3) Para a existéncia do elemento identidade, seja a € R. Entao,
(a) Se a € Ry, ji4 demonstramos que

al*=1"a=a.
(b) Se @ = 0*, temos que
10" =0*"1" =0".
(c) Se a < 0*, temos que
—a>0" e al*=—[(-a)l"]=—(-a)=a
Analogamente, temos que 1* o = av.
ara a existeéncia do elemento inverso, seja a € R. Entao,
4) P isténcia do el i ja O* R. Enta
(a) Se a > 0, entao
al>0" e aal=a'la=1"
(b) Se a < 0*, entdo —a > 0*. Sendo assim, a~! < 0*. E assim,
aal = (=a)(—at) =1,
Analogamente, mostra-se que ! o = 1*.
Portanto, 1* é o elemento identidade da multiplicacao.
(5) Para a comutatividade, sejam «, 5 € R. Vejamos,
(a) Para a > 0* e § > 0*, j4 sabemos que a comutatividade é valida em
R,.
(b) Para o > 0* e 8 < 0*, temos que
af=—la(=p)l =-[(=Pao] =Ba

(¢) Para o < 0* e 8 > 0*, temos que

af=—[(-a)p] = —[B(-a)] =B
(d) Para o < 0* e f < 0*, temos que
af =(-a)(=p) = (=) (~a)=PBo
Portanto, vale a comutatividade em R.
(6) Para a distributividade, sejam «, 3,7 € R. Para evitarmos trivialidades,

podemos supor que «, 8 e vy sao diferentes de 0*. Pela comutatividade,
basta mostrarmos que

a(B+y)=aB+tan.

1
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Vejamos,
(a) Se a> 0%, 8> 0" e B+ > 0%, analisemos dois subcasos.
(i) Se v > 0%, ja sabemos que vale a distributividade em R.
(ii) Se v < 0*, como 8 = (8 + ) + (—7), temos que
af=a(f+7)+a(=).
Como ay = —[a (—7)], temos que
a(B+y)=af+ay.
(b) Sejam o > 0*, 8> 0% e B+ < 0*. Como 8> 0* e B+ v < 0* temos
que v < 0*. Observando que
—y=—B+7)+5
temos que
o(-1) = a[-(8+7)] +ab
Como a () = —(a7) e ~[a (B +7)] = a](8 +7)], temos que
a(f+y)=af+ary.
(¢) Sejam a > 0*, 5 < 0* e B+~ > 0*. Como 8 < 0* e S+~ > 0%, temos
que v > 0*. Observando que
v=0B+7)+(=8),
temos que
ay=a(B+7)+a(=h).
Como a8 = —[a (—0)], temos que
a(B+q)=aB+ay.
(d) Sejam o > 0*, < 0% e B+~ <0~
(i) Se v < 0*, temos que
a(B+7) = (~a) [-(5+)]
= (=) [(=8)+ (=)
= (=) (=8) + (=) (—7)
= af+an.
(ii) Se v > 0*, como —3 = —(8 + ) + v, temos que
a(=B)=al[-(B+7)]+ar.
Como a8 = —[a(=p)] e a(B+7v) = —{a[-(8 + )]}, temos
que
a(B+y)=af+ay.
(e) Sejam o < 0*, B> 0% e B+~ > 0.
(i) Se v > 0*, temos que
a(B+7) = ~l(-a)(B+)
— () B+ (~a)1]
= (=)l +{-[(=a)"]}
= af+ay.
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(ii) Se v < 0*, como 8 = (8 +7) + (—7), temos que
(—a) B = (=) (B+7) + (—a) (=)

Como

—(aB)=~[a(B+7)]+a,

temos que
a(B+y)=af+ay.

(f) Sejam a < 0*, 8 >0"e B+ < 0*. Como 8> 0% e 5+ < 0* temos
que v < 0*. Observando que

—y=-(B+7)+5

temos que

(=) (=7) = (=) [-(B+ )]+ (—) B.
Como (—a) 8 = —(a ), temos que

a(f+y)=af+ary.
Questao 01 Mostre os demais casos, que sao
(i) a< 0%, 8<0*e B+ >0%
(ii) a < 0%, B<0*e B+ <0*.
Portanto, vale a distributividade em R.

2.1.3. Q isomorficamente identificado em R. Consideremos a seguinte aplicagao
® : Q@ — R definida por

S(ry=r"={peQ:p<r}.
Afirmamos que
(1) @ é injetiva;
(2) ® preserva operagoes, isto é,
(a) D(r+s) = D(r) + D(s);
(b) ®(rs) = d(r) D(s).
Provemos a primeira parte. Mais geralmente, provaremos que
r < s se, e somente se, 7 < s*.

Por um lado, se v < s, entao r € s*. Mas, v € r*. Sendo assim,
r* C s*, mas r* # s*. Logo, r* < s*.

Por outro lado, se r* < s*, existe p € s*, mas p € r*. Sendo assim,
r < p<s. Logo, r < s.

Passemos a segunda parte. Precisamos mostrar que

(a) (r+s)"=r"+s%
(b) (rs)* =r*s*.

Mostremos o item (a). Dados p € r* e q € s*, temos quep <1 e q <.
Entao, p+q < r+s. Sendo assim, p+q € (r+s)*. Logo, r*+s* C (r+s)*.
Reciprocamente, seja p € (r + s)*. Desta forma, p < r + s. Observando
que

P= [r—%(r—i—s—p)}—f—[s—%(r—i—s—p)} €t + 5%,

concluimos que p € r* + s*. Logo, (r+ s)* C r* + s*.
Portanto, (r + s)* = r* + s*.
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Aqui cabe uma consequéncia da preservacao da adigao.

*

Proposicao 8. Dado r € Q, tem-se que (—r)* = —r*.
Demonstracao. Dado r € Q,

0" = [+ (1)) =" + (—1)"
Pela unicidade do simétrico, segue-se que (—r)* = —r*. (]

Mostremos o item (b). Inicialmente, suponhamos que r*,s* € Ry. Seja
p € r*s*. Sendo assim, existem 0 <7 <1 e0 < §<s tais que p <T§ <
rs. Segque-se que p € (rs)*. Logo, r*s* C (rs)*.
Seja p € (rs)*. Sendo assim, p < rs.
e Sep<0,dados 0 <7 <rel<3s<s, tem-se que p < 7§. Donde,
p € r*s*. Logo, (rs)* C r*s*.
e Sep >0, temos que 0 < p(rs)~! < 1. Consideremos
p(rs)™" =aqq,
onde 0 < q1 <1e0<q <1. Sendo assim,

O<rgg<r e 0<sgs<s.
Desta forma, rq1 € 7* e sqa € s*. E entao,

p=(rq)(sqg) € r*s*.
Logo, (rs)* C r*s*.
Portanto, (rs)* = r* s*.
Mostremos para 0s outros casos.
e Sejamr >0 e s < 0. Entao,

st = = (=s")
— " (-]
= (=9
= o))
= —[=(rs)7]
(rs)”
e Sejam r <0 e s> 0. Entao,
s = ()]
= —[(=r)"s"]
= (s
— L)
= s
(rs)”
e Sejamr <0 es < 0. Entao,
P8 = (o) (-sY)

= (D9
= (rs)*

Concluimos que ®(Q) é um cdpia isomorfa de Q em R.
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2.2. Corpo Ordenado Completo que estende Q. As referéncias para
esta segao sao [4, 5].
Até o momento demonstramos que

Teorema 10. FExiste um corpo ordenado completo, isto €, um corpo orde-
nado que tem a propriedade do supremo.

Na realidade, pode-se demonstrar que, a menos de isomorfismo, existe
um unico corpo ordenado completo.

O corpo ordenado completo que construimos acima é denominado de o
corpo dos numeros reais, que denotamos, como acima, por R.

Proposicao 9. Todo corpo ordenado completo € arquimediano.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que K é um corpo ordenado
nao-arquimediano. Sendo assim, existe k € K tal que n < k, para todo
n € N. Desta forma, n+1 < k, para todon € N. E entao, n < k— 1, para
todo n € N. Logo, nao existe sup N. (I

Consideremos o = 0*U{0}U{p € Q: 0 <p e p*> < 3}. Afirmamos que
«a é um corte nao-racional.
(a) Para o primeiro requerimento, observamos que 1 € a e 2 € «. Logo,
a#bea#Q.
(b) Para o segundo requerimento, seja p € . E também, seja ¢ € Q tal
que g < p.
(i) Se ¢ <0, temos que g € a.
(ii) Se 0 < ¢ < p, temos que ¢? < gp < p? < 3. Entdo, q € a.
(c) Para o terceiro requerimento, seja p € a. Se p < 0, temos que

p<0<1.

Como 1 € a, temos que para o caso em que p < 0, o terceiro requeri-
mento é satisfeito.

3 — 2
Seja 0 < p. Tomando 0 < r < max{1, ﬁ}, temos que
(p+r)? = p>+2pr+r?

< pPP42pr+r
= p*+(1+2p)r
< 3
Entao, p+recaep<p+r.
Portanto, a é um corte.
Agora, a ndo é um corte racional, ja que nao existe um nimero racional

cujo quadrado é 3. Isto mostra-nos que Q é um subconjunto préprio de R.
Os cortes nao-racionais sao ditos cortes irracionais.
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