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Lista de Comandos para o Google Pla-

nilhas e Excel

Comando

Funcao

*

Inserir simbolo da multiplicacao

/

Inserir o simbolo da divisdo

CIRCUNFLEXO ()

Inserir simbolo da potenciagao

=MMC(A3:A6) Calcula o mmc dos niimeros
inseridos nas células A3 até A6
=MMC(A3;A6) Calcula o mmc dos niimeros
inseridos nas células A3 e A6
ou
=LCM(A3;A6)
=MDC(A3;A6) Calcula o mdc dos nimeros
inseridos nas células A3 e A6
ou
GCD(A3;A6)

—PROCV (C2;A$2:B$27;2;0)

ou

—VLOOKUP(C2:A$2:B$27;2:0)

Procurar o valor C2 na tabela (A2 até B27)
e retornar o nimero da coluna B que esta
na mesma linha do valor C2, porém na
coluna A. O ultimo parametro 0 é padrao

—SOMA(C3:C7)

Calcula a soma dos nimeros inseridos
nas células C3, C4, C5, C6 e C7.
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Introducao

O presente produto educacional ¢é resultado do trabalho desenvolvido em uma
dissertagdo de mestrado do curso Profmat. O objetivo é apresentar propostas de
ensino da matematica, utilizando a criptografia, para professores e alunos da Educacao
Baésica. Assim, sao realizadas a codificagao e decodificagao de mensagens, aplicando
alguns métodos criptograficos.

Para facilitar o procedimento e trazer uma abordagem mais tecnolégica ao nosso
estudo, apresentamos funcionalidades do Google Planilhas, que automatizam o
trabalho repetitivo. Em alguns casos, implementamos programacoes no software,
de modo que, ao alterarmos a mensagem ou os parametros do método criptografico
adotado, a tarefa seja realizada sem grande esforco. As planilhas sao, portanto,
automatizadas.

Em algumas situacoes, utilizamos o programa Wolfram Alpha para realizar
calculos de congruéncias modulares com ntimeros grandes. Esse programa tem menos
limitagdes do que o Google Planilhas, que encontrou dificuldades em alguns desses
calculos.

Por fim, disponibilizamos um plano de aula para cada método de cifra, utilizando
os recursos computacionais mencionados, além de atividades de aritmética voltadas
a0 ensino basico.

O diferencial deste trabalho é a utilizacao do Google Planilhas como processador de
calculos. Queremos mostrar aos estudantes a importancia de conhecer as propriedades
matematicas aplicadas a programacao. Portanto, antes de utilizar o Planilhas e o
Wolfram Alpha, é essencial que o professor tenha apresentado a teoria, explicado os
algoritmos e proposto exercicios praticos. A tecnologia deve ser usada como uma
estratégia para consolidar o conteuido aprendido, além de familiarizar os estudantes
com a interpretacao de dados em planilhas e com as féormulas (fungoes) usadas em
ambientes de programacao.

Desejamos a todos uma leitura agradavel e proveitosa.
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Google Planilhas e Wolfram Alpha no
Ensino de Matematica na Educacao
Basica

A cada avanco tecnolédgico, nossa sociedade é transformada. Desse modo, faz-se
necessario pensar em processos de ensino e aprendizagem que acompanhem essas
transformacoes.

Conhecer e manipular tecnologias digitais que possam contribuir para o ensino de
matematica, tornou-se um dos objetivos do presente trabalho. Sendo assim, buscamos
a producao de materiais que sirvam como suporte para docentes que desejam assegurar
aos alunos o desenvolvimento de algumas competéncias relacionadas com o ensino e
aprendizagem de matematica, conforme estabelece a BNCC (Base Nacional Comum
Curricular) ([1],p.267).

Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de
outras dreas de conhecimento, validando estratégias e resultados.

Inicialmente, apresentaremos algumas funcionalidades do editor Google Pla-
nilhas enquanto recurso educacional. Este sera utilizado para o processamento de
calculos mecanicos. Assim, buscamos que o estudante desenvolva a habilidade de
analisar criticamente e aplicar conceitos matematicos, deixando em segundo plano o
papel de mero executor calculos.

O Google Planilhas é um editor de planilhas eletronicas online, oferecido pela
plataforma Google Workspace. Sua interface e funcionalidades se assemelham com o
programa Excel, mostrando-se uma poderosa ferramenta de automacao de calculos,
criagao e leituras de graficos e tabelas, além de um 6timo organizador de dados.
Para completar, trés vantagens do editor Google Planilhas foram determinantes para
a escolha da ferramenta. A primeira, foi a gratuidade de editor. Em seguida, sua
funcao de trabalho colaborativo em tempo real. Por fim, sua maior compatibilidade
com smartphones e tablets.
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Esses editores de planilhas, devido a suas funcionalidades, sdo bem conhecidos
em rotinas administrativas e empresariais. No entanto, buscamos maior utilizacao
no ensino da educagao basica.

Seguem descricoes de atividades que podem ser utilizadas em sala de aula. Nesse
momento, apresentamos com uma maior riqueza de detalhes como o editor pode
ser usado no ensino. Para além, o leitor podera conferir planos de aula na sessao
Aplicacao de tecnologias em aulas de matemdtica e uma lista de exercicios propostos.

2.1 Descricao de atividades no Google Planilhas

Antes de iniciar as atividades, é importante reservar um tempo e fazer algumas
orientacoes que favorecam a interacao do aluno com o editor. Informacoes como,
acesso ao editor de Planilhas, renomear, salvar e abrir algum trabalho sao importantes.
O conhecimento da sua interface, bem como a percepcao de que cada célula funciona
como uma “calculadora”; para isso basta iniciar a insercao dos dados com o sinal de
“="_sa0 requisitos fundamentais para as atividades aqui propostas. Essas experiéncias
podem aumentar o interesse do estudante, fazendo com que ele tenha uma nocao
inicial da ferramenta que utilizara.

O editor pode ser uma ferramenta de aprendizagem para varios conteiidos mate-
maticos, inclusive para criptografia.

As proximas 11 atividades podem ser acessadas no link https://I1nk.dev/mEcsY.
Isso permitirda ao professor leitor a verificacao dos resultados. No entanto, esclarece-
mos que todas as planilhas estao disponiveis apenas para leitura. Para editar uma
planilha, o leitor devera baixa-la ou copia-la para uma planilha pessoal.

2.1.1 Calculo de MDC e MMC no Google Planilhas

Para realizar o calculo do MDC ou do MMC de dois ou mais ntimeros, o Google
Planilhas possui uma férmula propria. Trazemos um exemplo de utilizagao do calculo
de MMC, somente com o objetivo de ambientagao com o editor, uma vez que nao
usaremos esse contetdo nos processos criptograficos.

Exemplo 2.1.1: Atividade 1.
Propor o calculo do MMC de quatro niimeros. Para a realizacao dessa atividade,
vamos construir uma tabela.

1) Na célula A1, inserimos o enunciado do exercicio: “ENCONTRE O MMC DOS
NUMEROS”. Essa célula pode ser mesclada com Bl por motivo estético.

2) Na célula A2, vamos inserir nome da coluna, escolhemos a descrigao “Numeros”.
3) Na célula B2, entramos com a descrigao “Resultado”.
4) Nas células A3 até A6, inserimos os numeros 7, 12, 15 e 18. Um em cada célula.

5) Na célula A7, inserimos a descrigao “MMC”. Na célula defronte, B7, inserimos
a formula


https://l1nk.dev/mEcsY
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=MMC(A3:A6).

O resultado, do mmc dos niimeros inseridos nas células A1 até A6, serd calculado
na célula B7, e os alunos poderao fazer novos testes trocando os niimeros da
coluna A. Com isso, a programagcao realizada possibilitard novos resultados. O

professor pode ensinar como formatar a tabela, além de explorar propriedades
do MMC e do seu calculo.

| 8 8 £ o E F H
ENCONTRE O MMC DS ENCGOMTRE O MMC DOS | EMCONTRE O MMC DOS
HUMEROS MNUMERCS HUMERCS
fdmaras ] resulado Mdmares resulado Humaros reaullado
3 7 7 7
] 12 5 | 14
5 15 3 | 78
B 18 25 | 56

mme -

L lab=la labela |1 Tabela Il

Figura 2.1: MMC (Autoria prépria)

Atividade disponivel na pagina “Atividade 1”7 em https://lInk.dev/mEcsY.

Exemplo 2.1.2: Atividade 2.

Encontrar os possiveis restos da divisdao de um ntimero inteiro, coprimo com 26,
por 26. Nessa atividade, sera explorada a propriedade do MDC de dois niimeros
coprimos. Trabalharemos também com a construcao de uma tabela composta por 15
linhas e 2 colunas. Para a realizacao da atividade, siga os passos a seguir que pode
ser acompanhada na pagina “Atividade 2” da mesma planilha.

1) Inserir a descricdo da atividade nas células A1, que receberd o texto “NUMEROS
COPRIMOS COM?”. Na célula B1, insira o nimero a ser analisado. Neste
exemplo, serd o “26”. Agora a tabela deve ser rotulada, comegamos pela coluna
A. A célula A2 receberd a inscricio: “NUMERO A”. Logo apés, a célula B2
deve receber o texto “MDC(A,26)=1".

2) Na coluna A, vamos inserir os nimeros que podem ser coprimos com 26.
Inserimos o nimero 1 na célula A3 e, 2 na célula A4. Na célula A5 inserimos o
numero 3, e da célula A6 em diante, vamos inserir uma sequéncia de niimeros
impares. Para isso, basta entrar com o ntimero 5 na célula A6. Depois, deve-se
selecionar as duas ultimas células, posicionar o cursor no canto inferior direito
da ultima célula selecionada, e arrastar o cursor para baixo com o botao de
clique pressionado, até chegar ao niimero 25.

3) Na célula B3, insera a formula

MDC(A3:B$1)
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e conclua teclando em “Enter”. Essa func¢ao calcula, inicialmente, o MDC do
numero inserido em A3 e o niimero inserido em B1. Logo apds, use a fungao
arrastar o cursor para baixo, até a linha que tenha um nimero correspondente
na coluna A. Assim, o editor calcula o MDC de cada célula abaixo de A3 e
o numero inserido em B1 (o simbolo “$” fixa a célula na férmula, impedindo
que a cada linha que descemos seja usada, na férmula, o valor de cada célula
abaixo de B1).

4) Por fim, deve ser feita a andlise de quais células, da coluna B, possuem o
numero 1 como resultado.

A quantidade de niimeros com essa propriedade é, neste caso, igual a 12. Sao os
ntmeros da coluna “A” nos quais tem correspondentes iguais a 1 na coluna “B”.

A B

t  NUMEROS COPRIMOS COM | 26 |
2 NUMERO A MDC (A,26)=1
3 1

4 2

5 3

6 5

7 7

8 9

g 11

10 13

1 15

12 17

13 19

14 21

15 23

16 25

Figura 2.2: Coprimos com 26 (autoria propria)

Nesta atividade, o que de fato estamos calculando é a funcao ¢ de Euler para o
numero 26. No ensino basico, nao é comum realizar atividades com essa denominacao.

Fica a cargo do professor mencionar ou nao essa aplicacao. Ainda neste sentido,
torna se interessante escolher niimeros primos aleatérios para realizar os testes dessa
atividade. Feito isso, serd possivel verificar o calculo da fun¢ao ¢(m) para m primo,
como pode ser observado em Hefez ([2],p.155-160).

Atividade disponivel na pagina “Atividade 2”7 em https://llnk.dev/mEcsY.

2.1.2 Teste de primalidade no Google Planilhas

Testaremos a primalidade de alguns niimeros usando o Google Planilhas. Este
material de estudos foi pensado para o Ensino Fundamental Anos finais (6° ano até
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9° ano), podendo ser trabalhado em qualquer Ano (Série) dessa etapa de ensino.

Nesse sentido, vamos explorar o Método da Divisao, visto na secao Testes de

Primalidade, aplicado no Google Planilhas.

Exemplo 2.1.3: Atividade 3.
Testar a primalidade de 1117.

)
2)

3)

Abra o Google Planilhas.

Estabeleca o nimero que deseja investigar a primalidade. Por exemplo, ao
investigar o niimero 1117, devemos inseri-16 na célula B2.

Vamos construir uma tabela. As linhas 1, 2 e 3 foram destinadas as informacoes
da tabela. Nessa parte, sera exibido os rétulos das colunas, o ntimero a ser
investigado, bem como o valor aproximado de sua raiz quadrada.

Na coluna A, a partir da 4* linha, inserimos uma lista de niimeros. Vamos
iniciar essa lista pelo niimero 2, e depois vamos inserir todos os niimeros impares
menores ou iguais do que a parte inteira da raiz quadrada do nimero avaliado.
O programa tem uma férmula que calcula a raiz quadrada, que sera inserida
na célula D2

=RAIZ(B2).

Essa féormula devolve a raiz quadrada do niimero inserido na célula B2. Porém
vamos considerar somente a parte inteira do resultado obtido. E importante
mostrar para o estudante que, ao inserirmos uma féormula referente a célula
(B2), ao invés do ntmero nela inserido, tem-se procedimento que facilita o
calculo da raiz quadrada de qualquer outro ntimero. Nesse caso, basta trocar o
inserido na célula B2 pelo novo ntimero e o editor calcula o valor.

Na construcao da lista de ntimeros, vamos observar a raiz quadrada que
encontramos no item anterior. No nosso caso, encontramos um niimero menor
do que 33. Assim, vamos listar os nimeros 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23,
25, 27,29, 31 e 33. Com essa listagem, vamos utilizar a funcao autocompletar.
O programa facilitou esse processo. Para isso, fizemos o seguinte: inserimos
o numero 2 na célula A4, nas células A5 e A6 entramos com os nimeros 3 e
5, respectivamente. Logo apds, selecionamos as células A5 e A6, em seguida
posicionamos o cursor no canto inferior direito da segunda célula selecionada e
arrastamos para as células abaixo. Com isso, o programa vai completando a
sequéncia de niimeros impares até o nimero desejado.

Na célula B4, devemos inserir a féomula: o quociente da célula B2 (1117) pela
célula A4, célula da coluna A na mesma linha de B4. Por exemplo, na célula
B4, vamos inserir a férmula:

—B$2/A4.
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O simbolo “/” é o comando para a operagao de divisdo, j& o simbolo “$” serve
para fixar a célula B2. Desse modo, quando arrastarmos o cursor da célula
B4 para uma posic¢ao para baixo, o programa vai inserir, automaticamente, na
célula B5, a férmula “=B$2/A5”. Para encontrarmos todos os valores dessa
coluna, basta selecionar a célula B4 e arrastar até a linha desejada.

Verificamos que o nimero 1117 é primo, uma vez que nenhum dos quocientes
encontrados até o ntimero 33 é inteiro.

Feito isso, o professor pode explicar a teoria presente no procedimento, uma vez
que as contas foram todas feitas pela maquina. Apesar de ndo termos feitos nenhum
calculo, nosso conhecimento foi utilizado para programar a plataforma.

-~ -

1 "."ERIFIGP.{;E.G DE PRIMALIDADE RESULTADC

2 Mimero 1117 Raiz quadrada | 33 42154953

3 M CQuociente de B2 por AN

4 2 558 5

g 3 3723333333

g 5 2234

7 7 159 5714285

g 9 124 1111111

g 1 101,5454545

10 13 83,92307692

1 15 74 46665667

12 17 65, T0585235

13 19 58, 78947365

14 21 5319047619

15 23 45 565217359

15 25 44 68

7 27 4137037037

18 29 3651724138

] 31 36,03225806

20 33 33,54345485

29 ) MAQ ENCONTRADO
AMNALISE QUOCIENTE INTEIRO.

22 | COMCLUSAQ: 117 | E PRIMO

Figura 2.3: Teste de primalidade de 1117 (autoria prépria)

O leitor pode acessar esta atividade na pagina “Atividade 3” por meio do link:
https://llnk.dev/mEcsY.

Exemplo 2.1.4: Atividade 4.

Outra alternativa pode ser a funcao “MOD” do Google Planilhas que informa o
resto de uma divisdo. Para isso, podemos seguir os passos 1 até 5 do Exemplo 2.1.3.
J& no item 6, basta modificar a formula da célula B4 por

—MOD(B$2;A4),
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e fazer a andlise dos restos.

Neste caso, devemos observar que nenhum dos quocientes ¢ igual a 0 (zero).
Atividade disponivel na pagina “Atividade 4” em https://l1nk.dev/mEcsY.

2.1.3 Cifras de Substituicao no Google Planilhas

Exemplo 2.1.5: Atividade 5
Cifrar a frase “A MATEMATICA E BELA”, usando cifras de César, com a chave

ME??

)
2)

Abra o Google Planilhas.

Construir uma tabela com quatro colunas. A célula Al indicara que se trata
da coluna do “Texto Original”. E nela que estard o alfabeto original. Para isso,
a célula A2 deve conter a seguinte férmula:

—ARRAYFORMULA (CARACT(SEQUENCE(26;1:65))).

Essa formula “gera” uma sequéncia de 26 letras do alfabeto, uma em cada
linha. O programa insere os caracteres por meio de linguagem de programacao,
utilizando a tabela ASCII (tabela de c6digos binarios), apresentada na Figura
5.1 do Apéndice A. Assim, essa lista de caracteres tem inicio no simbolo 65 da
tabela ASCII, que corresponde a letra “A” (maitscula) e termina no cédigo 90
(65 + 26 - 1), que tem como corresponde a letra “Z”(maidscula).

A célula B1 recebera a descrigdo: “Cifra”. Nessa coluna, estardao presentes os
cddigos representantes de cada letra do alfabeto original. Dessa forma, vamos
inserir na célula B2 a seguinte férmula:

—ARRAYFORMULA (CARACT(SEQUENCE(22;1:69))).

Repare que mudamos o primeiro parametro da férmula para 22. Assim, as
quatro ultimas células dessa coluna devem ser preenchidas manualmente. O
terceiro parametro também foi modificado de 65 para 69. Pois desejamos iniciar
o alfabeto pela letra “E”, quatro letras a frente, logo devemos aumentar quatro
unidades nessa formula.

Na terceira coluna, inserimos a mensagem para ser codificada. Nesse caso, C1
terd “Mensagem Original” como descrigao. Cada letra da mensagem deve ser
digitada em uma tnica célula dessa coluna.

Por fim, a iltima coluna nos retornara a “Mensagem Cifrada”, texto que
colocaremos na célula D1. Ja em D2, deve ser inserida a férmula:

=PROCV(C2;A$2:B$27;2;1).
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Apés a insercao dessa féormula, basta arrastar para baixo a célula onde esta
a funcao, a partir da célula D2, até a linha desejada. Feito isso, a mensagem
aparecera na coluna D.

Na férmula “PROCV”, procura-se o valor inserido em C2 na tabela formada
pelos valores de A2 até B27 (o “$” mantém a tabela fixa nesses valores). No
entanto, ela retorna como resultado o valor da coluna B que estd na mesma
linha do valor inserido em C2. Por isso, o terceiro parametro da férmula é o
numero 2. O tdltimo parametro é padrao, neste caso.

TEXTO MEMSAGEM MEMSAGEM

ORIGINAL Ll ORIGIMAL CRIFTOGRAFADA
2 A E A E
B F M G
c G E
D H T X
E I E |
F J M G
G K A E
H L T X
I I I M
o N c G
K o A E
L P E |
I Q E F
N R E |
o 5 L P
P T A E
Q u
R v
] W
T X
u Y
v 4
¥ A
X B
Y c
Z D

Figura 2.4: Cifra de César chave “E” (autoria prépria)

A mensagem “A MATEMATICA E BELA” é transformada em
EQEXIQEXMGEIFIPE.

O leitor pode conferir esta atividade na pagina “Atividade 5” em https://link.dev/mEcsY.

Exemplo 2.1.6: Atividade 6
Decifrar a mensagem

SPIKEHSHIIVEXSWXIRIW

usando a cifra de César com a chave E.
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1) Abra o Google Planilhas.

2) Na coluna A, deve ser colocado o dicionario de cifras. Contudo, o primeiro
cddigo é a letra “E”, logo devemos inserir o alfabeto comecando por essa letra:

—ARRAYFORMULA(CARACT(SEQUENCE(22:1:69))).

Note que a lista comeca na letra E e termina na letra Z, com isso devemos
completar mais quatro letras iniciando pela letra A.

3) Na coluna B, deve ser colocado o texto original.

4) Na coluna C, vamos digitar a mensagem codificada inserindo cada letra em
uma célula desta coluna.

5) Na coluna D, vamos recuperar cada letra da mensagem original. Para isso,
insira, na célula D2, a férmula:

=PROCV(C2; A$2 :B$27; 2; 1).
A mensagem original encontrada sera
O LEGADO DE ERATOSTENES.

Atividade disponivel na pagina “Atividade 6” em https://lInk.dev/mEcsY.
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Figura 2.5: Decodificacao pela cifra de César (autoria propria)

2.1.4 Cifra Afim no Google Planilhas

Exemplo 2.1.7: Atividade 7
Criptografar a mensagem “O ALUNO FOI BEM NA PROVA”, utilizando a
fungao f(x) =7z + 6.

1) Abra o Google Planilhas.

2) Vamos estabelecer o dicionario de caracteres com 26 letras (na ordem alfabética)
que serao substituidas por niimeros inteiros de 10 até 35.

3) O texto original deve estar na coluna A. Na célula A2, digite:
=ARRAYFORMULA(CARACT(SEQUENCE(26;1;65))).

4) Na coluna B, adicione o dicionério de cifras, iniciando no nimero 10 e termi-
nando em 35. Basta digitar os dois primeiros nimeros da sequéncia e usar a
fungao arrastar o cursor para baixo.

5) Na coluna C, digite a mensagem original, com cada letra em uma célula.
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6) Na coluna D, busque cada correspondente das letras, no dicionario de Cifras
(estamos usando a cifra de substituigdo). Para isso, basta inserir, em D2 a
féormula:

=PROCV(C2;A$2:B$27;2;0).

Depois complete a coluna com a fungao arrastar, para baixo, o cursor.

7) A coluna E serd destinada para encontrar os valores de cada cifra aplicada a
funcao escolhida. Na célula E2, vamos inserir a fungao:

=T*D2+6.

Em seguida, complete a coluna com a funcao arrastar. A mensagem cripto-
grafada sera calculada automaticamente. O simbolo “*” representa o sinal de

multiplicagao.
1 | TEXTO ORIGINAL CIFRA MENSAGEM |PE coomcacko| CIFRA POR fxg= Tx s 8
2 A 18 o 174
3 B 11 A Th
+ c 12 L 153
B D 13 u i
2] E 14 M 1&7
T F 15 ] 2 174
& G 16 F 111
o H 17 0 3 174
- [ 18 [ 132
J 19 B 83
K 20 E 104
L 21 M 1e@
M 22 M 3 167
d M 23 A 16
18 i) 24 P 2 1B1
S E ¢ R 195
£ Q 26 0 2 174
= 2] 27 v 223
0 5 28 A 1 Th
T 20
Fi 1] 30
v a1
r W iz
X 33
. T 34
7 z 35

Figura 2.6: Cifra Afim f(x) = 7x + 6 (autoria prépria)

A mensagem codificada é
174 76 153 216 167 174 111 174 132 83 104 160 167 76 181 195 174 223 76.

Atividade com acesso na pagina “Atividade 77 em https://llnk.dev/mEcsY.
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Exemplo 2.1.8: Atividade 8
Decifrar o codigo

22 73 46 79 58 34 79 46 28 22 61 22 28 73 46 67 79 64 40 73 22 37 46 22,
criptografado pela cifras de substituigao de chave 10 (alfabeto na sua ordem original)
e pela funcao afim f(x) = 3z — 8.

Para resolver essa atividade, o caminho é construir uma tabela com quatro colunas

e 27 linhas.

1) Determinar a funcao inversa de f(x) = 3x — 8. Sugerimos que esse calculo seja
feito manualmente pelos alunos.

2) Abrir o Google Planilhas.

3) Inicialmente, vamos rotular a coluna A, inserindo o texto “CIFRA” na célula
Al. Da célula A2 até A27, insira a sequéncia de ntimeros inteiros comegando
pelo nimero 10. Como o procedimento é o inverso da codificacao, devemos
inserir primeiro a coluna de Cifras. O procedimento deve ser realizado desse
modo para que a funcdo “PROCV” funcione corretamente.

4) Rotular a coluna B, inserindo o texto “TEXTO ORIGINAL” na célula B1 e
expandir o alfabeto nessa coluna. Para isso, basta digitar em B2 o comando

=ARRAYFORMULA (CARACT(SEQUENCE(26;1:65)).

5) Na coluna C, insira as cifras da mensagem secreta, uma em cada célula, iniciando
em C2. Rotule essa coluna inserindo o texto “MSG CODIFICADA” em C1.

6) Na coluna D, aplique cada niimero da coluna C na inversa da fungdo que é
expressa por f~'(z) = £ + %. Fazemos isso, inserindo em D2 a férmula

—(C2/3)+(3/3).

Logo apos, arraste o curso para completar todos os dados dessa coluna. Rotule
essa coluna com a expressao da funcao inversa determinada.

7) Na coluna E, que recebe em E1 o rétulo “MSG ORIGINAL”, faga o processo
inverso da pré-codificagdo. Para isso, vamos procurar (fungdo PROCV) o item
da coluna D, na tabela formada pelas colunas A e B, verificando qual é seu
correspondente na coluna B. Insira em E2 a seguinte fungao:

=PROCV(D2;A2 : B27; 2; 0).
Logo apds, use a funcionalidade arrastar o curso, pra baixo, para completar a
tabela.

A mensagem original é revelada:
ARITMETICANACRIPTOGRAFIA.

O leitor pode visualizar o resultado final dessa atividade em Figura 2.7 e a planilha
produzida pode ser acessada na pagina “Atividade 8” em https://IInk.dev/mEcsY.
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A B C C E
CIFRA TEXTO ORIGIMAL MSG CODIFICADA | F40x)=(x/3)+(53/3) MSG ORIGIMAL
2 10 A 22 10 A
3 11 B 73 27 R
4 12 C A6 18 I
5 13 (0] 79 29 T
] 14 E LA 22 M
7 15 F 34 14 E
] 16 G 74 29 T
o T H 45 13 I
10 18 | 25 12 H
1 19 J 22 10 A
2 20 K a1 23 M
3 21 L 22 10 A
14 22 ] 28 12 C
5 23 I 73 27 R
g 24 ] 46 18 I
7 23 P 67 25 P
18 26 Q 9 25 T
2 27 R G4 24 0
20 28 5 40 16 G
21 20 T 73 27 R
22 30 U 22 10 A
23 3 W 37 15 F
24 32 W 46 18 I
25 33 X 22 10 A
26 34 Y
27 35 z

Figura 2.7: Decodificacdo por Cifra Afim (autoria prépria)

2.1.5 Cifra RSA no Google Planilhas e Wolfram Alpha

Exemplo 2.1.9: Atividade 9

Criptografar a mensagem “SOMA OU TOTAL”, utilizando a chave piublica (91,5),
com alfabeto de pré-codificacdo comegando na cifra 10 e terminando em 35.

Antes de iniciarmos o trabalho no editor de planilhas, vamos reelembrar a cons-
trucao de alguns elementos essenciais no processo de encriptagao RSA. O estudo
completo pode ser acessado no site: https://profmat-shm.org.br/dissertacoes,/ disser-
tagao: “Criptografia no Ensino Basico”, secao “Contexto Histérico da Criptografia”,
subsecao “Sistema RSA de Criptografia”, cujo autor é o mesmo deste produto.
Primeiramente, o remetente deve conhecer a chave publica do destinatario. Essa
chave é composta por dois nimeros (n,e), que sao chamados de parametros da chave.
Para além, n é o produto de ntimeros primos e distintos p e ¢. Ja o parametro e
pode ser escolhido livremente, com a condigdo de ser coprimo com ¢(n), em que

p(n) =(@—1)(¢—1).
1) Abra o Google Planilhas.

2) Na célula Al, insira o texto “p”. A célula B1 deve ser nomeada por “q”. Ja
C1, deve ser rotulada com “n=p.q” e D1 deve receber o texto “e”.
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3)

4)

Nas células E1, F1 e G1, insira os respectivos textos:

(é(p_l)(q_l)W’ (émdc(e,(p_l)(q_l) 7 e “d”.

Na linha 2, vamos inserir os valores equivalentes a cada célula rotulada na linha
1. Comece pela célula A2 que recebe o valor 7. B2 recebe o valor 13. Em C2,
insira a férmula “=A2 * B2”. Dessa forma, estamos programando essa célula
que sera modificada, automaticamente, caso modifiquemos os ntimeros p e q.
Em seguida, insira em D2 o valor 5, como indicado na chave publica.

Agora, vamos programar a célula E2 com a formula “=(A2 - 1)*(B2 - 1)”.
F2 recebera a férmula “=MDC(D2;E2)”, e G2 sera preenchida com o niimero
29, que representa o valor de “d”, parametro da chave privada (n,d) = (91,29).

O célculo do valor de “d” geralmente é realizado por meio de resolugao de
equagoes diofantinas. No entanto, esse calculo pode ser adaptado para o ensino
médio, como veremos a seguir.

“d” é um nimero inteiro definido pelas duas condicoes,
ed=1( (mod (p—1)(¢—1) el <d<(p—1)(g—1).
Dessa forma, as condig¢oes podem ser reescritas como:
5d=1 (mod 72) e 1 < d < 72.
Nesse sentido, resolver a primeira condigao equivale a solucionar a equagcao:
5d — 1 = T2z, em que x ¢ inteiro.

Logo

_72x+1_2x+1
5 5§

d + 14x.

Interessa-nos encontrar um valor para x, de modo que a primeira parcela da
equacao acima, represente um nimero inteiro. Ao testar a expressao 2z + 1,
para z € {0, 1,2,3,4}, verifica-se que 2z + 1 é divisivel por 5 quando =z = 2
(apenas ele). Temos:

2241
5

d +14.2 = 29.

Devemos observar que esse niimero atende a condigao

1<d<72.
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7)

10)

11)

Voltando para a planilha, vamos estabelecer o dicionario de caracteres com 26
letras (na sua ordem natural) que serao substituidas por niimeros inteiros de
10 até 35. Sendo assim, na célula A4, inserimos “TEXTO ORIGINAL” e
em A5 digitamos a formula:

—ARRAYFORMULA (CARACT(SEQUENCE(26;1:65))).

Na coluna B, adicione o dicionério de cifras, iniciando no ntimero 10 e termi-
nando em 35. Basta digitar os dois primeiros nimeros da sequéncia e usar
a funcdo arrastar o cursor para baixo. Com isso, a célula B4 serd rotulada
com o texto “CIFRA” e da célula B5 em diante, colocaremos a sequéncia de
numeros.

Na célula C4, insira o rotulo “MENSAGEM ORIGINAL” Nas células
abaixo, vamos digitar a mensagem original, lembrando de inserir uma letra em
cada célula.

Na coluna D, vamos “buscar” cada correspondente das letras, no dicionario
de Cifras (estamos usando a cifra de substituigao). Estamos pré-codificando a
mensagem original. O rétulo de D4 serd “PRE-CODIFICACAO” ¢ em D5
inserimos a férmula:

=PROCV(C5; A$5 :B$30; 2; 0).

Em seguida, devemos completar a coluna com a funcao arrastar o cursor baixo.

A coluna E sera destinada para a insercao dos “Blocos”. Sao eles que serao
codificados e seguem trés exigéncias de formagao, como observamos em Hefez
([2],p-218-219) e Shokranian ([3],p.46-48). Os blocos sdo nimeros formados a
partir da mensagem pré-codificada e para formé-los, devemos primeiramente,
visualizar a mensagem pré-codificada como um tnico nimero. Assim, visuali-
zaremos um nimero com muitos algarismos. Logo apdés, devemos “quebrar”
os algarismos, desse nimero, em numerais menores By,B5...5,, com 1,2, ....r
numeros naturais, de modo que cada numeral atenda as condigoes:

* B, <pg;
e B, #0 (mod p)e B, #0 (mod q);

e Nenhum bloco pode iniciar com o algarismo zero.

Dessa maneira, vamos rotular a coluna E, inserindo na célula E5 o texto
“BLOCOS B (< pq)”, em seguida apenas copiamos os pré-codigos da coluna
D para serem colados na célula E5. Precisaremos avaliar essa coluna, no entanto,
faremos isso com auxilio do editor de planilhas. Nesse sentido, caminhamos ao
passo seguinte para facilitar a avaliacao.
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12)

13)

14)

15)

Na coluna F, vamos verificar quais Blocos sao incongruentes a zero modulo p.
A célula F4 tera a inscricao: “B # 0 (mod p)”. Na célula F5, inserimos a
formula:

~MOD(E5;A$2).

Em seguida, usamos a funcao autocompletar. Para isso, selecionamos essa célula
e posicionamos o cursor no canto direito inferior dessa célula. Ao aparecer uma
cruz, arrastamos para baixo. Nao analisaremos os resultados ainda, sigamos
para o préximo passo.

Repetimos o passo anterior com algumas adaptacgoes. A primeira é rotular a
coluna G, inserindo em G4 o texto “B # 0 (mod ¢)”. Em seguida, na célula
G5 inserimos a férmula:

=MOD(E5;B$2).

Nesse passo, analisaremos simultaneamente as colunas F e G para que atendam
as trés condigbes do Item 11). Comegaremos pela segunda condigao, verificando
que nenhum valor dessas colunas seja 0 (zero). Se isso ocorrer, passamos
para a préoxima analise. Caso contrario, voltamos a coluna dos blocos (Coluna
E) e modificamos os valores que nao atendem as condigoes das colunas F e
G. A modificagao de um bloco sera realizada por meio da separacao de seus
algarismos, criando dois novos blocos que serao vizinhos na coluna. Da mesma
forma, dois blocos vizinhos podem ser unidos formando um tnico bloco. No
entanto, o valor do bloco deve ser menor do que n, isso satisfaz a primeira
condicdo. Para finalizar, devemos observar que um bloco nao pode ter o
algarismo inicial igual a zero, como estabelece a terceira condicao.

Esse procedimento é realizado por meio de tentativa e erro. Como ja progra-
mamos as colunas F e G para apresentarem os resultados que nos interessam,
cada modificacao feita nas colunas de blocos reflete nas colunas F e G.

Sigamos para o passo final. Rotulamos a coluna H, inserindo em H4 a inscri¢ao
“C' = B"e (mod pq)”. Na célula H5, devemos inserir a formula:

—MOD(E5 “D$2;C$2).

Essa férmula devolve o resto da divisao por “n” (na célula C2) de cada bloco,
da coluna E, elevado (simbolo circunflexo) ao valor de “e” (presente na célula
D2). Apés isso, basta usar a fungdo autocompletar, arrastando o cursor da
célula selecionada para baixo.

Dessa forma, a mensagem “SOMA OU TOTAL” é transformada na mensagem
criptografada



2. Google Planilhas e Wolfram Alpha no Ensino de Matemdtica na Educagdo

Basica 23
B C 1] E F ol H
P q pxq e (p-1g-1)  ndele. {p-1)ig-1 d
2 7 13 31 5 72 1 23
TEXTO CIFRA MEM SAGEM BLOCOSE
CRIGINAL ORIGINAL | e oo (= pxq)
CAGAD
A 10 3 28 2
B 11 5] 24 []
C 12 M 2 24
D 13 A 10 22
E 14 5] 24 10
F 15 U 30 24
G 15 T 29 0
2 H 17 5] 24 29
[ 18 T 23 24
4 J 13 A 10 29
K 20 L FX 10
L H F]
7 1 22 1
18 ] 3
5] 24
2 P 25
2 Q 26
2 R 27
2 B 28
24 T 29
ar U 30
2 v EX
z W 32
8 X 33
2 Y 34
Z 35

Figura 2.8: RSA chave (91,5) (autoria propria)

32 8 33 29 82 33 88 22 33 22 82 32 1,

utilizando a chave publica (91,5).
A planilha pode ser acessada na pagina “Atividade 9” em https://l1nk.dev/mEcsY.

Exemplo 2.1.10: Atividade 10
Decifrar a mensagem

32 8 33 29 82 33 88 22 33 22 82 32 1,

criptografada com a chave publica (91,5) e o alfabeto de substituigdo com cifras
de 10 a 35.

Como o receptor da mensagem codificada foi o responsavel por construir a
chave publica usada na codificacdo, somente ele conhece a chave privada. E nesse
momento que o sistema de criptografia RSA mostra sua seguranca, uma vez que, para
encontrarmos o parametro d (da chave privada), necessitamos conhecer os niimeros
primos p e ¢ que formam o parametro n da chave publica.

Atualmente, procedimentos que envolvem a criptografia RSA utilizam dois nime-
ros primos com mais de uma centena de algarismos. Consequentemente, o nimero n
se torna um nimero muito grande, tornando sua decomposi¢ao em fatores primos
trabalhosa e demorada até para as méquinas e/ou programas mais tecnolégicos.

Nesse sentido, o receptor autorizado a ler a mensagem é aquele que definiu ou
tem conhecimento das duas chaves.
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1)
2)

3)

4)

6)

Abra o Google Planilhas.
Na célula Al, insirimos o texto “n”. A célula B1 sera rotulada com “d”.

Na linha 2, vamos inserir os valores equivalentes a cada célula rotulada na linha
1. Comecamos por A2 que recebera o valor 91. Ja B2, sera preenchida com 29.
Esses valores foram determinados no Exemplo 2.1.9.

Vamos construir uma tabela para melhor visualizagdo do processo. Como
iremos descriptografar uma mensagem, realizaremos o caminho inverso da
codificagdo. Comegando pela inser¢do do dicionario de cifras na coluna A.

Nesse sentido, a célula A4 serd rotulada com o texto “CIFRA”. Da célula
A5 em diante, colocaremos a sequéncia de cifras, que inicia no nimero 10 e
termina em 35. A automatizacao desse procedimento pode ser realizada da
seguinte maneira: digite os dois primeiros niimeros da sequéncia e use a funcao
arrastar o cursor para baixo.

Criaremos o dicionario de caracteres com 26 letras, posicionadas na sua ordem
alfabética. Dessa forma, a célula B4 sera rotulada por “TEXTO ORIGINAL”
e em B5 digitaremos a formula:

=ARRAYFORMULA (CARACT(SEQUENCE(26;1;65))).

A célula C4 recebera a inscricio “MENSAGEM CRIPTOGRAFADA
(C)”. Nas células de baixo, digitaremos a mensagem codificada, lembrando de
inserir um cédigo em cada célula.

Na coluna D, rotularemos D4 com o texto “C' = B " d (modn)”. Na célula D5,

devemos inserir a formula:
=MOD(C5 ~ B$2;A$2).

Essa formula devolve o resto da divisao por “n” (na célula A2) de cada cifra,
da coluna C elevado ao valor de “d” (presente na célula B2). Apds isso, basta
usar a funcdo autocompletar, arrastanto o cursor da célula selecionada para
baixo.

Ao executarmos os passos acima, esperavamos encontrar como resultados,
nas células da coluna D, nimeros inteiros. No entanto, o editor de planilhas
devolveu, nessas células, a indicacao de erros com a descricao #2NUM!. Isso
ocorreu devido a limitacao do Google Planilhas ao trabalhar com nimeros
grandes.
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Figura 2.9: RSA com chave privada (91,29). Autoria prépria

8) Utilizaremos o programa Wolfram alpha para fazer esses célculos. Ele pode
ser acessado no site: https://www.wolframalpha.com. Esse programa possui
um amplo conjunto de funcionalidades matematicas envolvendo ntimeros e
menor limitagdo que o Google Planilhas ao trabalhar com ntimeros grandes.
Sendo assim, mostra-se como uma ferramenta apta para trabalhos académicos
e também para uso profissional. Apresenta caracteristicas que viabilizam seu
uso, dentre elas destacamos: sua interface intuitiva e de facil utilizacao, além de
ser muito rapido no processamento dos calculos e apresentacao das respostas.

9) O programa possui uma caixa de entrada para os célculos que desejamos
realizar. Como exemplo, apresentaremos o calculo de decifragem da primeira
cifra. Os demais calculos devem ser feito de maneira analoga. Nesse sentido,
basta digitarmos, na caixa de entrada do site, a seguinte expressao:

327 29 (mod 91).

Dentro de poucos instantes, a ferramenta nos apresenta na caixa “Result” o
valor 2. Assim, o primeiro bloco foi encontrado.

Importante apontar que o Wolfram Alpha disponibiliza para seus usuarios
duas versoes. Uma delas é paga, apresentando funcionalidades adicionais, com
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10)

11)

12)

explicagoes acerca das resolugoes. De forma mais limitada, porém efeciente,
temos a versao gratuita. Foi por meio dela que este trabalho foi elaborado.

LERS UF WPULFIAM LANUUMGE A

MUAR LEDAEL LA

32*29(mod91) e
- 4 [fo maTH INPU B EXTENDED KEYBOARD i EXAMPLES & UPLOAD 3& RANDOM

32" mod 91

2

Bar
i 20
two
e More
93, 184, 275, 366, 457, 548, 639, 730, 821, 912,

Figura 2.10: Interface do Wolfram Alpha
Os valores calculados através do Wolfram Alpha sao:
2824221024302924291021

A medida que vamos realizando os cdlculos no Wolfram Alpha, devemos inserir
esses resultados na nossa planilha. Apesar de sua limitacao, com a resolugao dos
calculos de congruéncias, o Google Planilhas ainda tem um papel importante
na finalizacao desse trabalho. Nesse sentido, rotulamos a célula E4 com o texto:
BLOCOS B (< pxq) WOLFRAM. Logo apds, inserimos, nessa coluna, os
dados obitos no programa. Iniciamos a lista pela célula E5.

No item anterior, os nimeros encontrados representam os blocos relativos as
cifras pré-codificadas. Sendo assim, necessitamos encontrar as cifras, nas quais
a mensagem foi pré-codificada. Para isso, rotulamos a célula F5 com CIFRA
DIGITAL. Em seguida, juntamos os nimeros da coluna E, menores do que
10, por justaposicao, sem exceder o nimero 35. Temos que digitar todos esses
numeros na coluna F, comegando pela célula F5.

Para recuperarmos a mensagem original, usaremos a funcionalidade do editor de
planilhas. Iniciamos rotulando a célula G4 com: MENSAGEM ORIGINAL.
Feito isso, na célula G5, inserimos a féormula:

=PROCV(F5;A5 : B30;2;0).
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A mensagem SOMA OU TOTAL foi recuperada.

A planilha pode ser acessada na pagina “Atividade 10” em https://l1nk.dev/mEcsY.

2.1.6 RSA (Assinado) no Google Planilhas e Wolfram
Alpha

Exemplo 2.1.11: Atividade 11

Criptografar a mensagem “UM BOM ALUNO”, em que o remetente utiliza as
chaves publica e privada iguais a (187,7) e (187,23), respectivamente. J& o destinatario
possui as chave publica e privada iguais a (299,5) e (299,53), respectivamente.
Admitamos que o alfabeto de cifras usado na comunicacao esteja pré-codificado com
numeros naturais de 10 a 35.

Para a assinar a mensagem, serda utilizado o caso 1, apresentado por Shokranian
([3],p-54-56). Nesse sentido, o pardmetro n’ (do remetente) é menor do que o
parametro n (do destinatario). Importante salientar que: nenhuma das partes
envolvidas na troca da mensagem conhece a chave privada da outra.

1) Abra o Google Planilhas.

2) Defina o remetente e o destinatario da mensagem. Logo apds, vamos inserir os
parametros das chaves dos envolvidos na troca de mensagem. Comegaremos
pelo destinatario. Na célula Al, insira o texto “p”. A célula Bl deve ser
renomeada por “q”. J&4 C1 deve ser rotulada com “n=p.q” e D1 deve receber

(Al

o texto “e”.

Nas células E1, F1 e G1, insira os respectivos textos:
(C(I)_l)((q-_l)”7 Lémdc(e,(p_l)(q_l) 7 e C(d”.

3) Na linha 2, vamos inserir os valores equivalentes a cada célula rotulada na linha
1. Comece pela célula A2 que recebe o valor 23. B2 recebe o valor 13. Em C2,
insira a férmula “=A2 * B2”. Dessa forma, estamos programando essa célula
que sera modificada, automaticamente, caso modifiquemos os niimeros p e q.
Em seguida, insira em D2 o valor 5, como indicado na chave publica.

4) Agora, vamos programar a célula E2. Para isso, inserimos a féormula:
“=(A2-1)*B2-1)"

F2 recebera a férmula “=MDC(D2;E2)”, e G2 sera preenchida com o nimero
53 que representa o valor de “d”, pardmetro da chave privada (n,d) = (299,53).

5) O célculo do valor de “d” geralmente é realizado por meio de resolugao de
equagoes diofantinas. No entanto, esse calculo pode ser adaptado para o ensino
médio, como veremos a seguir. “d” é um namero inteiro definido pelas duas
condigoes:
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ed=1( (mod (p—1)(¢g—1))el<d<(p—1)(g—1).
Dessa forma, as condi¢oes podem ser reescritas como:
5d =1 (mod 264) e 1 < d < 264.
Nesse sentido, resolver a congruéncia equivale solucionar a equagcao:
5d = 264x + 1, em que x ¢ inteiro.

Dai

d_264x+1 _4$—1—1

52x.
5 5 + o2x

O interessante ¢ encontrar um valor para x, de modo que a primeira parcela
da equagao acima represente um nimero inteiro. Ao testar a expressao 4x + 1,
para z € {0,1,2,3,4}, verifica-se que 4x + 1 é divisivel por 5 quando =z = 1
(apenas ele). Temos:

41+1
)

d= +52.1 = 53.

Devemos observar que esse nimero satisfaz a condicao
1 <d < 264.

Agora devemos inserir os dados do remetente, cujas chaves publica e privada
sao (187,7) e (187,23), respectivamente.
Na célula H1, insira o texto “p’” e em I1 a inscricao: “q’”. A célula J1 sera

WA 99

rotulada com “e’”, enquanto K1 recebera “n’=p’.q’".

Nas células L1, M1 e N1, insira os respectivos textos:

“(p’—].)(q’—].)”, “mdc(e’,(p’—l)(q’—l) b e “d”’.

Na linha 2, vamos inserir os valores equivalentes a cada célula rotulada anteri-
ormente. Comecamos por H2 que recebe o valor 17. 12 serd preenchida com
11. Em J2, entramos com o valor 7. K2 receberd a férmula “=H2*I2". Dessa
forma, estamos programando essa célula que sera modificada, automaticamente,
caso modifiquemos os nimeros p’ e ¢'.

Agora programaremos a célula L2 com a féormula “=(H2-1)*(I2-1)". M2
receberd a formula “=MDC(J2;L2)”, e N2 serd preenchida com o niimero 53,
que representa o valor de “d’”, parametro da chave privada.
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8) O célculo do valor de d’, geralmente, é realizado por meio de resolugao de

9)

10)

equagoes diofantinas. No entanto, esse calculo pode ser adaptado para o ensino
médio, como veremos a seguir. d é um nimero inteiro definido pelas duas
condigoes,
dd=1( (mod (p —1)(¢' = 1) el <d <(p—-1)(¢ —1).
Dessa forma, as condi¢oes podem ser reescritas como,
7d' =1 (mod 160) e 1 < d’' < 160.
Nesse sentido, resolver a primeira condicao equivale solucionar a equacao:

7d = 1602’ + 1, em que 2’ é inteiro.

Segue que

B 160x + 1 _6x+1

d
7 7

+ 22zx.

A meta é encontrar um valor para ', de modo que a primeira parcela da
equacao acima represente um numero inteiro. Ao testar a expressao 6x’ + 1,
para ' € {0,1,2,3,4,5,6}, verifica-se que 62’ + 1 é divisivel por 7 quando
' =1 (apenas ele). Temos:

6.1+ 1
7

d = +22.1 = 23.

Devemos observar que esse nimero atende a condigao
1 <d < 160.

Voltando para a planilha, vamos estabelecer o dicionario de caracteres com 26
letras (na ordem alfabética) que serdo substituidas por nimeros inteiros de 10

até 35. Sendo assim, na célula A4, inserimos “TEXTO ORIGINAL” e em
A5 digitamos a formula

=ARRAYFORMULA (CARACT(SEQUENCE(26;1:65))).

Na coluna B, adicione o dicionario de cifras, iniciando no ntimero 10 e termi-
nando em 35. Basta digitar os dois primeiros nimeros da sequéncia e usar
a funcao arrastar o cursor para baixo. Com isso, a célula B4 serd rotulada
com o texto “CIFRA” e da célula B5 em diante, colocaremos a sequéncia de
numeros.
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11)

12)

13)

14)

15)

Na célula C4, insira o rotulo “MENSAGEM ORIGINAL” Nas células
abaixo, vamos digitar a mensagem original, lembrando de inserir uma letra em
cada célula.

Na coluna D, vamos “buscar” cada correspondente das letras no dicionario
de cifras (estamos usando a cifra de substitui¢ao). Estamos pré-codificando a
mensagem original, o rétulo de D4 serd “PRE-CODIFICACAO” ¢ em D5
inserimos a férmula:

=PROCV(C5; A$5 :B%41; 2; 0).

Em seguida, devemos completar a coluna com a fungao arrastar o cursor para
baixo.

A coluna E sera destinada para a insercao dos “Blocos”. Sao eles que serao
codificados e seguem trés exigéncias de formagao, como observamos em Hefez
([2],p-218-219) e Shokranian ([3],p.46-48). Os blocos sdo nimeros formados a
partir da mensagem pré-codificada e para forma-los, devemos primeiramente,
visualizar a mensagem pré-codificada como um tnico nimero. Assim, visuali-
zaremos um nimero com muitos algarismos. Logo apdés, devemos “quebrar”
os algarismos, desse niimero, em numerais menores By,B5...B,., com 1,2, ...;r
nimeros naturais, de modo que cada numeral atenda as condigoes:

(a) B, <n;

(b) B, deve ser coprimo tanto com n’ quanto com n;

(¢) Nenhum bloco pode inciar com o algarismo zero.
Dessa maneira, vamos rotular a coluna E, inserindo na célula E5 o texto
“BLOCOS B (< n’)”, em seguida, apenas copiaremos os pré-cdédigos da
coluna D para serem colados na célula E5. Precisaremos avaliar essa coluna,

no entanto, faremos isso com auxilio do editor de planilhas. Nesse sentido,
passamos ao passo seguinte para facilitar a avaliacao.

Na coluna F, vamos verificar quais blocos sao coprimos com n. A célula F4
terd a inscrigdo: “mdc(B,n)=1". Na célula F5, inserimos a férmula:

—MDC(E5;C$2).

Em seguida, usamos a funcao autocompletar.

Repetimos o passo anterior com algumas adaptacoes. A primeira é rotular a
coluna G, inserindo em G4 o texto “mdc(B,n’)=1". Em seguida, na célula
G5, inserimos a férmula:

=MDC(E5;K$2).
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16)

17)

18)

19)

Nesse passo, analisaremos simultaneamente as colunas F e G para que atendam
as trés condigoes do item 13). Comegaremos pela segunda condigao, verificando
todos os valores dessas colunas que sao iguais a 1. Se isso ocorrer, passamos
para a préoxima analise. Caso contrario, voltamos a coluna dos blocos (Coluna
E) e modificamos os valores que nao atendem as condigoes das colunas F e
G. A modificagao de um bloco sera realizada por meio da separacao de seus
algarismos, criando dois novos blocos que serao vizinhos na coluna. De mesma
forma, dois blocos vizinhos podem ser unidos formando um tnico bloco. No
entanto, o valor do bloco deve ser menor do que n’, isso satisfaz a primeira
condicao. Para finalizar, devemos observar que um bloco nao pode ter o
algarismo inicial igual a zero, como estabelece a terceira condicao.

Esse procedimento é realizado por meio de tentativa e erro. Como ja proga-
mamos as colunas F e G para apresentarem os resultados que nos interessam,
cada modificacao feita na colunas de blocos reflete nas colunas F e G.

Nesse exemplo, copiamos os pré-codigos:
30 22 46 11 24 22 46 10 21 30 23 24,

para a coluna de blocos (coluna E). Imediatamente, algumas células das colunas
F e G apresentaram valores diferentes de 1. Assim, os blocos dessas linhas
devem ser modificados.

Neste momento, vamos mostrar a assinatura da mensagem, em que o remetente
usa a sua chave privada para tal procedimento. Rotulamos a coluna H, inserindo
em H4 a inscricio “C = B “d’ (mod n’)”. Na célula H5, devemos inserir a
formula:

—MOD(E5 “M$2:K$2).

Essa férmula devolve o resto da divisdo por “n’” (na célula K2) de cada bloco,
da coluna E, elevado (simbolo circunflexo) ao valor de “d’” (presente na célula
N2). Apos isso, basta usar a funcdo autocompletar, arrastanto o cursor da
célula selecionada para baixo.

Ao executarmos os passos acima, esperavamos encontrar como resultados,
nas células da coluna H, nimeros inteiros. No entanto, o editor de planilhas
devolveu, na maioria das dessas células, a indicagao de erros com a descrigao
#FINUM!. Isso ocorreu devido a limitagao do Google Planilhas ao trabalhar
com numeros grandes.

Utilizaremos o programa Wolfram alpha para fazer esses calculos.

Basta digitarmos, na caixa de entrada do site, a seguinte expressao:

30~ 23 mod 187.



2. Google Planilhas e Wolfram Alpha no Ensino de Matemdtica na Educagdo
Badsica 32

Dentro de poucos instantes, a ferramenta nos apresenta na caixa “Result” o
valor 72. Assim, o primeiro bloco foi encontrado. Os valores calculados através

do Wolfram Alpha sao:
72 162 63 73 177 168 63 150 175 98 72 162 76 64.

20) Vamos inserir esses resultados na nossa planilha, a partir de I5 e rotulamos a
célula I4 com o texto: “C WOLFRAM?”.

21) Até esse momento, a mensagem ja foi assinada e agora s6 resta ao remetente
criptografar. Para isso, ele usara a chave piblica do destinatario. Sendo assim,
criamos a coluna de cédigos “T”. Na célula J4, digitamos o texto “T = C ~ e
(mod n)”. Na célula J5, inserimos a férmula:

—MOD(I5 ~ D$2;C$2).

Para finalizar, basta usar a funcao autocompletar do editor de planilhas. Logo
a mensagem criptografada sera:

128 93 228 242 190 155 228 271 15 232 128 93 293 233.

Em resumo, o remetente usou o parametro de sua chave privada para assinar e a
chave publica do destinatario para codificar. De maneira analoga, o destinatario
usara a sua chave privada para decodificar, inicialmente a mensagem, logo apos,
usa a chave publica do remetente para ter acesso a mensagem original.

Acesso da planilha na pagina “Atividade 11”7 em https://llnk.dev/mEcsY.
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Figura 2.11: Cifra RSA com assinatura (autoria prépria)
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Aplicacoes de tecnologias em aulas de
matematica

Para acessar as planilhas com as aulas propostas clique em:
https://l1nk.dev/4pQI1.
3.0.1 Aula1l

1) Tema: Célculo do MMC e MDC.

2) Problematizagado: No primeiro momento, encontre o MMC dos seguintes
numeros:

(a) 11, 14, 21 e 36.
(b) 11, 14, 25 e 27.
(c) 11, 22, 44 e 88.

Logo apos, encontre todos os nimeros menores do que 36 que sao coprimos
com 36.

3) Piblico Alvo: Turmas dos Anos finais do Ensino Fundamental e Ensino
Médio.

4) Pré-requisitos:
o Multiplicagao e divisdo de niimeros naturais.

5) Objetivo: Trabalhar conceitos basicos acerca dos niimeros inteiros (multiplos
e divisores, divisao euclidiana, defini¢do de nimeros primos). Esse roteiro foi
construido pela compilacao das ideias apresentadas nos Exemplos 2.1.1 e 2.1.2.

6) Recursos didaticos: Lousa, pincel, aparelho de Data Show (se possivel),
computador, ou tablet ou smartphone com acesso a internet.

7) Duragao: Cinquenta minutos.

34
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8) Desenvolvimento:

O professor deve explicar a dinamica da aula, orientando que a aula tera
dois momentos. No primeiro, serda explorado contetdos relacionados ao
calculo de MMC. No segundo momento, serd investigado uma aplicagao
para o MDC.

Definir o conceito de miiltiplo e divisor de um niimero natural.

Apresentar o conceito de minimo multiplo comum e maximo divisor
comum.

Definir niimero primo e mostrar a importancia desses nimeros e suas
varias aplicagdes como visto ao longo deste trabalho. Além disso, definir
0S8 NUmeros coprimos.

Apresentar o Google Planilhas, mostrar sua localizagao, interface e funcio-
nalidades.

Orientar na construgao de uma tabela, como fizemos no Exemplo 2.1.1.
O professor preenche sua tabela com os 4 niimeros, aplica a formula de
calculo do mmc deles. Paralelamente, em outra célula, entrar com féormula
para o produto desses niimeros.

Analisar os resultados da tabela. Explorar propriedades do calculo do
MMC.

Iniciar o segundo momento. Agora devemos encontrar nimeros inteiros
positivos menores do que 36 que sao coprimos com o proprio 36. Ver
referéncia no Exemplo 2.1.2.

Analisar os resultados da tabela. Explorar propriedades do calculo do
MDC.

Investigar a percepgao de que a lista de resultados fornece também todos
os divisores do nimero 36. Lembramos que para isso, basta observar que
o MDC, apresetando na segunda coluna, deve ser igual ao niimero da
primeira coluna. Deve ser observado que, o niimero 1 e o proprio 36 nao
aparecerao nessa lista, ainda assim, eles sao, respectivamente, o menor e
o maior divisor de 36. Com isso, é possivel determinar a quantidade de
divisores desse ntimero.

Sugerir que os alunos testem outros niimeros e analisem os calculos quando
os numeros envolvidos sao coprimos e no caso em que nao sao coprimos.

Para além, investigar a relacao da tabela com a escrita do nimero 36
como o produto de seus fatores primos. Essa relacdo fica mais evidente
com decomposi¢ao, em fatores primos, dos dois divisores de 36 cuja a
diferenca entre eles seja a menor possivel.

9) Conclusao:
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e Pedir para que os alunos produzam uma analise de resultados. Nessa
analise, ¢ importante que seja apresentada explicacao acerca do algoritmo
utilizado e analise do uso da tecnologia, comparando-a com o trabalho
manual.

e Solicitar “feedback” da aula, com apontamentos de pontos positivos e
negativos.

3.0.2 Aula 2

)
2)

9)

Tema: Numeros primos.

Problematizacgao: Teste primalidade dos niimeros 1129 e 1141. Caso encontre
um numero composto, determine seus divisores.

Publico Alvo: Turmas dos Anos Finais do Ensino Fundamental e Ensino
Médio.
Pré-requisitos:

o Multiplicagao e divisdo de niimeros naturais.

Objetivos: Trabalhar conceitos bésicos acerca dos nimeros inteiros (miltiplos
e divisores, definicio de niimeros primos). O objetivo principal é testar a
primalidade de nimeros inteiros com a utilizagdo de método da divisao.

Recursos didaticos: Lousa, pincel, aparelho de Data Show (se possivel),
computador, ou tablet ou smartphone com acesso a internet.

Duracgao: Trinta minutos.

Desenvolvimento:

e Definir o conceito de niimero primo. Explicar a necessidade de encontrar,
no minimo, um divisor do nimero que seja diferente dele mesmo e do
numero 1.

e Explicar o método da divisao utilizado no teste de primalidade, destacando
a importancia da operacao de radiciacao para eficiéncia do método.

o Apresentacao do Google Planilhas. Mostrar funcionalidades do editor que
poupam o trabalho manual.

e Orientar na construgdao de uma tabela, como fizemos no Exemplo 2.1.3.

o Analisar os resultados da tabela e concluir de acordo com os ntimeros
obtidos com as divisoes.

o Sugerir que os alunos testem outros nimeros (observar o aumento de
dados da tabela a medida que o niimero a ser analisado fica maior).

Conclusao:
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e Solicitar aos alunos a andlise do processo, por meio de explicagao do
algoritmo e opiniao acerca do uso da tecnologia, comparando-a com o
trabalho manual.

e Solicitar “feedback” da aula com indicac¢ao de pontos positivos e negativos.

3.0.3 Aula 3

Tema: Criptografia pelo método da Substituicao.

Problematizacao: Criptografar e descriptografar a mensagem “TUDO E
NUMERO?, utilizando a Cifra de César com chave “D”.

Publico Alvo: Turmas dos Anos finais do Ensino Fundamental e Ensino
Médio.
Objetivos: Trabalhar a relagao biunivoca e o contexto histérico da Cifra de

César. Interpretacao de tabelas. Nocoes de programacao.

Recursos didaticos: Lousa, pincel, aparelho de Data Show (se possivel),
computador, ou tablet ou smartphone com acesso a internet.

Duragao: Cinquenta minutos.

Desenvolvimento:

o Apresentacao da Cifra de César, mostrando contexto historico.

e Na primeira parte da aula, o trabalho é voltado para a codificacao da
mensagem. Comece com a apresentagao do Google Planilhas. Enfatize as
funcionalidades do editor que poupam o trabalho manual. Nesse sentido,
oriente na criagdo de uma coluna com o alfabeto e outra com as cifras.
Ver Exemplo 2.1.5 fazendo adaptagoes das férmulas, quando necessario.

e Crie uma coluna para ser a entrada da mensagem original.

¢ Determine a coluna, na qual aparecera a mensagem criptografada, inse-
rindo a fun¢ao “PROCV” como feito no Exemplo 2.1.5

e Analisar, mesmo que superficialmente, o resultado da codificacao.

e Inicar o segundo momento da aula, ou seja, o processo de decodificagao
da mensagem.

e Criar uma tabela com quatro colunas, como feito no Exemplo 2.1.6. Inicie
inserindo o dicionério de cifras (adaptar féormula) na primeira coluna.
Na segunda coluna, deve ser preenchida com o texto original (alfabeto
original).

e Crie a coluna para ser a entrada da mensagem codificada, inserindo cada
cifra em uma tnica célula.

e Determine a coluna na qual aparecera a mensagem criptografada, inserindo
a funcao “PROCV” como feito no Exemplo 2.1.6
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8)

o Verificar se a mensagem decodificada confere com a mensagem do primeiro
momento.

Conclusao:

e Solicitar aos alunos a andlise do processo, apresentando explicagao do
algoritmo, opinido acerca do uso da tecnologia em comparacao com o
trabalho manual.

o Solicitar “feedback” da aula com indicacao de pontos positivos e negativos.

3.0.4 Aula4

)
2)

3)

"

Tema: Criptografia por Cifra Afim.

Problematizagao: Criptografar e descriptografar a mensagem “ESTUDAR
VALE A PENA”| utilizando a Cifra Afim com chave f(z) = 2z + 6.

Publico Alvo: Nono Ano do Ensino Fundamental e Ensino Médio.
Pré-requisitos:

o Multiplicagao e divisdo de niimeros naturais.

e Nocao de resolucao de uma equagao polinomial do primeiro grau com
uma variavel.

e Nogoes do estudo de fungao polinomial do primeiro grau.

Objetivos: Trabalhar com o estudo de fungoes polinomiais do primeiro grau.
Criptografia por substituicao. Nogoes de programacao de planilhas eletronicas.
Construcao e interpretagao de tabelas.

Recursos didaticos: Lousa, pincel, aparelho de Data Show (se possivel),
computador, ou tablet ou smartphone com acesso a internet.

Duracgao: Cinquenta minutos.

Desenvolvimento:

e Breve revisao do contetido de fun¢ao polinomial do primeiro grau, com
maior énfase no calculo da imangem de um elemento da fungao com a
determinacao da sua funcao inversa. Contextualiza¢ao com fungoes do 1°
grau.

e Na primeira parte da aula, o trabalho é voltado para a codificacao da
mensagem. Comece com a apresentacao do Google Planilhas. Enfatize as
funcionalidades do editor que poupam o trabalho manual. Nesse sentido,
oriente na criagdo de uma coluna com o alfabeto e outra com a sequéncia
de niimeros inteiros. Ver Exemplo 2.1.7, fazendo adaptagoes das férmulas,
quando necessario.
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« Crie na coluna A uma lista para o texto original (alfabeto original), usando
a formula de inserir alfabeto.

e Na coluna B, insira o dicionario de caracteres, ou seja, as cifras. Lista de
nameros de 10 a 35.

e Na coluna C, digite a mensagem original, com cada letra em uma célula.

e Na coluna D, busque cada correspondente das letras no dicionario de
Cifras (estamos usando a cifra de substituigao). Use a fungao “PROCV™.
Terminado esse procedimento, a mensagem estara pré-codificada.

e A coluna E sera destinada para encontrar os valores das imagens dos
pré-codigos aplicados a funcao. E nessa coluna que esta o resultado de
todo processo.

e Iniciar o segundo momento da aula, ou seja, o processo de decodificagao
da mensagem.

e Determinar a funcao inversa, manualmente.

o Criar uma tabela com quatro colunas, como feito no Exemplo 2.1.8. Inicie
inserindo o dicionario de cifras na primeira coluna. Na segunda coluna,
deve ser preenchida com o texto original (alfabeto original).

e A terceira coluna sera a entrada da mensagem codificada, inserindo cada
cifra em uma tunica célula.

e Na quarta coluna, devemos aplicar o valor de cada cédigo da coluna
anterior na inversa da fungao. Assim, chegamos até a mensagem pré-
codificada.

o Na dltima coluna, inserimos a funcao “PROCV” como feito no Exemplo
2.1.8 chegando ao texto original.

o Verificar se a mensagem decodificada confere com a mensagem do primeiro
momento.

« Solicitar que os alunos facam testes, trocando a mensagem original e
verifiquem a codificacao e pré-codificacao.

9) Conclusao:

e Solicitar aos alunos uma analise do processo, apresentando explicacao
do algoritmo, opinidao acerca do uso da tecnologia em comparacao com o
trabalho manual.

e Solicitar “feedback” da aula com indicagdo de pontos positivos e negativos
10) Conclusio:

e Solicitar aos alunos uma analise do processo, apresentando explicacao
do algoritmo, opiniao acerca do uso da tecnologia em comparagdo com o
trabalho manual.

e Solicitar “feedback” da aula com indicacao de pontos positivos e negativos.
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3.0.5 Aula b

1)
2)

Tema: Criptografia RSA.

Problematizagao: Criptografar e descriptografar a mensagem
“PROFMAT 20247,

utilizando o RSA com chave publica (187,7) e chave privada (187,23).
Publico Alvo: Alunos do Ensino Médio.
Pré-requisitos:

o Multiplicagao e divisdo no conjunto dos ntiimeros inteiros.

e Nocao de resolucao de uma equagao polinomial do primeiro grau com
duas variaveis.

Objetivos: Trabalhar com criptografia RSA. Nogoes de programacao de
planilhas eletronicas. Seguranca da informacgao. Construgao e interpretacao de
tabelas.

Recursos didaticos: Lousa, pincel, aparelho de Data Show (se possivel),
computador, ou tablet ou smartphone com acesso a internet.

Duragao: Cem minutos.

Desenvolvimento:

e Na primeira parte da aula, o trabalho é voltado para a codificacao da
mensagem. Comece com a apresentagao do Google Planilhas. Enfatize as
funcionalidades do editor que poupam o trabalho manual. Inicie inserindo
os parametros das chaves. Nesse sentido, rotule as células da primeira
linha (A1,...,G1) com os respectivos rétulos p, ¢, p.q, e, (p —1)(q¢ — 1),
mde(e,(p—1)(¢—1)) e d. Na linha 2, vamos inserir os respectivos valores
das células rotuladas, sao eles: 11, 17, 187, 7, 160, 1 e 23. Nessa segunda
linha, pode ser feita a programacao dos célculos nas células C2 (=A2*B2),
E2 (=(A2-1)*(B2-1)) e F2 (=MDC(D2;E2)). Ver Exemplo 2.1.9.

e Crie na coluna A uma lista para o texto original, usando a férmula de
inserir alfabeto, ver Exemplo 2.1.9. Nessa mesma coluna, logo apds o
alfabeto, insira os algarismos de 0 até 9. Na célula abaixo do algarismo
9, entre com o simbolo __ (underline). Ele representara o espago entre as
palavras na mensagem original.

e Na coluna B, insira o dicionario de caracteres, ou seja, as cifras. Lista de
nameros de 10 a 46.

e Na coluna C, digite a mensagem original, com cada letra em uma célula.
Lembre-se que o espago deve ser preenchido pelo simbolo underline.
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e Na coluna D, busque cada correspondente das letras no dicionario de
Cifras (estamos usando a cifra de substitui¢ao). Use a fungao “PROCV”,
inserindo em D5 a férmula:

=PROCV(C5; A5 : B41; 2; 0).
Terminado esse procedimento, a mensagem estara pré-codificada.

e A coluna E sera destinada para encontrar os blocos dos pré-codigos. Sao
eles que serao codificados no final do processo.

o A célula F4 sera rotulada com “B # 0 (mod p)”. Na célula abaixo, insira
a formula:

—MOD(E5;A$2)

e use a funcionalidade autocompletar.
e Faca o procedimento andlago ao item anterior. As modificagdes sdao que a
célula G4 recebe “B # 0 (mod ¢)” e em G5 insira:
=MOD(E5;B$2).

Use a funcionalidade autocompletar.

e Na coluna H, vamos encontrar o resultado do procedimento. A célula H4
serd rotulada com

“C=B ™ e (mod pq)”.

O simbolo circunflexo ( 7) realiza a exponencial. Na célula H5 insira a
féormula:

=MOD(E5 ~ D2; C2).

Logo apds use a funcao autocompletar, nas células dessa coluna, aparecera
as cifras codificadas:

185 124 29 93 128 128 175 160 7 47 9 47 116.

e Iniciar o segundo momento da aula, ou seja, o processo de decodificagao
da mensagem.

e Rotule a célula J4 com “CIFRA”. Na célula abaixo, insira o dicionéario de
cifras. Copie da coluna B.

e Rotule a célula K4 com “TEXTO ORIGINAL”, na célula abaixo insira o
alfabeto. Copie da coluna A.

e Na coluna L, vamos inserir a mensagem criptografada. Para isso, rotule
L4 com o texto “MENSAGEM CRIPTOGRAFADA” e na célula abaixo,
cole a mensagem obitida na coluna H. Cole somente os valores.

o Na coluna M, vamos fazer o processo inverso da codificagao. Para isso,
rotulamos a célula M4 com o texto “RESTO DE (C ™ 29) : 187”. Na
célula abaixo, digite a expressao responsavel pela codificacao;
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—MOD(L5 ~ G$2;0$2).

Use a fungao autocompletar.

O programa Google Planilhas nao é capaz de realizar esses calculos. Sendo
assim, devemos usar o programa Wolfram Alpha para realiza-los.

e Abra o site no navegador de internet. Para isso, basta digitar ou clicar no
endereco:

https://www.wolframalpha.com.

o Na caixa de entrada da tela principal do site, digite o comando que
necessitamos, ou seja,

185 7 23 (mod 187).

Na tela, um pouco mais abaixo, sera possivel visualizar o resultado, 25.

o Prossiga realizando o passo anterior para cada cifra da coluna L. Cada
valor encontrado deve ser digitado na planilha, na coluna N, a partir da
célula N5. Para melhor entendimente e estética, rotule a célula N4 com o

texto “BLOCOS B (< p.g ) WOLFRAM”. A coluna sera composta pelos
nimeros:

252724152210 29 46 38 36 38 40.

e Perceba que dois elementos nao fazem parte do dicionario de cifras. Sendo
assim, escrevemos essa sequéncia de nimeros, tomando cuidado para que
nenhum deles seja menor do que 10 e ou maior do que 46. As modificacao
devem ser feitas por uniao de ntimeros por justaposicao.

e Na coluna O, vamos escrever as cifras que foram encontradas com os
blocos da etapa anterior. Rotulamos a célula O4 com “CIFRA DIGITAL”,
e a partir de O5, encontraremos a sequéncia

25 27 24 15 22 10 29 46 38 36 38 40.

e O processo final se dara pela substituicdo dessas cifras. Nesse sentido,
rotule a célula P4 com o texto “MENSAGEM ORIGINAL” e, na célula

P5, insira a formula:
=PROCV(05;J$5:K$41;2;0).
Ao usar a funcao autocompletar, deve aparecer a mensagem:

PROFMAT 2024.

9) Conclusao:

e Solicitar aos alunos uma analise do processo, apresentando explicagao
do algoritmo, opinido acerca do uso da tecnologia em comparac¢do com o
trabalho manual.

e Solicitar “feedback” da aula com indicacao de pontos positivos e negativos.
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3.0.6 Aulaé6

1)
2)

Tema: Criptografia RSA com assinatura.

Problematizacao: Descriptografar a mensagem
128 93 228 242 190 155 228 271 15 232 128 93 293 233,

utilizando o RSA com assinatura do remetente que possui a chave publica
(187,7) e (187,23) como chave privada, e o destinatario da mensagem tem em
maos as chaves publica e privada, respectivamente, iguais a (299,5) e (299,53).

Piblico Alvo: Alunos do Ensino Médio.
Pré-requisitos:
o Possuir nogao de criptografia RSA.

Objetivos: Trabalhar com criptografia RSA com assinatura de mensagem.
Nogoes de programacao de planilhas eletrénicas. Construcao e interpretacao
de tabelas.

Recursos didaticos: Lousa, pincel, aparelho de Data Show (se possivel),
computador, ou tablet ou smartphone com acesso a internet.

Duracgao: Cinquenta minutos.

Desenvolvimento:

¢ Inicie inserindo os parametros das chaves. Nesse sentido, rotule as células
Al até El1, da primeira linha, com os respectivos rétulos n = pq, e, d,
n' = p'q’ e €. Na linha 2, vamos inserir os respectivos valores das células
rotuladas, sao eles: n =299, e =5, d=53,n" =187Tece =T7.

e A célula A4 sera rotulada com o texto “CIFRA”. Da célula A5 em diante,
colocaremos a sequéncia de cifras que inicia no niimero 10 e termina em
46. Para isso, digite os dois primeiros nimeros da sequéncia e use a fungao
arrastar o cursor para baixo.

o Criaremos o dicionario de caracteres com 26 letras, posicionadas na sua
ordem alfabética. Dessa forma, na célula A4, serd rotulada por “TEXTO
ORIGINAL” e em A5 digitaremos a féormula:

=ARRAYFORMULA(CARACT(SEQUENCE(26:1:65))).

Na célula A31, inicie a sequéncia dos algarismos ( de 0 até 9). Por fim,
insira o simbolo “underline” na célula A41. Esse simbolo representara os
espagos que podem haver entre as palavras na mensagem recebida.
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o A célula C4 receberd a inscricado “MENSAGEM CRIPTOGRAFADA”.
Nas células de baixo, digitaremos a mensagem codificada, lembrando de
inserir um cédigo em cada célula.

o Na coluna D, rotularemos D4 com o texto “C' = B "~ d (modn)”. Na célula
D5, devemos inserir a féormula:

=MOD(C5 ™~ C$2;A$2).

Na sequéncia, use a funcao autocompletar do editor de planilhas. O
programa retornard o erro #INNUM! na férmula. Dessa forma, esses
calculos podem ser feitos pelo programa Wolfram Alpha, no endereco
eletronico:

https://www.wolframalpha.com.

e Na coluna E, insira os resultados dos calculos realizados pelo Wolfram
Alpha. Na célula E4, rotule com a inscrigdo “U (wolfram)”. Os dados
serao inseridos da célula E5 em diante.

Até esse momento, o destinatario fez a primeira parte da decodificagao da
mensagem. Ele usou a chave privada.

e Agora vamos verificar a assinatura do remetente. Sendo assim utilizaremos
a formula:

—MOD(E5 ~ E$2;D$2),

que deve ser insirida em F5. Essa coluna recebera o rétulo de “B=U " &’

(mod n’)” em F4. Apés a inser¢ao da formula, use a fungao autocompletar
do editor de planilhas. Essa coluna apresentara erros. Isso novamente
ocorrerd devido a limitacao desse programa. Use novamente o programa
Wolfram Alpha para realizar os cdlculos que nao foram realizados até o
momento.

« Na coluna G, insira em G4 a descricao “B (Wolfram)”. Insira todos os
célculos da coluna anterior. Com essa coluna completa, o destinatario
possui os blocos que foram codificados.

e Rotule a célula H4 com “CIFRA”. Da célula H5 em diante, insira, manu-
almente, os blocos originais formados a partir da coluna anterior. Logo
devemos ter niimeros que variam de 10 até 46. Na ordem que aparecem e
utilizando unido por justaposicao.

o Para finalizar, vamos procurar cada cifra encontrada na coluna anterior no
nosso dicionaio de cifras. Iniciamos, rotulando a célula I4 com “TEXTO
ORIGINAL” Em I5, insira a formula:

=PROCV (H5;A$5:B$41:2;0).

Ao utilizar a fungdo autocompletar, a mensagem ira sendo revelada.
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UM_BOM__ALUNO.

9) Conclusao:

e Solicitar aos alunos uma analise do processo, apresentando explicacao do
algoritmo.

o Solicitar “feedback” da aula com indicacao de pontos positivos e negativos.



Lista de Exercicios Propostos

4.0.1 Atividades propostas

Apresentaremos alguns exercicios contextualizados envolvendo o mdc e o mmc.
Para facilitar o planejamento das aulas disponibilizamos planilhas com as resolugoes
dos exercicios. Para acessar clique em https://acesse.one/uZniz .

Exercicio 4.0.1: Em uma empresa, os cinco gerentes de producao precisam definir
o nimero de funcionarios a serem contratados para iniciar a sua operacao. Eles
poderao distribuir o niimero total de os funcionarios em setores iguais, todos com
608 funcionaios, ou todos com 416, ou todos com 247 funcionérios, sem que haja
sobra de funcionarios. Desse modo, qual é o nimero minimo de funcionarios que essa
empresa precisa ter para entrar em operacao, incluindo os gerentes?

Solucao:

Para resolver esse problema, devemos primeiramente encontrar o mmec dos niimeros
de funcionérios que os setores podem conter. Para isso, vamos construir uma tabela
no Google Planilhas.

e Mescle as células Al e B2 e coloque o titulo da sua tabela.

« Na célula A2, inclua a descricio FUNCIONARIOS. J4 em B2, inclua: RESUL-
TADO

o FEntre com os valores de funcionarios que os setores podem ter nas células A3,

A4 e A5.
e Na célula A7, introduza o texto: mmec.

e Na célula B7, insira uma das formulas:
=MMC(A3;A4;A5) ou =MMC(A3:A5).

O programa nos retorna como valor o nimero 7904. Com mais os cincos gerentes,
concluimos que o total de funcionarios é 7909. Esse passo pode ser automatizado,
para isso, em qualquer célula vazia do editor, por exemplo em BS, insira:

46
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=B6+5.

Nota: A construgao e formatacao de tabelas no Google Planilhas sao habilidades
que podem ser trabalhadas a critério do professor.

Exercicio 4.0.2: Uma arvore de natal possui luzes que acendiam e imediatamente
apagavam nas seguintes frequéncias: as luzes amarelas piscavam de 15 em 15 segundos.
J& as vermelhas faziam o mesmo procedimento de 19 em 19 segundos. As luzes
azuis piscavam de 21 e 21 segundos. Por ultimo, as verdes piscavam de 27 em 27
segundos. Ao ligar a arvore, todas as luzes piscam juntas. Depois de quanto tempo
elas tornarao a piscar todas ao mesmo tempo?

Solugao:

Esse problema ¢ resolvido, diretamente, pelo calculo do mmec dos ntimeros 15, 19,
21 e 27, que representam o intervalo que cada lampada demora para piscar. Sendo
assim, entramos com esses valores nas células da coluna A. No final dessa coluna,
inserimos uma das féormulas:

=MMC(A1:A4) ou =MMC(A1;A2;A3;A4).
O programa nos retorna como valor o niimero 17 955 segundos.

Exercicio 4.0.3: Ilda esta estudando o resultado com testes dos medicamentos A,
B e C em cobaias. O medicamento A estd sendo ministrado a 162 cobaias. Outro
grupo formado por 270 cobaias é testado com o medicamento B. Por fim, um terceiro
grupo com 306 animais recebem o medicamento C. Para uma anélise, ela precisa que
as cobaias sejam divididas em grupos com o mesmo ntimero de individuos, sendo que
o numero de individuos por grupo seja o maior possivel e que os grupos possuam
somente cobaias que receberam o mesmo medicamento. Apds essa separacao, cada
grupo ¢ enviado para uma gaiola que deve ser identificada. Quantas gaiolas serao
necessarias para acolher todos os novos grupos?

Solugao:

Esse problema é resolvido pelo calculo do mde dos niimeros 162, 270 e 306. Sendo
assim, construiremos uma tabela com seis linhas e trés colunas. Na primeira, vamos
inserir cada medicamento (A, B e C). Na segunda coluna, serd inserido os nimeros
de cobais que receberam cada um dos medicamentos (162, 270, 306). Na terceira,
vamos encontrar o numero de grupos apoés as divisdes das cobaias. Todos os dados
devem ser inseridos a partir da 3* célula de cada coluna. Dessa forma, basta inserir
na coluna B, de frente para o texto “mdc”, a férmula:

=MDC(B3:B5).
Na célula C3, vamos inserir a féormula:

—B3/BS$7.
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Logo apds, usamos a funcao autocompletar, arrastando o cursor, da célula
selecionada, para baixo. O programa retornara, nessa coluna, as quantidades relativas
de cada um dos grupos. Para finalizar, basta aplicar a fun¢do soma nos resultados
encontrados. Na célula C8, insira a férmula:

=SOMA(C3:C7).
O nimero de gaiolas necessarias para acolher todos os grupos é 41.

Exercicio 4.0.4: Uma maquina produz pecas de ferragem de dois comprimentos
diferentes, uma com 156 metros e outra com 180 metros. Para atender a uma obra
na construcao de uma ponte, essa empresa precisa partir essas ferragens em pedacos
iguais, de maior tamanho possivel, sem que haja desperdicio nas pecas que a maquina
produz.

Nesse sentido, qual deve ser o tamanho de cada pedaco vendido pela empresa?

Solucgao:

Esse problema é resolvido pelo cédlculo direto do mdc dos niimeros 156 e 180.
Sendo assim, construa uma tabela e inserira os dois nimeros nas duas primeiras
células da coluna B. Na terceira célula dessa coluna, insira a formula:

=MDC(B3;B4).
O programa nos retornard 12 metros.

Exercicio 4.0.5: Considere dois intervalos de nimeros inteiros. O primeiro é
formado pelos niimeros de 1 a 100, o segundo de 101 a 200. Encontre a quantidade
de niimeros primos contidos em cada intervalo. Logo apds, encontre a diferenca das
quantidades de nimeros primos encontrados em cada intervalo.

Solucgao:

Sugererimos a constru¢ao de uma tabela no Google Planilhas. Na coluna A,
vamos inserir o nimero 2 e todos os nimeros impares menores do que 100. Siga os
passos:

1. Na linha 1, vamos mesclar as trés primeiras células dessa linha (A1, B2,C3) e
inserir o titulo da tabela,

“VERIFICACAO DE PRIMALIDADE de 1 a 100”.

2. Na célula A2, insira o texto:
“NUMERO”".

3. Na célula A4, insira o nimero 2. Nas células A5 e A6, insira, respectivamente,
3 e 5. Logo apods, selecione os dois ntimeros e arraste o curso para baixo até
chegar ao nimero 99.
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4.

10.

A célula B2 sera destinada aos nimeros que vamos testar. Observe que s
precisamos testar nimeros impares. Se o aluno conhecer todos os produtos da
tabua de multiplicacao de 2 até 9 mais os critérios de divisibilidade por 3 e 5,
o trabalho serd reduzido significativamente. Além disso, podemos informar os
5 primeiros niimeros primos (2, 3, 5, 7 e 11) que nao precisarao ser testados.
Comecaremos testando o nimero 13 que deve ser digitado em B2.

Na célula B3, entre com o titulo:
“Resto de B2 por A(N)”.

Na célula B4, inicie a programacao. Nessa célula, sera calculado o resto da
divisao do nimero inserido em B2 pelo ntimero inserido em A4, que na férmula
acima é representado por A(N). Para isso, insira na célula a seguinte férmula:

—MOD(B$2;A4).

Agora use a funcao “arrastar”, na célula B4 até o final da tabela.

. Verifique se algum ntimero da coluna B é igual a zero. Se apareger apenas um

nimero zero, o numero ¢é divisivel somente por ele mesmo, logo é primo. Caso
contrario, ele é nao primo.

. Agora ¢é s0 testar os outros nimeros, inserindo-os na célula B2 e analisando

essa coluna.

Crie uma coluna, fora da tabela, na coluna E, por exemplo, para inserir os
nimeros primos encontrados.

Nota: Para facilitar a andlise do item anterior, podemos colocar um destaque
em todos os nimeros zeros que por ventura aprarecam nessa coluna. Para isso,
use a formatacgao condicional:

¢ Selecione as células B4 até B53.

o Acesse na barra superior do menu, do Google Planilhas a fungdo Formatar.
Logo apds, clique em Formatagao condicional.

« Verifique se o intervalo esta correto. Logo apds, no subitem Regras de
formatacao, escolha a opgao: “O texto é exatamente”.

« Na caixa de dialégo, logo abaixo, digite “0".

o No subitem Estilo de formatagao, escolha a cor vermelha, por exemplo,
clicando no balde de tinta. Clique em Concluido. Pronto, todos os
numeros zeros, no intervalo selecionado ficardao com o fundo da célula
vermelho. Veja ilustracao.
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Para obter a quantidade de niimeros que inserimos nas colunas dos nimeros

primos, contaremos com ajuda do programa. Para isso, selecione todos os

numeros dessa coluna. Observe que, no canto direito da barra inferior da

planilha, aparece a expressao “soma:” seguida de um numero. Ao lado direito

desse numero, ha uma seta preta, apontada para baixo. Ao clicar na seta,

surgird uma mini guia com varias opgoes, uma delas serd a opgao: “contagem”,

que nesse caso estara representado pela expressao: “contagem:25”. Dessa forma,
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indicara 25 ntimeros inseridos na coluna selecionada. Segue ilustragao.

o Soma: 1.060,00
Media: 42,4
—=> -
Soma: 1.060,00 = ¢ ¢
blax: 97
T T e e e N e ety s PN

Contagem: 25
e

Contagemn de nmeros: 25

Figura 4.3: Contagem, Autoria prépria

Para concluir o exercicio, repita o procedimento para os nimeros de 101 a 200.
Nesse passo, crie uma coluna de primos ao lado da coluna anterior (coluna F). Serdo,
21 numeros primos neste intervalo. A diferenca entre as quantidades sera de 4

numeros.



Apéndice A

ASCII control ASCII printable
characters characters

00 MNULL  (Mull character) 32 space 64 @ 96
01 SOH  (Start of Header) a3 ! 65 A a7 a
02 STX (Start of Text) 34 il 66 B 98 b
03 ETX (End of Text) 35 # 67 C 99 -
04 EOT {End of Trans.) 36 5 G8 D 100 d
05 ENQ (Enguiry) ar % 69 E 101 e
06 ACK (Acknowledgement) 38 & 70 F 102 f
07 BEL {Bell) 39 : 71 G 103 q
08 BS (Backspace) 40 ( T2 H 104 h
09 HT {Horizontal Tab) 41 ) 73 I 105 i
10 LF (Line feed) 42 " 74 J 106 |
1 VT (Vertical Tab) 43 + 75 K 107 k
12 FF (Form feed) 44 = 76 L 108 |
13 CR (Carriage return) 45 - T M 109 m
14 SO (Shift Out) 46 + 78 N 110 n
15 gl {Shift In) 47 | 79 o 111 o
16 DLE (Data link escaps) 48 0 80 P 112 P
17 DC1  (Device control 1) 49 1 Bl Q n3s g
18 DC2 (Device control 2) 50 2 82 R 114 r
18 DC3  (Device control 3) 51 3 83 S 115 5
20 DC4  (Device control 4) 52 4 84 T 116 t
21 NAK (Negative acknowl.) 53 5 85 u i u
22  SYN (Synchronous idle) 54 6 86 v 118 v
23 ETB (End of rans. block) 55 T 87 w 119 ]
24 CAN {Cancel) 56 g ga X 120 X
25 EM (End of medium) 57 8 89 k| 121 y
26 SUB (Substitute) 58 / a0 Zz 122 z
27 ESC (Escape) 59 ] 91 [ 123 {
28 FS (File separator) G0 < 92 | 124 I
29 GS  (Group separator) 61 = 93 | 125 }
30 RS  (Record separator) 62 > 94 A 126 ~
31 us {Unit separator) 63 ? a5
127 DEL (Delete)

Figura 5.1: Fonte: //www.treinaweb.com.br/blog/uma-introducao-a-
ascii-e-unicode acesso 26/04/24.
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