mxxd UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE A
" Programa de Pés-Graduagdo em Matematica AdA
Mestrado Profissional - PROFMAT /CCT/UFCG PROFMAT

Flavia Shirley Tavares Vieira

Produto Educacional

Explorando Determinantes Através da Teoria

e Aplicacoes

Campina Grande - PB
21 de julho de 2024



UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE A
Programa de Pés-Graduacdo em Matematica AdA
Mestrado Profissional - PROFMAT /CCT/UFCG PROFMAT

Flavia Shirley Tavares Vieira

Explorando Determinantes Através da Teoria e

Aplicacoes

Produto Educacional vinculado ao Traba-
lho de Conclusao de Curso apresentado
ao Corpo Docente do Programa de Pos-
Graduacao em Matematica - CCT - UFCG,
na modalidade Mestrado Profissional, como
requisito parcial para obtencao do titulo de
Mestre.

Orientador: Dr. Daniel Cordeiro de Morais Filho

Campina Grande - PB
21 de julho de 2024



Resumo

Diante da auséncia ou abordagem superficial dos determinantes nas salas de aula do
ensino médio, devido também a sua nao cobranca nas provas do ENEM, elaboramos
uma proposta de eletiva sobre o tema de determinantes, sendo uma abordagem diferente
da encontrada em livros didaticos. E uma eletiva desenvolvida para alunos do 3° ano
do ensino médio que pretendem ingressar em cursos como engenharia elétrica, fisica,
matematica, estatistica ou em cursos que serao necessarios os conhecimentos sobre
determinantes. O curso ird contribuir com a compreensao desse conceito matematico

e suas diversas aplicacoes em diferentes areas.

Palavras-chave: Determinantes. Eletiva. Ensino Médio.



Abstract

Given the absence or superficial approach to determinants in high school classrooms,
also due to their non-requirement in the ENEM tests, we developed an elective proposal
on the topic of determinants, with an approach different from that found in textbooks.
It is an elective developed for 3rd year high school students who intend to take courses
such as electrical engineering, physics, mathematics, statistics or courses that require
knowledge about determinants. The course will contribute to the understanding of this

mathematical concept and its various applications in different areas.

Keywords: Determinants. Elective. High school.



1 Introducao

Diante das mudancas no curriculo de matematica com a substituicao dos vestibu-
lares pelo ENEM, percebemos que alguns assuntos deixaram de ser abordados e conse-
quentemente deixaram de ser ensinados ou sua abordagem é feita de forma superficial
nas salas de aula e isso também é percebido nos livros didaticos. A auséncia de alguns
assuntos acabam causando prejuizo para aqueles que pretendem ingressar em cursos
superiores em que esses conhecimentos sao necessarios, por exemplo os determinantes.

Assim, elaboramos essa eletiva para ser trabalhada o tema de determinantes, apre-
sentando onde aparecem os determinantes , definicao, propriedades, teoremas, resul-
tados importantes e principalmente as aplicagoes que servem como motivacao para o
estudo desse tema.

Essa eletiva é um recorte da nossa dissertacao de mestrado intitulada: Uma Anélise
Curricular do Ensino Médio Antes e Depois do Enem e uma Contribuigdo com Itine-
rarios Formativos sobre Determinantes (PROFMAT-UFCG), podendo ser consultada

para mais informagoes e respaldo sobre o que serd abordado na eletiva.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Nosso trabalho possui como principal objetivo contribuir para o ensino e a apren-
dizagem dos determinantes de forma clara, objetiva e eficiente. Mostrando a sua im-
portancia e aplicagOes nas diversas areas, contribuindo para professores e alunos que
pretendem ingressar em alguns cursos universitarios como matematica, engenharia elé-

trica, fisica e estatistica.

1.1.2  Objetivos Especificos

o Apresentar a definicdo dos determinantes por permutacao;

o Apresentar as propriedades dos determinantes com suas respectivas demonstra-
coes;
o Abordar teoremas como Laplace e Jacobi e também regras como Sarrus, Chio e

Cramer.

o Apresentar aplicagoes sobre os determinantes como forma de motivar o seu es-
tudo;
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o Identificar se os determinantes sdo necessarios em cursos de engenharia elétrica,

estatistica, fisica e matematica;

» Utilizagdo do GeoGebra para o estudo de condi¢ao de alinhamento de trés pontos.

1.2 Organizacao

No primeiro capitulo temos a introducao [1| onde é apresentado de forma detalhada
o desenvolvimento da eletiva.

No capitulo 2 serd apresentada uma breve apresentagao sobre as etapas da eletiva.

No capitulo 3 teremos o desenvolvimento detalhado das etapas da eletiva.

No capitulo 4 sera apresentado um exercicio para fixagao do contetido desenvolvido
na eletiva.

No capitulo 5 teremos as consideracoes finais da eletiva.



2 Apresentacao da Eletiva

Titulo: Explorando Determinantes Através da Teoria e Aplicagoes

Apresentacao: Esse curso pretende proporcionar uma abordagem abrangente e
pratica para o estudo de determinantes, ndo encontrados na abordagem de livros di-
daticos, permitindo que os alunos desenvolvam uma compreensao sélida desse conceito
matematico e suas diversas aplica¢oes em diferentes areas. Essa eletiva é um recorte
da nossa dissertacao de mestrado intitulada: Uma Anélise Curricular do Ensino Mé-
dio Antes e Depois do Enem e uma Contribuicdo com Itinerarios Formativos sobre
Determinantes (PROFMAT-UFCG), podendo ser consultada para mais informagoes e
respaldo sobre o que sera abordado na eletiva.

Apresentaremos a seguir as etapas do curso, as quais serao abordadas os contetido

sobre determinantes:

o Etapa 1: Discussao

Inicialmente sera organizado um momento de discussao com a intensao de iden-
tificar se os alunos estudaram determinantes no Ensino Médio e falar sobre sua
importancia em diversas areas e cursos universitarios como fisica, matematica, es-
tatistica e engenharia elétrica, tentando convencé-los a estudar esse tema devido

a sua cobranca em diversas disciplinas dos cursos:

— Estatistica

*

Teoria das Matrizes e Aplicacoes;

*

Analise de Regressao;

*

Modelos Lineares;

*

Planejamento de Experimentos.
— Engenharia Elétrica
x Maquinas Elétricas;
* Principios de Comunicagoes;
x Controle Analdgico;
x Controle Digital,
x Sistemas Elétricos de Poténcia;
x Anadlise de Sistemas Elétricos de Poténcia;
x Célculo Numérico; Eletronica Analdgica;

x Circuitos Elétricos;
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x Dentre outros.

— Fisica
x Métodos Matematicos;
x Mecanica Quantica.

— Matematica

« Algebra Linear;

x (Geometria Analitica;

*

Equacgoes Diferenciais;

*

Teoria de Grupos;

Teoria de Anéis.

*

Toépicos que consideramos importante destacar nessa etapa:
— Falar sobre a auséncia dos determinantes nas provas do Exame Nacional do
Ensino Médio (ver apéndice);

— Destacar sua importancia em algumas disciplinas de cursos como fisica, ma-

tematica, estatistica, computacao, engenharia elétrica e dentre outros;
— Destacar que esse tema possui importantes aplicacoes;

— Deixar claro que o apresentado durante o curso serd uma abordagem dife-
rente da encontrada em livros didaticos e consequentemente no que tem sido

ensinado no ensino médio.

« Etapa 2: Aplicagoes

Apresentaremos nessa etapa algumas aplicagoes sobre determinantes como forma
de motivar os alunos que pretendem ingressar em alguns cursos universitarios a
estudarem sobre esse tema. Buscamos abordar aplicagoes acessiveis a esse nivel

de ensino e que serdo uteis para estudos posteriores. Sao elas:

— Aplicagao 1: Condigao de Alinhamento de Trés Pontos;
— Aplicagao 2: Equacao Geral da Reta;

Aplicacdo 3: Area de Tridngulos;

— Aplicagéo 4: Area do Paralelogramo;

— Aplicagao 5:

Circuito Elétrico (Sugerimos que essa aplicagao seja abordada por um pro-

fessor de fisica, como uma forma de relacionar as disciplinas através da

transdisciplinaridade).
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o Etapa 3: Definicao de determinantes por permutacao

Desenvolvemos uma construcao da definicao de determinantes para matrizes de
ordem qualquer e por meio dela justificaremos as defini¢des de determinantes

para matrizes de ordem 1, 2 e 3 apresentada em livros didaticos.

Definicdo de determinantes de ordem 1, 2 e 3;

— Regras de Sarrus e diagrama;

Definicao de permutacao e nimero de inversoes;

Construcao da definicdo de determinantes por permutacao;
— Defini¢cdo de determinante para uma matriz de ordem qualquer usando per-
mutacao que nao é encontrada em livros didaticos por ser mais geral.
« Etapa 4: Propriedades de determinantes

Apresentaremos algumas propriedades cruciais para o determinante de matrizes
grandes, inclusive as estudadas no ensino superior, em que o desenvolvimento do
calculo é realizado por computadores e ao aplicar alguma das propriedades, re-
duziremos o trabalho operacional do calculo do determinante. As demonstragoes

dessas propriedades sao encontradas em nossa dissertacao.

— Propriedade 1: Linha nula;

— Propriedade 2: Matriz transposta;

— Propriedade 3: Multiplicagao de uma linha por uma constante;
— Propriedade 4: Trocas de linhas paralelas;

— Propriedade 5: Linhas paralelas iguais;

— Propriedade 6: Soma de linhas;

— Propriedade 7: O determinante nao se altera se somarmos a uma linha outra

linha multiplicada por uma constante (Teorema de JACOBI);

— Propriedade 8: Filas paralelas proporcionais.

« Etapa 5: Resultados importantes

Os resultados apresentados serdao uteis na redugdo da ordem do determinante em
uma unidade e consequentemente do seu calculo. O Teorema de Laplace também
é utilizado em alguns livros como a defini¢cao de determinantes, onde na verdade

é uma consequéncia da definicao.

— Teorema de Laplace;
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— Regra de Chio.

o Etapa 6: Regra de Cramer e Matriz inversa

Apresentaremos a regra de Cramer e uma forma diferente para calcular a inversa
de uma matriz, baseados em um teorema que trata do calculo da matriz inversa

através da adjunta da matriz.

— Regra de Cramer;

— Célculo de matriz inversa por determinantes.

« Etapa 7: GEOGEBRA E ALINHAMENTO DE PONTOS

Elaborar um produto final desenvolvido com os alunos, podendo utilizar umas
das aplicagoes apresentadas durante o curso, uma sugestao é a condicao de ali-

nhamento de trés pontos.

Finalidade: Apresentar os conhecimentos sobre determinantes, realizando a cons-
trucao dos resultados, ajudando-os a compreender os conceitos e aplicagoes apresenta-
dos ao longo do curso e contribuindo para a formagao daqueles que pretendem ingressar

em cursos que sejam necessarios os conhecimentos basicos sobre determinantes.
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3 Abordagem detalhada da Eletiva

« ETAPA 1: DISCUSSAO

Duracao: 50 minutos

Nessa etapa faremos um levantamento com os alunos para saber quais estudaram
determinantes no ensino médio, se ja ouviram falar em aplicagoes desse tema e
quais os cursos superiores pretendem ingressar. Aproveitaremos a oportunidade
para uma discussao sobre como tem sido trabalhado os determinantes nas salas
de aula devido a sua nao cobranca no Exame Nacional do Ensino Médio desde
a sua criagao. Destacaremos que muitos sao os cursos universitarios os quais
sdo necessarios o estudo sobre determinantes, por exemplo: fisica, matematica,
estatistica, computacao, engenharia elétrica e dentre outros. Falar sobre qual o
objetivo do curso e ressaltar que nao é encontrado em livros didaticos o que seréa

abordado na eletiva.

« ETAPA 2: APLICACOES

1. Condigao de Alinhamento de Trés Pontos
Duracao: 50 minutos
Consideremos trés pontos alinhados: P, = (z1,91), P» = (22,1y2) € P3 =
(x3,y3) representados acima. Consideremos também os pontos A = (2, 41)

e B = (r3,92):
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Figura 1 — Condigao de Alinhamento de Trés pontos

4

Y3

Y2

1

Fonte: Autores, 2024.

Percebamos que os tridngulos AP, P, e BP,P; sao retangulos em A e B,
respectivamente.
Temos,

/AP.Py, = /BP,P;,

pois as retas suporte dos segmentos AP, e BP, sao paralelas, desse modo,

pela soma dos angulos internos de um triangulo, temos

/P PA = /P,P;B.

Assim os triangulos AP, P, e BP,P; sao semelhantes:

Y2—Y% _ Ys— Y2
To — T T3 — T2
(y2 — 1) - (w3 — 22) = (Y3 — y2) - (22 — 1)

YoT3 — Yoo — Y123 + Y1T2 = Y3T2 — Y3T1 — Y2T2 + Yo

Y23 — Yoy — Y173 + Y102 — Y32 + Y301 + Y2x2 — y2x1 = 0

A

YaT3 — Y1T3 + Y1T2 — Y3T2 + Y31 — Yo = 0.

A expressao acima sera o calculo do determinante, que sera visto posterior-

mente.
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Observe:
Ty y1 1
To Y3 1 |= Yo + Y13 + YsXLog — Y23 — YszT1 — Y1L2 = 0.
3 ys 1

Exemplo 1. Sejam os pontos A = (0,5), B=(1,3) e C = (2,1). Verifique

se 0s pontos dados sao colineares.

Solucao: Para que os pontos A, B e C' estejam alinhados:

A= =0+10+1—-(64+0+5)=11—-11=0.

N = O
= W Ut
—_ =

Portanto, podemos afirmar que os pontos A, B e C sao colineares, pois
det = 0.

2. Equacao Geral da Reta
Duragao: 50 minutos

Sejam os pontos P, P e P, pertencentes a reta r, dessa forma, podemos
afirmar que os mesmos estao alinhados e usando a condi¢ao de alinhamento

de trés pontos:

Figura 2 — Equacao Geral da Reta

W=

Fonte: Autores, 2024.
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x y 1
x1 Y1 1| =2y1 + 2oy + 21Y2 — Toy1 — Y2 —yx1 =0
T2 Yo 1
= (1 — y2)o + (x2 — 21)y + T1y2 = 0. (3.1)

Consideremos a = y; — Y2, b = 9 — 11 € ¢ = 1Y, temos pela equacao |3.1

x y 1
1 y1 1 |=ar+by+c=0.
Ty Y2 1

Exemplo 2. Dados os pontos A = (1,5) e B = (2,-2), determinemos a

equacao da reta que passe por esses pontos.

Solugao: Para que a reta passe pelo ponto A e pelo ponto B, devemos ter

z y 1
1 5 1|=br+2y—2—(10-22x+y)=Tr+y—12=0.
2 -2 1

Logo, a equacao procurada é

Tx+y—12=0.

3. Area de Tridngulos
Duragao: 50 minutos
Sejam 17 : ACC'A', Ty : BCC'B’' e Ty : ABB'A’ trapézios. Com A’, B’
e C' correspondendo a projecao ortogonal no eixo x dos pontos A, B e C,

respectivamente.
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Figura 3 — Area de Tridngulos

AY

Ye

VB
Ya

V=

Fonte: Autores, 2024.

Notemos que a area do tridngulo ABC pode ser escrita por:

Sapc = Ti+ Ty — T3

(yatyc) - (vc—za)  (yp+yc) (x5 —2c) (Yya+yp) (xp—xa)

- 2 + 9 - 9
1
= 3 [(ya+yc) - (xc —24) + (yp +yc) - (x3 —20) — (Yya +yB) - (¥ — T4)]
1
= §[QA$C —YATA + Yoo — Yoxa + YT — YBTC + Yo — Yoo — YATp
+ YaTa — ypTp + YpTal
1
=5 |YaTc — YoTa — YpTe + Yoxp — YaZp + Yptal -
Logo,
1
Sapc = §|ZJACCC — YoTa — YpTo + YoTp — YaTp + yYpral. (3.2)

Notemos que a expressao da equagao|3.2[equivale ao calculo do determinante

a seguir:
ra ya 1
B YB 1. (33)
re Yo 1

Exemplo 3. Dados os pontos A = (2,3), B=(0,—1) e C = (1,4), qual a

area do triangulo cujos vértices sao os pontos A, B e C'?

Solugdo: De acordo com a equacao [3.2] temos:
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2 3 1
1 1 1 1
-0 — — —[(=2 —(~1 — Z(1-7) = =-(—6) = —3.
Sapc 5 0 -1 1 2[( +3)— (—1+8)] 2( 7) 2( 6) 3
1 4 1
Portanto, Sapc = | — 3| = 3.

4. Area do paralelogramo
Duragao: 50 minutos

Consideremos o paralelogramo ABC'D abaixo:

Figura 4 — Area do Paralelogramo

A_ B

Fonte: Autores, 2024.

Percebamos que o paralelogramo é uma figura formada por 2 triangulos
ACD e ABC', assim a area do paralelogramo sera o dobro da area do trian-

gulo. E de acordo com a equagdo [3.2] a drea do trapézio sera:

1
Sapep = 2- 3 [yaTc — Yora — yprc + Yo — YaTp + ypral (3.4)
Sapep = |yaTc —YoTa — YpTo + YoTp — YaTp + YpTal. (3.5)
Exemplo 4. Determine a drea de do paralelogramo formado pelos vértices

A=(1,2), B=(57),C =(8,4) e D = (4,—1).

Solugao: Para determinar a area do paralelogramo, consideraremos inicial-

mente:

T Q% =
I

~—N /N /N
S
g
<
w

~— N~ ~
I

—~ o~
o
N~—
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Observe a imagem do paralelogramo representado abaixo:

Figura 5 — Area do Paralelogramo I

B
7 o

- 0 1 2 3N 4 /S 5 6 7 ] 9

-1 L ]

Fonte: Autores, 2024.

Consideremos a matriz formada pelos vértices do triangulo ABC:

(3.6)

co Ut =
=N
e S Y

A area do tridngulo formado pelos vértices A, B e C' serd metade do médulo

do determinante da matriz B.6k

121
1 1
Sapc=5|5 T 1| = 5[T+16+20-56—4—10
8 4 1
1
= —|43-170
5| |
1
= —|-271
51 =27
o7
- =

A &area do paralelogramo sera o dobro de Sapc, isto é,
Sapcp = 27.

5. Aplicagao: circuito elétrico

Duracao: 1 hora e 40 minutos
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— Fonte: Serve para levar energia para a placa mae, processador placa de
video, disco rigido, unidades de CD e DVD.

— Processador: Também conhecida de CPU, essa pega é responsavel por
processar os dados e transformar em informacgao.

— Resistores: Componentes eletronicos cuja funcao principal é limitar o
fluxo de cargas elétricas por meio da conversao da energia elétrica em
energia térmica.

— Capacitores: Sua principal funcao é armazenar cargas elétricas em seu
interior durante cargas e descargas, essa peca pode fornecer grandes

quantidades de energia elétrica.

No Ensino Médio sao estudados circuitos mais simples e inclusive tem sido
um conteido bastante presente no Enem. O circuito elétrico possui algumas

grandezas, sao elas:
— Tensao: ¢ a energia necessaria para deslocar uma carga unitaria através
de um elemento, medida em volts (V).
— Corrente: é o fluxo de carga por unidade de Duragao, medido em ampe-
res (A).
— Resisténcia (R): representa a capacidade de um elemento resistir ao

fluxo de corrente elétrica; ela é medida em ohms (V).

Um dos livros consultados e do qual apresentaremos um exemplo foi (ALE-
XANDER; SADIKU, 2013) e ainda (BOLDRINT, 1986) e videos do youtube
como (PROENEM] 2019).

Exemplo 5. Obtenhamos as tensoes nodais no circuito da Figura abaizo:

Figura 6 — Circuito Elétrico: Exemplo I

1 6Q )

3a()) 20 7Q (})12a

Sadiku, 2013

Para resolver esse problema sera necessario conhecer algumas leis de Kir-

chhoff e de George OHM:
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Leis de Kirchhoff

— A soma das correntes que entram em um né de um circuito é igual a

soma das correntes que saem deste no.

— A partir de um ponto qualquer de uma malha se percorrermos em um
sentido qualquer ao voltarmos ao mesmo ponto, a soma algébrica das

quedas de potencial é nula.
Lei de George OHM
— A tencao é proporcional a corrente elétrica e a constante de proporcio-

nalidade é a resisténcia, isto é:

- = R.

(Y
]

Solucao: Sejam Vi e V5 nos, i1, 19 € i3 as correntes e 1, 2 e 3 as malhas do cir-

cuito. Adotaremos o sentido das correntes apresentados na imagem a seguir:

Figura 7 — Circuito Elétrico: Exemplo I
Vig, 69 2

2
3sa(d) 320 703 (Pn2a

Sadiku, 2013

De acordo com as leis apresentadas, temos para o no 1:

3 = 11+
i i—=W
3 = —+ ——
2 + 6
18 = 3Vi+V1 -V,
v — V5 = 18 (3.7)

Ja para o no 2:
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19 13+ 12
Vi—V, Va
— + 12
6 7 *
-V ¥ 12
6 7
Vi —=TVy — 6V, 19
42

WV, — 13V, = 504. (3.8)

Escrevendo as equagoes [3.7 e 3.8 na forma de matriz:

Vi

4 -1
7 —13 Vi

o]

Determinaremos inicialmente os denominadores de V; e V5:

4 -1
7 —13

— 5247 = —45.

Denotaremos o numerador de V; por Ny, , assim:

18 -1
504 —13

Ny, =

—234 + 504 = 270.

Denotaremos o numerador de V2 por Ny,, assim:

4 18

"7 504

= 2016 — 126 = 1890.

Portanto, as solugoes dos sistema sao dadas por

Ny, 270
Vi= =5 = —g5 = 0 volts

¢ Ny, 1890
‘/2 = _21/25 = _745 = —42 volts.

« ETAPA 3: DEFINICAO DE DETERMINANTES POR PERMUTACAO

Duragao: 1 hora e 40 minutos

1. Determinante de uma matriz de ordem 1:

det[a] = |a| = a.
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2. Determinante de uma matriz de ordem 2:

aip a2 | | Gnn Qi2 |
det = = 11029 — Q120921 .

a1 Q22 a21 A22

3. Determinante de uma matriz de ordem 3:

11 a2 Q13 a1; a2 i3
det | agr a9 ass | = | az1 ag ass (3-9)
31 dzz G33 31 a3z as3

= (11022033 + Q12023031 + A130A21032 — A13022031 — 411023032 (3-10)

— Q12021033 (3.11)

a) Regra de Sarrus
Consideramos importante apresentar essa regra por nao ser facil a me-
morizacao da definicdo de determinante para matrizes de ordem 3.

Consideremos uma matriz A de ordem 3:
11 a2 13
A= 21 Ag2 A3

a31 Q32 as3

Para aplicar a regra de Sarrus, desenvolveremos as etapas abaixo:

i. Repetiremos as duas primeiras colunas a direita da terceira coluna
da matriz, ou as duas primeiras linhas abaixo da terceira linha da
matriz.

Observemos as representagoes abaixo:

Figura 8 — Regra Sarrus I

ap
A= az; d 22
T .
azi Qagzz Q33 32
‘»:// v - © Y
- - - + + +

Fonte: Autores, 2024.
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Figura 9 — Regra Sarrus II

Gy Q12 Qi3

an arp
I 31 Qg dag |
ES 2| 4

Fonte: Autores, 2024.

ii. Os termos precedidos com o sinal positivos serao obtidos multipli-
cando os elementos segundo as flechas situadas na direcao da dia-
gonal principal (representadas em azul), isto é, ajjageass; a12a93a31
€ (13G21032-

iii. Os termos precedidos com o sinal negativo serao obtidos multipli-
cando os elementos segundo as flechas situadas na dire¢do da diago-
nal secundaria (representadas em vermelho), isto é, —aj3aseasi; —aj1ae3ass
€ —@12021033.

iv. Por fim, somam-se os 6 produtos encontrados nos itens 2 e 3 acima,

dessa forma

det A = a11a22a33+012a23031 +013021A32— 013022031 — 011023032 — 012021 (33

2 30
Exemplo 6. Seja A = | =3 1 4 |, determine o det A wtilizando o
6 1 3

método de Sarrus.

Solugao: Consideremos a imagem a seguir:

Figura 10 — Regra de Sarrus: Exemplo I

2 3 0| 2 3
-3 1 4| -3 1
6 1 3|6 1

Fonte: Autores, 2024.

Temos,

det A = 2-1-34+3-4-6+0-(—3)-1—0-1-6—2-4-1—3-(—3)-364+72—8+27 = 97.
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b) Regra Através de Diagrama
Uma outra forma de memorizar a definigdo de determinantes para matri-
zes de ordem 3 é com o uso dos diagramas, observemos a representagao

abaixo:

Figura 11 — Regra de Diagrama I

+ +\

+
11 412 Hg
A= \azi\ Q22 423\

a3 (32 A33 )

Fonte: Autores, 2024.

Para cada uma das trés setas acima, teremos um produto e neste caso

cada produto possui sinal positivo:

+a11022033; +A12G23031 € + A13021G32. (3.12)

Figura 12 — Regra de Diagrama II

Fonte: Autores, 2024.

Para cada uma das trés setas teremos um produto e, neste caso, cada

produto possui sinal negativo:
—Q13022031; —A11023032 € — A12021033. (3.13)
O det A serd soma das expressoes e acima representadas:

det A = aj1a22a33+012023031 +013021 A2 — Q13022031 — Q11023032 — Q12021 033.
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Para mais detalhes sobre essa regra através de diagrama, consultar o
livro do (IEZZI} 2006).

Exemplo 7. Vamos calcular o determinante da matriz A =

O W N
S = ot
W o =g

através do método do diagrama.

Solugao: Consideremos a imagem abaixo:

Figura 13 — Regra de Diagrama: Exemplo I

O
detA=|3 1 4]
9 63 )

Fonte: Autores, 2024.

Neste caso,

detA = 2-1-3+5-4-243-6-7—-7-1-2—-3-5-3—-6-4-2
= 6+40+126 — 14 — 45 — 48
= 65.

4. Defini¢coes Preliminares
Duragao: 50 minutos

Apresentaremos inicialmente algumas defini¢oes que serao base para a com-
preensao da definicdo de determinantes por permutacao. Utilizamos nesta
tematica, referéncias como (MORGADO| [2015), (STEINBRUCH, [1987) e
(MADEIRA, 2017).
a) Permutacao
Definicao 3.1. Dados n objetos distintos ay,as, ..., a,, uma Permu-
tacao destes objetos consiste em dispo-los em uma determinada ordem.
A escolha do primeiro objeto pode ser feita de n modos; a escolha do
objeto que ocupard o sequnda posicao pode ser feita de n — 1 modos; a
escolha do objeto que ocupard a terceira posicao pode der feita de n — 2

modos, etc ...; a escolha do objeto que ocupard a ultima posicao pode

ser feita de 1 modo, isto é, n(n —1)(n —2)...1=mnl.
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Exemplo 8. Sejam os niumeros 1,2 e 3. Determine suas possiveis
Permutacoes.

Solucao: Notemos que a quantidade de Permutagoes dos niimeros 1,2 e
3 é dada por 3! =3-2-1 =06, sao elas:

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2) e (3,2, 1).

Inversao

Definicao 3.2. Dada uma permutagdo de numeros inteiros 1,2,...,n,
dizemos que existe uma inversdio quando um inteiros que nao estd em
sua posicao original precede outro menor que ele.

Quando a permutacdo possuir um numero par de inverséoes o termo
correspondente a essa permutacao terd o sinal positivo e quando a
permutacdo possuir um mumero impar de inversées o termo cor-
respondente a essa permutacao terd sinal negativo.

Exemplo 9. Consideremos as permutacoes dos nimeros 1,2 ¢ 3. En-

contre o numero de inversoes de cada uma de suas permutagoes.

Solugao: observemos a tabela que criamos para facilitar o que aborda-
mos anteriormente, constando as possiveis permutacgoes e os respectivos

numeros de inversoes dos numeros 1,2 e 3:

Tabela 1 — Nome da tabela

’ Permutagoes \ Quantidade de Inversoes \ Sinal ‘

(1,2.3) 0 +
(1,3,2) 1 -
(2,1,3) 1 -
(2,3,1) 2 +
(3,1,2) 2 +
(3,2,1) 1 -

Fonte: Autores, 2024.

5. Construcao da defini¢do de determinantes por permutagao

Duragao: 50 minutos

Nesta se¢ao calcularemos o determinante de matrizes particulares (ordem 1,

2 e 3) através da defini¢ao de determinante que apresentaremos na sequéncia.

Consideramos importante relembrar o conceito de diagonal principal de uma

matriz.
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Definicao 3.3. Dada uma matriz A de ordem n:

a1x Q2 - 13

ag1 Q22 -+ (23
A=

Gp1 Qp2 - App

os elementos da diagonal principal da matriz A corresponde a sucessao

dos elementos

(an, Q22, A33, * 7ann)7

cujos primeiros e sequndos indices sao todos iguais.

a)

Determinantes para matrizes de Ordem 1

Consideremos a matriz A = [a4].

Notemos a diagonal principal é composta pelo tinico elemento que com-
pOe a matriz, ou seja, o elemento a;; e ao realizar a permutacao do
segundo indice desse elemento, temos uma tnica forma de permuté-lo.

Observe a tabela:

Permutagoes | Quantidade de Inversoes | Sinal

(1) 0 +
Desse modo, o termo referente a essa permutacao sera o proprio ai;

e pelo fato da permutagao possuir zero inversoes (par), o sinal desse

termo sera positivo, dai temos

det A = ‘Clll‘ = +ai1 = a1.

Para matrizes de ordem superiores a 1, essa defini¢ao ficara mais clara.

E o que veremos mais adiante,na se¢ao 5.4.2.

Determinantes para matrizes de Ordem 2

Consideremos a matriz

a11 Qa2
A

a21 A2

Para calcular o determinante de A faremos a soma dos produtos dos
elementos dessa matriz, obtidos permutando-se de todos os modos pos-
siveis os segundos indices dos elementos da diagonal principal, estando
fixados os primeiros indices.

No caso da matriz A a sua diagonal principal é dada por

a11a22.
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Permutando-se de todas as formas possiveis os segundos indices do pro-
duto dos elementos da diagonal principal (1,2) apresentado acima, fi-

calmnos com:

Permutagoes | Quantidade de Inversoes | Sinal
(1,2) 0 +
(2,1) 1 -

De acordo com o apresentado na tabela, os termos referentes ao pro-

duto dos elementos da diagonal principal da matriz permutando-se os
segundos indices e fixando os primeiros sao ayias2 € —aisas. Fazendo

soma algébrica para encontrar o determinante da matriz:

det A = a11A922 — A12027 .

Determinantes para matrizes de Ordem 3
Duracao: 50 minutos.

a1 Qiz2 a3
Seja a matriz A = | ag; agy ass

a3; asz2 a33

Pelo que vimos na definicao de determinantes de ordem 3,
det A = aj1a22a33+0a12a23031+a13021 32— Q13022031 — Q1123032 — A12021A33

Reparemos que os produtos que aparecem no determinante podem ser

reescritos, de modo geral, como

A1, 4255 A3j5
onde (j1J2j3) corresponde as permutagdes dos nimeros 1, 2 e 3.
Além disso, temos trés termos com o sinal negativo, isso ocorre pelo fato
de existirem trés permutacoes correspondentes a esses produtos com um
nimero Impar de inversoes.
De acordo com a tabela apresentada no Exemplo 1 teremos 6 permuta-

¢oes para os numeros 1, 2 e

Permutacoes | Quantidade de Inversoes | Sinal
(1,2,3) 0 +
(1,3,2) 1 —
(2,1,3) 1 —
(2,3,1) 2 +
(3,1,2) 2 +
(3,2,1) 1 —
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Notemos que ao realizar o produto dos elementos da diagonal principal

da matriz A, fixando os primeiros indices e os segundos indices corres-

pondendo a permutacao dos elementos 1, 2 e 3 destacado na tabela,

ficamos com os seguintes produtos referente as permutagoes:

+ajiazas
—a11023032
—01202103
+a12a23a31
+a1;a21a32

—a13G22031

Efetuando a soma algébrica desses 6 termos, obteremos o det A, isto é,

det A = 4aj1a20a3; + a12a95031 + 13021 A39 — Q13022031 — Q11023030 — Q12091 0f3.14)

Logo, a expressao 77 corresponde a definicdo de determinantes para

matrizes de ordem 3, apresentada acima.

6. Determinantes para matrizes de Ordem n

Apresentaremos a generalizagao da definicao de determinantes que foi apre-

sentada nas se¢des anteriores para matrizes de ordem até 3.

E importante destacar que nao é comum encontrar este tipo de defini¢cao em

livros didaticos e ha livros atuais em que a definicdo é apresentada apenas

para determinantes de ordem até 3.

Definicao 3.4. Seja

a1

21

Qn1

Dizemos que,

a12

22

Ap2

ais

a23

An3

A1n

(57

ann

= [ay] .

det [a;;] = > (—1) a1j,azj, - - - any,,
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onde j = j(j1ja- - Jn) € 0 nimero de inversoes da permutac¢do (jijs -+ - jn)
e p indica que a soma é feita considerando-se as parcelas referentes a cada

uma das n! permutagoes de (1,2,3,--- ,n).

Essa definicdo é extremamente importante, pois abrange o determinante
de matrizes com ordem qualquer, no entanto, acaba sendo trabalhosa para

matrizes de ordem 4 ou superior.

« ETAPA 4: PROPRIEDADES DE DETERMINANTES

Apresentaremos a seguir as propriedades de determinantes que irao facilitar e na
maioria das vezes reduzir o calculo do determinante de uma matriz. Os resultados

podem ser verificados usando exemplos particulares.

1. Linha nula
Duragao: 50 minutos.

Se todos os elementos de uma linha de uma matriz A sdo nulos, det A = 0.

1 4 5
Exemplo 10. Calcular o determinante da matriz A= |5 -3 7
0 0 0
Solucao: Calculemos o det A:
1 4 5
detA=|5 -3 7|=1(-3)-04+4-7-0+5:0-5—[5-(—3)-0+7-0-1+5-4-0] = 0.
0 0 0
8 15 7 -9
o 0 0 0
Exemplo 11. Seja A = , calcular det A.
44 —-78 3 103
20 18 30 903
Solucao:
8 15 7 -9
o 0 0 0
Pela propriedade 1, apresentada: det A = = 0.

44 —-78 3 103
20 18 30 903

2. Matriz transposta

Se A é uma matriz de ordem n e A? é sua transposta, entao

det A' = det A
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-1 -1 6 0
Exemplo 12. Seja A = 6 7 2| eB= 3 7 =9 |. Calcular
0 - 5 8
det A e det B.
Solucao: Determinemos inicialmente o determinante da matriz A:
-1 3 5
detA=]6 7 2|=(-1)-7-8+3-2-04+6-(—9)-5—[>-7-0+
0 -9 8

(=1)-(=9)-246-3-8] = —56+0—270—[0+18+144] = —326— 162 = —488.

Note que a matriz B corresponde a transposta de A e pela propriedade 2 de

determinantes, temos:

-1 6 O
detB=| 3 7 —9 |=detA=—488
5 2 8

3. Multiplicacao de uma linha por uma constante

Se multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante, o determinante

fica multiplicado por uma constante.

3 1 9 3 1 9
Exemplo 13. Seja A=|2 0 -5 |eB=| 2 0 -5 |. Calcular
7 12 —4 21 36 —12.

det A e det B.

Solucao: Perceba que de acordo com a propriedade 3:

Calculemos inicialmente o determinante da matriz A:

3.1 9
detA=]2 0 —5|=3-0-(—4)+1-(=5)-74+2-12-9—-19-0-7+3-
7 12 —4

(=5)-1242-1-(=4)] = 0 — 35+ 216 — (0 — 180 — 8) = 181 + 188 = 369

Notemos que a matriz B foi obtida a partir da matriz A, multiplicando a 3°

linha de A por 3. Desse modo, pela 3% propriedade de determinantes:

3 1 9
detB=| 2 0 -5 |=3-detA=3-369=1107.
21 36 —12.
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546  —273 819
Exemplo 14. Calcule o determinante da matriz A = 4 6 12
—100 5 25

Solucao: De acordo com a propriedade 3 de determinantes:

046 =273 819 2 -1 3 2 -1 3
det A = 4 6 12 | =2732:5| 2 3 6 |=2730-| 2 3 6 |=
—100 5 25 -20 1 5 —20

2730-[304120+6— (—18412—10)] = 3730-(156+16) = 2730-172 = 469560.

4. Troca de linhas paralelas
Duracao: 50 minutos

Uma vez trocada a posi¢ao de duas linhas o determinante troca de sinal.

-3 1 7 5 4 2
Exemplo 15. Considere A= | 2 1 -3 | eB=| 2 1 =3[, de-
5 4 2 -3 1 7
termine det A e det B .
Solugao:
-3 1 7
det A = 2 1 -3
4 2

= (=3)-1-241-(=3)-54+2-4-7—[7T-1-5+(=3)-4-(=3)+2-1-2]
= —6—15+56— (35 +36+4) = 35 — 75 = —40.

Percebamos que a matriz B é obtida da matriz A trocando de posicao as

linhas 1 e 3 . Dai, pela propriedade 4 apresentada:

5 4 2
det B = 2 1 =3
-3 1 7
= —detA
= —(—40)
= 40.

5. Linhas paralelas iguais

Duragao: 50 minutos
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Se uma matriz A de ordem n > 2 tem duas linhas formada por elementos

respectivamente iguais, estao

det A = 0.
9 2 5

Exemplo 16. Considere A= | 1 4 —7 |, Calcule det A.
9 2 5

Solugao: Teremos que a matriz A possui as linhas 1 e 3 com elementos

respectivamente iguais:

5)
detA = |1 4 -7
)
= 94542 (=7)-9+41-2-5—[5-4-942-(=7)-9+2-1-5]
= 180—-126+ 10— 180+ 126 — 10
= 0.

6. Soma de linhas

Consideremos uma matriz A de ordem n, onde

113 aiz - Ay v Aip

Qg1 Q22 -+ Q25 ~-- d2p
A=

Qp1 Qp2 " Apj - Qpp

em que os elementos da j-ésima coluna sao tais que:

alj = blj + Clj

agj = ij + CQJ'

(nj = bnj + Cn;
isto é,
ann a2 o byytey oo an

agr Qg - byjtcay or ag,

Qp1 Qpg - bnj+cnj ER 79
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Sejam
a1; Q12 - blj ct Aip
Q21 dg2 - sz Tt Qgp
B =
Qp1 Ap2 - bnj HRR 797
e
@11 Q2 -+ Cy o Qip
Q21 Q22 -+ Co5 -+ Q2p
C = ,
ap1 Ap2 - an st Qpp
entao teremos
det A = det B + det C,
ou seja,
apg - by tey oo an
agr v byjtegy e agg
Ap1 - bnj + an o Qpp
all o oe e bl] o .. aln all .o oe e clj o .. a/ln
a21 .. bQJ ) 0/277, a21 PR C2J o« . . a2n
+
a/nl .. an o« s . a/nn a/nl o e an o« s . ann
6 8 13
Exemplo 17. Seja A= | 2 10 9 |, calcular det A.
15 5 5
Solugao:

Podemos reescrever a matriz A da seguinte forma:

6 8 13
det A = 2 10 9
15 5 5
6 8 8+5
= 2 10 10—-1
15 5 540
6 8 8 6 8 5
= 2 10 10|+] 2 10 -1
15 5 5 15 5 0
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Pela ultima expressao, como as colunas 2 e 3 da matriz a seguir sao iguais,

teremos pela propriedade 5 de determinantes:

6 8 8
2 10 10 | =0,
15 5 5

entao,

6 8 5
detA = 0+| 2 10 —1
15 5 0
6 8 5
= 512 10 -1
31 0
[0= 24410 — (150 — 6+ 0)]
(=14 — 144)
- (—158)
= —790.

| .
ot oot o

7. O determinante nao se altera se somarmos a uma linha outra linha multi-

plicada por uma constante (Teorema de JACOBI).
Duragao: 50 minutos

Adicionando a uma fila de uma matriz A, de ordem n, uma outra fila pa-
ralela, previamente multiplicada por uma constante, obteremos uma nova

matriz B, tal que

det B = det A.

6
10

N Ot

Exemplo 18. Consideremos a matriz A = , calcule o seu

W O = =

-1 2
determinante.

Solugao: Adicionando, a 2® linha da matriz A, a 1° linha multiplicada por

(—1), obteremos uma uma nova matriz:
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1 3 5 6 1 3 5 6
4 -1) 2 -3) 7 -5) 10 —6 -1 2 4
det B — +(=1) 24(=3) 7+ (=5) 10+(=6) | _|3 _
0 1 7 2 0o 1 7 2
3 —1 2 3 -1 2 4
det A.

Como a matriz B possui as linhas 2 e 4 iguais, entao pela propriedade 5:

det B =0 =det A.

Essa propriedade sera bastante ttil para introduzir zeros nos elementos das
linhas de uma matriz, o que facilitara o calculo do determinante dessa ma-

triz.

8. Filas paralelas proporcionais

Se uma matriz A de ordem n > 2 tem duas linhas formadas por elementos

respectivamente proporcionais, entao

det A = 0.
2 7 -6 11
-2 14 9 22
Exemplo 19. Consideremos A = , calcule o det A.
4 21 15 55

6 49 30 121

Solugao: Note que de acordo com a propriedade 8, termos:
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2 7 —6 11
detd — |29 2
4 21 15 55
6 49 30 121
1 7-1 =6 11
272 9 22
|3 7.3 15 55
7 7.7 30 121
11 -6 11
_ L2209 2
33 15 55
7 7 30 121
= 7.0
=0

« ETAPA 5: RESULTADOS IMPORTANTES

1. Teorema de Laplace
Duragao: 1 hora e 50 minutos

Ao realizar o célculo do determinante para matrizes de ordem superior a 3
nao existe um método especifico como o apresentado para matrizes de ordem
1, 2 e 3. Assim, apresentaremos o Teorema de Laplace, sendo bastante ttil
para facilitar o cdlculo do determinante de uma matriz, reduzindo o seu
desenvolvimento a determinantes de uma ordem inferior ao determinante
da matriz original.

Com o auxilio das propriedades de determinantes, os elementos das linhas
ou colunas podem tornar-se zero ou um, dai teremos um calculo ainda mais

simplificado ao utilizar o teorema de Laplace.

Baseados nos livros mais antigos do ensino médio, o Teorema de Laplace
¢ usado para definir determinantes de ordem maior do que 3, ja em nosso

trabalho, apresentamos a defini¢ao geral determinantes.

a) Definigoes Preliminares

Definicao 3.5. Consideremos uma matriz quadrada de ordem n. Re-
presentemos por M;; a submatriz quadrada de ordem (n — 1) de A,
obtida suprimindo sua i-ésima linha e j-ésima coluna. O determinante

|M;;| é chamado menor do elemento a;; de A.
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-1 4 8
Exemplo 20. Considere a matriz A= | 9 7 —3 | e determine o
6

menor do elemento ais.

Solucao: Iremos determinar inicialmente a submatriz Mis:

9 -3
B—
O menor do elemento a;; sera det B:

9 -3

=9.6—[(—3)-5] =54+ 15 =69
5 6

Definicao 3.6. Chamamos Co-fator do elemento a;j, denotado por

A

ij» como o determinante da submatriz M;; com sinal:

Ajj = (1) - | My).

Observe que os “sinais” (—1)"™/ que acompanham os menores formam

uma disposicao quadriculada com os + na diagonal principal:

+ - + -
-+ -+
+ - + -
2 3 4
Exemplo 21. Seja A= |5 6 7 |. Determine o menor e o co-fator
8 9 1

do elemento ass.

Solugao: Para determinar o menor do elemento asz, eliminaremos a

linha 2 e a coluna 3 da matriz A, observemos:
Figura 14 — Cofator: Exemplo 1
2 3 4

A = Bl .
EERS

Fonte: Autores, 2024.



Capitulo 3. Abordagem detalhada da Eletiva

37

Desse modo, a matriz obtida é
2 3
Moa —
o leh

e o menor do elemento a;; sera:

2

| Mas| = =18 —24 = —6.

Ja para determinar o co- fator do elemento referido, fazemos

Aoz = (=1)*" . | Mol (3.15)

Teorema 3.1. O determinante da matriz A = [a;;| € igual a soma dos
produtos obtidos multiplicando os elementos de qualquer linha ou coluna

pelos seus respectivos cofatores.

Considere

a1 Q2 - A1t Aip

Q21 Qg2 -+ Q25 -+ A2y
A=

Ain - Q2 -0 Qg ot Qip

Ap1 Qp2 ** Apj *° App

Eliminando a linha i e a coluna j da matriz A, ficamos com a submatriz:

a1 12 T A1(5-1) A1(5+1) T QAin
21 22 T A2(5-1) A2(5+1) ce A2n,
Mi; = | ag-11 a@-n2  Ai-1G-1) G-1DE+) T QG-
A+ A+1)2 0 A=) A+)EGH) T @t
i Qn1 A2 T An(j-1) QA (5+1) to Qpp i
Assim,
Al = anAn + apnAip + - - ainAin
e

|A| = alelj + CLQjAQj + - anjAnja
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3 4 2 1

. . 5 2 —1 =2

Exemplo 22. Calculemos o determinante da matriz A = Lo 5
-1 0 3 3

pelo Teorema de Laplace.

Solucao: Para resolver o determinante de A é necesséario fazermos o cédlculo
pela linha ou coluna que possuir a maior quantidade de zeros, neste caso

utilizaremos a linha 3 por possuir 2 zeros:

4 2 1 32 1

detA = 0-(=1)*"-]2 -1 =2 [+1-(=1)*2.] 5 -1 —2
0 3 3 -1 3 3

3 4 1 3 4 2

+0- (=1 5 2 —2|—2-(=1)*"| 5 2 -1

-10 3 -10 3

= 0—-[-94+4+15—-(1-18+430)]+0—2-[18 +4 — (—4 + 60)]
= —(10 —13) —2- (22 — 56)
= 3468="71

Portanto, det A = 71.
Como ja falamos acima, o Teorema de Laplace é muito 1util, no entanto, ao
considerar matrizes com ordem superior a 4, ha um esfor¢co computacional

de célculos muito grandes.

2. Regra de Chio

Essa regra consiste em um modo de reduzir em uma unidade a ordem do
determinante de uma matriz quadrada de ordem n > 2 com o objetivo de fa-
cilitar os calculos. A regra também é importante, pois pode ser utilizada em

um determinante de ordem qualquer, baixando a sua ordem em 1 unidade.

Essa regra acaba sendo uma consequéncia da 7% propriedade de determinan-

tes 77, também é conhecida como Teorema de Jacobi.

Para mais detalhes consultar (BOLDRINI, [1986) e (BEZERRA| 1977).
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a3 Qa2 @13 ... Qip

Q21 Q22 G23 ... dagp
M =

a1 Aj2 443 Ajn

Ap1 Ap2 Ap3 ... App

De acordo com a regra de Chio:

Duragao: 50 minutos.

— Desde que M tenha aq; = 1, eliminando a 12 linha e a 1? coluna de M.

— De cada elemento restante na matriz M subtraimos o produto dos ele-
mentos que se encontram nas “extremidades das perpendiculares”, tra-

cada do elemento considerado a 1# linha e a 1* coluna.

— Através das diferencas obtidas, construimos uma nova matriz de ordem

n — 1 onde o determinante é igual ao det M.

1 2 3 2
. . 4 5 7 3
Exemplo 23. Consideremos a matriz A = e calculemos o
3 10 12 9
3 8 2 6

seu determinante pela Regra de Chio.

Solugao: Visto que nessa matriz o elemento a,; = 1, efetuando as operagoes

indicadas na regra de Chié:

Figura 15 — Regra de Chi6: Exemplo I

1 2 3 2
=® 7 3
10 12 9
8 2 6

Fonte: Autores, 2024.

Pela Regra de Chio, o determinante acima é igual ao determinante que segue:
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1 2-2-1 3-3-1 2-2-1 1 0 0 O
4 5-2-4 7-3-4 3-2-4| |4 -3 =5 =5
3 10-2-3 12—-3-3 9-2.3| |3 4 3 3
3 8-2-3 2-3-3 6-2-3 3 2 =70

Calculando o determinante de ordem 4 pelo Teorema de Laplace usando a

primeira linha, temos:

-3 -5 =5
detA=| 4 3 3
2 =7 0

Percebamos que o determinante de ordem 3 acima, possui aq; # 1, dai utili-
zaremos a propriedade de determinante onde faremos o produto do nimero
—1 pelos elementos da segunda linha e subtrairemos desse produto os res-
pectivos elementos da 1? linha do determinante da matriz A, sabendo que o
determinante da A e o determinante da nova matriz sera o mesmo, ficamos

COI:

2= (=3) ~(-T)~(-5) ~0-(-5)
det A = 4 3 3
2 -7 0
1 12 5
= |4 3
2 =7 0

Aplicando a regra de Chié no determinante de ordem 3 encontrado, obtere-

1mMos:

Figura 16 — Regra de Chi6: Exemplo I

1 12 5
4@ 3
2 —7 0

Fonte: De autoria propria.
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O determinante de ordem 3 ¢ igual a:

1 12-12-1 5-5-1
detA = |4 3-12-4 3-5-4
2 =7-12-2 0-5-2
1 0 0
= |4 —45 17
2 =31 -10

Portanto, aplicando a Regra de Chi6 no determinante de ordem 3 e elimi-

nando a sua 1? linha e 1? coluna, esse determinante sera:

—45 17
—-31 —10

= (—45)- (~10) — [(—17)( — 31)]
= 450 — 527

= -77.

detA = |

« ETAPA 6: REGRA DE CRAMER E MATRIZ INVERSA

1.

Regra de Cramer
Duracao: 1 hora e 40 minutos.

Apresentaremos a regra de Cramer que é usada na resolucao de sistemas
lineares, porém, quando consideramos um sistema com muitas equagoes e
incognitas, o procedimento de resolucao acaba sendo muito longo, isso ¢ o
que afirma o professor Elon no video (APLICADA/ 2008).

Considere um sistema com o niimero de equagoes e o nimero de incognitas

sao iguais a n:

a11T1 + A2 + - + ATy = b1

A21T1 + Qa2 + -+ + Q2p, Ty = by

Ap1T1 + ApaZo + -+ - + AppTp = bn

Esse sistema pode ser escrito na forma de matrizes:
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ailz Az - Aip X1 by
a1 Q22 -+ QA2p T2 by
= b
ap1 Qp2 - App Ty bn
isto é,
A-X =B, (3.16)

donde a matriz dos coeficientes é dada por

a1; Qa2 Q1n

21 A22 A2p
A= ,

An1  Ap2 Ann

b
by

B = ,
bn

e a matriz dos coeficientes é dada por

X
X2

X =
xn

Consideremos que det A # 0 para a equagao desse modo, A admite

inversa, denotaremos a sua inversa por A~!. Entao
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A-X = B
A7'A.X = AT'B
(A7'A)- X = A'B

I,-X = A'B

X = A'B
Escrevendo na foma de matriz:
-1
xy a1x Q2 - Aip by
X2 a21 Q22 -+ QA2p by
= : . (3.17)
Tp Ap1 Ap2 - Qpp bn
Por outro lado,
by aix - ai,
by az -+ ag,
bn Ap2 - App
T =
@11 Q12 -+ Qip
Q21 Q22 +-° Q2pn
Ap1 Ap2 - Qpn
De modo analogo, obtemos
all .. bl IR aln
a21 .« .. b2 ... a/2n
a’nl .. bn “ .. a/nn
T; = )
11 Aiz2 -+ Qip
Q21 Qg2 -+ A2y
Ap1 Ap2 - Qpn

parai=1,2,3,--- ,n.
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Percebamos que no denominador de z; temos o determinante da matriz
dos coeficientes do det A # 0, j4 no numerador aparece o determinante da
matriz obtida de A, substituindo a i-ésima coluna pela coluna dos termos
independentes. Esse método pode ser aplicado quando o determinante da
matriz dos coeficientes for nao nulo e o nimero de equacoes do sistema for

igual ao nimero de incognitas.

Exemplo 24. Consideremos o sistema
3r +2y —Hz =38
20 — 4y — 2z = —4
r—2y—3z2=—-4

Inicialmente analisemos se o determinante da matriz dos coeficientes do sis-

tema é diferente de zero:

3 2 -5
detA = |2 —4 -2
1 -2 -3

= 3 () (23) 42 (-2) 142+ (-2)+ (=5) — [(=5) - (~4) -1
422 (=3) + (=2) - (=2) - 3]

= 36-4+20—(20+ 12— 12)

= 52-20

= 3240

Determinemos o valor do numerador de x, o qual denotaremos por N,:

8 2 -5
N, = | -4 -4 -2
4 -2 -3

= 8 (4) (=) 42+ (=) (~4) + (~4) - (-2) - (=5)
~[(=5) - () () + 2+ (<) (=3) + (-2) - (-2) - §]

= 96+ 16 — 40 — (—80 + 32 + 24)

= 72— (—24)

= T2+ 24

= 96
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Dai, temos como solucao para x:

N, 96
detA 32

Determinemos o valor do numerador de y, o qual denotaremos por N,:

3.

3 8 -5
N, = |2 -4 -2
1 —4 -3

= 3 (—4)- (=3) 48+ (=2) 142+ (—4) - (=5) — [(=5) - (—4) - 1
+(—2)-(—4)-3+8-2-(—3)]
= 36— 16+ 40 — (20 + 24 — 48)

— 60— (—4)
= 40+4
= 64

Dai, temos como solucao para y:

N, _64_2
detA 32

Determinemos o valor do numerador de z, o qual denotaremos por IV.:

Y

3 2 8
N, = |2 -4 —4
1 -2 —4
= 3 () (—4) +2-(—4) 14+2-(=2)-8—[8-(—4)-1+2-2-(—4)
+(=4) - (=2) - 3]

— 48— 8-32—(—32—16+24)

= 8- (—24)

= 8+

= 32

Dai, temos como solucao para z:

N, _32_1
detA 32

Portanto, a solucao do sistema é =3, y=2e 2z = 1.
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2. Calculo da Matriz Inversa por Determinantes

a) Definigoes e Resultados Preliminares

Duragao: 50 minutos

Definicao 3.7. Definimos a Matriz Identidade de ordem n como
sendo a matriz na qual todos os elementos sao nulos, exceto os elementos
da diagonal principal, que sdo iquais a 1. Indicamos por I, ou I se nao

for especificar a ordem da matriz. Dessa forma,

0 0
01 0

I, =
00 --- 1

Definigao 3.8. Uma submatriz de uma dada matriz A é uma matriz

obtida de A eliminando alguma(s) das suas linhas e/ou colunas.

4 1 =7
Exemplo 25. Seja a matriz A= | 2 11 3 |, determine uma sub-
5 =8 0

matriz de A.

4 1 =7
Solucao: Um exemplo de submatriz é [ = 8 0 ]

Defini¢ao 3.9. Dada uma matriz A, dizemos que o cofator A;; do

elemento a;; da matriz é:

Ay = (—1)"7 | My,

onde M;; ¢ a submatriz de A, obtida extraindo-se a i’-ésima linha e
a j-ésima coluna. Com esses fatores formamos uma matriz A, a qual

chamaremos de matriz dos cofatores:

All A12 e Aln
A _ A.21 A'22 e A2n
Anl An2 e Ann

Definicao 3.10. Dada uma matriz A, chamaremos de matriz ad-

junta de A d transposta da matriz dos cofatores (A), representada por
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All A21 t Anl
A, . A12 A22 e An2
Aln A2n T Ann

Teorema 3.2. Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Entdo

det(A- B) = det A - det B.

Definicao 3.11. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos

que A € uma matriz inversivel se existir uma matriz A7, tal que

A A=A A=1,

Vejamos agora uma condi¢ao necessaria e também suficiente para que
uma matriz A admita inversa.
Seja A nao é inversivel, dizemos que A é uma matriz singular.

De acordo com a definicao apresentada acima,

A-A =1,

Aplicando o determinante em ambos os membros, temos:
det(A-A™') = det],.
Pelo de demonstramos no Teorema 77

det A-det A~t =1.

Seja det A # 0, dai

det A 1
~det A7t = .
det A ¢ det A
Assim,

1
det A~ = Tt A para det A # 0

Logo, para que a matriz A admita inversa, devemos ter det A # 0.

Célculo da Matriz Inversa

Duragao: 50 minutos
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Teorema 3.3. Seja A uma matriz de ordem n e A’ a matriz adjunta
de A, entao
A-A'=A-(AdjA) = (det A) - I,,.

Resultando apds alguns célculos:
1

-1 . .
AT = det A (Adj)

através do

S = W

1 2
Exemplo 26. Encontre a inversa da matriz | 0 1
5 6

calculo do determinante.

Solugao: Inicialmente, calcularemos o determinante de A:

det A = =40 — (154 24) =40 — 39 = 1.

o O =
S =N
S = W

Calculemos os cofatores de cada um dos elementos da matriz:

1 4
A = =0—-24=-24
6 0
0 4
A12: 20—20:—20
5 0
01
A = =0-5=-5
13 5 6
2 3
A21: :0—18:—18
6 0
1 3
Agy = =0-15=-15
22 5 0
1 2
Agg = =6—-10=—-4
23 5 6
2 3
31 1 4
1 3
Agze = 0 4 =4-0=14
1 2
Agy = =1-0=1
33 0 1
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Desse modo, a matriz dos cofatores é representada por

Al A Agg —24 20 -5
A= | Ay Ay Ay |=| 18 —15 4
Azr Asze Asg 5 -4 1
Dai,
Ay Ay Az —24 18 5
AdjA = | Ajp Ay Az | =] 20 —15 —4
Ag Ass Ass -5 4 1

De acordo com 3.18:

~24 18 5
At=1] 20 —-15 —4
-5 4 1

Esse resultado nos fornece uma outra forma de calcular o determinante
de uma matriz.

Para mais detalhes sobre o célculo do determinante através da matriz
adjunta, consultar (RONCHI} ) e (BEZERRA| [1977).

« ETAPA 7: GEOGEBRA E ALINHAMENTO DE PONTOS

Duragao: 1 hora e 50 minutos

Buscamos por meio dessa etapa intensificar a importancia do calculo o determi-
nante na condi¢ao de alinhamento de trés pontos, onde sugerimos a utilizacao
do software geogebra como uma importante ferramenta para agregar na parte

analitica da identificagdo do alinhamento de trés ponto.

Observe os pontos A, B e C abaixo:



Capitulo 3. Abordagem detalhada da Eletiva 50

Figura 17 — Condigao de Alinhamento de Trés Pontos (Eletiva): Exemplo I

Fonte: Autores, 2024.

Podemos afirmar que esses pontos acima estao alinhados sabendo que suas coor-
denadas sao A = (1,1), B=(4.1,3.1) e C = (7,5)?

Nao. Apesar dos pontos na imagem acima parecer que estao alinhados, eles nao

pertencem a uma mesma reta. Observe:

Figura 18 — Condi¢ao de Alinhamento de Trés Pontos (Eletiva): Exemplo I

c/

A,

A

Fonte: Autores, 2024.

Isso também pode ser verificado calculando o determinante dos pontos dados:

1 1 1
41 31 1| = 1-31-1+1-1-7+41-5-1—-(1-31-741-5-14+1-4.1-1)
7T 5 1

= 31+47+4+20,5-21,7—5—4.1
= —02
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Logo, concluimos mais uma vez que os pontos A, B e C' nao estao alinhados, pois seu
det # 0.

Portanto, a utilizacao do Geogebra também servira para reiterar que o cdlculo do
determinante é uma ferramenta eficaz na verificacdo do alinhamento dos pontos, pois
apesar de muitas vezes os pontos parecerem alinhados geometricamente, nem sempre
isso se confirma.

Considere agora os pontos F' = (—1,4), E = (2,2) e D = (—4,6) representados

abaixo:

Figura 19 — Condigao de Alinhamento de Trés Pontos (Eletiva): Exemplo 11

Fonte: Autores, 2024.

Solugao: Para verificar se os pontos dados estao alinhados, calcularemos o seu de-

terminante:

1 41
29 21| = —2-16+12— (-8 —6+28)
—4 6 1

= —6+6

=0

Desse modo, teremos uma unica reta passando pelos pontos D, F' e E, observe a

imagem a seguir:
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Figura 20 — Condicao de Alinhamento de Trés Pontos (Eletiva): Exemplo 11

Fonte: Autores, 2024.
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4 Exercicios

1. Utilizando os pontos A = (1,2), B = (3,4) e (5,6), calcule a area do tridngulo

cujos vértices sao formados por esses pontos.
2. Verifique através do determinante se os pontos (1,2), (4,4) e (8,6) sao colineares.

3. Determine o valor de y pata que os pontos (3,5), (=1, —3) e (4,7) sejam coline-

ares.

4. Dados os pontos A = (1,2), B = (1,—-2) e C' = (5,2). Determine a equacao da

reta que passa pelo ponto A e pelo ponto médio do segmento BC'.
5. Determine o nimero de inversoes das permutacoes de 1,2, 3, 4:
e 1342
e 4123

¢ No determinante de ordem 4, qual sinal precederia os termos a1as3a34a42 €

A14021032043

4 -8 0
6. CalculeodetA=| 1 6 2
-7 3

e Pela definicao

e Por Laplace, usando a terceira coluna.

7. Calcule os determinantes, utilizando as propriedades estudadas.

1 3 1 2
5 7 5 6

“l9 0 9 9
4 —1 -4 7
6 33 15 0 25
6 19 9 0 18

el 0 -1 11 0 12
20 6 20 0 -3
15 10 37 0 0
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a® ab® a

e |ab da® b
a bV a

1 1 1 1
logZ3 log?30 log?300 log? 3000

log®3 log®30 log®300 log® 3000
log3 log30 log300 log3000

8. Mostre pela regra de Chié que:

=a(b—a)(c—b)(d—c)

@ L 2 <

a
b
b ¢
b

QU O

9. Dado o sistema abaixo, resolva-o usando determinantes:

20 =5y +z2=1
3r—y+2z=3
e —y —3z2=—1

4 2 —6
10. Dada a matriz | 0 2 1 |, calcule:
5 1 3
e AdjA
e det A

. Ail
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5 Conclusoes

Realizamos uma abordagem sobre os determinantes, que nao ¢ encontrada em li-
vros didaticos, pois os livros atuais do Ensino Médio se limitam a determinantes de
matrizes de ordens até trés. Na eletiva, destacamos a definicdo geral de determinantes
por permutacao, justificando inclusive as defini¢oes encontradas em livros didaticos,
abordamos cuidadosamente a construcao da definicao de determinantes, como também
suas propriedades, regras e teoremas que facilitam a resolugdo de alguns determinan-
tes, como também suas respectivas demonstragoes necessarias para o aprofundamento
sobre o estudo desse tema.

Apresentamos também aplicacoes importantes sobre determinantes, as quais con-
sideramos acessiveis aos alunos do Ensino Médio como uma forma de motiva-los a
estudar essa tematica. Constatamos que nao existe uma receita para a resolugao de
um determinante, existem na verdade ferramentas que podem facilitar os calculos de
alguns determinantes, no entanto, dependendo da ordem da matriz considerada para o
calculo do determinante, sua resolucao pode ser muito trabalhosa e talvez s6 realizada
por computadores.

Tentamos trazer uma abordagem acessivel aos alunos de modo que compreendam
de forma clara e objetiva os conhecimentos sobre esse tema, buscando que o aluno
obtenha a compreensao de conceitos, defini¢oes, exemplos e aplicagoes, tentando nao
focar nas demonstracoes dos resultados.

Quando tratamos sobre o ensino dos determinantes, percebemos que aos poucos
esse tema tem saido do ensino médio, isso é percebido nos proprios livros didaticos,
podemos justificar esse fato por sua nao cobranga em questoes do Enem, inclusive
desde a sua criacao, mas consideramos que essa mudanga tem causado um desfalque
no curriculo, pois como faz um aluno do curso de engenharia elétrica que nao possui
conhecimentos sobre determinantes? Apesar de muitas vezes os conteiddos nao possui-
rem uma aplicabilidade direta em nossas vidas, isso nao significa que o conhecimento é
inttil, podemos ressaltar a aplicacao acima sobre os determinantes em circuito elétrico

encontrados em equipamentos eletronicos.
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ANALISE GERAL DAS QUESTOES DURANTE OS ANOS DE 2020 A 2023

TEMAS 2020 | 2021 | 2022 | 2023 | TOTAL
Funcoes 1 1 5 3 10
Aritmética 5 2 5 5 17
Razao / Proporgao 7 6 5 2 20
Analise Combinatoéria 2 1 4 1 8
Probabilidade 3 1 2 3 9
Estatistica 2 5 4 4 15
Geometria Plana 3 5 2 7 17
Geometria Espacial 6 4 7 3 20
Geometria Analitica 0 0 0 0 0
Exponencial / Logaritmo 2 0 0 1 3
Sequéncias / Padroes Numéricos | 2 1 1 3 7
Trigonometria 1 1 0 1 3
Matrizes / Determinantes 0 1 0 0 1
Equagoes / Sistemas 1 5 2 3 11
Anaélise de Tabelas/ Graficos 6 5 1 5 17
Anélise de Figuras 1 0 2 0 3
Conjuntos 1 0 0 0 1
Sistema de Numeragao 0 2 1 1 4
Matematica Financeira 2 5 4 3 14
Numeros Complexos 0 0 0 0 0
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Figura 21 -~ GRAFICO (ENEM DE 2020 A 2023)

ANALISE DAS QUESTOES ENEM DE 2020 A 2023

12 0% - 1T.1T% 1T.1T%

10,0%

8,0%

Fonte: Autores, 2024.

Referente aos graficos acima apresentados, desconsideramos os assuntos que nao
foram cobrados no respectivo ano. Durante nossa pesquisa bibliografica, encontramos
duas dissertagoes do Profmat (MENEZES| 2021)) e (FILGUEIRAS| 2019) as quais rea-

lizaram uma pesquisa referente aos contetidos que cairam no Exame Nacional do Ensino

Médio nos anos de 2009 a 2019 e referente ao conteiiddo de matrizes e determinantes
foram apresentadas tabelas que mostraram que esse tema foi cobrado apenas nos anos
de 2012, 2018 e 2019. Ao ir em busca dessa questoes, vimos que no ano de 2012 foi
cobrado o produto de matrizes, em 2018 soma do elementos das linhas de uma matriz

e em 2019 a soma dos elementos das colunas de uma matriz.

.0.1 Demonstracao Regra de Chid

Para realizar essa prova, consideraremos 2 casos: quando o elemento a;; = 1 e
ap # 1.

Inicialmente, seja o elemento ay; # 1, aplicando a propriedades de determinantes
na matriz M a qual substituimos uma linha por uma combinagao linear de outra linha,
obtemos uma matriz N, perceba que det M = det V.

Neste caso, para obtermos o elemento a;; = 1, escolhemos a j-ésima linha da ma-

triz a qual multiplicaremos cada elemento dessa linha por uma constante K, por fim,
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adicionaremos a esse produto os respectivos elementos da linha 1, isto é,

1-— a1
Cle'A+a11:1:>A:7,
aj1
onde a;; # 0.
Obtendo o elemento a;; = 1 ou para o caso em que a matriz ja possuir o elemento

a1 = 1, basta realizar as operagoes indicada nos itens abaixo.
o Adicionaremos, a 22 coluna, a 1* multiplicada por —as.

Adicionaremos, a 3% coluna, a 1* multiplicada por —ays.

Adicionaremos, a 4% coluna, a 1 multiplicada por —aq4.

Adicionaremos, a n-ésima coluna, a 1* multiplicada por —aq,.

Seja N a matriz obtida ao efetuar as operagoes acima e de acordo com a 7% propri-
edade de determinantes, temos det N = det M.

1 0 0 - 0
Q21 Q22 — A21Q12 Q23 — Q21413 ... Q2p — A2101p
N = | a31 a3 —az1@12 a3z — a31413 ... a3, — A3101,
| Gn1  Gnp2 — Gp1Q12 Gp3 — Ap1d13 ... OGpp — Gp1Qin |

Percebamos que os elementos da 1# linha da matriz N sdo em sua maioria iguais
a zero, aplicando o Teorema de Laplace, o mais recomendado em termos de calculo, é

encontrar o seu determinante pela 1# linha, vejamos:

det M = detN:1-A11+0~A12+0'A13+'--+O~A1n

= A;
Q22 — A21Q12 A23 — A21A13 ... Q2pn — A21Q1n
32 — a3z112 A33 — 431413 ... A3p — A31A1n
Ap2 — Ap1d12 Ap3 — Ap1aA13 ... App — Qp1ain

Portanto, o det N corresponde a um determinante de ordem (n — 1).
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