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1 Introducao

O ato de contar esta presente na evolu¢ao do homem desde os primérdios e na
contagem aparecem os coeficientes binomiais ou nimeros binomiais presentes em conteidos
da matematica como, por exemplo, a analise combinatoria, o tridngulo de Pascal, binémio

de Newton e em outras areas como probabilidade, teoria dos niimeros.

A procura por técnicas de contagem esté diretamente vinculada & histéria
da Matematica e a forma pela qual as pessoas tém seu primeiro contato
com esta disciplina. A primeira técnica matematica aprendida por uma
crianga é “contar”, ou seja, enumerar os elementos de um conjunto de
forma a determinar quantos sdo os seus elementos. As operagoes arit-
méticas sdo também motivadas (e aprendidas pelas criangas) através de
sua aplicagdo a problemas de contagem (LIMA, MORGADO, WAGNER,
CARVALHO 2006)

A matematica tem papel fundamental para o desenvolvimento do raciocinio e tem
uma enorme importancia para a formacao do cidadao. Assim, a aprendizagem matematica
se apresenta como fundamental para a formacao da cidadania, pois o raciocinio faz com

que o sujeito enfrente melhor os problemas do dia-a-dia.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN),

A constatacdo da sua importancia apoia-se no fato de que a Matematica
desempenha papel decisivo, pois permite resolver problemas da vida
cotidiana, tem muitas aplicagoes no mundo do trabalho e funciona como
instrumento essencial para a construcao de conhecimentos em outras
areas curriculares. Do mesmo modo, interfere fortemente na formagao de
capacidades intelectuais, na estruturagdo do pensamento e na agilizagao
do raciocinio dedutivo do aluno (BRASIL, 1997)

Anélise Combinatoria e o Triangulo de Pascal sdo conteidos interligados que devem
ser trabalhados de maneira que os alunos nao necessitem decorar formulas de forma
mecanica, mas sim encontrar formas, através de experimentos e dedugoes, para a resolucao
de problemas que estao presentes no cotidiano dos alunos e dessa forma fica mais simples

que eles entendam o conteido através de suas préprias experiéncias praticas.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), traz como competéncia para o aluno
a capacidade de raciocinar através de experiéncias e investigacoes para resolucao de

problemas.

Assim, para o desenvolvimento de competéncias que envolvem o racioci-
nar, é necessario que os estudantes possam, em interagdo com seus colegas
e professores, investigar, explicar e justificar os problemas resolvidos,
com énfase nos processos de argumentacao matematica. Embora todas
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as habilidades pressuponham a mobilizagao do raciocinio, nem todas se
restringem ao seu desenvolvimento. Assim, por exemplo, a identificacio
de regularidades e padrdes exige, além de raciocinio, a representacao e a
comunicacao para expressar as generalizagoes, bem como a construcao
de uma argumentagao consistente para justificar o raciocinio utilizado.
(BRASIL, 2018)

Sendo assim, com a necessidade de alterar o pensamento a respeito dos contetdos
de andlise combinatéria para que o assunto desperte mais o interesse e a imaginacao dos
alunos, temos como objetivo geral do presente trabalho apresentar a analise combinatoéria,
o tridngulo de Pascal e o binémio de Newton expondo algumas de suas propriedades
e propor algumas atividades de investigacao e conjecturas utilizando tabelas, visto que

temos como competéncias especificas de matematica para o ensino médio,

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como ob-
servacao de padroes, experimentacoes e tecnologias digitais, identificando
a necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na
validacao das referidas conjecturas. (BRASIL, 2018)

Em contextos de ensino e aprendizagem, investigar nao significa ne-
cessariamente lidar com problemas muito sofisticados na fronteira do
conhecimento. Significa, tao-s6, que formulamos questoes que nos interes-
sam, para as quais nao temos resposta pronta, e procuramos essa resposta
de modo tanto quanto possivel fundamentado e rigoroso. Desse modo,
investigar ndo representa obrigatoriamente trabalhar com problemas
muito dificeis. Significa, pelo contrario, trabalhar com questdes que nos
interpelam e que se apresentam no inicio de modo confuso, mas que
procuramos clarificar e estudar de modo organizado.

Investigar em Matematica assume caracteristicas muito préprias, condu-
zindo rapidamente & formulagao de conjecturas que se procuram testar
e provar, se for o caso. As investigacbes matematicas envolvem, natu-
ralmente, conceitos, procedimentos e representacoes matematicas, mas
o que mais fortemente as caracteriza é este estilo de conjectura-teste-
demonstracdo. (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016)



2 Atividades ludicas e conjecturas

A partir de exemplos e tabelas que serao preenchidas com as respostas sim ou
nao, vamos chegar a resultados importantes da Anéalise Combinatoria, do Tridangulo de

Pascal e Bindomio de Newton sem o uso de férmulas.

O presente trabalho é fruto da experiéncia em sala de aula e foi motivado pelos
padroes observados numa churrascaria rodizio, onde tudo que ¢é oferecido pelos garcons
tem como respostas: Sim, por favor! ou Nao, obrigado!; o que tem tudo a ver com
a formacgao de comissoes, pois para formarmos comissoes, subconjuntos ou qualquer
agrupamento nao ordenado, precisamos saber se cada “elemento (objeto)” pertencera ou

nao ao agrupamento.

e O uso das cores é essencial neste trabalho. Use e abuse das cores;

e Criem situagoes e estimulem os alunos a perceberem os padrdes e fazerem conjecturas.

Vamos utilizar o Principio Fundamental da Contagem (PFC) e a notagao:

n , ~ .
< — ntmero de agrupamentos (nao ordenados) de p elementos escolhidos num
p

universo de n elementos. (p,n € Nep < n). Conhecemos como “binomial de n sobre p”.

Exemplo 2.1. Considere um grupo de 2 pessoas (Ana e Bia). Vamos calcular o niimero

de possibilidades dessas pessoas participarem de um agrupamento.

Pelo principio fundamental da contagem (PFC) ou principio multiplicativo chegamos
ao total de 4, pois cada pessoa tem duas possibilidades: “participar” ou “nao participar”

do agrupamento.

Figura 1 — agrupamentos de Até Duas Pessoas

ANA | BIA

2 2 2.2=22-4

Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 2 estao representadas todas as possibilidades de participagdo: Ana e Bia,

somente Ana, somente Bia e nenhuma das duas.
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Figura 2 — Possibilidades das duas Pessoas Participarem ou Nao dos agrupamentos

ANA | BIA | De quantas
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Observacao 2.2. Se considerarmos somente uma pessoa, teremos apenas duas possibili-

dades: participa ou nao participa. Como podemos observar na figura 3.

Figura 3 — Possibilidades de uma Pessoa Participar ou Nao dos agrupamentos

ANA ]| De guantas
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Exemplo 2.3. Considere um grupo de trés pessoas (Ana, Bia e Edu). Vamos calcular o

numero de possibilidades dessas pessoas participarem de um agrupamento.

Pelo principio fundamental da contagem chegamos ao total de 8 agrupamentos, pois

cada pessoa tem duas possibilidades: participar ou nao participar do agrupamento.

Figura 4 — agrupamentos de Até Trés Pessoas

ANA | BlA | EDU

2.2.2=2%=8

2 2 2

Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 5, estao representadas todas as possibilidades de participagao nos agru-

pamentos.
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Figura 5 — Possibilidades das Trés Pessoas Participarem dos agrupamentos

ANA | BIA | EDU | De quantas | Sim
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Exemplo 2.4. Considere um grupo de quatro pessoas (Ana, Bia, Edu e Téo). Vamos

calcular o niimero de possibilidades dessas pessoas participarem de um agrupamento.

Pelo principio fundamental da contagem chegamos ao total de 16 agrupamentos,

pois cada pessoa tem duas possibilidades: participar ou nao participar do agrupamento.

Figura 6 — agrupamentos de Até Quatro Pessoas

ANA | BIA | EDU | TEO

2.2.2.2=2*=16

Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 7, estao representadas todas as possibilidades de participagdo nos agru-

pamentos.
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Figura 7 — Possibilidades das Quatro Pessoas Participarem dos agrupamentos

ANA | BIA | EDU | TEO | De quantas
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Exemplo 2.5. Considere um grupo de cinco pessoas (A, B, C, D e E). Vamos calcular o

numero de possibilidades dessas pessoas participarem de um agrupamento.

Pelo principio fundamental da contagem chegamos ao total de 32 agrupamentos, pois

cada pessoa tem duas possibilidades: “participar” ou “nao participar” do agrupamento.

Figura 8 — agrupamentos de Até Cinco Pessoas

Total

2(2|2|2|2|22222=25

Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 9, estao representadas todas as possibilidades de participacao nos agru-

pamentos.
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Figura 9 — Possibilidades das Cinco Pessoas Participarem dos agrupamentos

LR R T (TR LT R LR E LR R LU R L L L L L ]

LER LR LN LER LN L L U L R U R (U R (-0 [0 EE (R (R T

Fonte: Produzido pelo Autor

2.1 Observando Padroes e Fazendo Conjecturas

Analisando os resultados nas figuras 2, 3, 5, 7 e 9, podemos chegar a alguns

resultados importantes.

2.1.1 Casos Particulares
e Ninguém participa do agrupamento:
N (2 (3 (N (5 _,
o/ \o/ \o) \o) \oj

Qual o padrao observado?

n
( 0) = 1. S6 existe 1 maneira de ninguém participar do agrupamento;

e Todos participam do agrupamento:
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(0-0)-0-0-0-

Qual o padrao observado?

n
< ) = 1. SO existe 1 maneira de todos participarem do agrupamento;
n

e Apenas um participa do agrupamento:

1
— <1> = 1. Existe 1 maneira de apenas 1 participar do agrupamento;

2

)= 2. Existem 2 maneiras de apenas 1 participar do agrupamento;

w

= 3. Existem 3 maneiras de apenas 1 participar do agrupamento;

4
1

)
1

1. Existem 4 maneiras de apenas 1 participar do agrupamento;

( ) = 5. Existem 5 maneiras de apenas 1 participar do agrupamento.
Qual o padrao observado?

n
<1> = n. Quando apenas 1 pessoa participa do agrupamento, o total de agrupamen-

tos é igual ao niimero de pessoas.

2.1.2 Propriedade da Linha
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Qual o padrao observado?

(g) N <T> N <72l) n (g) n <Z> N <Z> =2"  (PROPRIEDADE DA LINHA).

2.1.3 Binomiais Complementares

e O numero de maneiras de escolher “3 sins” e “nenhum nao” é igual ao nimero de

. . . . 3
maneiras de escolher “3 ndos” e “nenhum sim”, ou seja, (3) = (0 .

e O ntmero de maneiras de escolher “2 sins” e “1 nao” é igual ao nimero de maneiras

3 3
de escolher “2 naos” e “1 sim”, ou seja, , <2> = <1>

e O numero de maneiras de escolher “4 sins” e “nenhum nao” é igual ao nimero de

4 4
maneiras de escolher “4 ndos” e “nenhum sim”, ou seja (4 =10

e O numero de maneiras de escolher “3 sins” e “1 nao” é igual ao nimero de maneiras

4 4
de escolher “3 naos” e “1 sim”, ou seja, (3) = (1)

e O nuimero de maneiras de escolher “5 sins” e “nenhum nao” é igual ao nimero de

5 5
maneiras de escolher “5 naos” e “nenhum sim”, ou seja, , ( = .

) 0

e O nimero de maneiras de escolher “4 sins” e “1 nao” é igual ao nimero de maneiras

5 5
de escolher “4 naos” e “1 sim”, ou seja, (4) = <1>

e O nuimero de maneiras de escolher “3 sins” e “2 naos” ¢é igual ao niimero de maneiras

5 5
de escolher “3 naos” e “2 sins”, ou seja, (3) = <2>

Qual o padrao observado?

(“) :( " ) (BINOMIAIS COMPLEMENTARES).
p n—p

2.1.4 Relacao de Stifel
Observando os exemplos 2.6, 2.7 e 2.8, chegaremos a um resultado importantissimo.

Exemplo 2.6. Vamos considerar quatro pessoas (A, B, C e D) para formar agrupamentos

de 2 pessoas
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Figura 10 — Possibilidades de Escolher duas Pessoas entre Quatro

Total

Fonte: Produzido pelo Autor

De acordo com a figura 10, podemos observar que é possivel formar 6 agrupamentos

de 2 pessoas. Observe que: “3 tem a pessoa A” e “3 nao tem a pessoa A”.

Podemos fazer essa contagem da seguinte maneira: se tenho A no agrupamento de 2
pessoas, devo escolher mais 1 pessoa das 3 que sobraram e se nao tenho A no agrupamento

de 2 pessoas, devo escolher 2 pessoas das 3 que sobraram.

veoes o ()4 (9)-() o1

Exemplo 2.7. Vamos considerar cinco pessoas (A, B, C, D e E) para formar agrupamentos

de 3 pessoas de 5 pessoas?

Figura 11 — Possibilidades de Escolher Trés Pessoas entre Cinco

Total

cfA

5

Fonte: Produzido pelo Autor

De acordo com a figura 11, podemos observar que é possivel formar 10 agrupamentos

de 3 pessoas. Seis agrupamentos com a pessoa A (c/A) e quatro sem a pessoa A (s/A).

Podemos fazer essa contagem da seguinte maneira: Se tenho A no agrupamento
de 3 pessoas, devo escolher mais 2 pessoas das 4 que sobraram e se nao tenho A no

agrupamento de 3 pessoas, devo escolher 3 pessoas das 4 que sobraram.

o (G e
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Exemplo 2.8. Vamos considerar seis pessoas (A, B, C, D, E e ') para formar agrupamentos

de 4 pessoas.

Figura 12 — Possibilidades de Escolher Quatro Pessoas entre Seis

Total

cfa

5

Fonte: Produzido pelo Autor

De acordo com a figura 12, podemos observar que é possivel formar 15 agrupamentos

de 3 pessoas. Dez agrupamentos com a pessoa A (c¢/A) e cinco nao tem a pessoa A (s/A).

Podemos fazer essa contagem da seguinte maneira: Se tenho A no agrupamento
de 4 pessoas, devo escolher mais 3 pessoas das 5 que sobraram e se ndao tenho A no

agrupamento de 4 pessoas, devo escolher 4 pessoas das 5 que sobraram.

10+5=15 — @) + (i) = (Z) (2.3)

Qual o padrao observado?

Das igualdades 2.1, 2.2 e 2.3, temos:

(“ B 1) + (" - 1) - (") (RELAGAO DE STIFEL).
p—1 p p

2.1.5 Propriedade da Coluna

Utilizando a relagao de Stifel recursivamente chegaremos a outro resultado que

chamaremos de Propriedade da Coluna.
Considere um agrupamento com 5 pessoas, dentre elas as pessoas A, B e C.

Todos os agrupamentos com 3 pessoas:
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@ _ @ N @ (RELACAO DE STIFEL).
—~— ~

comoA semoA

(;l) = @ + @) (RELACAO DE STIFEL).

comoB semo B

2
<§> = <2>, fixando o C, sobram 2 para escolher 2.

Fazendo as devidas substituigoes, temos:

(8) () () ) ”

6 5 5 5
Da relagao de Stifel, sabemos que ( 3) = ( ) + ( 3). Substituindo (3) pela

igualdade 2.4, temos
6 (5 N 4 n 3 . 2
3/ \2 2 2 2

Da mesma forma, temos que

()= ) ()= G+ )+ )+ () + C)

Qual o padrao observado?

<p>+ (p + 1>+<p T 2>+. ot <”> = (” + 1) (PROPRIEDADE DA COLUNA).
P P P P p+1

Visualizando a propriedade da coluna através de um problema.

Problema 2.9. Ana, Beto, Cléo, Dinho e Eloa fazem parte de um agrupamento de 7

pessoas.

Nas respostas de cada item a seguir, considere como escolhido os quadrados verdes
e nao escolhido os quadrados vermelhos.

a) Quantas sdo as possiveis formas de montar uma comissdo de 3 pessoas, supondo que

Ana estara entre os escolhidos?

Resposta:
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Figura 13 — Resposta exemplo 2.9 a

Fonte: Produzido pelo Autor

Observe na figura 13, que fixando Ana, sobram 6 pessoas para escolher 2, ou seja,

g

b) Quantas sdo as possiveis formas de montar uma comissao de 3 pessoas, supondo que

Ana nao estara entre os escolhidos e Beto, sim?

Resposta:

Figura 14 — Resposta exemplo 2.9 b

Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 14 podemos notar que excluindo Ana e fixando Beto, sobram 5 para
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-

¢) Quantas sao as possiveis formas de montar uma comissao de 3 pessoas, supondo que

escolher 2, ou seja,

Ana e Beto nao estarao entre os escolhidos e Cléo, sim?

Resposta:

Figura 15 — Resposta exemplo 2.9 ¢

Fonte: Produzido pelo Autor

Excluindo Ana e Beto e fixando Cléo, como observado na figura 15, sobram 4

§-

d) Quantas sao as possiveis formas de montar uma comissao de 3 pessoas, supondo que

pessoas para escolher 2, ou seja,

Ana, Beto e Cléo nao estarao entre os escolhidos e Dinho, sim?

Resposta:

Figura 16 — Resposta exemplo 2.9 d

Fonte: Produzido pelo Autor

Observamos na figura 16 que, excluindo Ana, Beto e Cléo e fixando Dinho, so-

bram 3 pessoas para escolher 2, ou seja,

i

e) Quantas sdo as possiveis formas de montar uma comissao de 3 pessoas, supondo que

Ana, Beto, Cléo e Dinho nao estarao entre os escolhidos e Eloa, sim?
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Resposta:

Figura 17 — Resposta exemplo 2.9 e

] FlG

35 | 1 1
Fonte: Produzido pelo Autor

Na figura 17 podemos notar que excluindo Ana, Beto, Cléo e Dinho e fixando

Eloa, sobram 2 pessoas para escolher 2, ou seja,

3~

f) No total, de quantas formas diferentes podemos montar uma comissao de 3 pessoas

escolhidas dentre um grupo de 77

Resposta:

Figura 18 — Resposta exemplo 2.9 f

cfA
sfA

Fonte: Produzido pelo Autor
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Na figura 18 temos um total de 35 possibilidades de montar uma comissao de 3

pessoas dentre um grupo de 7 pessoas, ou seja,

(-

Somando os resultados dos itens a, b, c,d e e, temos:

D00 Q- prmermrn

Notamos que o resultado do item f é

() - a6

Dessa forma, da soma 2.5 e do resultado 2.6, temos

)+ () G )+ )= )

Chegando assim na propriedade da coluna

R O R (P R O RS R 3t
p p p p p p+1
2.1.6 Propriedade da Diagonal

Depois de conhecermos a propriedade da coluna, basta fazermos os complementares
de todos os binomiais que surgira um outro resultado intrigante conhecido como Propriedade

da Diagonal.

Observe os complementares dos binomais na propriedade da coluna.

@ O 6@ 6@ 6 0

Dessa forma, temos:
2 n 3 n 4 . 5 . 6\ (7
0 1 2 3 4)  \4)
Qual o padrao observado?
n n+1 n+2 n+3 n+p n+p+1
+ + + +...+ =
0 1 2 3 P P

(PROPRIEDADE DA DIAGONAL).
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Visualizando a propriedade da Diagonal através de um problema.
Problema criado por um grupo de estudos MA12 PROFMAT-UFF 2022 formado

por Carlos Henrique, Clarissa, Luisa e Mariana.

Problema 2.10. Em uma festa infantil ha trés tipos de docinhos: brigadeiro, beijinho de
coco e cajuzinho. De acordo com o organizador da festa, cada convidado podera escolher

até seis docinhos dentre as trés opcoes oferecidas.
De quantas maneiras cada convidado podera fazer essa escolha?
Resposta:

Considere a o nimero de brigadeiros, b o niimero de beijinhos de coco e ¢ o niimero

de cajuzinhos.
O ntmero total de maneiras de cada convidado escolher os docinhos é dado por:
a+ b+ c <6, ou seja, é igual a soma dos resultados abaixo:

a+b+c=6 — 0O O O O O O O O — O namero total de

8
solucoes ¢ dado por (6)’ pois temos 8 espagos (||||||++) para escolher 6, onde colocaremos

os 6 tragos que representam as 6 unidades da igualdade. Ao escolhermos as posi¢oes dos 6

tragos, sobrardo 2 espagos para as cruzes (adigao).
Para um melhor entendimento, observe os exemplos 2.11 e 2.12.

Exemplo 2.11. Uma das solucdes é 3 + 1 + 2 que pode ser representada assim: |||+|+]|].

Observe que os tragos ocupam 6 das 8 posi¢oes. Neste exemplo, as posigoes: 1, 2, 3,
5, 7e8.

Exemplo 2.12. Uma outra solugao é 0 + 2 + 4 que pode ser representada assim: +||+||||.

Observe que os tragos ocupam 6 das 8 posicoes. Neste exemplo, as posigoes: 2, 3, 5,
6, 7 e 8.

Vejamos outras somas, pois a + b+ ¢ < 6:
-, 7
ea+b+c=5—-0 0O O O O O 0O O total de solugdes é dado por 5

ea+b+c=4 — 0O

IO
IO
O
IO

4. O total de solugoes é dado por (i)

ea+b+c=3 — 0O

O
O
IO

5
4. O total de solugoes é dado por <3>

ea+b+c=2—0

1O
1O
O

4
d. O total de solugoes é dado por <2>
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3
ea+b+c=1— 0 O 0O O total de solugoes é dado por <1>
., 2
e a+b+c=0 — 0O O O total de solugoes ¢ dado por <0>

Logo, o nimero de maneiras que cada convidado pode escolher seus docinhos é

dado por:

o)+ () )+ )+ () )+ ) @

Trabalhoso, nao? Vamos contar de outra forma?

Vamos considerar os trés docinhos iniciais e vamos acrescentar um quarto docinho,
de creme de avela, cuja quantidade chamaremos de d, tal que cada convidado possa

escolher, dentre as quatro opgoes oferecidas, exatamente 6.
Logo, teremos que:
a+b+c+d=6,ondede {0,1,2,3,4,5,6}, o que implica em a + b+ ¢ < 6 , pois:
d=0 = a+b+c=6

d=1 = a+b+c=5
d=2 = a+b+c=4
d=3 = a+b+c=3
d=4 = a+b+c=2
d=5 = a+b+c=1
d=6 = a+b+c=0

a+b+c+d=6 — 0O 0O O O O O O O O Temos nove espacos

para escolher 6, entao nimero total de solugoes da equacao a + b+ c+ d = 6 é dado por

(2) (2.8)

De 2.7 e 2.8, podemos concluir que

@ " @ y @ * @ ¥ @ + (Q) + @ _ (2) 2.9)

com a igualdade em 2.9 chegamos na propriedade da diagonal

) 7) (7)o ()02
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Observagao 2.13. Se, ao invés de escolhermos os lugares para os tragos (unidades),
escolhermos os lugares para as cruzes (adigdo), chegaremos aos complementares de todos os

binomiais da igualdade em 2.9 e, consequentemente, chegaremos a propriedade da coluna:

)+ () )+ - () )+ ()= )

IMPORTANTE:

Se aplicarmos a relagao de STIFEL recursivamente, chegaremos a propriedade
da COLUNA e se, fizermos os complementares de todos os binomiais na propriedade da

coluna, chegaremos a propriedade da DIAGONAL.

Exemplo 2.14.

(-0 () o
R
0000
00-0:0: 0
00000 0
0000000
000 ()
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Fazendo os complementares de todos os binomiais, temos:

ggzﬁgqgﬁaﬂaﬁgﬁg

) = 6+ 6 6) () )+ () + 5) pracomss

2.1.7 Triangulo de Pascal

{
{

Organizando, em ordem crescente, o nimero total de pessoas disponiveis para
formar os agrupamentos, de cima para baixo e, também em ordem crescente, o nimero de

pessoas de cada agrupamento, da esquerda para a direita, temos:

Figura 19 — Organizacao de Cada Agrupamento

r renhuma pessoa no gTupo

0 pessoa: [g}
r 1 pessoa no grupo

1 @) G
pessoa (D:} (1:} r 2 pessoas no grupo

Q) Q)

—Q OO0

apesoa=(5) () (3) () GF} & pesoas no grupe
( )
(

seeson= g) () (3) B) () () E

seemen= () (3) (2) (3) (D) () (@)

o) OO OO0

Fonte: Produzido pelo Autor

De acordo com os resultados observados nas figuras 2, 3, 5, 7, 9 e na Relacao de

Stifel, podemos reescrever o triangulo da figura 19 da seguinte forma:
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Figura 20 — Organizagao com os Resultados do Cada Agrupamento

1 6 105 1
1 6 1§ 20156 1
Fonte: Produzido pelo Autor

As figuras 19 e 20, representam uma organizacao de ntmeros conhecida como

triangulo de Pascal.

Observacao 2.15. Utilizando a relagao de Stifel e os casos particulares, podemos construir

o Triangulo de Pascal até a linha que quisermos através de recorréncias, ou seja, podemos

, n .
chegar aos valores de todos os niimeros da forma ( > sem o uso de féormulas.

D

Ao final, deduziremos uma férmula para calcular , pois para “n e p grandes”
p

ficard muito trabalhoso o calculo usando apenas o tridngulo de Pascal.

Para uma melhor percepcao e contagem, observe a tabela abaixo e compare com o

triangulo acima.
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Figura 21 — Tabela Construgao do Tridngulo

A AlB AlB|C Als|c|D AlB|lc|[D|E A
1 1 1 1 1 1
2

3

1 4

5 5

6 6

7 7

8 8 8

9 9 9

10 10 10

11 11 1

12 12 12

13 13 13

14 14 14

15 15 15

16 16 16 16

17 17 17 17

18 18 18 18

19 19 19 19

20 20 20 20

21 21 21 21

22 22 22 22

23 23 23 23

24 24 24 24

25 25 25 25

26 26 26 26

27 27 27 27

28 28 28 28

29 29 29 29

30 30 30 30

31 31 31 31

32 32 22 32 32
23 23 23 33 33
34 34 34 34 34
35 35 35 35 35
36 36 36 36 36
37 37 37 a7 a7
38 38 38 38 38
39 39 39 39 39
10 a0 10 10 10
a1 a1 a1 a a1
12 42 12 42 42
a3 43 43 43 a3
a4 a1 a4 a1 a1
15 a5 a5 a5 a5
16 16 16 46 46
a7 a7 a7 a7 a7
18 [T [T a8 a8
43 49 43 49 49
50 50 50 50 50
51 51 51 51 51
52 52 52 52 52
53 53 53 53 53
54 54 54 54 54
55 55 55 55 55
56 56 56 56 56
57 57 57 57 57
58 58 58 58 58
59 59 59 59 59
60 60 60 60 60
61 61 61 61 61
62 62 62 62 62
63 63 63 63 63
64 64 64 64 64 64

Fonte: Produzido pelo Autor
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3 Binomio de Newton: Desenvol-

vendo Poténcias do Tipo (a + b)"

O que significa (a + )*?

(a+b)2 = (a+0b)(a+Db)
= aa -+ ab+ ba + bb
= laa + 2ab + 1bb

o)+ () ()
N ERORECR

O quadrado de (a4 b) é (a4 b)(a + b). Quando aplicamos a distributiva, estamos,
na verdade, formando todos os possiveis agrupamentos de 2 elementos, sendo um elemento

do primeiro parénteses e o outro do segundo parénteses.

Figura 22 — Coeficientes de (s + n)?

ANA | BIA | De quantas
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Considere o expoente 2 como sendo duas pessoas e a essas pessoas vamos perguntar

se elas gostariam de fazer parte de um agrupamento. As possiveis respostas seriam:
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58,8n,ns e nn, ou seja, 1ss 4+ 2sn + 1nn.

(s+n)* = (s+n)(s+n)
= S8s+sn—+ns—+nn

= 1ss+2sn+ 1nn

2 9 n 2 n 2 5
= S sn n
0 1 2
2 2 2
= (O) 8272,0 + <1>31n1 + <2> SOnQ

Vejamos agora (s + n)?
(s+n)=(s+n)(s+n)(s+n)
Aplicando a distributiva, temos:
8§88 + ssn + sns + snn + nss + nsn + nns + nnn
Observe que foram gerados 8 produtos de 3 letras cada, uma de cada parénteses.
Agrupando os termos semelhantes, temos:
1sss 4+ 3ssn + 3snn + Innn
Escrevendo os produtos como poténcias, temos:
1s® + 3s°n + 3sn? + 1n3

Substituindo os coeficientes pelos binomiais correspondentes e completando as

poténcias, temos:

3\ . 3\ . 3 . 3 .
(O) s3n0 + (1>82TL1 -+ <2)51n2 —+ <3> s9n3

Vejamos um exemplo contextualizado.

Exemplo 3.1. Considere que o gargom Stifel da Churrascaria New Bin tenha trés
opgoes de carne (A = alcatra, B = Baby Beef e C' = costela) para oferecer ao seu cliente
Pascal. Ao passar com as trés opgoes e oferecé-las a Pascal, ele podera responder sim ou
nao para cada uma delas. Na figura 23, temos as possiveis respostas de Pascal para cada

um dos itens oferecidos por Stifel.

Stifel, além de excelente gargom ¢ um aluno muito dedicado e criativo. Observando
a tabela com as possibilidades de respostas de Pascal, fez um link com a aula de Binémio

de Newton* que assistiu com o Professor Carlos Henrique.

: 3 3 3 ‘ 3
*(s+n)d =15 +3s*n+3sn* +1n’ = <O> s3n0 + <1> s*n! + <2> stn? + <3> s9n3

Ele percebeu que o expoente (3) é o nimero de opgoes (A, B e C') de carnes
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disponiveis e o desenvolvimento é a soma do niimero de maneiras de Pascal responder sim

(s) ou nao (n).

Figura 23 — Coeficientes de (s + n)?

Sim + Nao
3| 0 | s (g) .st.n0 3
2 1 3
2 1 [ 3ssn (:) e 3
2 1 3
1 2 3 3
1 2 3snn ( 1 .sl.n? 3
1 2 3
0 3 1nnn (3) gD 3

Fonte: Produzido pelo Autor

A percepcao do garcom e aluno Stifel nos permite escrever o desenvolvimento

binomial para qualquer expoente natural sem muito esforco.

Vejamos o exemplo para expoente (4).

4 4\ . 4 4 . 4
Exemplo 3.2. (s +n)* = (O) s'n0 + <1> sin' + <2> s*n? + <3> stn® + <4> s9n?

Figura 24 — Coeficientes de (s + n)*

15558 (i) SEE Y

Asssn (g').sa.nl

————— = REEL] (;) S

4snnn (;1:) 51

1nnnn (g) . Sn_ nq'

Fonte: Produzido pelo Autor
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Generalizando, temos:

(s + n)k = (g) sFn® 4 <lf> sFint 4 <§> sF2n? 4 (g) s L+ <:> s'n”.

Observacao 3.3. Vejamos que:

1 - Substituindo n por (- n), chegamos ao desenvolvimento

(st = == 3 (F)storay

p=0 \P

2 - Substituindo s e n por 1, temos:

(1+1)F= ij (i) 177 x 1P = zk: (k) = 2",

3.1 Deduzindo uma férmula para calcular combina-
coes simples

A partir de agora, vamos conjecturar uma formula para calcular todos os niimeros

n v . . . 7 . ~ .
da forma (Ntmeros binomiais ou nimero de combinagoes simples).
p

4
Exemplo 3.4. Como calcular (3)?

Quatro jovens apostam uma corrida. De quantas maneiras o podio pode ser formado

com os 1°, 2° e 3° lugares? (Observe que a ordem ¢é levada em consideragao)

Os mesmos quatro jovens formarao agrupamentos de trés alunos. Quantos agrupa-

mentos podem ser formados? (Observe que a ordem nao é levada em consideracao)

Como desconsiderar a ordem a partir do agrupamento ordenado?
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Figura 25 — Formacao de agrupamento de trés Jovens

A|B |C|D AlB|C|D
12 (22 ] 3° 123
1 |A|B|C 1 AB|C
2 |A|C |B
3 |B [A|C
4 |B|C |A
5 |C[A]|B
6 |[C |B |A

Fonte: Produzido pelo Autor

Observe na figura 25 que ao levar em consideracao a ordem (1°, 2° e 3°), temos
4 x 3 X 2 = 24 possibilidades.

Quando a ordem nao é levada em consideracao, ou seja, escolher 3 pessoas em um

grupo de quatro, as possibilidades de formacao do agrupamento se repetem, por exemplo,

4x3x2
o agrupamento (A, B, C') é o mesmo agrupamento (B, C, A). Logo, teremos % =
Assim, podemos escrever
4y  4x3x2 4x3x2x1l 4l 4] _ 4
3/ 6 3x2x1lx1l 3'x1  3l(4-3)!

Analisando os dois primeiros lugares e desconsiderando a ordem, temos:

4y  4x3 4x3x20 4 4! _6
2) 2 2lx2l 2lx2l 24-2)
Analisando mais casos podemos chegar a:
n n!
( ) =————— comn,p € Nep < q.
p)  pl(n—Dp)

Vejamos alguns outros exemplos de escolhas ordenadas e nao ordenadas.
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Exemplo 3.5. Escolha ordenada:

Em um agrupamento de 4 pessoas de quantas formas diferentes podemos formar

uma fila indiana com:

° 4pessoas:4><3><2><1:4!:3§: (4f!4)!=z44,4

° 3pessoas:4><3><2:4><3>1<!2><1!: <4i!3)!=z44,3
° 2pessoas:4><3:4><;)!>< 2 = (4i!2>! = A0

e 1 pessoa: 4 = 4>3<!3! = a f!l)! = Ay

e () pessoa: 1:ji:<4i!0>!2144,0

Exemplo 3.6. Escolha nao ordenada:

Em um agrupamento de 4 pessoas de quantas formas diferentes podemos formar

uma comissao com:

4x3x2x1 4] 4] 4! . 4
* A pessoass T = T ol aid— )y T s (4)
4x3x2 4x3x2x1! 4! 4
. _ _ _ _ 3 _
R T S IR T e (3)
4x3 4x3x2! 4! ) 4
* Zpessoast T = o or Taoa—gy (=0 (2)

4 4x3 41 o (4
Lpesson: 17 = T g T T —qy - (TGS (1)

1 1x4l 41 . (4
* Opesson: = G ca T ola—o)y  C 9= (o)
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4 Orientacoes para o professor

A andlise combinatéria é considerada um dos assuntos mais dificeis do ensino
médio, mas ao mesmo tempo, encanta os alunos. Isso se deve a sua aplicabilidade que é
percebida de imediato por eles. A partir dessa percepcao sugerimos que os professores
criem problemas de contagem com os proprios alunos e, a partir dos padroes observados,

estimulem os mesmos a fazerem conjecturas. A seguir, alguns exemplos:

Exemplo 4.1. Sugerir um problema simples para introduzirmos Principio Fundamental
da Contagem (PFC). Por exemplo, os alunos dispdem de trés lapis com cores diferentes
(azul, vermelho e ) para pintar dois retangulos. De quantas maneiras esses
alunos poderao pintar esses dois retangulos de modo que o segundo seja pintado com uma

cor diferente do primeiro? E, se os retangulos puderem ser pintados com a mesma cor?

Figura 26 — Cores nos Retangulos Sem Repeticao

Fonte: Produzido pelo Autor

3 X 2 = 6
n° de possibilidades n° de possibilidades total de maneiras
para pintar o para pintar o segundo retangulo de pintar os dois

primeiro retdngulo (cor diferente do primeiro) retangulos
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Figura 27 — Cores nos Retangulos Com Repeticao

Fonte: Produzido pelo Autor

3 X 3 = 9
n° de possibilidades n° de possibilidades  total de maneiras
para pintar o para pintar o de pintar os dois
primeiro retdngulo segundo retangulo retangulos

Obs.: Explore as cores, trabalhe o visual.

Exemplo 4.2. Pega para os alunos levarem para a aula 2 calgados (ténis ou sandélia), 2
bermudas (ou saias) e 3 camisas e peca para que eles facam todas as possiveis combinagoes
com 1 calgado, 1 bermuda (ou saia) e 1 camisa. Registre as informagées no quadro, faga o

diagrama de arvore e depois aplique o PFC.

Exemplo 4.3. Considere uma sala de aula com 20 carteiras e 20 alunos.

Todos devem sair da sala e depois retornarem, um a um, para sentar-se. O 1° a
entrar encontra 20 lugares disponiveis para sentar-se, o 2° encontra 19, o 3° encontra
18, e assim por diante até o 20° que encontra apenas um lugar vago. O professor vai
anotando no quadro o nimero de possibilidades de cada aluno e ao final chegard ao niimero
20 x 19 x 18 x 17 x ... x 3 x 2 x 1. O professor, entao sugere uma notacao (20!) para o
produto e chama de fatorial de 20. A partir desse momento, vamos chamar o produto de
um nimero natural por todos os seus antecessores até o 1 por fatorial desse niimero, ou
seja:

nxn—1)xn—-2)x...x2x1=n! (n>2)

Obs.: Adiantar para os alunos que sera necessario adotar 1! = 1 e 0! = 1 para que

os resultados futuros tenham validade para todos os niimeros naturais.

Exemplo 4.4. Considere a sala com 20 carteiras e 14 alunos.

Seguindo a logica do exercicio 4.2, chegaremos ao nimero 20 x 19 x 18 X ... X9x 8 x 7

que nao poderemos chamar de 20!, pois esta faltando 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1.
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Podemos sugerir aos alunos para completar o fatorial de 20 e “descontar” o que foi

acrescentado. Como fazer isto?

20><19><18><...><9><8><7><6><5><4><3><2><1_20!

200X 19X 1I8X.. . X9XXT = X ExAx3 X0 %1 =&

(fatorial do total de lugares dividido pelo fatorial do niimero de lugares ndo ocupados),

ou seja,

20! 20!
20X19X18X...X9X8X7:a:m,

que sera representado por

Aso,14
e serda chamado de “Arranjos de 20 elementos tomados (agrupados) 14 a 14”.
Fazendo mais alguns exemplos podemos generalizar e escrever:

n!

=)l (neN e p<n).

An,p =

E importante que os alunos tenham a clareza que o agrupamento é ordenado.

Exemplo 4.5. Formar uma chapa do Grémio (Presidente(a), Tesoureiro(a) e secretéario

(a));
Exemplo 4.6. Apostar uma corrida e formar o pédio (1°, 2° e 3° lugares);

Exemplo 4.7. Formar filas para introduzirmos a ideia de permutacao; Sem restricoes,

elementos juntos, elementos fixos, ...
Exemplo 4.8. Anagramas com os nomes dos(as) alunos(as).

Exemplo 4.9. Calcular o nimero de abragos (= apertos de maos) para introduzirmos a

ideia de combinacao;

Exemplo 4.10. Calcular o nimero de comissoes.
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5 Recurso Educacional: Puzzle dos

padroes combinatorios

Figura 28 — Sim ou Nao

Fonte: Produzido pelo Autor

Objetivo do Puzzle: Completar as tabelas com as pegas verdes (sim = o elemento
pertence ao agrupamento) e vermelhas (ndo = o elemento nao pertence ao agrupamento)

de modo a compor padroes combinatorios.

Recorte as figuras 29 e peca para os alunos montarem as figuras 30.

Figura 29 — Figuras para Recorte

Fonte: Produzido pelo Autor
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Figura 30 — Figuras para Montar

A Al'B A B|C

—
[

hiWwN=2

N aR®WN=

Fonte: Produzido pelo Autor

Com a devida orientagdo do professor os alunos deverao chegar aos seguintes

resultados:

Figura 31 — Resultado Esperado

Al B]C]De quantas | Sim
Maneiras?

A | B ]| De quantas
Maneiras?

De quantas
Maneiras?

Fonte: Produzido pelo Autor

Recorte a figura 32 e peca para os alunos montarem a figura 33.
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Figura 32 — Figura para Recorte

Fonte: Produzido pelo Autor

Figura 33 — Figura para Montar

A|B|C|D

=9
"

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Fonte: Produzido pelo Autor
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Com a devida orientagdo do professor os alunos deverao chegar aos seguintes

resultados:

Figura 34 — Resultado Esperado

A |B |C | D | De quantas
Maneiras?

=

Fonte: Produzido pelo Autor

Recorte a figura 35 e peca para os alunos montarem a figura 36.
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Figura 35 — Figura para Recorte

A|B|C|D|E

ol bl B Fl o [

N PN P P T
ol Dol Pl B

wlemppppppvip|vip]a|a]a2]2]2]=
ol ol ol Il ol ol Eall el ol Bl ol ol ol Il o

32.

Fonte: Produzido pelo Autor
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Figura 36 — Figura para Montar

PIN(P (PR

Fonte: Produzido pelo Autor

Com a devida orientagdo do professor os alunos deverao chegar aos seguintes

resultados:
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Figura 37 — Resultado Esperado

NN NN RN RO (W0 (00 (W W (W] w
W W W (W[W(WW(Wwwlne e N8R NN

Fonte: Produzido pelo Autor

O professor deverd usar partes das figuras anteriores e orientar os alunos para que
eles percebam a Relagdo de STIFEL.
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Figura 38 — Relagao de STIFEL. Recorte

Total

c/A

siA

Figura 39 — Relagdo de STIFEL. Montagem

A/ B C| DJ]....|Total

c/A

s/A

O g AN =

Fonte: Produzido pelo Autor
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Figura 40 — Relagao de STIFEL. Recorte

Total

c/A

siA

Fonte: Produzido pelo Autor

como A semo A

A B|C D|E].... Total

c/A

s/A

~Hidtd bl Ldiaddldldln

0.

Fonte: Produzido pelo Autor
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Figura 42 — Relagao de STIFEL. Recorte

Total

c/A

sfA

Fonte: Produzido pelo Autor

como A semo A

Figura 43 — Relagdo de STIFEL. Montagem

A/B/C/ D E F|... Total

c/A

O NS, RN

s/A|13.

Fonte: Produzido pelo Autor
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Com a devida orientacao do professor e a observacao dos padroes obtidos em todas

as figuras anteriores, os alunos deverao chegar aos seguintes resultados:

1.

Do

o

N

ot

<O> + <1> + <2> +...+ <n> = 2" (Propriedade da linha);

< ) ( > (Binomiais complementares);

< ) =1 (S6 existe 1 maneira de ninguém participar do grupo);

<Z> (Sé existe 1 maneira de todos participarem do grupo);

<712) = n (Quando apenas 1 pessoa participa do grupo, o total de grupos é igual ao

nimero de pessoas);

RELACAO DE STIFEL

b1+, )-C)
+ = ;
p—1 p p
Se aplicarmos a relagao de STIFEL recursivamente, chegaremos a propriedade da

COLUNA e se, fizermos os complementares de todos os binomiais na propriedade da
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binatorios

ional: Puzzle dos padroes com

Fducac

Capitulo 5. Recurso

<
e
- —
= <
O Z
O @)
2
PR N\
M M PEa N ™ —
~_ | N~ \11/ )
—~ + + + t _
——\ SIS
S8l isn =2 == sale s
NI~ ~—— < I 4 ~—) +
2 g + _
)@ + + + -] npm /) - & -
. 0 M o+ N / /// = ~— - DA s
4 Ne—— ] —~ < &N < A <t O IT 0 l_l
TN~ ~ S~ O =
< . 3 + —
o — 2 ) + o J e~
. o mT 10 o ) =) 0 A 10 A = — 3 + +
<C ~— )3~~~ ~ ~ ~ < <
> .+ - + + + = + = S DN TN
< ©om jo 8 n
o] ﬂ)n,o“\) M/ ey / A/ Sa) (1@ + +
° N = © N © N © N © o —
& ol — o © AN o T
= o+ - + + + + oS - 3 ~
0 —O = + + +
— 0 o ¥ A/ ey ey A/ A/~ SH 2
o T~ I~ I~ D~ M~ N I~ Ay 2, & —\ -
o — ) {8 ~—02— ~——— ~——— ~——— ~——— ~——— N & I~ A pw D10
m ~— - (\((
=0+ + + + + + + + g T 1
»n ~— N ~— N ~— ~— N ~— N ~— N ~— N\ mlwm ~~ |\ —~ —
@] o0 N O O o0 N O N o0 o0 A = = O N 0o 00 O
= N < N~ N D= - ~~___ m N e
]
=
< I I Il I I | I S I I
O 0
o ™M o = o o os o ©
& > = N NG
= g
= N
<
S =



Capitulo 5. Recurso Educacional: Puzzle dos padroes combinatérios 45

PROPRIEDADE DA DIAGONAL
n n+1 n+2 n+3 n+p n+p+1
+ + + +...+ = .
0 1 2 3 P P
Tridngulo de Pascal

Recorte a a figura 44 e peca para os alunos montarem a figura 45.

Figura 44 — Tridngulo de PASCAL. Recorte

Fonte: Produzido pelo Autor

O professor devera montar as trés primeiras linhas e pedir para os alunos montarem
o restante de acordo com o padrao inicial. Caso os alunos nao percebam o padrao, o

professor devera montar a quarta linha.
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Figura 45 — Triangulo de PASCAL. Montagem

Fonte: Produzido pelo Autor

Recorte a figura 46 e peca para os alunos montarem a figura 47

Figura 46 — Triangulo de PASCAL. Recorte

Fonte: Produzido pelo Autor

O professor devera montar as trés primeiras linhas e pedir para os alunos montarem

o restante de acordo com o padrao inicial. Caso os alunos nao percebam o padrao, o
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professor devera montar a quarta linha.

Figura 47 — Tridngulo de PASCAL. Montagem

Fonte: Produzido pelo Autor

Sequéncia de Fibonacci

Recorte a figura 48 e peca para os alunos montarem a figura 49.
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Figura 48 — Sequéncia de FIBONACCI. Recorte
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Fonte: Produzido pelo Autor

Orientagoes para a préxima pagina:

1. Arrume as pecas seguindo o

2. A partir dos padroes observados, calcule a soma de cada linha;

padrao;

3. Mostre que a soma dos binomiais de uma linha ¢ igual a soma dos binomiais das

duas linhas anteriores. Por exemplo, faca para a tltima linha.

O professor devera montar as trés primeiras linhas e pedir para os alunos montarem

o restante de acordo com o padrao inicial. Caso os alunos nao percebam o padrao, o

professor deverda montar a quarta linh

a.
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Figura 49 — Sequéncia de FIBONACCI. Montagem
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Fonte: Produzido pelo Autor

Com a devida orientacao do professor e a observacao dos padroes anteriores, os

alunos deverao chegar aos seguintes resultados:

e (0)- () (PRGN () ) - ) (G
G-0-6 -6

GO BN
DEC BN

Gl | B

Os numeros de Fibonacci sao da forma:

£

p=0 p

- . , . , . n
onde n e p sdo naturais e k é o maior nimero natural menor do que ou igual a 5
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