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RESUMO

A sequéncia de Fibonacci é uma das mais belas e perfeitas sequéncias existentes na Matematica.
Considerando este fato buscamos apresentar neste recurso educacional atividades que permeiam
o estudo referente as sequéncias de Fibonacci e Gibonacci incluindo as suas ocorréncias. Estas
atividades podem ser aplicadas na Educacdo Bésica onde procuramos enfatizar uma abordagem
diferenciada utilizando jogos matemadticos, resolucio de problemas e tecnologia da informacao

utilizando o software GeoGebra.

Palavras-chave: Fibonacci; Gibonacci; quebra-cabeca; resolucdo de problemas; sequéncias.



ABSTRACT

The Fibonacci sequence is one of the most beautiful and perfect sequences in Mathematics.
Considering this fact, we seek to present in this educational resource activities that permeate the
study related to Fibonacci and Gibonacci sequences including their occurrences. These activities
can be applied in elementary school where we seek to emphasize a differentiated approach using

mathematical games, problem solving and information technology using GeoGebra software.

Keywords: Fibonacci; Gibonacci; puzzle; problem solving; sequences.
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1 ATIVIDADES DIDATICAS ENVOLVENDO AS SEQUENCIAS DE
FIBONACCI, GIBONACCI E SUAS OCORRENCIAS

Nesta capitulo apresentamos atividades nas quais podemos visualizar as aplicacdes

envolvendo as sequéncias de Fibonacci, Gibonacci e suas ocorréncias.

1.1 ATIVIDADE 1 - QUEBRA-CABECA

Este quebra- cabeca foi proposto por Edmark (2014), é gratuito e o link para acesso esta
disposto nas referéncias do referido trabalho. Em um quebra-cabeca usual as pecas possuem
aproximadamente o mesmo tamanho e formatos diferentes, neste quebra-cabec¢a no entanto, as

pecas tem o mesmo formato e tamanhos diferentes, conforme podemos visualizar pela Figura
1.1.

Figura 1.1 — Pecas em ordem decrescente

Fonte: Autora.

A colocacido das pecas € baseada no angulo dourado (=~ 137, 5°). O quebra-cabeca tem 8
espirais em uma direcdo e 13 na outra, sabemos que estes nimeros sdo, respectivamente, Fi e Fr

na sequéncia de Fibonacci.
Contenado: Sequéncia de Fibonacci.
Objetivo Geral: Abstrair o conceito da sequéncia de Fibonacci.

Objetivos Especificos:

1) Possibilitar aos educandos a compreensdo da sequéncia de Fibonacci de forma lddica;



2) Desenvolver o raciocinio 16gico;

3) Estimular concentragdo e cooperagao.

Contexto didatico: Essa aula foi planejada para ser aplicada apds uma sequéncia de
aulas de Matematica do sétimo ano do Ensino Fundamental, onde j4 foi trabalhado o conceito de

sequéncias.
Material didatico: Quebra-cabega.

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard de forma expositiva e dialogada. Onde
serd apresentado o quebra-cabeca confeccionado em MDF e serd aguardada a interagcdo dos
alunos com o jogo. Nesta atividade, serd explorado o conceito de sequéncia de Fibonacci, tendo

como base o conceito de sequéncias numéricas.

No desenvolvimento desta aula, o professor podera dividir a sala de aula em grupo de
dois ou trés alunos e cada grupo receberd um quebra-cabeca. Por meio das Figuras 1.2 e 1.3

visualizamos o processo de resolucdo e na Figura 1.4 temos o quebra-cabeca completo.

Figura 1.2 — Montagem inicial

Fonte: Autora.
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Figura 1.3 — Quebra-cabecga: (a) Processo de montagem; (b) Processo de montagem final

Fonte: Autora.

Figura 1.4 — Quebra-cabega completo

Fonte: Autora.

Avaliacao: Serd realizada uma avaliacio diagndstica por parte do professor. Ela ocorrerd
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durante toda a aula por meio da observacao direta deste, levando-se em conta a interacao dos

alunos com o jogo.

1.2 ATIVIDADE 2 - DESVENDANDO SEQUENCIAS

Para a elaboragdo desta atividade nos baseamos em uma situacao obordada por Benjamin
e Quinn (2004).

Contetidos: Sequéncia de Fibonacci e Gibonacci.

Objetivo Geral: Reconhecer a sequéncia de Fibonacci e sua relagdo com a sequéncia de
Gibonacci.

Objetivos Especificos:

1) Possibilitar que os alunos tenham contato com atividades envolvendo a investigacao

matematica e a resolu¢c@o de problemas;

2) Desenvolver a capacidade de compreensdo a cerca das sequéncias de Fibonacci e Gibo-

nacci;

3) Fazer com que os alunos aprimorem a sua concentracao.

Contexto didatico: Essa aula foi planejada para ser aplicada apés uma sequéncia de
aulas de Matemdtica do sétimo ano do Ensino Fundamental, nas quais ja foram trabalhados os
conceitos de ndmeros primos, sequéncia de Fibonacci e os nimeros de Gibonacci. Salientamos
que a aula ndo contempla toda a sequéncia de aulas envolvendo os conteddos de sequéncias

numéricas.

Material didatico: Para o desenvolvimento desta aula, serdo necessarios quadro, lapis
e/ou caneta e uma folha contendo alguns direcionamentos e questionamentos pertinentes a
atividade (Apéndice A).

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard por meio da investigacdo matematica
e resolucdo de problemas. Espera-se contar com a participagdo dos alunos para a explanacao dos
contetidos. Nesta atividade, serd explorado o conceito de sequéncia de Fibonacci e Gibonacci,

tendo como base o conceito de sequéncias.
A seguir, apresentamos uma possibilidade de condug¢ao da aula por parte do professor.

Em um primeiro momento, pe¢a para que os alunos pensem em dois nimeros naturais e
coloque-os nas duas primeiras linhas do Quadro 1.1. Por exemplo, os niimeros 7 e 8. Oriente 0s
alunos para que preencham o Quadro 1.1 da seguinte forma: a terceira linha é composta pela
soma dos numeros colocados na primeira e segunda linha; a quarta linha € composta pela soma
dos nimeros colocados na segunda e na terceira linhas, a quinta linha é composta pela soma dos

numeros da terceira e quarta linhas. E, assim por diante, até a décima linha.
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Quadro 1.1 — Desvendando sequéncias - I

ETAPA | SEQUENCIA

1 7

2 8

3 15
4 23
5 38
6 61
7 99
8 160
9 259
10 419

Fonte: Autora.

Em seguida, peca para responder as seguintes questoes:

a) Registre a soma dos 10 primeiros nimeros.

A resposta esperada para o item a) é:

748+ 15+ 23 4+ 38+ 61 + 99 + 160 + 259 + 419 = 1089

b) Decomponha o resultado desta soma em fatores primos.

A resposta desejada para o item b) é:

1089 = 32112

¢) Em seguida, repita todo o processo descrito anteriormente. Ou seja, escolha outros dois
nimeros naturais e, preencha o Quadro 1.2. Efetue a soma dos 10 primeiros nimeros e,

decomponha o resultado desta soma em fatores primos.

Neste caso escolhemos, por exemplo, os nimeros 4 e 9 para repetirmos este processo.

Quadro 1.2 — Desvendando sequéncias II

ETAPA | SEQUENCIA

1 4

2 9

3 13
4 22
5 35
6 57
7 92
8 149
9 241
10 390

Fonte: Autora.



d)

f)

2)
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A soma dos nimeros fica determinada por:

4+9+13+22+ 35+ 57+ 92 + 149 + 241 + 390 = 1012.

Decompondo o ndmero 1012 em fatores primos, temos: 1012 = 2% . 11 - 23.

Qual o nimero que aparece em ambas as decomposi¢des em fatores primos dos nimeros

obtidos nos itens b) e ¢)?

Considerando os itens b) e ¢) podemos notar que este nimero é 11.

O nimero que é comum na decomposicao em fatores primos dos itens b) e c), pode ser
multiplicado por um dos elementos presentes na sequéncia. De modo que, o resultado
obtido por meio desta multiplicacdo € o mesmo da soma. Qual a posi¢cdo deste numero,

em cada um dos casos?

Logo apés algumas tentativas, conseguimos identificar que a posi¢ao correspondente é
a sétima. No primeiro caso, se multiplicarmos o nimero 11 por 99 obtemos 1089. E, no
segundo caso, se multiplicarmos 92 por 11 temos 1012, que € o resultado da segunda soma

indicada.

Agora, vamos fazer o mesmo processo substituindo por letras os valores iniciais (por

exemplo, as letras z e y). Dessa forma, vamos preencher o Quadro 1.3.

Quadro 1.3 — Desvendando sequéncias III

ETAPA | SEQUENCIA
1 x
2 Yy
3 x+y
4 2v +y
5 3r + 2y
6 o + 3y
7 8 + dy
8 13z + 8y
9 21z + 13y
10 3dx + 21y

Fonte: Autora.

Efetue a soma dos 10 elementos obtidos em cada umas das etapas do item f). Logo ap6s,
reescreva o resultado colocando em evidéncia o termo comum aos dois coeficientes (x e

y). O que podemos inferir?

Resposta: A soma é dada por 88z + 55y, colocando em evidéncia segue que: 11(5x + 8y).
Conforme podemos observar o termo em evidéncia € 11, o qual multiplicado por 5x + 8y,

que € o sétimo termo da sequéncia que resulta na soma indicada.
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4An—2
Este resultado € um caso particular (para n = 3) da identidade Z G = Lop_1Gopy1.
i=1

Avaliacao: Serd realizada uma avaliacio diagndstica por parte do professor. Ela ocorrerd
durante toda a aula por meio da observacao direta deste, levando-se em conta a interacao dos

alunos. Dessa forma, o professor verificard se hd necessidade de complementar mais o assunto.

1.3 ATIVIDADE 3 - PARADOXO DE CASSINI

Nesta atividade fazemos uma abordagem com relagdo ao Paradoxo de Cassini, o qual
foi abordado por Koshy (2017). Neste contexto, nos propomos a realizar um encaminhamento
que busque trabalhar com o software Geogebra estabelecendo um paralelo com a resolucao de

problemas como metodologia em sala de aula.
Conteado: Paradoxo de Cassini
Objetivo Geral: Reconhecer a diferenca entre as dreas presentes no paradoxo de Cassini.

Objetivos Especificos:

1) Possibilitar aos alunos o trabalho com o software Geogebra;

2) Compreender a relacdo entre as dreas presentes no paradoxo de Cassini.

Contexto didatico: Essa atividade foi planejada para ser aplicada apds uma sequéncia
de aulas de Matematica do sétimo ano do Ensino Fundamental, nas quais ja foi trabalhado o

conceito da sequéncia de Fibonacci.

Material didatico: Para o desenvolvimento desta aula, serdo necessarios um computador
contendo a atividade no software Geogebra e o caderno para que sejam registradas as informagdes,

calculos e conclusoes.

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard por meio da utiliza¢do do software
Geogebra. Espera-se contar com a participacao dos alunos durante o desenvolvimento da aula.
Nesta atividade, serd explorado o conceito do Paradoxo de Cassini, tendo como base o conceito

de sequéncias.

No decorrer, propomos uma direcao para desenvolver a aula. Primeiramente, os alunos
deverao clicar no link em que a atividade é disponibilizada. O link da referida atividade € dado

por
<https://www.geogebra.org/m/zeyacx9k>.

Por meio da Figura 1.5, constatamos a existéncia de um quadrado que tem como medida
do lado um nimero da sequéncia de Fibonacci (F},). Este quadrado foi decomposto em quatro

pecas: dois tridngulos retangulos congruentes e dois trapézios retangulos congruentes. A tarefa é:


https://www.geogebra.org/m/zeyacx9k
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Figura 1.5 — Atividade: Paradoxo de Cassini

Fonte: Autora.

a) Primeiramente, selecione no controle deslizante um niimero par. Logo apds, movimente

os triangulos e trapézios, de modo a formar um retangulo.

A Figura 1.6 ilustra um caso possivel com n = 6.

Figura 1.6 — Atividade: Paradoxo de Cassini onde n = 6

Fonte: Autora.

b) Calcule o valor da drea do quadrado e do retdngulo obtido obedecendo a restricdo de que

n é um numero par.

Se n = 6, temos que o lado do quadrado € dado por Fy = 8, a largura do retangulo é
F5 = 5 e o comprimento é F; = 13. Dessa forma, a drea do quadrado serd igual a64 e a

area do retangulo 65.

c) Agora, selecione no controle deslizante um ndmero impar. Novamente, movimente os

triangulos e trapézios, de modo a formar um retangulo.
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Na Figura 1.7 temos a representagdo para o caso em que n = 7.

Figura 1.7 — Atividade: Paradoxo de Cassini em que n = 7

Fonte: Autora.

d) Calcule o valor da area do quadrado e do retangulo obtido na condi¢do em que n € impar.

Considerando n = 7, por exemplo, o lado do quadrado € dado por F7 = 13, a largura do
retangulo é Fg = 8 e o comprimento é Fg = 21. A drea do quadrado serd igual a 169 e a

area do retangulo 168.

Neste momento, os alunos serdao convidados a perceber que nos dois casos as areas do
quadrado e do retangulo ndo sdo iguais. Constatando ainda, que quando o valor de n € par temos
o0 acréscimo de uma unidade na drea do retdngulo em relagdo a area do quadrado. E, quando o
valor de n € impar a drea do retangulo tem uma unidade a menos comparado-se com a area do

quadrado.

Ao solicitar para que os alunos ampliem os retangulos em cada um dos casos de modo a

investigar o que estd ocorrendo, os mesmos podem chegar as seguintes conclusoes:

1) Quando n é um numero par observa-se a existéncia de um paralelogramo no retangulo.
i1) Quando n é um numero impar ocorre uma sobreposi¢do de dreas no retangulo.
Este fato é conhecido como o Paradoxo de Cassini. Para entendé-lo, o Quadro 1.4 deve

ser preenchido. Nele sao apresentados os valores de n e as dreas correspondentes dos quadrados

e retangulos.



Quadro 1.4 — Trigémeos de Fibonacci e relac@o entre as areas

Trigémeos de Fibonacci
n | F,_1| Fy o Area do quadrado | Area do retangulo
4 2 3 5 9 10
5 3 5 8 25 24
6 5 8 13 64 65
7 8 13 21 169 168
8 13 21 34 441 442
9 | 21 34 55 1156 1155
10| 34 | 55 89 3025 3026
11| 55 89 144 7921 7920
12| 89 | 144 233 20736 20737

Fonte: Autora.

Em seguida, os alunos serdo indagados sobre qual seria a generalizacao relacionando
F,.1, F,, e F,_1 e o valor obtido para a drea de cada uma das situacdes. Neste instante, 0s
educandos serfio levados a concluir que com n > 1, temos que F? = F,, . F,,  + (—=1)""L. A

qual € a relacdo do Paradoxo de Cassini.

Avaliacao: Serd realizada uma avaliacdo diagndstica por parte do professor. Ela ocorrerd
durante toda a aula por meio da observacao direta deste, levando-se em conta a interacao dos

alunos. Dessa forma, o professor verificara se hd necessidade de complementar mais o assunto.

1.4 ATIVIDADE 4 - DOMINOS

Nesta atividade utilizamos uma situagdo problema envolvendo dominds baseado no

exercicio de Morgado e Carvalho (2015).
Contetdo: Sequéncia de Fibonacci.

Objetivo Geral: Identificar e formular a ocorréncia da sequéncia de Fibonacci.

Objetivos Especificos:

1) Proporcionar aos educandos a compreensao da sequéncia de Fibonacci com a abstragdao do

conceito por meio da resolu¢do de um problema;

2) Desenvolver o raciocinio légico.

Contexto didatico: Essa aula foi planejada e pode ser utilizada na introdugio do conceito
de sequéncias numéricas (especificamente, no estudo da sequéncia de Fibonacci) nas aulas de

Matematica do sétimo ano do Ensino Fundamental.

Material didatico: No desenvolvimento desta aula serdo necessarias cinco pegas de

dominé para cada dupla, quadro, lapis e/ou caneta, uma folha (Apéndice B).
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Metodologia: O encaminhamento da aula se dard por meio da resolucao de problemas.
Aguardamos a intera¢do dos alunos na explanagdo dos contetidos. Nesta atividade, serd explorado

o conceito de sequéncia de Fibonacci, tendo como base o conceito de sequéncias.
Em seguida, apresentamos uma forma de direcionamento da aula por parte do professor.

Em um primeiro instante, o professor inicia sua aula propondo o Problema 1.1 a turma:

Problema 1.1. De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro 2 X n com n com dominos

2 x 1iguais?"

Como a resposta para esta pergunta ndo se mostra de maneira clara, vemos que se torna
necessario um estudo de casos. Ou seja, vamos analisar algumas etapas para entdo verificarmos
se hd uma possivel generalizacdo e, consequentemente, a resposta para esta pergunta.

a) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro 2 x 1 com um dominé 2 x 17

Figura 1.8 — Tabuleiro 2 x 1

Fonte: Autora.

A Figura 1.8 mostra o tabuleiro 2 x 1 a ser preenchido. Conforme podemos perceber s6 hi
uma forma de cobrir o tabuleiro e esta é obtida colocando o dominé na posi¢ao vertical.
Pois, se colocarmos a peca na posicao horizontal ficard um espago que ndo serd preenchido
0 que nao pode ocorrer, ja que a malha deve ser preenchida inteiramente. A Figura 1.9

expressa as duas situagdes descritas.
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Figura 1.9 — Domind: (a) Pec¢a na posi¢ao vertical; (b) Peca na posi¢ao horizontal

(@) (b)
Fonte: (a) e (b) Autora.

b) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro 2 x 2 com dois dominés 2 x 17

Figura 1.10 — Tabuleiro 2 x 2

Fonte: Autora.

Por meio da Figura 1.10 visualizamos o tabuleiro 2 x 2. E na Figura 1.11 observamos as
duas maneiras de preencher o tabuleiro: a primeira é obtida com as duas pecas na vertical

e a segunda com as duas pecas na horizontal.
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Figura 1.11 — Domind: (a) Duas pecas na posicao vertical; (b) Duas pecas na posi¢c@o horizontal

(a) (b)
Fonte: (a) e (b) Autora.

¢) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro 2 x 3 com trés dominés 2 x 17

Figura 1.12 — Tabuleiro 2 x 3

I

Fonte: Autora.

Pela Figura 1.12 observamos o tabuleiro 2 X 3 a ser preenchido. A primeira forma € obtida
com as trés pecgas na posi¢do vertical. A segunda forma ocorre quando a primeira peca
se encontra na vertical e as duas dltimas estdo na horizontal. E, a terceira duas primeiras
pecas na horizontal e a terceira peca na vertical. Logo, a resposta € trés. Nas Figuras 1.13

e 1.14 podemos visualizar cada uma das situacdes indicadas anteriormente.
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Figura 1.13 — Dominé: trés pecas na posi¢ao vertical

Fonte: Autora.

Figura 1.14 — Domind: (a) Primeira peca na vertical e as duas dltimas na posi¢cao horizontal; (b)
Duas primeiras pegas na horizontal e terceira peca na posicao vertical

(b)
Fonte: (a) e (b) Autora.
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d) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro 2 x 4 com quatro dominds 2 x 17

Figura 1.15 — Tabuleiro 2 x 4

Fonte: Autora.

A Figura 1.15 mostra o tabuleiro 2 x 4. Para este caso observamos as seguintes maneiras:

1) As quatro pecas na vertical;

ii) As duas primeiras pecas na vertical e as duas ultimas na horizontal;
iii) A primeira e quarta pecas na vertical, segunda e terceira na posi¢ao horizontal;
iv) As quatro pecas na horizontal;

v) As duas primeiras pecas na horizontal e as duas ultimas na vertical.

Portanto, sdo 5 formas de colocar os dominés. As Figuras 1.16, 1.17, 1.18 e 1.19 ilustram

cada uma das possibilidades propostas acima.

Figura 1.16 — Quatro pecas na posi¢ao vertical

Fonte: Autora.
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Figura 1.17 — Duas primeiras pegas na vertical e as duas ultimas na horizontal

Fonte: Autora.

Figura 1.18 — Dominé: (a) A primeira e quarta pecgas na vertical, segunda e terceira na posi¢ao
horizontal; (b) As quatro pe¢as na horizontal

(b)
Fonte: (a) e (b) Autora.
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Figura 1.19 — Dominé: duas primeiras pe¢as na horizontal e duas tltimas na vertical

Fonte: Autora.

e) De quantas formas podemos cobrir um tabuleiro 2 X 5 com cinco dominés 2 x 17

Figura 1.20 — Tabuleiro 2 x 5

Fonte: Autora.

Pela Figura 1.20 notamos o tabuleiro 2 x 5. Depois de algumas tentativas podemos verificar
que existem oito formas. Abaixo, descrevemos as possibilidades:
1) As cinco pegas na vertical;
ii) A primeira peca na vertical e as quatro ultimas na horizontal;
iii) As trés primeiras pecas na vertical e as duas dltimas na horizontal;
iv) A primeira peca na vertical, duas pecas na horizontal e as duas dltimas na vertical;

v) As duas primeiras pecas na vertical, terceira e quarta pecas na horizontal e a tltima

peca na vertical;
vi) As quatro primeiras pecas na horizontal e a quinta peca na vertical;

vii) As duas primeiras pecas na hotizontal e as trés dltimas na vertical;
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viii) As duas primeiras pecas na horizontal, a terceira peca na vertical e as duas dltimas
pecas na horizontal.

Por meio das Figuras 1.21, 1.22, 1.23, 1.24, 1.25, 1.26 e 1.27 dispomos a ilustracdo para
cada uma das possibilidades elencadas anteriormente.

Figura 1.21 — Cinco pecas na posi¢ao vertical

Fonte: Autora.

Figura 1.22 — A primeira peca na vertical e as quatro dltimas na horizontal

Fonte: Autora.
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Figura 1.23 — As trés primeiras pecas na vertical e as duas ultimas na horizontal

Fonte: Autora.

Figura 1.24 — A primeira peca na vertical, duas pecas na horizontal e as duas ultimas na vertical

Fonte: Autora.

Figura 1.25 — As duas primeiras pecas na vertical, terceira e quarta pegas na horizontal e quinta
peca na vertical

Fonte: Autora.
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Figura 1.26 — Quatro primeiras pecas na posicao horizontal e quinta peca na vertical

Fonte: Autora.

Figura 1.27 — Dominé: (a) As duas primeiras pecas na horizontal e as trés ultimas pecas na
vertical; (b) As duas primeiras pecas na horizontal, terceira na vertical e as duas
ultimas na horizontal

(b)
Fonte: (a) e (b) Autora.
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Em seguida, o professor ird solicitar para que os alunos preencham o Quadro 1.5 onde
consta a quantidade de pecas na primeira coluna e na segunda coluna a quantidade de

formas de preencher o tabuleiro de altura 2 e largura n.

Quadro 1.5 — Dominds

QUANTIDADE DE PECAS | FORMAS DE COLOCAR
0S DOMINOS

N B W NI =
DN W[N] —

8

Fonte: Autora.

f) Qual € a relacao entre a quantidade de pecgas e o nimero de formas de preenchimento do

tabuleiro?

A resposta deve ser encaminhada ao fato de que a quantidade de formas de preenchimento
da malha quando acrescentada uma peca € obtida por meio da soma das maneiras dadas

nas duas etapas anteriores.

g) Como poderiamos responder a questdo inicial? Ou seja, "De quantas maneiras podemos

cobrir um tabuleiro 2 x n com n dominds de altura 2 x 1 iguais?"

Considere um tabuleiro de tamanho 2 x n + 2 colunas. Em seu preenchimento devemos

tomar os seguintes casos:

i) Colocar um dominé no canto esquerdo na posi¢do vertical, restando um tabuleiro

2 x n + 1 a ser preenchido.

i1) Ainda no lado canto esquerdo, a outra forma € obtida colocando dois dominds na

horizontal restando um tabuleiro 2 x n.

Dessa forma, indicando F},, F}, .1 e F},1 o como o nimero de formas de colocar os dominds

no tabuleiro segue que a generalizacdo desta situacdo € dada por F, o = Fi,.1 + F},.

Esta é uma sequéncia recursiva onde os primeiros termos sdo F} = 1e F5 = 2. A qual é

exatamente a sequéncia de Fibonacci.

Avaliacao: Serd realizada uma avaliacdo diagndstica por parte do professor. Ela ocorrerd
durante toda a aula por meio da observacgdo direta, levando-se em consideragdo a interagdo dos

alunos.
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1.5 ATIVIDADE 5 - PROBABILIDADE

Para a elaboragdo desta atividade buscamos uma situagdo problema ralacionada as
sequéncias bindrias a qual foi sugerida por Boodey (2020). Na descri¢do da atividade optamos

pela resolugdo de problemas como encaminhamento metodolégico.
Contetido: Probabilidade e a sequéncia de Fibonacci.

Objetivo Geral: Estabelecer uma conexio entre a sequéncia de Fibonacci e Probabili-
dade.

Objetivos Especificos:

1) Proporcionar o trabalho com a resolucdo de problemas;

2) Resolver problemas que envolvem o cdlculo de probabilidade de eventos em experimentos

aleatorios.

Contexto didatico: Essa aula foi planejada para ser aplicada ap6s uma sequéncia de aulas
de Matematica do segundo ano do Ensino Médio, nas quais ja foram trabalhados os conceitos
da sequéncia de Fibonacci e Probabilidade. Salientamos que a atividade ndo contempla toda a

sequéncia de aulas envolvendo os conteudos de sequéncias e probabilidade.

Material didatico: Para o desenvolvimento desta aula, serdo necessarios uma folha

(Apéndice C), lapis, caneta e borracha.

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard por meio da resolucao de problemas.

Nesta atividade, serd explorado o conceito de sequéncia de Fibonacci e Probabilidade.

Abaixo, apresentamos uma forma de encaminhamento da aula por parte do professor.

Inicialmente serd feita uma breve explicag@o sobre o uso de ntimeros bindrios.

Uma palavra é um arranjo ordenado de simbolos, os quais ndo precisam ter um significado.
Por exemplo, fgh é uma palavra que usa as letras do alfabeto. Nesse contexto, a sequéncia
001101 € uma palavra bindria. Um bit corresponde a 0 ou 1. Onde, a palavra bit € a contragdo da
expressao bynary digity (da Lingua Inglesa). O comprimento de uma palavra representada na

sequéncia bindria € dada pela quantidade de simbolos nela contidos.

Dessa forma, podemos considerar que a palavra 001101 tem comprimento 6, pois em sua
composicao sdo apresentados 6 simbolos. Tendo em vista o exposto, vamos analisar 0 nimero
de palavras com n bits que ndo contém dois 1’s consecutivos, o qual sera denotado por b,,. Para

tanto, vamos responder aos itens a seguir:

a) Quando n = 1 qual é a quantidade de palavras em que ndo temos dois 1’s consecutivos?

A resposta € 2. Logo, b; = 2. Pois, as palavras sdo O e 1.
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b) Paran = 27

A resposta € 3 o que implica em by = 3. Sdo elas: 00, 01 e 10.

¢) Paran = 37

Observamos que, b3 = 5. Tem-se que: 000, 001, 100, 010 e 101.

d) Ecomn =47

Encontramos b, = 8. Sao elas: 0000, 0001, 0100, 0010, 0101, 1010, 1001 e 1000.

Em seguida, os alunos serdo indagados sobre qual seria o padrdo a ser observado na
quantidade de palavras e, se existe uma conexao entre a quantidade de palavras em cada etapa e
qual seria esta conex@o. Neste momento, os educandos serdo direcionados ao fato de que estes

sd0 os numeros presentes na sequéncia de Fibonacci.

Posteriormente, vamos tomar uma palavra arbitrdria de n bits, a qual denominaremos de

z,onde n > 2. Observamos dois casos a serem analisados:

i) A palavra em questdo z, termina em 0 o que equivale a z = ajas...a,,_10 (com n bits). O
penultimo digito da palavra pode ser 0 ou 1. Temos as seguintes situacdes: a1as...a,—200
ou aias...a,_»10 ambas com n bits. Portanto, ndao ha restricdes com relacio ao penultimo
digito da palavra. Logo, verificamos a existéncia de b,,_; palavras de n bits terminando

em 0, ndo contendo 1’s consecutivos.

ii) Supondo, agora que z termine em 1, o que implica em z = ajas...a,_11 (com n bits).
Neste caso, o pentltimo termo deve ser 0, ou seja, ajas...a, 201 (n bits). Contudo, ndo ha
restri¢des para o antependltimo termo da palavra, o qual pode ser 0 ou 1. De onde temos
a1as...a,_3001 ou ayas...a,_3101. O que nos mostra que existem b,,_, palavras de n bits

terminando em 1, ndo contendo 1’s consecutivos.

Como os dois casos sao mutuamente exclusivos, utilizando o principio da adi¢do, segue
que:
bn = bnfl + bnf27

paran > 3,onde by =2e by = 3. Assim, b, = Fj,.oen > 1.

Agora, transpondo esta situacdo utilizando as sequéncias bindrias, para um acontecimento

com moedas.

Suponhamos que n moedas honestas sejam langadas sequencialmente ao acaso. Com

base neste fato, a probabilidade de que duas moedas adjacentes ndo déem cara é 5 2. Onde o

numero total de resultados de forma que duas moedas consecutivas ndo déem cara € [, 5 e 2" é

o nimero total de lancamentos.
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Avaliacao: Serd realizada uma avaliacdo diagndstica por parte do professor. Ela ocorrerd
durante toda a aula por meio da observacgdo direta deste, levando-se em consideracdo a interagdo

dos alunos.

1.6 ATIVIDADE 6 - SUDOKU DE FIBONACCI

O Sudoku é um jogo matematico. De acordo com Neves (2005) a criagdo do jogo € dada
ao matematico suico Leonhard Euler (1707-1783). No século XVII Euler elaborou um jogo
denominado "Quadrados latinos", neste jogo cada algarismo deveria aparecer uma vez em cada
linha e em cada coluna. O formato padrao com 9 linhas e 9 colunas, aparentemente elaborado
pelo arquiteto Howard Garns, comegou a ser publicado nos Estados Unidos na década de 1970.
Atualmente, o mesmo pode ser encontrado em revistas proprias e até disponivel como aplicativo

de celular.

O jogo é constituido por um quadrado com 9 linhas e 9 colunas o qual pode ser subdi-
vidido em quadrados menores 3 x 3. Sendo que, certas células ja contém nimeros, chamados
de dados. Segundo Percilia (2023) a finalidade do jogo € preencher as células vazias, com um
numero em cada célula, de forma que cada coluna, linha e regido contenham os algarismos 1, 2,

3,4,5,6,7,8e9 apenas uma vez.

Como estamos trabalhando com a sequéncia de Fibonacci ndo devem ser repetidos na
mesma linha, coluna e retdngulo 2 X 3 marcado, um mesmo niimero pertencente a sequéncia de
Fibonacci, com excessdo do nimero 1, o qual ird figurar duas vezes. Ou seja, cada célula vazia

na grade deve ser preenchida com os numeros de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8.

Nas duas op¢des de Sudoku Fibonacci sugeridos por Kumar (2018) temos duas tabelas
com 6 linhas e 6 colunas, onde sdo empregados em seu preenchimento os seis primeiros nimeros
da sequéncia de Fibonacci. Logo, podemos concluir que no preenchimento de uma tabela com
n linhas e n colunas devem ser utilizados os n primeiros nimeros da sequéncia de Fibonacci,

obedecendo as mesmas regras iniciais.
Contetido: Raciocinio Légico e a sequéncia de Fibonacci.

Objetivo Geral: Desenvolver o raciocinio 16gico em paralelo com a sequéncia de

Fibonacci.

Objetivos Especificos:

1) Aprimorar a concentragdo e o raciocinio l6gico;

2) Formalizar com os alunos o conceito envolvido na sequéncia de Fibonacci.
Contexto didatico: Essa atividade foi planejada para ser aplicada apés uma sequéncia

de aulas de Matemadtica do sétimo ano do Ensino Fundamental, onde j4 foi trabalhado o conceito

da sequéncia de Fibonacci.
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Material didatico: Para o desenvolvimento desta aula serdo necessdrias uma folha

contendo o jogo (Apéndice D), lapis e borracha.

Metodologia: O encaminhamento da aula se dard de maneira expositiva onde serd
realizada a explicagc@o do jogo. Contamos com a participac¢do dos alunos durante a realizagao

desta atividade.

No decorrer, trazemos duas possibilidades de direcionamento e no Apéndice D apresen-
tamos outro exemplo de jogo (criado pela autora) considerando os critérios para a resolugdo da

atividade.

As Figuras 1.28 e 1.29 mostram duas possibilidades para o jogo, em cada uma delas
podemos notar um circulo entre duas células vizinhas o que indica que estas possuem dois

nameros consecutivos de Fibonacci.



Figura 1.28 — Sudoku e Fibonacci: Exemplo 1
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Fonte: Autora.

Figura 1.29 — Sudoku e Fibonacci: Exemplo 2
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Fonte: Autora.

As Figuras 1.30 e 1.31 apresentam as solu¢des em cada caso.
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Figura 1.30 — Sudoku e Fibonacci: Solu¢do-Exemplo 1
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Fonte: Autora.

Figura 1.31 — Sudoku e Fibonacci: Solu¢do-Exemplo 2

o | o
Ne— oo | H— | W
—_
@
—_
w0

—_— W l—eny | Olte 0o

Fonte: Autora.

De acordo com Kumar (2018) o primeiro quebra-cabeca Sudoku Fibonacci € mais fécil,
pois temos o numero 2 presente e ele ird auxiliar o aluno a compreender as regras do jogo. No
entanto, o segundo quebra-cabeca Sudoku Fibonacci ndo contém nenhum digito dado e fard com
que os alunos se sintam desafiados.

Avaliacao: Serd realizada uma avaliacdo diagndstica por parte do professor. Ela ocorrerd

durante toda a aula por meio da observacao da participacdo e da interacao dos alunos.
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APENDICE A - ATIVIDADE: DESVENDANDO SEQUENCIAS

Inicialmente, pense em dois nimeros naturais e coloque-os nas duas primeiras linhas do
Quadro .6.

Quadro .6 — Desvendando sequéncias IV

ETAPA | SEQUENCIA
1

O 00 | O\ | | W[

—
=]

Fonte: Autora

Posteriormente, o Quadro acima deve ser preenchido da seguinte forma: a terceira linha
deve ser composta pela soma dos niimeros colocados na primeira e segunda linha; a quarta linha
deve ser composta pela soma dos nimeros colocados na segunda e na terceira linhas, a quinta
linha deve ser composta pela soma dos niimeros da terceira e quarta linhas. E, assim por diante,

até a décima linha.
Em seguida, responda as questdes abaixo:
a) Registre a soma dos 10 primeiros nimeros.
b) Decomponha o resultado desta soma em fatores primos.

¢) Em seguida, repita todo o processo descrito anteriormente. Ou seja, escolha outros dois
nimeros naturais e, preencha o Quadro .7. Efetue a soma dos 10 primeiros nimeros e,

decomponha o resultado desta soma em fatores primos.
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Quadro .7 — Desvendando sequéncias

ETAPA | SEQUENCIA
1

O 00| | O\ N | W[

—
=)

Fonte: Autora

d) Qual o nimero que aparece em ambas as decomposicdes em fatores primos dos nimeros

obtidos nos itens b) e ¢)?

e) O nuimero que € comum na decomposicdo em fatores primos dos itens b) e c¢), pode ser
multiplicado por um dos elementos presentes na sequéncia. Assim, o resultado obtido por
meio desta multiplicacdo é o mesmo da soma. Qual a posi¢ao deste nimero, em cada um

dos casos?

f) Agora, vamos fazer o mesmo processo substituindo por letras os valores iniciais (por

exemplo, as letras a e b). Dessa forma, vamos preencher o Quadro .8.

Quadro .8 — Desvendando sequéncias

ETAPA | SEQUENCIA
1 a
2 b
3 a+b
4 2a +b
5
6
7
8
9
10

Fonte: Autora

g) Efetue a soma dos 10 elementos obtidos em cada umas das etapas do item f). Logo ap0s,
reescreva o resultado colocando em evidéncia o termo comum aos dois coeficientes (a € b).

O que podemos inferir?
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APENDICE B - ATIVIDADE: DOMINOS

Problema .2. De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura 1 com

dominds altura 2 e largura 177
Andlise dos casos:

a) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura 1 com uma peca

de dominé de altura 2 e largura 17

b) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura 2 com duas pecas

de dominé de altura 2 e largura 17

¢) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura 3 com trés pecas

de dominé de altura 2 e largura 17

d) De quantas maneiras podemos cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura 4 com quatro pecas

de dominé de altura 2 e largura 17

e) E com cinco pecas de domind, de quantas formas podemos cobrir um tabuleiro de altura 2

e largura 57

Preencha o Quadro .9 onde consta a quantidade de pegas na primeira coluna e na segunda
coluna a quantidade de formas de preencher a malha de altura 2 e largura n, onde n € a quantidade

de pecas.

Quadro .9 — Dominés

QUANTIDADE DE PECAS | FORMAS DE
COLOCAR O
DOMINO

N W=

Fonte: Autora
f) Qual € a relacao entre a quantidade de pecas e o niimero de formas de preenchimento da
malha?

g) Como poderiamos responder a questao inicial? Ou seja, "De quantas maneiras podemos

cobrir um tabuleiro de altura 2 e largura n com dominds altura 2 e largura 17”



39

APENDICE C - ATIVIDADE: PROBABILIDADE

Uma palavra é um arranjo ordenado de simbolos, os quais ndo precisam ter um significado.
Por exemplo, fgh é uma palavra que usa as letras do alfabeto. Nesse contexto, a sequéncia
001101 € uma palavra bindria. Um bit corresponde a 0 ou 1. Onde, a palavra bit € a contragdo da
expressao bynary digity (da Lingua Inglesa). O comprimento de uma palavra representada na
sequéncia bindria € dada pela quantidade de simbolos nela contidos.

Dessa forma, podemos considerar que a palavra 001101 tem comprimento 6, pois em

sua composicao sdo apresentados 6 simbolos.

Analise o nimero de palavras com n bits que ndo contém dois 1’s consecutivos, a qual

serd denotada por b,,.

a) Quando n = 1 qual é a quantidade de palavras em que nao temos dois 1’s?
b) Paran = 27
¢) Paran = 37

d) Ecomn =47

Vamos tomar uma palavra arbitraria de n bits, a qual denominaremos de z, onde n > 2.

O que podemos concluir?
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APENDICE D - ATIVIDADE: SUDOKU

Vamos trabalhar com o Sudoku envolvendo os nimeros da sequéncia de Fibonacci.
Conforme sabemos, ndo devem ser repetidos na mesma linha, coluna e retangulo 2 x 3 marcado,
um mesmo nimero pertencente a sequéncia de Fibonacci, com excessao do nimero 1, o qual ird
figurar duas vezes. Ou seja, cada célula vazia na grade deve ser preenchida com os nimeros de
Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8.

Figura .32 — Sudoku e Fibonacci: Exemplo 1
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Fonte: Autora



Figura .33 — Sudoku e Fibonacci: Exemplo 2
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Fonte: Autora

Figura .34 — Sudoku e Fibonacci: Exemplo 3
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Fonte: Autora
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Figura .35 — Sudoku e Fibonacci: Solu¢do-Exemplo 3
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Fonte: Autora
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