s

Al
et

UFSC

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CAMPUS FLORIANOPOLIS
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM
REDE NACIONAL-PROFMAT

PRODUTO EDUCACIONAL:
Andrey Mangini Silva

Prof. Daniel Goncalves, Dr.

Orientador

UMA ABORDAGEM VETORIAL PARA O ESTUDO DA GEOMETRIA
ANALITICA NO ENSINO MEDIO

Florianopolis
2024



LISTA DE FIGURAS

Figura 1: Representagcdo de vetornoplano. . .. ... i 8

Figura 2: AdIiCB0 entre VEIOreS. . . . . .. oo 9

Figura 3: Ponto médio de um segmento. . . ...ttt 10
Figura 4: Distancia entre dois pONtoS. . . . . . ..ttt 11
Figura 5: Colinearidade entre tréS pontos. . . . ... ..ottt 12
Figura 6: Equac@o geraldareta. . . .......coci i e 13
Figura 7: Equacdo vetorial dareta. . . ...ttt e 15
Figura 8: Equacdes parameétricas dareta. . .. ...ttt 17
Figura 9: Vetornormal areta. . . ... e e e 18
Figura 10: Retas paralelas. . . . ... e 19
Figura 11: Retas perpendiculares. . . ... e 20
Figura 12: Angulo entre duas retas. . . .. ... ...ttt 21

Figura 13: Distanciade um ponto até umareta. . ... ...t 22






SUMARIO

1 INTRODUGAO .« .ottt e et e e e e e
O SURGIMENTO DA GEOMETRIA ANALITICA . . ..o e oo

O ENSINO DA GEOMETRIA ANALITICA UTILIZANDOVETORES . ... .......ovvv. ..

2 UMA ABORDAGEM VETORIAL PARA O ESTUDO DA GEOMETRIA ANALITICA NO
ENSINO MEDIO. . . . .ottt e

BIBLIOGRAFIA .« .






1. INTRODUCAO

O SURGIMENTO DA GEOMETRIA ANALITICA

A geometria analitica surgiu muito tempo depois da geometria em si. Enquanto os primeiros
elementos da geometria surgiram com as primeiras civilizacdes da humanidade, a geometria analitica
teve seus estudos iniciais datados no século XVII pelos franceses Pierre de Fermat e René Descartes.

No entanto, Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz também se concentraram nos estudos da
geometria analitica, que contribuiram para o surgimento de um outro campo de estudo da matematica,
o Calculo Diferencial e Integral, que faz parte do ensino superior.

Neste trabalho vocé podera explorar esta disciplina, descobrindo as utilidades de estudar
elementos como pontos e retas.

O ENSINO DA GEOMETRIA ANALITICA UTILIZANDO VETORES

Este trabalho tem como objetivo explorar o papel dos vetores na geometria analitica e destacar sua
importancia na andlise como solucdo de problemas geométricos. Ao longo das préximas paginas,
examinaremos como os vetores se tornaram uma ferramenta essencial para a representagdo de objetos
geométricos, o estabelecimento de equac¢des e a compreensao de transformacdes e relaces
geométricas.

Os vetores, que descrevem magnitude e dire¢do, possibilitam uma abordagem unificada e intuitiva
para lidar com uma miriade de problemas geométricos. Eles ndo apenas simplificam a descrigdo de
pontos e dire¢des, mas também permitem calcular e determinar, distancias, angulos, retas e muito
mais. A geometria analitica com vetores se estende desde o plano cartesiano bidimensional até o
espaco tridimensional e além, abrindo portas para a exploragao de geometrias mais abstratas e
multidimensionais.

Em ultima analise, buscamos demonstrar como a ado¢do da perspectiva vetorial
enriquece e aprimora a geometria analitica, tornando-a uma ferramenta poderosa e versatil
para a resolugdo de problemas geométricos em um contexto mais amplo. A compreensao
aprofundada desses conceitos é essencial ndo apenas para os matematicos, mas também
para cientistas e engenheiros que buscam aplicar principios geométricos em suas respectivas disciplinas.






2. UMA ABORDAGEM VETORIAL PARA O ESTUDO DA GEOMETRIA
ANALITICA NO ENSINO MEDIO

A Geometria analitica e o estudo de vetores sdo parte do curriculo da educacao basica, na
etapa do Ensino Médio. Ao abordarmos esses assuntos surge a oportunidade de colocarmos os
estudantes em contanto com a importancia de analisar os pré-requisitos, como conjuntos, relacdes
e funcgoes.

Os conjuntos sao a base da matematica moderna, eles fornecem uma estrutura formal para
definir e organizar objetos matematicos, como numeros, fungdes, pontos, retas entre outros. Por
tudo isso, preparamos esse material que tem por objetivo propor atividades relacionadas ao estudo
da Geometria Analitica para serem trabalhadas na etapa do ensino Médio, da educacao basica.

As atividades propostas nesse material precedem as definicbes que as embasam e foram
pensadas para alunos que estéo iniciando o ciclo de trés anos no Ensino Médio.

2.1 Representacao no vetor no plano

Observe que na figura abaixo apresentamos trés representantes do vetor V = (— 2,1).

L

FIGURA 1

Estes trés segmentos representam 0 mesmo vetor que podemos verificar pela diferenca das
coordenadas das extremidades de cada um, conforme verificamos:

(i) V=(-2,1)-(0,0)=(-2,1);
() V =(1,2)- (3, 1) = (-2, 1);
(i) V = (0, -1) - (2, =2) = (-2, 1).



Atividade 1) Se i — E, A= (2,1) e ¥ = (4,7), entao quais sao as coordenadas do

ponto 37

A resposta esperada para a Atividade 1 é: Considere B(X,y). Logo, como V=B-A, e
X—2=4 assim x = 6. Do mesmo modo y—1=7, de sorte que y — 8. Portanto, B(6,8).

2.2 Adicao entre vetores

O vetor soma de U (x1,yl) e V (x2,y2) é S=0+V= (X1 + X2, y1 +y2).

Atividade 2) Dados i(1,3) e #(2,1), represente no plano os vetores i, ¥ e o vetor

S =i+ .

A resposta esperada para a Atividade 2 é:

t
2

FIGURA 2

[ |

Como o segmento AB é paralelo ao segmento OC e o0 segmento CB é paralelo a AO

conclui-se que OABC é um paralelogramo e OB=S =0 +V = (1,3)+(2,1)= (3,4)

2.3 Produto Escalar ou Produto Interno

Representa-se por U -V o produto interno entre U e V e |é-se “u escalar v”, ou “produto

interno de u por v”.

Determina-se o produto interno de dois vetores U = (a, b) e V = (c, d) como sendo o
escalar resultante da soma dos produtos das coordenadas correspondentes. Logo:

u-v=a-c+b-d.



10
Atividade 3) Sendo i = (2, —5) e ¥ = (3,4), determine o produto interno i - .

A resposta esperada para a Atividade 3 é:

G-V=2-3+(-5)-4=-14

2.4 Ponto médio de um segmento

C
&

T

FIGURA 3

|
*m

Sejam A e B extremos de um segmento e C seu ponto médio.

Podemos, entao, afirmar que

A+ 8B
2

AC=CB=0C—-A=B-C=0=

Atividade 4) (UFSC - Questao de somatério) Dados, num sistema de coordenadas
cartesianas, os pontos A = (4,1), B = (1,1), C = (4,5). Entao o ponto médio do lado

BC ¢ o ponto M de coordenadas (5,2, 3).
A resposta esperada para a Atividade 4 é:

Xg T Xc Ys T ¥c

Xy =——F— €& Yy =——F—, logo: Xy =%=ge N =%=3 e MG,S)

2.5 Distancia entre dois pontos

E a distancia entre as extremidades A(xy, Y1) € B(Xz, ¥2) de um segmento orientado, denotado
por dag € a norma do vetor V=B-A.

Sendo que a norma ou médulo de um vetor é a distancia entre as extremidades de um
segmento orientado que o represente, ou seja, o tamanho deste segmento.
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Considere o vetor T =(X, =%, Y, — Y, )

n

FIGURA 4

Entdo, a norma de U é, pelo teorema de Pitdgoras, dada por

dAB = ”G ": \/(Xz - X1)2 + (y2 - yl)z'

Atividade 5) (UFSC - Questio aberta) Um ponto material méovel P(—2 + £, % + 2)
desloca-se no plano cartesiano e suas coordenadas variam em fungio do tempo £ = 0).
Determine a distancia percorrida pelo ponto material mével entre o ponto A para f = ()

e o ponto I3 para t — 6.
A resposta esperada para a Atividade 5 é: Trata-se de uma item de somatorio do vestibular

da UFSC a ser avaliado, cuja resposta é verdadeira.

Temos

t=0->A(-22) e t=6—>B(4,10)

dAB = ”l_j ”: \/(Xz - X1)2 +()/2 - y1)2 ':\/(4_(_ 2))2 +(10_2)2 =10ud
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2.6 Colinearidade entre trés pontos

Trés pontos A(Xa, Ya), Xs , Y& ) € (Xc , Yc ),distintos, serdo considerados alinhados quando
existir uma Unica reta que passa pelos trés.

ez

e

WA

0 I rp e

FIGURA 5

Os triangulos AABD e AACE sédo semelhantes, portanto

AD_%jXB_Xc :yB_yA.

E_EC Xe =Xa Yo —VYa

Isso implica que (xg = Xa)(Yc = Ya) = (Xc = Xa)(Ys ~ Ya) € assim

XaYe + XB Yc + Xc Ya — Xg YA — Xc Y8 — XaYc = 0.

A equacao acima pode ser reescrita utilizando-se o determinante da matriz

>

I
®» O N
T w o

1
1
1

Consequentemente trés pontos estao alinhados se, e somente se, o0 determinante da matriz
A for nulo.

Verificamos também que A, B e C estdo alinhados se, e somente se, os vetores U=B-A.e
V =C - A.séo paralelos. Se k € R, teremos

U=k -V (xg =X, )=K(xe =X, ) € (g = V. )=K(Yo =V,
k:XB_XA _ yB_yA
Xe = Xa Ye = Ya

0
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Sendo assim, obteremos a equacao representada pelo determinante da matriz A, descrita
acima.

Atividade 6) (UFSC - Questao de somatorio) Se os pontos A(2,0), B(0,3) e Pla,b)
sao colineares, e se os pontos C(1,3), D(0,1) e P(a,b) sio também colineares, entio

%{1.

A resposta esperada para a Atividade 6 é: Trata-se de uma item de somatorio do vestibular
da UFSC a ser avaliado, cuja resposta é verdadeira.

Pois se A, B e P sdo colineares temos:

D O N

T w O
I
o

E, assim 3a + 2b = 6. Do mesmo modo, se C, D e P sdo colineares, entao:

1
0
a

=2 SNV
I
o

. 4 15 a 4
E, portanto 2a — b=-1. Finalmente a= 7 eb= 7, de sorte que —=—<1.

b

2.7 Equacéo geral da reta

]
WE

WA -~

Il

FIGURA &
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Considere a reta r que passa por A(Xa, Ya) € B(Xg , ¥s ), s€ja P (X, y) um ponto qualquer
de r. Utilizando a condig&o de alinhamento entre trés pontos, de que o determinante da

matriz

Xa Ya 1
A=Ixg yg 1
x y 1

E nulo, obtemos ao desenvolver esse determinante que

XaYc + Xg Y + XYa = XYc — Xg Ya — Xay =0

< (Ya = Yo )X+ (Xs = Xa)Y + (XaYc = Xs Ya) =0
Como Xa, Ya, Xg € Y S80 constantes, denominamos

Ya~Yc=4q,
XB_XA:b,
XaYc — XB Ya = C.

Sendo assim obtemos a equagédo geral daretar:ax+ by +c =0, comaebndo
simultaneamente nulos.

Atividade 7) (UFSC - Questao de somatorio) Dados, num sistema de coordenadas
cartesianas, os pontos A = (4,1) e B = (1,1). A equacio da reta que passa pelos

pontos Ae B éy—1=10.

A resposta esperada para a Atividade 7 é: Verdadeira, pois substituindo as
coordenada de A e B no determinante temos:

< = &

< B
Il
o

implicaquey-1=0.

2.8 Equacéo reduzida da reta

Ao isolarmos o y na equacao geral da reta, r : ax + by + ¢ = 0, obtemos o que denominamos
de equacéo reduzida da reta

yo 8, C
b b
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- a . - .
onde o coeficiente de x, | —— | denomina-se coeficiente angular e o termo independente

de

c ) - .
X, (— B) , denomina-se coeficiente linear.

Atividade 8) Determine os cocficientes angular e linear da reta r 2 2z +y — 4 = 0.

A resposta esperada para a Atividade 8 é: Isolando o y na equacédo geral dada,
obtemos:

y=-2x +4,

Logo, o coeficiente angular € igual a -2 e o coeficiente linear € igual a 4.

2.9 Ponto pertencente a uma reta

Para que um ponto pertenga a uma reta suas coordenadas devem satisfazer a equacgéo
desta reta.

Atividade 9) (UFSC - Questao de somatorio) O ponto P(—1,1) pertence i bissetriz

dos gquadrantes impares.

A resposta esperada para a Atividade 9 é: Falsa, pois a reta que representa a
bissetriz dos quadrantes impares é dada por: r : y — x = 0 substituindo as coordenadas do
ponto P em r obtemos: 1 - (-1) = 2.

Portanto P ndo pertence a bhissetriz dos quadrantes impares.

A proxima atividade é sobre a equacao geral e vetorial de uma reta.

2.10 Equacéo vetorial da reta

Seja r uma reta que contém o ponto Pi(x;, y1) € possui a direcdo do vetor ndo nulo
u= (a,b) e seja o ponto P (x, y), um ponto qualquer da reta r

FIGURA 7



16
Temos que a equagao vetorial da reta é dada por V. =K-U onde V=P —-P, ek € R*.

Vamos determinar a equacéo geral da reta usando a equacéo vetorial. Como V e paralelo
a U,logo V=Kk-U, comk € R*. Isso implica que

P -Pi=k(a, b)
e portanto
y o) tal X=X, +ka
- , = . , ,t
(X, y) = (X1, y1) (a, b), tal que Y=y, +kb
Assim
k = X=X — Y%,
a b
eparaa=0

b
y—y1=5(><—><1)

Atividade 10) Determine a equagio geral da reta que passa pelo ponto de coordenadas

(5, —3) e & paralela ao vetor diretor i = (1, —4).

A resposta esperada para a Atividade 10 é: Temos:

4
y+ 4= T{:r: —5),

logo 4+ 3 = —da + 20 ¢ portanto a equacao geral ¢

de +y — 17 = 1.

Salicntamos que a equacao geral também pode ser obtida através da equacio vetorial da

reta, conforme verificamos a seguir. Temos, para kb e B, que
P P — kii.

Logo
r =h+k
(z,y) — (5,—3) = k-(1,—4), tal que
y — —3—4k
Portanto

A +y — 17 = (.
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2.11 Equac0bes paramétricas da reta

Utilizando a equacao vetorial definida acima, temos como V =K -U onde V=P—-P, ek e
R*, onde (x,y) — (x1, y1) =k - (a, b).

Segue as equacdes paramétricas

X=X, +ka
y:y1+kb

Salientamos que com a variacdo de k, a reta r ‘e percorrida a partir de P1na direc&o de U .

Atividade 11) Escreva as equagoes paramétricas da reta r que passa pelo ponto P(2,3)

¢ & paralela ao vetor diretor @(3, 2).

A resposta esperada para a Atividade 11 é: Observe o grafico a seguir.

Verifique que V =Kk -0 com k € R* e escolhemos um vetor V com inicio no ponto P. As
equacdes paramétricas de r sdo

Xx=2+3k
y=3+2k
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2.12 Vetor normal a reta

Considere r uma reta do R? e que passa pelo ponto Py(xy, y1) € é normal ao vetor \7(a,b).

Seja P (x, y) um ponto qualquerdere U=P-P, = (X —X, Y- yl), conforme figura abaixo.

T

Py
FIGURA 9

O vetor V é ortogonal ao vetor U, portanto o produto interno entre eles é nulo. Sendo

implica que

(a,b) - (x = x1,y-y1) =0,

ou seja, ax + by — ax1— ay1= 0 e, considerando ¢ = —ax1 — ay1, obtemos ax + by + ¢ = 0,

Atividade 12) Determine a equacio geral da reta r que passa pelo ponto P (1, —1) ¢

& normal ao vetor @ = (3, —2).

A resposta esperada para a Atividade 12 é: Sabemos que na equacéao geral da reta
ax+by+c=0,

Temosa=3eb=-2.Logo, 3x — 2y + ¢ = 0 e como P € r obtemos o valor de c na
equacgao: 3(1) - 2(-1)+c=0,isto é,c=5.

Portanto, a equacdodaretaré 3x -2y +5=0.
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2.13 Retas paralelas
Duas retas sd@o paralelas se os seus vetores normais séo paralelos.

¢

FIGURA 10

Dadas duasretasr:ax+hby+c=0et:aix +biy+c1=0, ser é paralela at entdo seus
respectivos vetores normais U(a,b) e V(aj,bl) formam entre si um angulo nulo ou de
180° e teremos:

-V = u]- ] ou
G-V = —|d-[v] ou

U =KV, paraalgumk eR

Atividade 13) Verifique se as retas v - 3e +4y — 10 = 0 et : 8¢ — 6y + 11 = 0, sdo

paralelas.
A resposta esperada para a Atividade 13 é: Sao paralelas, pois

Sejamr:3x+4y-8=0et:6x+8y+9=0.

Vetor normal aretar: U =(3,4)

Vetor normal aretat: V =(6,8)v = (6, 8)

Assim, temos
U-v=3.6+4.8=50
|- || =5.10=50

Logo

-9 =] v =50

Portanto r é paralela at.
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2.14 Retas perpendiculares

FIGURA 11

Dadas duasretasr:ax+hby+c=0et:aix +biy +c1=0, ser é perpendicular a t entdo
seus respectivos vetores normais U(a,b) e V(aj,bl) formam entre si um angulo de 90° e
teremos

<
<i
Il

o

Atividade 14) (UFSC - Questio de somatorio) Dados, num sistema de coordenadas
cartesianas, o ponto A = (4,1) ¢ a reta r representada pela equacio z +y—2 = 0. A

reta s de equacao —Hax + by — 13 = () ¢ a reta r sao perpendiculares.

A resposta esperada para a Atividade 14 é: Verdadeira, pois

. Bissetriz dos quadrantes impares s : x =y = 0, com vetor normal U = (1,—1);
o Retar:x+y+ 11 =0, com vetor normal V = (11).
Logo

0-Vv=1.1+(-1)1=0,

O que implica que r é perpendicular a s. Ademais, temos (-8) + (-3) + 11 =0, de sorte que A€ r.
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2.15 Angulo entre duas retas

Considerer, t, U e V coplanares, sendo U vetor normal aretar, V vetor normal a reta t,

A €r, B €t, C um ponto pertencente a uma reta cujo vetor diretor é o vetor U e D um
ponto pertencente a uma reta cujo vetor diretor é o vetor V, conforme figura a seguir.

14

FIGURA 12

Seja med(AEB) = 6, med(CED) = a e med(BEC) = 3, onde med(AEB), med(CED)
e med(BEC) representam respectivamente as medidas dos angulos AEB, CED e BEC.
Temos que

- Ovetor U é normal ar, logo 6 + 3 =90°e assim $ =90° - 6;

- Ovetor V € normal a t, portanto B + a = 90° de modo que = 90° - a.

Combinando esses dois fatos, obtemos que 90° - 8 = 90° - a, ou seja, a = 6.

Logo o angulo 6 formado pelas retas r e t, € 0 mesmo angulo a formado pelos seus vetores
normais, portanto:

u-v
C0SH = ——
] ]
Atividade 15) Determine menor ingulo formado pelas retas r : 22 +y — 6 = 0 ¢

t: —3r+y+5=0.
A resposta esperada para a Atividade 15 é:

e Ovetornormalaretar é 0 =(21);

e Ovetornormalaretat é V=(-31);

Assim

0-Vv=2(-3)+1.1=-5
]|V = V5410 = /50 =5V2,
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De sorte que

5 V2

COS=——==——+

52 2

Portanto, 8 = 135° e 0o menor angulo formado entre r e t € o suplementar de 6, ou seja, 45°.

2.15 Distancia de um ponto até uma reta

r I:'I'.:r}'. ',Ur.l}

M(x, y)

FIGURA 13

Seja M (x,y) a projegio ortogonal de P(x,, y,) sobre a reta r : ax + by + ¢ = (. Entao

. . . Ty .
Observe que PM ¢ normal a reta r. Portanto existe k € B* tal que PM = E(a, b), ou seja,

sc M = (z,y), entao (x — x,,y — y,) = k(a.b). lscrevendo como um sistema linear
T —xp+ ka
Y=y, + kb

Temos que d(P,r) = ||P.-"r} | = ||E.'I[r£._h;|| = |k|-||[fl1f)i|| = || -va® + b

Como M € r:ax+ by + ¢ = (), temos

0 = a(z, + ka) + by, + kb) + ¢ = axy, + by, + ka® + kb® + ¢,

ASs1m
—ary, — by, — ¢

al 4 b2

Deste modo

—ax, — b el
d(p,1) = Ik VTR = e A

i 4+ b2

Portando a distincia do ponto P & reta v sera dada por:

|z, + by, + ¢|

d(P,r) = N



23

Atividade 16) (UFSC - Questao de somatorio) A distancia do ponto A(7,2) 4 reta

r:dr — 3y + 3 =0 ¢ igual a 5 unidades de comprimento.

A resposta esperada para a Atividade 16 é: Verdadeira, pois

Temos
‘ax + by +c‘
d(p,r)=— 2 "7
e
Assim
d(p,r)zwza

42 +(-3)
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