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Esse material, apresentado como Produto Educacional, é parte integrante de hossa
pesquisa de Dissertagdo de Mestrado intitulada UTILIZACAO DE JOGOS DE CASSINO
E DO APP INVENTOR COMO FERRAMENTA DE ENSINO APRENDIZAGEM,
desenvolvida no Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional -
PROFMAT, da Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro (UFRRJ), sob orientagdo do

Professor Dr. André Luiz Martins Pereira.

Nosso Produto Educacional consiste em utilizar os jogos de cassino como roleta,
poker e blackjack como ferramentas no ensino de andlise combinatoria e probabilidade e
utilizar um aplicativo que consiste em um quiz, um jogo de perguntas e respostas
envolvendo esses contelidos. Esse produto deverd ser aplicado aos alunos cuja furma é

do terceiro ano do ensino médio.



1 O Casmath

Abordaremos o aplicativo Casmath e sua aplicacdo nas aulas.

1.1 — Descrevendo o Casmath

O Casmath é um aplicativo criado a partir do MIT App Inventor (https://appinventor.mit.edu).
Ele consiste em um quiz, um jogo de perguntas e respostas envolvendo andlise combinatdria e
probabilidade, usando alguns dos mais famosos jogos de cassino como roleta, poker e blackjack. A
medida que o jogador (aluno) vai respondendo uma pergunta de forma correta, uma nova pergunta com
um nivel de dificuldade maior sera apresentada ao aluno.

Em cada jogo de cassino, ha 4 questdes com 4 alternativas, sendo uma correta. Caso 0 Usuario
acerte a questdo, ele vai para a questao seguinte. Caso contrario, ele pode escolher ver a resposta e ir
para a questdo seguinte ou sair do jogo. Ao chegar a Gltima questdo, ele pode ir para o proximo jogo
ou sair do aplicativo. As figuras abaixo mostram uma questao envolvendo jogo de roleta e sua solugéo

respectivamente.

A roleta € uma roda numerada de O a 36, onde os

NnuMmeros sao escolhidos pelos apostadores.
—
Uma vez escolhido o numero, qual a probabilidade de o

~
NnuMmero sorteado ser um quadrado perfeito?
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Resposta QR1

Como os numeros sao de O a 36, temos, ao todo,

37 numeros. Portanto, o espago amostral &€ 37.

~
Como queremos que o numero sorteado seja

~
um quadrado perfeito, temos os seguintes numeros:

-
0O,17,4,9, 16,25 e 36. Portanto, temos 7 numeros, ou

~a— v
seja, 7 casos favoraveis. Logo, a probabilidade de o

¥
NnuMmero sorteado ser um quadrado perfeito &€ 7/37.

= '
O que deseja fazer?

o —— —
Ir para a questao 2
—— ——

Sair do jogo

O aplicativo Casmath é usado nos contetidos de analise combinatoria e probabilidade. A seguir,
veremos as questdes envolvendo andlise combinatéria e probabilidade e suas respectivas solucdes.
Vejamos primeiramente as questdes envolvendo analise combinatoria.

1)Em um jogo de poker, cada jogo é formado por 5 das 52 cartas do baralho. De quantas
maneiras distintas podemos formar esse jogo?

a)2598940

b)2598950

€)2598960

d)2598970

Solugéo:

Cada jogo é formado por 5 das 52 cartas do baralho. Logo, o nimero possivel de maneiras é:

Csys = o2 _ 2 = 2598960
5257 (52 —5)I-51  47!-51

Resposta: alternativa ¢




2)Em um jogo de poker, existe uma combinacdo chamada Quadra, que € formada por 4 cartas

de mesmo valor (por exemplo, 4 ases, 4 reis etc.). Veja o exemplo abaixo.

De quantas maneiras é possivel formar uma quadra?

a)624

b)634

c)644

d)654

Solucéo:

Parra formar uma quadra, devemos ter 13 valores disponiveis (do as ao rei) e 48 cartas
disponiveis para formar a quinta carta da méo. Pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de
maneiras possiveis € 13 x 48 = 624.

Resposta: alternativa a

3)No poker, o full house é uma combinacéo de trés cartas de mesmo valor e duas cartas também

4
[

de mesmo valor. A figura abaixo mostra um exemplo de full house.

(YL
ALAALT




De quantas maneiras é possivel formar um full house?

a)3754

b)3744

)3734

d)3724

Solucéo:

Como o full house é formado por uma trinca e um par, temos 13 valores para uma trinca e 12
valores para o par. Com isso, temos Cs3 = 4 maneiras de formar uma trinca e Cs2> = 6 maneiras de
formar um par. Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de maneiras de formar um
full house é 13 x 12 x 4 x 6 = 3744,

Resposta: alternativa b

4)No blackjack, o sabe-se que as cartas 10, J, Q e K valem 10 pontos, a carta A vale 1 ou 11
pontos e as outras cartas valem a pontuacdo conforme o valor da carta. De quantas maneiras é possivel
fazer 21 pontos com uma das cartas de 10 pontos e uma carta de 4s?

a)128

b)138

c)148

d)158

Solucéo:

Sdo 16 cartas que valem 10 pontos (10, J, Q e K de 4 naipes cada) 4 ases (1 de cada naipe).
Essas cartas podem aparecer em qualquer ordem, podendo assim, serem permutadas, ou seja,
calculando P, =2!' =2 x 1 =2. Assim, 16 x 4 x 2 = 128.

Resposta: alternativa a

5)Num jogo de blackjack, de quantas maneiras é possivel fazer 21 pontos com as cartas de 6, 7
e 8 pontos?

a)394

b)384

c)374

d)364

Solucéo:

Temos 4 cartas de valor 6, 4 de valor 7 e 4 de valor 8. Cada uma com um naipe. Temos 3 cartas
que podem permutar entre si, pois essas cartas podem aparecer em qualquer ordem. Portanto, 0 niUmero
de maneiras possiveis é:

4xX4x4xP3=64x6=384
Resposta: alternativa b



Agora, vejamos as questdes envolvendo probabilidade.

6)Em relagdo a questdo 5, qual a probabilidade de fazer 21 pontos com as cartas 6, 7 e 8?
28
)15675
38
)15675
48

C)15675
58

d)15675

Solucéo:

oy . , 4 . , 4
Temos que a probabilidade de se retirar uma carta de 6 € = de se retirar a carta 7 é -, eacarta

;4 . - .
8é = Além disso, as cartas podem aparecer em qualquer ordem, ou seja, elas podem permutar entre

si. Ou seja, temos permutacdes de 3 cartas. Isto é, P3 = 3! = 6.
Logo, a probabilidade é:
4 4 4 48

5251 50 °~ 15675

Resposta: alternativa c

7)Em relacdo a questéo 4, qual a probabilidade de se fazer 21 pontos com uma carta de 10

pontos e uma carta de as?

62
o3

b)—=

663

42
ees

)=

663

Solucéo:

Temos que a probabilidade de retirar uma carta de 10 pontos é g e a probabilidade de se retirar

;7 4
umase —. Como as cartas podem aparecer em qualquer ordem, temos:
5 16 4 32
52 51 663
Resposta: alternativa d



8)No poker, o royal straight flush ou sequéncia real é uma combinacéo das 5 maiores cartas do

mesmo naipe em sequéncia, ou seja, do 10 ao as. Veja o exemplo.

X
A KIQ

Qual a probabilidade de o jogador ganhar obtendo uma sequéncia real?

a) *

2598930

b)—

2598940

c)4

2598950

d)—

2598960

Solucéo:

Existem 4 sequéncias reais, sendo uma para cada naipe. Dessa forma, a probabilidade se se obter

uma sequéncia real é :
2598960

Resposta: alternativa d.

9)A roleta é uma roda numerada de 0 a 36, onde os numeros sdo escolhidos pelos apostadores.

Uma vez escolhido o numero, qual a probabilidade de o nimero sorteado ser um quadrado perfeito?

5

a)g;
6

b);
7

C)E;
8

d);

Solugéo:

Como os numeros sdo de 0 a 36, temos, ao todo, 37 nimeros. Portanto, o espago amostral é 37.

Como queremos que o0 numero sorteado seja um quadrado perfeito, temos 0s seguintes numeros: 0, 1,

4,9, 16, 25 e 36. Portanto, temos 7 nimeros, ou seja, 7 casos favoraveis. Logo, a probabilidade de o

p . . 7
numero sorteado ser um quadrado perfeito € pvt



Resposta: alternativa ¢

10)Na figura abaixo, 0os numeros da roleta, de 1 a 36, aparecem marcados com a cor preta e com
a cor vermelha. Escolhendo um nimero ao acaso, qual a probabilidade de o numero sorteado ser par

ou com a cor preta?

Solucdo:
i Vi a a ) u
Sejam os eventos A “ser numero par’ € B “ser nimero marcado em preto”’. Temos 18 nimeros

pares e 18 numeros marcados de preto. Logo, n(A) = 18 e n(B) = 18. Dai, temos que p(A) = g e
p(B) = g. O evento “niimeros que sdo pares ¢ marcados com a cor preta” ¢ definido por A N B. Temos

10 nameros que sdo pares e marcados com a cor preta, ou seja n(A n B) = 10. Logo, p(ANB) = —

10
36

Logo, a probabilidade de o nimero sorteado ser par ou preto é:

p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANB)
18 18 10 26

PAUB) = o+ 35736~ 36

Resposta: alternativa a

11)Na roleta, considerando os nimeros de 1 a 36, qual a probabilidade de o nimero sorteado
ser um multiplo de 5 e vermelho?



Solucéo:

Sejam os eventos A, que é multiplo de 5 e B, que € um nimero marcado de vermelho. Temos
n(A) = 7 e n(B) = 18. Como queremos que 0 humero sorteado seja a0 mesmo tempo mdltiplo de 5 e
marcado com a cor vermelha, indicado por A N B, temos A N B = {5, 25, 30}, ou seja, n(A N B) = 3.
Logo,p(ANB) = 33—6.

Resposta: alternativa d

12)Qual a probabilidade de o nimero sorteado nao possuir resto 3 quando dividido por 4
e nao ser preto?
32
a)g
30
b)g
28
C)E
26
d)g
Solucéo:
Sejam os eventos A “deixam resto 3 quando divididos por 4” e B “ser preto”. Temos que:
A={3,7,11, 15, 19, 23, 27, 31, 35}
B={246,8, 10,11, 13, 15, 17, 20, 22, 24, 26, 28, 29, 31, 33, 35}
Com isso, temos que A N B = {11, 15, 31, 35} e n (A N B) = 4. Ou seja, a probabilidade de o
numero possuir resto 3 quando dividido por 4 e ser preto é 34—6. Mas queremos o contrario. Dai, a

probabilidade é:
4 32
36 36
Resposta: alternativa a



O uso do Casmath na sala de aula

Como ja foi abordado, o Casmath podera ser aplicado nos contetidos de analise combinatéria e
probabilidade. Primeiramente deve-se baixar, de forma gratuita, o aplicativo disponivel no Play Store,
do Sistema Android no celular ou tablet. Com o Casmath baixado, ele poderéa resolver as questdes dos
conteudos citados anteriormente.

Para que o Casmath possa ser utilizado nas aulas de analise combinatéria e probabilidade, é
preciso que o aluno ja tenha aprendido esses contetidos. Com isso, ao responder as questdes, ele ndo
sentira dificuldade ao resolvé-las. O aluno podera resolver as questdes ndo sé durante as aulas como
também fora da sala de aula.

O uso do Casmath na sala de aula € mais um exemplo do uso de tecnologia movel nas aulas. A

tecnologia mdvel é a tecnologia que acompanha o usuario onde quer que ele esteja.



2 Sequéncia didatica das aulas

Nesse capitulo iremos abordar uma sequéncia diddtica de andlise combinatéria e
probabilidade utilizando a temdtica os jogos de cassino. A sequéncia diddtica constitui de
oito aulas em sequéncia, sendo as cinco primeiras abordando o conteddo de andlise
combinatdria; a sexta e a sétima aulas abordam o conteldo de probabilidade e a dltima
aula utiliza o aplicativo Casmath.

Cada aula tem uma duragdo de 1 hora e 40 minutos, sendo dividida em 2 tempos de
50 minutos e cada aula, comegaremos expondo os objetivos e a metodologia empregados
e a seguir desenvolvemos os conteldos que serdo abordados. Os exemplos de cada
conteldo abordam os jogos de roleta, poker e blackjack.

As cinco primeiras aulas abordando o conteldo de andlise combinatéria estdo
divididas de acordo com a seguinte sequéncia: a primeira aula € sobre o principio
fundamental da contagem e o fatorial de um nimero natural; a segunda aula é sobre
permutagdes simples; a terceira € sobre arranjos simples; a quarta é sobre combinagdes
simples e a quinta é sobre permutagdo com repetigdo.

A sexta e a sétima aulas que abordam o conteldo de probabilidade estdo divididas
de acordo com a seguinte sequéncia: a sexta aula aborda a definigdo, dos conceitos que
sdo usados em probabilidade e do cdlculo da probabilidade; a sétima aula é a continuagdo
da aula anterior onde aborda os cdlculos de probabilidade envolvendo eventos
complementares e unido de eventos.

A oitava e Ultima aula utiliza o aplicativo Casmath onde serd feita uma revisdo das
aulas anteriores e os alunos utilizardo o Casmath para praticar os conteldos de andlise
combinatéria e probabilidade.

A seguir apresentaremos a sequéncia diddtica a serem feitas em oito aulas:



Aula 1

v" Duragdo: 1h40min

v' Conteldos:
e Principio Fundamental da Contagem;

e Fatorial de um ndmero

v Objetivos:
e Conceituar o Principio Fundamental da Contagem;
e Resolver problemas envolvendo Principio Fundamental da Contagem;
e Conceituar Fatorial de um ndmero natural;

e Calcular o Fatorial de um nimero natural.

v Metodologia:
e Apresentagdo da definigdo do Principio Fundamental da Contagem;
o Exemplificagdo usando cartas de um baralho;

e Apresentagdo da definigdo do Fatorial de um ndmero natural.



Principio Fundamental da Contagem

Considere os conjuntos A = {a1, az, as, ..., am} € B = {b1, bz, bs, ..., bn}. Podemos formar
m.n pares ordenados (a;, b;) tais que ai € A e bj € B.

Demonstragdo:

(i)Vamos manter o primeiro elemento do par ordenado e variar o segundo.

[ (aly bl)! (a]_, bZ)i (all bn) — npares

(az, bl)l (az, bZ)! (az, bn) — n pares

m linhas § (a3, by), (a3, by), ... (a3, by) = n pares
| :

\(am, b1), (amy b3), ... (am bn) — n pares

Logo, o nimero de pares ordenados én+n+n+--+n=m.n.

(ii)lUma outra maneira de visualizarmos os pares ordenados é por modo de um

diagrama, conhecido como diagrama da drvore, conforme a figura.

Fonte: Fundamentos de Matemdtica Elementar - Vol. 5



Exemplo 1: Eu tenho 9 cartas com nimeros (2, 3,4,5,6,7,8,9 e 10) e 4 cartas
com letras: valete (J), damas (Q), reis (K) e ds (A). De quantas maneiras eu posso ter 2
cartas, sendo um ndmero e uma letra?
Solugdo:
Como eu tenho 9 possibilidades de carta com nimero e 4 possibilidades de carta

com letra, pelo principio fundamental da contagem, temos 4.9 = 36 maneiras.

Exemplo 2: Considere as cartas com os nimeros de 2 a 9. De quantas maneiras
podemos ter duas cartas, sendo uma carta de niimero primo e outra carta de um nimero
quadrado perfeito?

Solugdo:

Das cartas do baralho com os nimeros de 2 a 9, os nimeros primos sdo 2, 3,5e 7

e 0s quadrados perfeitos sdo 4 e 9. Observe o diagrama de possibilidades.

Fonte: elaborada pelo autor

Pelo Principio Fundamental da Contagem, temos 4 . 2 = 8 maneiras.



Fatorial

Nas resolugdes de problemas envolvendo Principio Fundamental da Contagem, é
comum aparecerem multiplicagdes envolvendo nimeros naturais consecutivos, como por
exemplo, 27.26.25; 4.3.2.1; 16.15.14; etc. na maioria das vezes é possivel escrever essas
multiplicagdes de uma forma resumida. Para isso, vamos estudar o fatorial de um ndmero
natural, que serd til na contagem dos agrupamentos que serdo estudados a seguir.

Chama-se fatorial de um ndmero natural n (indicamos por nl) a multiplicagdo de n

por seus antecessores até o fator 1, ou seja:

n=n-n—-1)-(n—2)-....-3-2-1

Exemplos:
31=3.2.1=6
4=4.3.2.1=24
51=5.4.3.2.1=120
Definimos 11=1e 0l = 1.
Conforme n aumenta, o valor de nl se torna muito maior e mais trabalhoso de se
calcular. Com isso podemos fazer algumas simplificagdes. Observe:
e 7127.6.5.4.3.2.1=7.6|
e 6l=6.5.4.3.2.1=6.5lo0uqainda6.5.4.3.2.1=6.5.4l

Os exemplos anteriores mostram que para fodo n € N femos:
n!'=n(n-1)!

11! . ’ .
Por exemplo, para calcular —, podemos desenvolver o fatorial do nimero maior (11)

até chegarmos ao fatorial do menor (8), ou seja:

11! 11.10.9.8!

? = gl =11.10.9 =990



Exemplo 1:

Calcule 7! - B!

Solugdo:
71=7.6.5.4.3.2.1=5040
51=5.4.3.2.1=120

Logo, 7! - 5! = 5040 - 120 = 4920

Exemplo 2:
9!
Calcule —.
Solugdo:
9! 9!
100 10-9!
Exemplo 3:
. er: ~ (n+3)!
Simplifique a expressdo o)

Solugdo:

(m+3)! (m+3)-(n+2)!

1

10

n+ 3

(n+2)! (n + 2)!



Aula 2

v' Duragdo: 1h40min

v" Conteldo:

e Permutagdes simples

v Objetivos:
e Conceituar permutagdes simples;

e Resolver problemas envolvendo permutagdes simples

v Metodologia:
e Apresentagdo da definigdo de permutagdes simples;

o Exemplificagdo usando cartas de um baralho;



Permutagoes simples

Quando temos agrupamentos que envolvam todos os elementos do conjunto, esses
agrupamentos sdo chamados de permutagdes simples. Seja n € N. Permutagdes simples
de n elementos distintos é qualquer agrupamento desses h elementos. Vamos calcular o
ndmero de permutagdes de n elementos. Para isso, vamos considerar que cada permutagdo
a ser obtida € feita em n etapas:

e 1% etapa: existem n possibilidades;
e 27 etapa: existem n - 1 possibilidades;

e 37 etapa: existem n - 2 possibilidades;

e enésima etapa: existe apenas 1 possibilidade.

Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de permutagdes simples
possiveis é:
n‘n—-1)-(n—2)-...-3:2-1=n!
Portanto, sendo Pn 0 nimero de permutagdes simples de n elementos, temos: Py =

nl.

Exemplo 1: Calcular P4 e Ps.
Solugdo:
Ps=41=4 3.2.1=-24
Ps=51=5.4.3.2.1=120

Exemplo 2: Considere as cartas do baralho: 2, 3, 4, 5 e 6. Quantas sequéncias
podemos formar com essas cartas do mesmo naipe?
Solugdo:
Temos todas as 5 cartas para formar uma sequéncia. Nesse caso, temos:
Ps=51=5.4.3.2.1=120

Como sdo 4 naipes, temos 4 . 120 = 480 sequéncias.

Exemplo 3: Quantos sdo os anagramas da palavra ROLETA?

Solugdo:



Anagramas sdo palavras que podem ser formadas a partir de uma, tendo sentido ou
ndo. Como a palavra tem 6 letras e todas distintas, o nimero de anagramas é calculado
por Ps = 6!, ou seja:

Pe=6=6.5.4.3.2.1=720

Exemplo 4: Considerando o exemplo anterior, quantos sdo os anagramas que
comegam por vogal?

Solugdo:

Como a palavra ROLETA tem 3 vogais, temos:

)

E

A

Se fixarmos as vogais, teremos 5 letras para serem permutadas, ou seja, teremos

Ps. Logo, o nimero de anagramas que comegam por vogal é:

3-Py=3-5!
3-P; =3-120
3-P; = 480

Exemplo 5: quantos sdo os anagramas da palavra POKER que comegam por
consoante e ferminam por vogal?
Solugdo:

A palavra tem 5 letras, sendo 2 vogais e 3 consoantes. Considere o esquema abaixo:

Temos 3 / \ Temos 2 vogais

consoantes que \ | que podem ser
podem ser Sobram 3 letras para serem escolhidas.
escolhidas. permutadas.

Logo, o nimero de anagramas que comegam por consoante e terminam por vogal é:
3xP3x2=3x3Ix2
=3x6x2=36



Exemplo 6: O blackjack é um jogo de cartas jogado em cassinos. O objetivo é

fazer 21 pontos com no minimo 3 cartas e no maximo 5. A figura mostra a pontuagdo das
cartas no blackjack.

Valor real das cartas no Blackjack

De quantas maneiras é possivel fazer 21 pontos, usando as
pontos?

cartas de 2, 9 e 10

Solugdo:

Para resolver esse problema, devemos considerar que:
1°) Temos 4 cartas de 2 e 4 cartas de 9, sendo uma de cada naipe;

2°) Para a carta de 10 pontos, temos as cartas 10, valete (J), dama (Q) e rei (K),
isto €, 4 cartas. Como sdo 4 naipes, temos 4 . 4 = 16.
3°) Essas 3 cartas se permutam entre si, isto €, femos Ps.
Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, temos:
4-4-16-P;=4-4-16"3!
4-4-16-P; =4-4-16-6
4-4-16-P; = 1536

Agora, se quisermos saber o nimero de anagramas da palavra BLACKJACK?

Observe que hd letras repetidas nessa palavra, que jd ndo se resolve por meio de

permutacdes simples e sim por meio de um agrupamento chamado permutagdo com

repetigdo, que serd estudado nas préximas aulas.



Aula 3

v' Duragdo: 1h40min

v" Conteldo:

e Arranjos simples

v Objetivos:
e Conceituar arranjos simples
e Fazer o cdlculo de arranjos simples

e Resolver problemas envolvendo arranjos simples

v" Metodologia:
e Apresentagdo da definigdo de arranjos simples:;

o Exemplificagdo usando cartas de um baralho.



Arranjos simples

Sejam n, p € N tais que p < n. Chamamos de arranjos simples de n elementos
tomados p a p, qualquer agrupamento de p elementos distintos, escolhidos entre os n
elementos dados. Os arranjos simples diferem pela ordem dos elementos. Ele € calculado
pelo produto dos p fatores consecutivos e decrescentes comegando por n. Indicando por
Anp 0 nimero de arranjos de n elementos fomados p a p, femos:

App=n-(n—1):(n—=2)-..-(n—p+1)

Multiplicando e dividindo por (n - p)!, femos:

Anp =n-(n—1)-(n—2)-...-(n—p+1)-(n_p)!
’ (n —p)!
A n(mn-1)-m-2)-..-n-p+1)-(n—p)-n—p—-1-..-1  nl
np ~ (n—p)! - (n-p)!
Logo:
n!
for = = p)
Exemplo 1: Calcular As, 2.
Solugdo:
Sendon=8ep=2, temos:
8! 8! 8.7.6!
A8,2 == 87 = 56

“8-2! 6 6

Exemplo 2: Determine x para que Ax:2 = 42.
Solugdo:
Usando a férmula dos arranjos simples, temos:

Ay, =42

x!
x—2)!
x*(x—1)-(x=2)!
(x —2)! =42

Xx-(x—1) =42
X2 —x =42

X2 —x—42=0

42

Resolvendo a equagdo do 2° grau acima, obtemos x = 7 e x = - 6. Como queremos X

e N, o valor x = - 6 ndo serve. Portanto, x = 7.



Exemplo 3: Das 52 cartas de um baralho, 3 sdo retiradas sucessivamente e sem
reposigdo. De quantas maneiras € possivel obter uma sequéncia de cartas?

Solugdo:

Como todas as cartas sdo distintas, e elas sdo retiradas sem reposicdo, o himero

de sequéncias de cartas é:

520 52! 52.51.50.49!

(52 —3)! 49! 491 52.51.50 = 132600

A52,3 =

Exemplo 4: Considere as cartas do baralho: 2, 3, 4, 5 e 6. Quantas sequéncias de
3 cartas podemos formar?

Solugdo:

Considere as sequéncias 235 e 253. Elas sdo diferentes, ou seja, 235 # 253. Com
isso, temos um caso de arranjo de 5 elementos tomados 3 a 3. Dai, o nimero de sequéncias
e.

50 51 5432

Ass = (5-3) 2! 21

=543 =60

Exemplo 5: Considerando o exemplo anterior, quantas sequéncias de cartas
iniciadas por nldmeros pares podem ser formadas?
Solugdo:

Queremos que a sequéncia comece por nimero par. Para isso, temos:

2___
4__
6___
Nesse caso, femos 3 . As2. Logo, a quantidade de sequéncias é:
4!
3:A4, =3
2 (4 —-2)!
4!
3 - A4'2 = 3 - z
4-3-2!
3 ) A4’2 = 3 ) 2!

3-A,, =343 =36



Exemplo 6: Das 13 cartas de um mesmo naipe, 4 sdo retiradas sem reposigdo. De
quantas maneiras € possivel formar uma sequéncia com essas cartas?
Solugdo: As cartas sdo distintas e sdo retiradas sem reposigdo. Logo o nimero de

sequéncia é:

13! 13! 13-12-11-10-9!

Exemplo 7: Em relagdo ao exemplo anterior, das 13 cartas de cartas de copas e 13
cartas de espadas, sdo retiradas 3 cartas de copas e 2 cartas de espadas sem reposigdo.
De quantas maneiras € possivel formar uma sequéncia de 3 cartas de copas e 2 cartas de
espadas?

Solugdo: As cartas sdo retiradas sem reposigdo. Temos que:

O ndmero de maneiras de retirar 3 cartas de copas é:

13! 13! 13-12-11-10!

— = = =13-12-11=1716
(13 -3)! 10! 10!

A13,3 =

O ndmero de maneiras de retirar 2 cartas de espadas é:

13! 13! 13-12-11!

(13-2)! 11! 11!

A13,2 =

Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de maneiras de formar

uma sequéncia de 3 cartas de copas e 2 cartas de espadas sem reposigdo é:

A13’3 - A13'2 = 1716 " 156 = 267696



Aula 4

v' Duragdo: 1h40min

v" Conteldo:

e Combinagdes simples:

v Objetivos:
e Conceituar combinagdes simples;
e Fazer o cdlculo de combinagdes simples;

e Resolver problemas envolvendo combinagdes simples.

v" Metodologia:
e Apresentagdo da definigdo de combinagdes simples:;

e Exemplificagdo usando cartas de um baralho.



Combinagoes simples

Sejam n, p € N tal que p < n. Chama-se combinagdes simples de n elementos
tomados p a p qualquer subconjunto formado por p elementos distintos, escolhidos entre
osn Eo agrupamento que ndo difere pela ordem dos elementos e sim pela natureza.

O cdlculo das combinagdes de n elementos tomados p a p, indicado por Cnyp, € feito
da seguinte maneira:
1°)Vamos determinar o nimero de agrupamentos ordenados (arranjos) formados

por p elementos distintos, escolhidos entre os n elementos:
n!
A =
P (n—p)!

2°)Vamos determinar o ndmero de sequéncias distintas que podem ser formadas

por p elementos (permutagdes de p elementos):
P, = n!
3°)Qualquer permutagdo dos elementos de uma sequéncia da origem a uma Unica

combinagdo, o nimero de combinagdes de n elementos tomados p a p é:
A

_ Snp
Cop = b
n!
(n —p)!
Cop =57
n!
o = G ppl



Exemplo 1: Calcular C75.
Solugdo:

Fazendon=7ep =5, temos:

7! 7! 7.6.5! 42

(7-5).50 2151 215" 2

C7s

Exemplo 2: Calcule x para que Cx2 = 10.
Solugdo:
Usando a formula de combinagdes simples, temos:
Cyp =10
x!
(x—2)!-2!
x (x—1)-(x—-2)!
(x—2)!- 2! =10
x'(x—1)
21
x-(x—1)=10-2
x? —x =20

x> —x—20=0

10

10

Resolvendo a equagdo do 2° grau acima, obtemos x = 5 e x = - 4. Como queremos X

e N, ndo serve x = - 4. Portanto, x = b.

Exemplo 3: No jogo de poker, o objetivo é completar uma sequéncia de 5 cartas.
Quantos jogos possiveis podem ser formados?
Solugdo:

Como queremos 5 das 52 cartas do baralho, o nimero de jogos possiveis é:

52! 52! 52.51.50.49.48.47!

Cs25 =525y 8l 47181~ 47154321 2208960




Exemplo 4: No jogo de poker, existe uma sequéncia de cartas chamada full house,
que € uma combinagdo de um trio de cartas de mesmo valor com um par de cartas também

de mesmo valor. A figura mostra um exemplo de full house, formada por trés as e dois

YV | &
*aAl’al’al*71%

De quantas maneiras é possivel formar uma sequéncia de full house?

setes.

Solugdo:

Existe 13 valores para o trio e 12 valores para o par. Dentre as cartas de mesmo
valor, o nimero de maneiras de calcular a trinca € dado por Cs3 e o nimero de maneiras

de calcular o par é dado por Cs2. Portanto:

c 4! 4.3!
374 —-3)131 1131
4 4.3.2!

C4’2 = = = 6

(4—2)121 212

Logo, o nimero de maneiras € 13 .12 . 4 . 6 = 3744,

Exemplo5: Sorteando simultaneamente 5 cartas, determine:
a) o nimero de maneiras distintas de ocorrer o resultado do sorteio.

b) o ndmero de formas distintas é possivel escolher as quatro cartas de

ouros.

c)o nimero de formas distintas de obter trés espadas e duas copas.

Solugdo:

a) Como ndo estamos levando em consideragdo a ordem das cartas, o nimero

de maneiras é:
52! 52! 52:-51:-50-49-48-47!

Cepe = = = = 2598960
5257 (52 —5)!I-5!1  471-5] 471-5-4-3:2-1

b) Temos 13 cartas de ouros. O nimero de maneiras é:



c. __ 13 _ 130 _13-12-11-10-90 o
1347 (13 —-4)-41" 91-41"  91-4-3-2-1

c)Temos 13 cartas de espadas e 13 cartas de copas. Temos que:

o nimero de maneiras de escolher 3 cartas de espadas é:

13! 13! 13-12-11-10!

Cizz = = = = 286
1337 (13-3)-3!" 10!-3! 10!-3-2-1

O nimero de maneiras de escolher 2 cartas de copas é:

N 13! _ 13t 13-12-110
1327 (13 -2)-21 111-20 111-2-1

Assim, pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de maneiras de

escolher 3 copas e 2 espadas ¢ 286 . 78 = 22308



Aula 5

v' Duragdo: 1h40min

v" Conteldo:

e Permutagdo com repetigdo

v Objetivos:
e Conceituar permutagdo com repetigdo

¢ Resolver problemas envolvendo permutagdo com repetigdo

v Metodologia:
e Apresentagdo da definigdo de combinagdes simples:;

o Exemplificagdo usando cartas de um baralho.



Permutagdo com repetigdo

Considere o conjunto M = {ai, ay, ..., a1, @z, @z, ..., @z, ..., an} tal que:
e aiserepete nivezes;
e a2 serepete nz vezes;

® anSerepete n,vezes

O ndmero de permutacdes de n elementos nessas condi¢des, indicado por P+ 2",

('V_\

n!

Pnl,nz,..,nn —
n
ny!ny!leony!

Exemplol: O blackjack € um jogo de cartas utilizado em cassinos. Quantos sdo os
anagramas da palavra BLACKJ ACK?
Solugdo:

A palavra tem 9 letras, sendo que as letras A, C e K se repetem (2 vezes cada).

Portanto, o ndmero de anagramas é:

p222 _ 9" 9.87.6543.2!

= = = 9.8.7.6.5.3 = 45360
9 21.21.2! 21.2.1.21

Exemplo 2: Em um jogo de blackjack, o objetivo é fazer 21 pontos. A figura mostra

os valores das cartas.

Valor real das cartas no Blackjack

De quantas maneiras € possivel fazer 21 pontos com 3 cartas, sendo uma carta de

as (A) e 2 cartas de 10 pontos?



Solugdo:

Para resolver esse problema, devemos considerar que:

1°) Temos 4 ases, sendo um de cada naipe (ds, ouros, paus e espadas), em que nesse
caso o ds vale 1 ponto;

2°) As cartas que valem 10 pontos sdo: 10, J, Q e K. Como sdo 4 naipes, temos 4.4
= 16 cartas;

3°) A proxima carta de 10 pontos ndo pode ser a mesma que a anterior. Ou seja,
temos agora 15 cartas;

4°) Essa combinagdo gera uma permutagdo com repetigdo. Por exemplo, podemos
ter uma trinca formada por um as e dois 10 (ndo levando em consideragdo o naipe). Ou
seja, temos 3 cartas com duas repetigoes, que podem permutar entre si, que vamos
indicar por Pf.

Portanto, pelo Principio Fundamental da Contagem, o ndmero de maneiras é:

3!
4.16.15.Pf = 960.5 = 2880

Exemplo3: E se o jogador quiser fazer 21 pontos com 5 cartas, sendo 3 as e 2
noves, de quantas maneiras é possivel?

Solugdo:

Para resolver esse problema, devemos considerar que:

1°) Sdo 4 ases, 1 de cada naipe;

2°) Para o primeiro as, femos 4 possibilidades;

3°) Para o segundo ds, temos 3 possibilidades;

4°) Para o terceiro as, femos 2 possibilidades;

5°) Sdo 4 noves, também 1 de cada naipe;

6°) Para o primeiro 9, sdo 4 possibilidades;

7°) Para o segundo 9, sdo 3 possibilidades;

8°) Desconsiderando os naipes, as cartas de ds e 9 se repetem 3 e 2 vezes,
respectivamente. Com isso, femos 5 cartas com 3 e 2 repeti¢des que podem permutar
entre si e indicamos por P2*;

9°) Por exemplo, podemos ter (A, A, A,9,9)ou (A, 9, A 9, Aou(9 9 A A A),
etc.

Portanto, pelo Principio Fundamental da Contagem, o ndmero de maneiras é:



5! 5.4.3!

4.3.2.4.3.P>% = 288.ﬁ = zss.ﬁ = 288.10 = 2880

Exemplo 4: No jogo de blackjack, se tivermos as cartas 2, 3 e 6, de quantas
maneiras ¢ possivel fazer 21 pontos:

a) com 4 cartas?

b) com 5 cartas?

Solugdo:

a) Inicialmente, temos as cartas 2, 3 e 6, que valem, respectivamente, 2, 3 e 6
pontos, totalizando 11. Para fazer 21 pontos, € necessadrio ter mais uma carta que vale 10
pontos que sdo o 10, o valete (J), a dama (Q) e o rei (K).

Para isso, temos que na 1%, 2% e 3? cartas, temos 4 possibilidades cada, pois
estamos levando em consideragdo os 4 naipes.

Para a 4® carta, temos 16 possibilidades, pois sdo as quatro cartas de 10 pontos e
0s quatro naipes.

Essas 4 cartas se permutam entre si, logo temos Ps. Logo, pelo Principio
Fundamental da contagem, temos:

4-4-4-16-P, = 24576

Logo, o nimero de maneiras é 24576

b) Para fazer 21 pontos com 5 cartas, sendo inicialmente com as cartas 2, 3 e 6,
devemos considerar os seguintes casos:

1°) as cartas 2, 3, 6,9 e A, onde o as vale 1 ponto.

Para cada uma dessas cartas, femos 4 possibilidades. Essas cartas se permutam
entre si, ou seja, femos Ps. Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de
maneiras é:

4-4-4-4-4-P;=122880

2°) as cartas 2, 3, 6 e duas cartas de 5.

Para as cartas 2, 3 e 6, temos 4 possibilidades. Para as cartas de 5, temos 4
possibilidades para o primeiro cinco e 3 possibilidades para o segundo, desconsiderando
0s naipes. Com isso, temos 5 cartas com duas repetigoes, que podem permutar entre si,
ou seja, temos PZ. Logo, pelo Principio Fundamental da Contagem, o nimero de maneiras
e.

s 4 5! 5-4-3-2!
4-4:4-43:PF =43 =256"3————=7685 43 =46080



3°) uma carta de 2, duas cartas de 3 e uma carta de 6.

Nesse caso, precisariamos de uma carta de 7 e de modo andlogo ao caso anterior,
temos 46080 maneiras.

4°) duas cartas de 2, uma carta de 3, e uma de 6.

Nesse caso, precisariamos de uma carta de 8 e de modo andlogo aos 2° e 3° casos,
temos 46080 maneiras.

5°) uma carta de 2, uma de 3 e duas de 6.

Nesse caso, precisariamos de uma carta de 4 e de modo andlogo aos 2°, 3° e 4°

casos, temos 46080 maneiras.

Logo, o nimero total de maneiras de se fazer 21 pontos com 5 cartas sendo as

cartas 2, 3 e 6 € 122880 + 4 x 46080 = 307200.



Aula 6

v" Duragdo: 1h40min

v" Conteldo:

e Probabilidade

v Objetivos:
e Conceituar probabilidade

e Calcular a probabilidade de um evento

v Metodologia:
e Apresentagdo da definigdo de probabilidade;

o Exemplificagdo usando cartas de um baralho e roleta.



Probabilidade

A probabilidade € o estudo das chances de ocorréncia de um resultado, que sdo

V4

obtidas pela razdo entre os casos favordveis e os casos possiveis. E por meio de uma

probabilidade, por exemplo, que podemos saber a chance de se obter cara ou coroa num

langamento de uma moeda.

Dentro do estudo da probabilidade, existem algumas definigoes que sdo

fundamentais na sua compreensdo e ho cdlculo. Sdo elas:

Experimento aleatorio - € qualquer experimento que pode apresentar
resultados diferentes, quando repetido nas mesmas condigoes. Exemplos:
jogar uma moeda e observar a face superior; jogar um dado e observar a

face de cima.

Espago amostral - € o conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatdrio. Exemplo: Ao langar uma moeda, a face superior pode
aparecer cara (c) ou coroa (k). Sendo S o espago amostral, temos que S = {c,
k} e n(S) = 2, onde n(S) é definido como o nimero de elementos do espago

amostral.

Evento - € qualquer subconjunto do espago amostral. Exemplo: Considerando
uma urna que contém 11 bolas numeradas de 1 a 11, temos o seguinte espago
amostral: S={1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11}. Um exemplo de evento é a
"ocorréncia de um nimero par”. Indicando por A esse evento, temos A = {2,

4,6,8,10} e n(A) = 5.

Em um experimento aleatério, no qual S € o espago amostral, a probabilidade de

ocorrer um evento E qualquer é o nimero p(E), dado por:

onde:

E
p(E) = %

« n(E) é o nimero de casos favordveis (onde E € o evento que desejamos que ocorra)

e.



* n(S) € o nimero de casos possiveis.

Observagoes:
« SeE=UJ,entdop(E)=0eseE=S5,entdo p(E) = 1. Com isso, a probabilidade de
ocorrer um evento E qualquer € um ndmero maior ou igual a zero e menor ou igual

al, ouseja, O<p(E)<1.

- E bastante comum representar uma probabilidade na forma de porcentagem.

Portanto, podemos dizer que 0% < p(E) < 100%.

Exemplo 1:

A roleta é um jogo em que consiste em uma roda giratéria com os nimeros de O a
36. Qual a probabilidade de o nimero sorteado ser um mdltiplo de 7?

Solugdo:

Temos que o espago amostral € formado pelos nimeros de O a 36, num total de 37.
Ou seja, o nimero de casos possiveis é 37 e indicamos por n(S) = 37.

O evento "ser mdltiplo de 7" é formado pelos nimeros O, 7, 14, 21, 28 e 35,
totalizando 6. Ou seja, o ndmero de casos favoradveis é 6 e indicamos por n(E) = 6.

Sendo p a probabilidade de o ndmero sorteado ser miltiplo de 7, temos que:

n(E) 6

p(E)=WS)—§

Exemplo 2:

Num jogo de roleta, qual a probabilidade de o nimero sorteado ser um divisor de
8?

Solugdo:

Temos que o nimero de casos possiveis ¢ 37, ou seja, n(S) = 37.

O evento "ser divisor de 8" é formado pelos nimeros 1, 2, 4 e 8, num total de 4
ndmeros. Ou seja, o himero de casos favordveis é 4 e indicamos por n(E) = 4.

Logo, a probabilidade de o nimero sorteado ser um divisor de 8, indicado por p, é:

n(E) 4

p(E)=m—§



Exemplo 3:
Das 52 cartas de um baralho, uma é sorteada ao acaso. Qual a probabilidade
da carta sorteada ser:
a) um naipe de copas?
b) um rei?
c)uma dama de ouros?
Solugdo:
Em todos os itens, o espago amostral € 52 e indicamos por n(S) = 52.
a) Para o naipe de copas, femos as sequintes cartas: A, 2,3,4,5,6,7,8,9,

10, J, Q e K, totalizando 13 cartas e termos n(E) = 13. Logo, a probabilidade é:

n(E) 13 1

p(E)=m—§=Z

b)Para a carta sorteada ser rei, temos 4, uma para cada haipe e temos n(E)
= 4. Logo, a probabilidade é:

n(E) 4 1

p(E)=m—§=E

c)Para a carta sorteada ser dama de ouros, temos uma Unica possibilidade e

indicamos por n(E) = 1. Logo, a probabilidade é:

n(E) 1

p(E)=®—5—2

Exemplo 4:
Das 52 cartas de um baralho, duas cartas sdo sorteadas ao acaso. Qual a
probabilidade de as cartas sorteadas serem:
a) paus?
b) um valete e um rei?
Solugdo:
Como sdo duas cartas sorteadas simultaneamente, o espago amostral serd o

ndmero de maneiras de retirar duas cartas, que sera calculado por:
o ___ 52 521 _52:51:50!_ 5251
227 (52 —2)1-21 50!-2! 50!-2-1 ~ 2-1
Ou seja, n(S) = 1326

= 1326



a) O nimero de maneiras de se retirar duas cartas de paus serd calculado
por:

— 13! _ 13t 13-12-111 13-12
132713 -2)1-21 " 111-21° 111-2-1 2.1

Ou seja, n(E) = 78. Logo, a probabilidade é:
_nE) 78 1
P=0h) " 1326 17
b) Temos 4 cartas de valete e 4 cartas de rei. O nimero de maneiras de se

retirar cada uma dessas cartas é:

_ 41 4l 4:31
S @G-D'-1 3.1 3.1

C4-,1

Isto €, temos 4 maneiras de retirar uma carta de valete e 4 maneiras de
retirar uma carta de rei. Pelo Principio Fundamental da Contagem, temos 4 . 4 = 16 e n(E)

= 16. Logo, a probabilidade é:

_n(E) 16 8
P=10(S) T 1326~ 663




Aula 7

v' Duragdo: 1h40min

v" Conteldo:

e Probabilidade

v Objetivos:
e Conceituar eventos complementares;
e Calcular a probabilidade de um evento complementar:;
e Conceituar unido de dois eventos;
e Calcular a probabilidade da unido de dois ou mais eventos (adigdo de

probabilidades)

v Metodologia:
e Apresentagdo da definigdo de eventos complementares;
e Apresentagdo da definigdo de unido de dois eventos;

o Exemplificagdo usando cartas de um baralho e roleta.



Eventos complementares

Seja A um evento qualquer. Chama-se evento complementar de A, indicado por A
ou A%, 0 evento em que A ndo ocorre. A soma da probabilidade de um evento A (p(A)) com
a probabilidade de um evento complementar (p(A)) € igual a 1, ou seja:

p(A) +p(A) =1

Demonstragdo:

Sabendo que AUA=EeANnA=@, temos:

n(A) + n(A) = n(E)
Dividindo a igualdade por n(E), tal que n(E) # O:
n(A) n(A) n(E)
n(E) n(E) n(E)
p(A) +p(A) =1

Exemplo 1:
Num jogo de roleta, qual a probabilidade de o nimero sorteado ndo ser
multiplo de 6?
Solugdo:

Seja A o evento ser mlltiplo de 6. Temos: E = {0, 6, 12, 18, 24, 30, 36}. Dai,

7
37°

n(E) = 7 e n(S) = 37. Portanto, a probabilidade é p(E) = Como queremos que o nimero

sorteado ndo seja multiplo de 6, indicaremos por E. Com isso, temos:

p(E) +p(E) =1

7 _
g‘l‘p(E): 1
_ 7
p(E) = 1‘@
_ 30
p(E) =

37



Exemplo 2:
Num baralho de 52 cartas, uma carta é sorteada ao acaso. Qual a
probabilidade de a carta sorteada ndo ser um ds?
Solugdo:
Temos quatro cartas de ds. Logo, a probabilidade é 54—2 = % Logo, a probabilidade

de a carta ndo ser de ds é:

) 1 12
13 13

Unido de eventos

Considere A e B dois eventos de um mesmo espago amostral S. Da Teoria dos

Conjuntos, temos:

ANB

n(AUB) =n(A) + n(B) —n(ANnB)
Dividindo membro a membro por n(S) = O, temos:
n(AUB) n(A)  n(B) 3 n(A N B)
n(S) n(S) n(S) n(S)
p(AUB) = p(A) +p(B) —p(ANB)

Essa igualdade é conhecida como teoria da adi¢do de probabilidades.

Observagdo: Se A N B = J, dizemos que os eventos A e B sdo mutuamente

exclusivos e p(A U B) = p(A) + p(B).



Exemplo 1:
Num jogo de roleta, qual a probabilidade de o nimero sorteado ser divisor
de 36 ou um quadrado perfeito? Lembrando que na roleta sdo 37 nimeros, de O a 36.
Solugdo:
Sejam os eventos A "ser divisor de 36" e B "ser um quadrado perfeito”. Temos:
A={1,2,3,4,6,9,12,18,636},n(A) = 9, p(a) = —
B={0,1,4,9,16,25,36},n(B)=7,p(B) =—

AmB={1,4,9,36},n(AmB)=4,p(AnB)=i7

3

Logo, a probabilidade de o nimero sorteado ser divisor de 36 ou um quadrado
perfeito, indicado por p(AUB), é:
p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANB)

9 7 4

p(AUB) =3—7+3—7—3—7
12
p(AUB) :3—7

Exemplo 2:

De um baralho de 52 cartas, qual a probabilidade de a carta sorteada ser
um ndmero primo ou miltiplo de 4?

Solugdo:

Sejam os eventos A “ser nlimero primo” e B "ser multiplo de 4". Temos:

Os nilmeros primos na carta do baralho sdo 2, 3, 5 e 7. Como sdo 4 naipes,

temos ao todo 16 cartas. Dai, n(A) = 16 e p(A) = g

Os mdltiplos de 4 na carta do baralho sdo 4 e 8. Como sdo 4 naipes, temos

ao todo 8 cartas. Dai, n(B) = 8 e p(B) = 58—2

Observe que A "N B = ¢, ou seja, os eventos A e B sdo mutuamente exclusivos
e p(AnB) = 0. Logo, a probabilidade é:

p(AUB) =p(A) + p(B)

(AuB)_16+ 8 24 6
p ~52752 52 13



Aula 8

v' Duragdo: 1h40min

v" Conteudos:
e Andlise combinatéria;

e Probabilidade

v Objetivos:
e Calcular o nimero de permutagdes simples;
e Calcular o nimero de arranjos simples;
e Calcular o nimero de combinagdes simples;
e Calcular a probabilidade de um evento;
e Calcular a probabilidade de um evento complementar;
e Calcular a probabilidade da unido de dois eventos
e Estimular os alunos a usar a tecnologia ho ensino de matemdtica;
e Mostrar que pode ser prazeroso estudar fora do ambiente escolar usando

recursos techoldgicos

v Metodologia:
e Revisdo do conteldo de andlise combinatéria;
e Revisdo do conteldo de probabilidade;
e Apresentagdo do aplicativo CASMATH.
o Utilizagdo do aplicativo CASMATH



Exercicios de revisdo do conteldo de andlise combinatdria e probabilidade

1)Dadas as 52 cartas de um baralho, de quantas maneiras eu posso ter duas cartas
sendo uma carta de nimero impar e uma carta com consoante?

Solugdo: Como eu tenho 4 possibilidades de carta com nidmero impar de cada haipe
e 3 cartas com consoante fambém de cada naipe, pelo principio fundamental da contagem,
temos 4 . 3 = 12 maneiras em cada naipe. Mas como as cartas do baralho tem 4 naipes, o

ndmero de maneiras é 12 . 4 = 48 maneiras.

2)Considere as cartas com os nimeros de 2 a 10. De quantas maneiras podemos ter
duas cartas, sendo a segunda carta o dobro da primeira do mesmo naipe?
Solugdo: Temos as seguintes possibilidades: (2, 4), (3, 6), (4, 8) e (5, 10). Logo,

temos 4 maneiras.

3)Num jogo de blackjack, de quantas maneiras é possivel fazer 21 pontos usando
as cartas de 6, 7 e 8 pontos?

Solugdo: Temos 4 cartas de 6 pontos (1 em cada naipe). De modo andlogo, temos 4
cartas de 7 pontos e 4 cartas de 8. Essas trés cartas se permutam entre si, ou seja,

temos Ps. Logo, pelo principio fundamental da contagem, temos:

4:4-4-P;=64-3-2-1=384

4)Considere as cartas do baralho do 2 ao 9.

a)Quantas sequéncias de 3 cartas podemos formar do mesmo naipe?

b)Quantas sequéncias de 3 cartas podemos formar utilizando todos os naipes?

Solugdo:

a)Considere as sequéncias 467 e 476. Elas sdo diferentes, ou seja, 467 ¢ 476. Com
isso, temos um caso de arranjo de 8 elementos tomados 3 a 3. Dai, o himero de sequéncias
e.

8 8 8:7-6-5!

A8'3:(8—3)!:§_ 51

=8-7-6=336

Temos 4 naipes. Logo, o resultado desejado é 4 . 336 = 1344,



b) Considere as sequéncias 4 de paus, 6 de ouros e 7 de copas e a sequencia 4 de
ouros, 6 de ouros e 7 de copas. Elas sdo diferentes, ou seja, a escolha de naipes
diferentes ddo sequéncias diferentes. Com isso, femos um caso de arranjo de 4 . 8 = 32

elementos tomados 3 a 3. Dai, o hdmero de sequéncias é:
32! 32!_ 32-31-30-29!

(32—3)! 29! 29!

A32,3 =

5)No jogo de poker, existe uma combinagdo de cartas chamada flush, formada por
cinco cartas do mesmo naipe que ndo estejam em sequéncia. A figura abaixo mostra um

exemplo de um flush.

%1% % %

De quantas maneiras é possivel formar um flush?

Solugdo: Sdo 13 cartas de um naipe. Portanto, o ndmero de maneiras de escolha é:

13! 13! 13-12-11-10-9-8!

Cinc = = = = 1287
1357 (13 -5)1-51 " 8!-5! 81:5-4-3-2-1

Dentro das 1287 maneiras, temos 10 que sdo sequéncias. Por exemplo, A, K, Q, J e 10.
Dai, o nimero de maneiras € 1287 - 10 = 1277. Como sdo 4 naipes de um baralho, o nimero

de maneiras de formar um flush é 4 x 1277 = 5108.

6)Em um jogo de roleta, os nimeros vdo do O ao 36. Qual a probabilidade de sair um

ndmero mdltiplo de 82

Solugdo: Do 0 ao 36, temos 37 nimeros. Desses, sdo miltiplos de 8: 0, 8, 16, 24 e 32,

totalizando 5 nimeros. Logo, a probabilidade é %



7)Em um jogo de roleta, considerando os nimeros de O a 36, qual a probabilidade de sair

um ndmero que ndo é um quadrado perfeito?

Solugdo: Temos que os nimeros que sdo quadrados perfeitos sdo: 0, 1, 4, 9, 16, 25 e 36,

ou seja, 7 nimeros. Dai, temos que a probabilidade de sair um quadrado perfeito é 3—77 Mas

queremos o contrdrio, ou seja, que ndo seja quadrado perfeito. Logo, a probabilidade é:

) 7 30
37 37



O aplicativo CASMATH

O Casmath é um aplicativo que foi criado a partir do MIT App Inventor. Ele
consiste em um quiz, um jogo de perguntas e respostas envolvendo andlise combinatéria
e probabilidade usando alguns dos mais famosos jogos de cassino como roleta, poker e
blackjack. A medida que o jogador (aluno) vai respondendo uma pergunta de forma
correta, uma nova pergunta com um nivel de dificuldade maior serd apresentada ao aluno.

O Casmath pode ser baixado por meio de um telefone celular ou tablet de forma
gratuita. Para baixar o Casmath, vocé deverd entrar na Play Store do seu celular ou tablet
e digitar o nome do aplicativo.

Depois de baixado, aparecerd a tela inicial, como na figura abaixo.

11 @] <

Ao clicar em SIM, vocé ird acessar as opgdes de jogo, conforme figura seguinte.

Caso contrdrio, vocé saird do aplicativo.
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Cada jogo contém 4 questdes objetivas em que o aluno sé poderd escolher uma
dnica opgdo. Caso ele acerte a opgdo, ele ird para a questdo seguinte. Caso contrdrio, ele
poderd verificar a resposta ou sair do aplicativo.

Ao escolher um dos jogos, aparecerd a sequinte tela, conforme as figuras.
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Ola. Seja bem vindo ao jogo de poker. Ol&. Sé‘i?bé gy

O objetivo do jogo € obter a melhor

combinagao de 5 cartas.

Jh Lydeeed

Em cada jogo, se o jogador clicar em SIM, aparecerd as questdes com as

alternativas. Caso contrdrio, ele voltarad para a tela anterior.

Veja, por exemplo a primeira questdo do jogo de roleta, de acordo com a figura.

1219aGG *
Roleta Q1
A roleta € uma roda numerada de 0 a 36, onde os

niimeros sdo escolhidos pelos apostadores.

(©7/37 N
(D)8/37




Caso ele erre a questdo, aparece a seguinte mensagem:

Infelizmente vocé errou.

O que vamos fazer?

Tentar novamente pr—

Tentar depois

Ver a resposta

/7 N\
v v

I o <

O aluno poderd escolher as opgdes "Tentar novamente”, “Tentar depois” ou "Ver a
resposta”. Caso ele tente novamente, ele retornard a questdo e marcard novamente a
alternativa até a acertar. Caso ele escolha tentar depois, voltard a tela inicial do jogo.
Caso ele escolha ver a resposta, aparecerd a resolugdo da questdo e a sua resposta. A

figura abaixo mostra a tela de "Ver a resposta”.

Resposta QR1

Como os numeros sdo de 0 a 36, temos, ao todo,

37 nimeros. Portanto, o espago amostral é 37,

s
Sair do jogo
[ -

2

Observe que aparece as opgdes "Ir para a questdo 2" e "Sair do jogo". Ou seja, o

aluno poderd escolher ir para a questdo seguinte ou sair do jogo ou do aplicativo.



Caso ele acerte a questdo, aparecerd a seguinte imagem.

Ir para a questéo 2

Sair do jogo

Na dltima questdo, se o aluno acertar a questdo, ele poderd ir para os jogos

restantes ou sair do aplicativo, conforme mostra a figura.

Ir para o jogo de poker

Ir para o jogo de blackjack

Sair do jogo




Conversa Final com o Leitor

Prezado leitor, espero que este trabalho possa ser aproveitado nas suas aulas.
Quando abordamos os jogos de cassino e o aplicativo Casmath, nosso objetivo foi tornar
fdcil o ensino de andlise combinatdria e probabilidade.

Durante o processo, ndo sé destacamos a importdncia dos jogos e das tecnologias
no ensino como também foram criadas situacdes envolvendo andlise combinatéria e
probabilidade. Além disso, queremos destacar o aplicativo Casmath, que é uma
ferramenta que visa motivar o aluno a estudar matemdtica tanto dentro quanto fora da
sala de aula, algo tdo dificil atualmente.

Gostariamos que tanto o aplicativo como as aulas planejadas fossem aplicadas no
maior nimero de sala de aula possivel e que o professor responsdvel pela aplicagdo se
sinta a vontade em entrar em contato conosco fazendo sugestdes e criticas para que os
produtos possam ser melhorados sempre visando o beneficio dos alunos que é a grande
razdo deste trabalho.

Aos professores interessados em aplicar este trabalho em sala de aula, se
desejarem entrar em contato conosco, estamos disponibilizando o seguinte e-mail para

contatos profissionais: Icnsf@yahoo.com.br.
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