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1 Introducao

Esta sequéncia didatica ¢ um produto educacional integrante da dissertagao de mestrado
intitulada: OS TEOREMAS DE PTOLOMEU E MENELAUS, DEMONSTRACOES E APLI-
CACOES. Tem como base o plano de disciplina eletiva, presente na mesma dissertacio, a qual
¢ dividida em 22 (vinte e dois) encontros baseados na realidade da escola em que esté sendo
aplicada, cada encontro equivale a 2 horas/aula. Essa sequéncia didatica refere-se as aulas (ou
encontros) de nimero 15 e 16 da disciplina eletiva, neste contexto vale ressaltar que os alu-
nos ja devem ter visto os contetdos referentes as aulas anteriores como também acesso a uma
aula introdutoéria ao software GeoGebra. Visamos abordar de forma detalhada os conceitos de
quadrilateros inscritiveis, bem como o Teorema de Ptolomeu, trazendo relevancia e contextu-
alizacao para o Ensino Médio. Estes temas contribuem de forma significativa para o estudo
da geometria, favorecendo a compreensao de propriedades e relacoes entre figuras geométricas,
além de possibilitar a aplicacao desses conceitos em problemas, os presentes nessa sequéncia
sao de autoria propria.

1.1 Contextualizacao e importancia do tema no Ensino Médio

A geometria é um ramo da matematica fundamental presente no curriculo do Ensino
Meédio, e o estudo dos quadrilateros inscritiveis, assim como o Teorema de Ptolomeu, pode de-
sempenhar um papel na formagao matematica dos estudantes, fortalecendo os conhecimentos
prévios estudados no Ensino Fundamental e estimulando novas aprendizagens. Esses contetidos
proporcionam a compreensao das propriedades e relagoes entre os elementos geométricos, de-
senvolvendo o raciocinio logico dedutivo e a capacidade de elaborar demonstragoes coerentes.
Além disso, contribuem para a visualizacao e representagao geométrica dos problemas, habili-
dades essenciais nao apenas para a compreensao da matemética, mas também para a formacao
integral dos estudantes.

2 Objetivos

2.1 Geral

O objetivo geral desta sequéncia didatica é proporcionar aos estudantes do Ensino Mé-
dio uma compreensao aprofundada sobre quadrilateros inscritiveis, bem como o Teorema de
Ptolomeu. Pretende-se que, ao final das aulas, os alunos sejam capazes de identificar e di-
ferenciar esses tipos de quadrilateros, compreender suas propriedades e aplicar o Teorema de
Ptolomeu para resolver problemas envolvendo relagoes métricas em figuras geométricas. Além
disso, busca-se promover o desenvolvimento das habilidades e competéncias matematicas es-
tabelecidas na Base Nacional Comum Curricular - BNCC, contribuindo para a formacao dos
estudantes.

2.2 Especificos

Espera-se que os alunos serao habilitados a:

e Definir o que é um quadrilatero inscritivel e reconhecer as suas principais caracteristicas;
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e Compreender e descrever as propriedades especificas dos quadrilateros inscritiveis, como
a soma dos angulos opostos ser igual a 180°;

e Identificar quadrilateros inscritiveis em diversas figuras geométricas e situagoes praticas;

e Aplicar critérios matematicos para determinar se um quadrilatero é inscritivel, como
verificar a soma dos angulos opostos;

e Resolver problemas matematicos que envolvem célculos e propriedades de quadrilateros
inscritiveis;

e Desenhar quadrilateros inscritiveis e aplicar o Teorema de Ptolomeu utilizando instru-
mentos de construgao geométrica, como régua e compasso;

e Explorar quadrilateros inscritiveis e o Teorema de Ptolomeu utilizando softwares de geo-
metria dindmica, como GeoGebra, para visualizar, manipular e compreender as proprie-

dades;
e Enunciar o Teorema de Ptolomeu e entender sua formulagao matemaética;

e Aplicar o Teorema de Ptolomeu para resolver problemas envolvendo quadrilateros inscri-
tiveis;

e Explorar a relagao entre o Teorema de Ptolomeu e outras propriedades de quadrilateros
inscritiveis e figuras geométricas relacionadas;

e Aprender sobre a historia e o contexto historico do Teorema de Ptolomeu;

e Desenvolver habilidades de pensamento critico, analitico e investigativo.

3 Referenciais Teoéricos

Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) para o Ensino Médio, a Matematica é
vista como um campo do conhecimento que possibilita a compreensao do mundo, a investi-
gacao de fendmenos do cotidiano e o desenvolvimento do raciocinio l6gico. No contexto dos
quadrilateros inscritiveis e circunscritiveis e do Teorema de Ptolomeu, a BNCC destaca a im-
portancia de explorar e compreender as relagoes entre elementos geométricos, as propriedades
dos quadrilateros e a aplicacao de teoremas, o que contribui para a formacao de estudantes
criticos e reflexivos, capazes de argumentar e tomar decisoes fundamentadas.

3.1 BNCC - Base Nacional Comum Curricular

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento normativo que define
as diretrizes e expectativas de aprendizagem para os estudantes da educacgao bésica no Bra-
sil. Elaborada pelo Ministério da Educagao (MEC) e homologada em 2017, a BNCC busca
garantir que todos os alunos tenham acesso a uma educacao de qualidade. Ela estabelece os
conhecimentos, competéncias e habilidades que os estudantes devem desenvolver ao longo das
etapas de ensino, da educacao infantil ao ensino médio. No contexto do ensino médio, a BNCC
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tem como objetivo preparar os jovens para o exercicio da cidadania e para o mundo do traba-
lho, promovendo uma formacao integral que abrange tanto as areas de conhecimento quanto o
desenvolvimento de competéncias socioemocionais.

As competéncias e habilidades na BNCC sao conceitos centrais que orientam o processo
de ensino-aprendizagem. Competéncias sao definidas como a capacidade de mobilizar conhe-
cimentos, habilidades, atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana,
do exercicio da cidadania e do mundo do trabalho. Elas envolvem uma combinacao de conhe-
cimentos tedricos e praticos, e seu desenvolvimento é essencial para a formacao integral dos
estudantes. Habilidades, por sua vez, referem-se a aptidoes especificas que os estudantes de-
vem adquirir para desempenhar determinadas agoes ou resolver problemas. Essas habilidades
sao componentes das competéncias e estao distribuidas de maneira a permitir uma progressao
continua e articulada ao longo dos anos escolares.

3.1.1 COMPETENCIAS ESPECIFICAS

3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus campos — Arit-
mética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e Estatistica —, para interpre-
tar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade
dos resultados e a adequacao das solucoes propostas, de modo a construir argumentacao con-
sistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de representa-
¢ao matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugao e
comunicagao de resultados de problemas, de modo a favorecer a construgao e o desenvolvimento
do raciocinio matematico.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matemaéticas, empregando recursos e estratégias como observagao de padroes, experimentacoes
e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou nao, de uma demonstragao cada vez mais
formal na validacao das referidas conjecturas.

3.1.2 HABILIDADES

(EM13MAT308) Resolver e elaborar problemas em variados contextos, envolvendo tri-
angulos nos quais se aplicam as relagoes métricas ou as nocoes de congruéncia e semelhanca.

(EM13MAT406) Utilizar os conceitos béasicos de uma linguagem de programagao na
implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.

(EM13MAT512) Investigar propriedades de figuras geométricas, questionando suas con-
jecturas por meio da busca de contraexemplos, para refuta-las ou reconhecer a necessidade de
sua demonstracao para validagao, como os teoremas relativos aos quadrilateros e triangulos.

4 Desenvolvimento

No primeiro encontro, sera apresentado o conceito de quadrilateros inscritiveis, desta-
cando as propriedades que possuem. Serao explorados exemplos e construgoes desses quadrila-
teros. Ja no segundo encontro, o foco sera o Teorema de Ptolomeu, apresentando um pouco do
seu contexto histérico, sua demonstragao e aplicagao na resolucao de problemas envolvendo qua-
drilateros inscritiveis. Serao propostos exercicios praticos para que os estudantes desenvolvam
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a habilidade de aplicar o teorema em situagoes diversas, consolidando assim o aprendizado.

4.1 Encontro 1: Quadrilateros inscritiveis
4.1.1 Toépicos Preliminares
Angulo:

Angulo é uma regido delimitada por duas semirretas que partem do mesmo ponto.
Dadas as semirretas OA e OB, um angulo de vértice O e lados OA e OB é uma das regioes
limitadas por OA e OB como mostra a figura 1.

Figura 1: Angulo

A

Fonte: Autora

A todo angulo esta associada uma medida da regiao do plano que ele ocupa. A medida
de um angulo é um ntmero real positivo x, com unidade de medida em graus, tal que 0° < z <
360°.

Observagao. Na figura 1 tem-se ZAOB + ZBOA = 360°. ZAOB (em laranja) é um
angulo maior que 180° e ZBOA (em verde) é um angulo menor que 180°, consideramos nessa
notacao o sentido anti-horario, de agora em diante quando usarmos a notacao ZAOB estaremos
nos referindo ao angulo menor que 180°, exceto quando deixado claro que é o contrario.

Quadrilatero:

Quadprilatero ¢ um poligono de quatro lados e quatro vértices, onde dois lados tém um
nico vértice em comum.

Um quadrilatero é dito convexo quando, ao tomarmos dois pontos quaisquer distintos
A e B no seu interior, o segmento AB esta totalmente no interior do quadrilatero (figura 2).

4.1.2 Introducgao aos Quadrilateros Inscritiveis

Definicgao:

Um quadriladtero é chamado de inscritivel se todos os seus vértices pertencem a uma
mesma circunferéncia. Em outras palavras, um quadrilatero é inscritivel se ele pode ser inscrito
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Figura 2: ABCD convexo e FFGH nao convexo

B c G
H
F
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E
D

Fonte: Autora

em uma circunferéncia.

Figura 3: ABCD inscritivel e EFGH nao inscritivel

B F
G
E
A
C
D
H

Fonte: Autora

Propriedades:

P1: A caracteristica mais marcante dos quadrilateros inscritiveis é que a soma dos
angulos opostos é sempre igual a 180°. Formalmente, se ABC'D é um quadrilatero inscritivel,
entao:

/BAD + ZDCB = 180° ou ZCBA + ZADC = 180°.

A reciproca é verdadeira e usada como critério para verificar se um quadrilatero é ins-
critivel, isto é: Um quadrilatero ¢é inscritivel se e somente se a soma de seus angulos opostos ¢é
igual a 180°.

P2: Outra propriedade que relaciona os angulos de um quadrilatero inscritivel é a que
deriva dos angulos determinados por um mesmo arco. Se ABC'D é um quadrilatero inscritivel,
entao:

LBAC = ZBDC.
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A reciproca também é verdadeira, podendo essa propriedade ser usada como critério
para a inscritibilidade de um quadrilatero.
Exemplos de Quadrilateros Inscritiveis:

1. Retangulo: Todo retangulo pode ser inscrito em uma circunferéncia porque os angulos
opostos de um retangulo sao iguais e todos sao retos, logo a soma dos angulos opostos é
sempre 180°.

2. Trapézio Isésceles: Um trapézio isosceles € inscritivel porque é composto por dois pares
de angulos iguais que juntos somam 360°, portanto, a soma dos angulos opostos é 180°.

3. Quadrado: Todo quadrado é um caso especial de retangulo e, portanto, também pode
ser inscrito em uma circunferéncia.

Figura 4. Exemplos de Quadrilateros Inscritiveis

L]

|

Fonte: Autora

4.1.3 Afirmacoes para exploracao e demonstracgao:

Afirmacgao 1: Um paralelogramo é inscritivel se, e somente se, for um retangulo.

Afirmacgao 2: Um trapézio ¢é inscritivel se, e somente se, for um trapézio isosceles.

Afirmacao 3: Um losango ¢ inscritivel se, e somente s,e for um quadrado.

Estas afirmacoes podem ser demostradas facilmente com os alunos. Dica: Relembre as
caracteristicas destes quadrilateros.

Demonstracoes:

Demonstracao 1: Seja ABC'D um paralelogramo, logo os angulos opostos sao con-
gruentes, isto é, /ZBAD = /DCB = ae ZCBA = ZADC = b, e os angulos adjacentes sao
suplementares, assim Z/BAD + ZCBA =180° e ZDCB + ZADC = 180°, dai:

ZBAD + /ZDCB = 180° <= a + a = 180° <= 2a = 180° <= a = 90°.

Portanto, o paralelogramo ABC'D é inscritivel se, e somente se for um retangulo.
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Demonstracao 2: Seja ABCD um trapézio de bases AB e C'D. Como AB | CD,
tem-se:

/BAD + ZADC =180° e ZCBA+ ZDCB = 180°.
Segue-se, que:
/BAD + /DCB = 180° <— /BAD + /DCB = /BAD + /ADC <— /DCB = ZADC.

Por outro lado, ABCD ¢é ciclico (ciclico é o mesmo que inscritivel) se, e somente se,
/BAD + ZDCB = 180°. Logo, ABCD é inscritivel se, e somente se, /ZDCB = ZADC.

Entretanto, ABC' D é isbsceles se, e somente se, Z/DCB = ZADC'. Portanto, o trapézio
ABCD é inscritivel se, e somente se, ABCD é isosceles.

Demonstracao 3: Todo losango é um paralelogramo, com todos os lados de mesmo
comprimento, logo pela Demonstragao 1 um losango é inscritivel se, e somente se for um
quadrado.

4.1.4 Meétodos de Construcao de Quadrilateros Inscritiveis

Nesse momento serao abordadas técnicas especificas para a construgao desses tipos de
quadrilateros. Existem varios métodos para construir tais quadrilateros, dependendo das con-
di¢oes e ferramentas disponiveis. Aqui estao alguns métodos que deverao ser aplicados com o0s
alunos.

Construgao a partir de uma Circunferéncia Dada:

1. Desenhe a circunferéncia: Comece desenhando uma circunferéncia com um compasso,
determinando o centro O e o raio r;

2. Escolha os vértices: Marque quatro pontos distintos A, B, C' e D na circunferéncia, nesta
ordem;

3. Conecte os vértices: Use uma régua para conectar os pontos A, B, C' e D sequencialmente
para formar o quadrilatero ABCD.

Verificagao: Mega os angulos internos usando um transferidor e verifique se a soma dos
angulos opostos ¢ igual a 180°.
Construgao a partir de Angulos Dados:

1. Desenhe uma linha base: Desenhe um segmento AB de um comprimento arbitrario;

2. Marque os angulos: Usando um transferidor, marque, para o mesmo lado, dois dngulos «
e f em A e B respectivamente, onde o < 180° e 5 < 180°;

3. Desenhe as retas auxiliares: Desenhe as retas AD" e BC' formando os 4ngulos « e 5 com

AB;

4. Marque o ponto C: Escolha o ponto C' na reta BC' de modo que ele esteja localizado antes
do cruzamento de AD" e B(C';
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D.

6.

Marque o angulo suplementar de a: Usando um transferidor, marque o angulo 180° — «
em ('

Complete o quadrilatero: Marque D na intersec¢ao da reta que partiu de C' com a reta
AD'.

Verificagao: Meca o angulo ZADC' e verifique ser igual a 180° — .
Dica: Nessa construcao a partir de Angulos Dados, dé valores exatos para a e § que

facilitem o uso do transferidor, por exemplo a = 60° e § = 70°.

Construcao a partir do Comprimento das diagonais:

1.

3.

Determine as diagonais: Suponha que vocé tenha os comprimentos das diagonais AC e
BD, tais que AC' > BD;

Desenhe a circunferéncia: Desenhe uma circunferéncia de tal forma que seu raio r seja tal
que 2r > AC

Trace as diagonais: Com o auxilio de uma régua para fixar os comprimentos, trace AC' e
AD de modo que estes segmentos se intersectem no interior da circunferéncia e os pontos
A, B, C' e D estejam sobre a circunferéncia;

Conecte os vértices: Use uma régua para conectar A com B, B com C, C com D e D
com A.

Construgao utilizando Software de Geometria Dinadmica:

1.

2.

Abra o software: Utilizaremos o software GeoGebra;
Desenhe a circunferéncia: Use a ferramenta de circulos para desenhar um circulo;

Marque os vértices: Clique para marcar quatro pontos distintos A, B, C' e D sobre o
circulo, com a ferramenta Pontos selecionada;

Conecte os vértices: Use a ferramenta para segmentos para conectar os pontos A, B, C' e
D sequencialmente.

Verificacao: O software permite ajustar os pontos e observar em tempo real se os angulos

opostos somam 180°. Para isso, os alunos devem ser orientados ao uso da ferramenta de angulos
para destacar os angulos internos do quadrilatero ABC'D. Segue imagem (Figura 5) e link de
um exemplo com texto dindmico: https://www.geogebra.org/m/u7a4fk3j

4.1.5 Atividades Teoricas e Praticas sobre Quadrilateros Inscritiveis

Sugestao de atividade para que os alunos coloquem em pratica os conceitos e téc-
nicas aprendidas:

Exercicio 1 - Seja um quadrilatero inscritivel ABC'D. Determine Z/CDA e /DAB,

sabendo que ZABC = 40° e ZBCD = 80°.

Exercicio 2 - Determine o valor de x ¢ y no quadrilatero abaixo (figura 6).

10
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Figura 5: Construgao do Quadrilatero ABC'D inscritivel

B

LDAB + ZBCD = 70.5° 4+ 109.5° = 180°

LABC + ZCDA = 82.29° 4+ 97.71° = 180°

Fonte: Autora

Figura 6: Exercicio 2

Fonte: Autora

Exercicio 3 - Construa um quadrilatero ABC'D inscritivel, tal que a circunferéncia
circunscrita a ABC'D tenha raio de 5cm e ABC'D seja um:

a) Paralelogramo.

b) Trapézio.

c¢) Losango.

Exercicio 4 - Construa um quadrilatero ABC'D inscritivel, tal que ZDAB = 45° e
LABC =70°.

Exercicio 5 - Construa um quadrilatero ABCD inscritivel, com diagonais AC' = 6¢m
e BD = Tem.

11
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Exercicio 6 - Na figura 7, KLMN ¢é um quadrado de centro O. Determine a medida
de ZLPO.

Figura 7: Exercicio 6

K N
(¢ (€]
0
[ )
P..
(0] Q
L M

Fonte: Autora

4.1.6 Revisao e Duvidas

e Revisao: Recapitule os principais conceitos da aula.

e Duvidas: Abra espago para perguntas e esclareca quaisquer duvidas que os alunos pos-
sam ter.

4.2 Encontro 2: O Teorema de Ptolomeu
4.2.1 Introducao ao Teorema de Ptolomeu
Enunciado:

Se ABC'D é um quadrilatero inscritivel de diagonais AC' e BD, entao

AB-CD+ AD - BC = AC - BD.

Ou seja, a soma dos produtos dos lados opostos é igual ao produto das diagonais.

Contextualizagao histdrica:

O enunciado acima se refere ao teorema, conhecido como, de Ptolomeu, apesar de que
hé indicios que tenha sido descoberto muito antes de sua época, sendo o real propoésito de
Ptolomeu, em relacao a este teorema, a possibilidade de aplica-lo na construcao da Tabela de
Cordas que encontra-se na sua obra Almagesto.

Claudio Ptolomeu, foi um cientista grego que viveu no Egito entre aproximadamente 90
e 168 E.C.(Era Comum), é reconhecido principalmente por suas contribui¢oes na astronomia,
matematica e geografia. Sua obra mais famosa, Almajesto, ¢ uma colecao de tratados que
introduziu modelos e ferramentas matemaéticas cruciais, como a trigonometria, baseando-se

12
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nos trabalhos de estudiosos anteriores como Hiparco e Eratostenes. Ptolomeu desenvolveu o
modelo geocéntrico do sistema solar, que permaneceu influente por 1400 anos até ser substituido
pela teoria heliocéntrica de Copérnico. Sua obra permitiu a preservagao e transmissao do
conhecimento astronomico antigo.

Ptolomeu fez importantes contribui¢oes para a geografia com sua obra Geografia, que
compilou informagoes sobre diversas regioes do mundo conhecido na época, influenciando a
cartografia medieval e renascentista. Ele também contribuiu para a musica com sua Harmonica
e para a astrologia com Tetrabiblo, refletindo as praticas cientificas de sua época. Vivendo em
Alexandria, um centro intelectual da antiguidade, Ptolomeu teve acesso a vastos conhecimentos,
que utilizou para fundamentar e expandir suas teorias e observagoes.

4.2.2 Definicoes Preliminares

Revise os critérios de semelhancga de tridngulos:

Dois triangulos sao semelhantes se existir uma correspondéncia vértice a vértice, de modo
que os angulos correspondentes sejam congruentes, e os comprimentos dos lados correspondentes
sejam proporcionais.

Os triangulos ABC e A'B'C’ sao semelhantes:

Figura 8: Triangulos Semelhantes

A B

Fonte: Autora

ea=dad,b=bec="/

e AB _ AC _ BC
A'B’ T A'C’ T B'C'

Critérios de semelhanca de triangulos:

o Critério AA

Dois quaisquer triangulos sao semelhantes se tiverem dois angulos correspondentes geo-
metricamente iguais (o terceiro dngulo é necessariamente igual, pois a soma dos angulos
internos de um triangulo é sempre igual a 180°).

e Critério LAL

Dois quaisquer triangulos sao semelhantes se tiverem dois lados correspondentes direta-
mente proporcionais e os angulos correspondentes, adjacente a estes lados, forem congru-
entes.

13
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e Critério LLL

Dois quaisquer triangulos sao semelhantes se tiverem os trés lados correspondentes dire-
tamente proporcionais.

Retome os conhecimentos sobre quadrilateros inscritiveis:

Relembre os conceitos aprendidos na aula anterior, enfatizando principalmente as carac-
teristicas relacionas aos angulos de um quadrilatero inscritivel.

Breve introducao a angulo inscrito:

Um angulo inscrito num circulo é um angulo do qual o vértice ¢ um ponto do circulo
e os lados sao duas cordas do mesmo circulo.

Teorema do Angulo Inscrito: Se AB ¢ AC siao cordas de um circulo de centro O,
entao a medida do angulo inscrito ZBAC' é igual a metade da medida do angulo central ZBOC,
isto é:

/BOC =2/BAC.

Uma consequéncia do teorema acima é que angulos inscritos determinados por um mesmo

arco, ou corda, tém mesma medida, isto ¢, sao congruentes.

4.2.3 Demonstragao do Teorema de Ptolomeu

Seja ABC'D um quadrilatero nas condigoes do enunciado como mostra a Figura 9.

Figura 9: Quadrilatero inscritivel

Fonte: Autora

Inicialmente observemos que:
(I) LZABD = ZACD por serem angulos determinados pelo arco menor AD;
(I11) ZBAC = £ZBDC por serem angulos determinados pelo arco menor BC;
(I11) LCAD = ZCBD por serem angulos determinados pelo arco menor C'D.
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Agora marcaremos o ponto P na diagonal BD de modo que:
(IV) £LBCP = LACD
(consequentemente de (/) ZBCP = ZABD também). Veja Figura 10.

Figura 10: Marcagao do ponto P

Fonte: Autora

Notemos que:

(V) LACB = ZDCP, pois

LACB = /ZACP + /PCB = ZACP + LZACD = ZDCP.
De (I11) e (IV) temos a semelhanga pelo caso AA dos triangulos AC'D e BC'P, segue-se

que: -
£:A:D:>AC-BP:AD-BC.
BC BP
De (II) e (V) temos a semelhanca dos triangulos ABC' e DPC', também pelo caso AA,
dai

A:C:A:B:>AC’-DP:AB-CD.
cCD DP

Somando ambos os membros das relagoes obtidas através das semelhancas que citamos
anteriormente, obtemos:

AC-BP+ AC-DP =AD-BC+ AB-CD
= AC - (BP+ DP)=AD-BC+ AB-CD
= AC-BD =AB-CD + AD - BC,

como queriamos demonstrar. g

4.2.4 Aplicagoes do Teorema de Ptolomeu

No texto base estao expostas diversas aplicagoes do teorema de Ptolomeu, a escolhida
aqui para ser exposta para os alunos foi a Lei dos Cossenos, ficando a critério do(a) professor(a)
que pretenda aplicar essa sequéncia didéatica a exposicao dessa ou de outras aplicagoes.
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Lei dos Cossenos

Dado um triangulo qualquer ABC' de lados BC' = a, AC' = b e AB = ¢, a lei dos

cossenos nos fornece a relagao:
a> =0+ —2-b-c-cosA.

O Teorema de Ptolomeu é uma ferramenta bem interessante para se demonstrar a lei
dos cossenos para um triangulo qualquer.

Seja ABC' um triangulo de lados BC' = a, AC = b e AB = ¢. Sendo I' o circulo
circunscrito ao triangulo ABC, marcaremos em I' o ponto P de modo que AP = BC =a e
BP = AC = b, a existéncia de tal ponto P esta garantida, pois o trapézio isosceles da Figura
11 é inscritivel porque dois de seus angulos opostos sao suplementares. De fato:

1
LCOPB+ ZCAB = 5 360° = 180°.

Figura 11: Circulo circunscrito ao triangulo ABC

Fonte: Autora

Baixemos de C' e P os segmentos CE e PF, ambos perpendiculares, ao lado AB.

Note que, os triangulos ABC e BAP sao congruentes pelo caso LLL (lado, lado, lado),
assim ZCAB = /PBA = A. Trataremos apenas por A em relacao ao angulo interno do
triangulo ABC, dai obtemos outra congruéncia por LAAo (lado, angulo, angulo oposto) dos
triangulos ACE e BPF, que nos fornece AE = BF.

No triangulo retangulo AC'E temos:

cosA = ATE — AE = beosA.

Temos ainda:

ZCAB = /PBA = ZCAP + /PAB = /PBC + ZCBA
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= LCAP + /PAB = ZCAP + ZCPA
= /PAB = ZCPA
logo CP//AB. Corolario 2.17 (MUNIZ NETO, 2013).

Figura 12: Segmentos perpendiculares Figura 13: (CP//AB)

r r

Fonte: Autora Fonte: Autora

Finalmente, aplicando o Teorema de Ptolomeu ao quadrilatero ABPC', temos:

BC-AP=AC-BP+ AB-CP
=a-a=b-b+c-(c—2bcosA)
:>6L2:b2+02—2-b'0'00821\,

pois OP:EF:AB—2-E:C—2-Z)COSA\.-

4.2.5 Atividade Pratica com uso do GeoGebra

Atividade: Explorando o Teorema de Ptolomeu com GeoGebra.
1. Construa o Circulo:

e Abra o GeoGebra e desenhe um circulo usando a ferramenta de circulo (selecionando
um ponto central e um ponto no circulo).

2. Construa um Quadrilatero inscrito no circulo:

e Escolha quatro pontos distintos no circulo e marque-os.

e Conecte esses pontos em ordem para formar um quadrilatero ciclico (usando a fer-
ramenta de poligono ou de segmentos).

3. Medicao dos Lados e Diagonais:

17



PROFMAT Produto Educacional

e Use a ferramenta de medicao de distancias ou segmentos para medir os quatro lados
do quadrilatero.

e Meca também as duas diagonais do quadrilatero.
4. Aplicacao do Teorema de Ptolomeu:

e Peca aos alunos para calcular a soma dos produtos dos lados opostos e o produto
das diagonais.

e Utilize o GeoGebra para inserir os calculos e verificar se o Teorema de Ptolomeu é
satisfeito: AC - BD = AB-CD + AD - BC

5. Use a ferramenta de texto:

e Use variaveis auxiliares para os calculos do teorema:
s=AC-BDet=AB-CD+ AD - BC.

e Use a ferramenta para textos e crie um texto dinamico para exibir os resultados.

6. Exploragao e Manipulagao:

e Permita que os alunos movam os pontos no circulo e observem como as medidas dos
lados e das diagonais mudam.

e Incentive-os a verificar repetidamente o Teorema de Ptolomeu com diferentes confi-
guragoes de quadrilateros ciclicos.

Segue link e imagem exemplo dessa construgao: https://www.geogebra.org/m/dgqpayaj

Figura 14: Explorando o Teorema de Ptolomeu com GeoGebra

AB-CD+ BC-AD=59-5 +548-3 =45.96

Fonte: Autora

AC - BD = 6.62 - 6.95 = 45.96

AB =59 A
BC =548

CD=5

AD =3

AC = 6.62

BD =6.95
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4.2.6 Exercicios de fixagao e problemas

Inicialmente serao propostos exercicios de fixagao, onde nao ha muita exigéncia de inter-
pretagao ou contextualizacao com outros contetidos matemaéticos, seguindo com os problemas
que necessitam de uma maior amplitude de conhecimentos prévios como também um melhor
desempenho em resolugoes de problemas.

Exercicios:

Exercicio 1. Dado um quadrilatero inscritivel ABC'D onde AB =8, BC =6,CD =5
e DA =17. Se a diagonal AC mede 10, determine a medida da diagonal BD.

Exercicio 2. No quadrilatero ciclico WXY Z, os lados saio WX =9, XY =12, YZ = 5,
ZW = 15. Calcule o produto das duas diagonais WY e X Z.

Exercicio 3. Verifique se o quadrilatero PQRS com lados PQ = 10, QR = 6, RS = 8,
SP =15 e diagonais PR = 14 e QS = 12 é um quadrilatero inscritivel.

Exercicio 4. Um quadrilatero ciclico ABCD possui AB = 5, BC = 4, CD = 3,
DA =6 ¢ a diagonal BD = 7. Determine a medida da diagonal AC.

Problemas:

Figura 15: Quadrilatero ABC' D: Problema 2

D

Fonte: Autora

Problema 1. Seja ABC'D um quadrilatero tal que AB = 6, AD = 8, BC = /51 ¢
DC = 7. Sabendo que ZBAD = /DCB = 90°, calcule AC e BD.

Problema 2. Seja ABCD um quadrilatero, com j@ L % e AB = BC, se ABCD &
inscritivel, AD =2 e DC' = 3 como mostra a figura 15, qual a area do triangulo BC'D?

Problema 3. Dado um trapézio ABCD isosceles de bases AD = 6ecm e BC = 14em.
Determine o comprimento dos lados laterais e das diagonais do trapézio ABC D, sabendo que
AB + AC = 21em.

Problema 4. Observe a figura 16, ela representa um papel quadrado ABC' D, com 10cm
de lado, que foi dobrado na linha AM, em que M é o ponto médio do lado BC'. Considerando
que apos a dobra A, B, M e B’ sao coplanares, determine a distancia de B a B’'.
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Figura 16: Quadrado ABC'D

D C

Fonte: Autora

5 Conclusao

Esta sequéncia didatica é um dos frutos das experiéncias vivenciadas no curso de Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede Nacional (Profmat), onde foram adquiridos os
conhecimentos prévios necessarios para sua idealizacao e construcao, e também pela vivéncia
em sala de aula ao ministrar a disciplina eletiva Redescobrindo teoremas historicos da Geome-
tria Plana: Ptolomeu, Menelaus e Ceva, ainda em andamento, na Escola Estadual de Ensino
Fundamental e Médio Deputado Pedro Pascoal de Oliveira, no municipio de Juazeirinho-PB,
para alunos da 1% série do Ensino Médio do turno vespertino.

Presume-se que este material didatico, que é o produto educacional da dissertagao inti-
tulada: OS TEOREMAS DE PTOLOMEU E MENELAUS, DEMONSTRACOES E APLICA-
COES, seja utilizado por outros professores, e futuros professores, de mateméatica das escolas
publicas brasileiras, dentro do plano da disciplina eletiva ou nao, de modo a expandir e propagar
para seus alunos esses conhecimentos, destacando a importancia de uma abordagem prética e
contextualizada no ensino de geometria no Ensino Médio.
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