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Introducao

Este produto educacional é resultado da dissertacdo “ As recorréncias de 12 e 22
ordem: um olhar para as soluc¢oes particulares das equagoes nao homogéneas e aplica-
¢oes” realizada no ambito do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) da Universidade Federal de Campina Grande (UFCG) no Centro de Ci-
éncias e Tecnologia (CCT) sobre a orienta¢do do professor doutor Luiz Anténio da
Silva Medeiros, e consiste na abordagem de uma Miscelanea de problemas envolvendo
recorréncias lineares de 1* ordem homogéneas e nao homogéneas e de 2% ordem ho-
mogéneas, buscando estimular a pratica das aplicagoes dessas questoes nas aulas de
Matematica na educacao basica, atingindo as habilidades previstas de acordo com a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

Iniciar o processo de introdugado as recorréncias matematicas na educagao basica
nao é uma tarefa simples, pois é preciso que os professores salam de suas zonas de
confortos em relagdo a abordagem de contetidos envolvendo a tematica e além disso
levar consideragao o desenvolvimento cognitivo dos estudantes, porém, é interessante
fazer essa aproximacao das recorréncias sempre que possivel, pois exercem um papel
muito importante no aprendizado da matemaética.

O uso de recorréncias em contetidos de Matematica no Ensino Bésico tem como
objetivo desenvolver habilidades e estimular o aluno a construir sua prépria solucao, e
por conseguinte agucar o estudante a ter uma aproximacao cada vez mais precisa na
resolucao de problemas.

A importancia do tema ganha énfase por agregar valores e disciplinar ainda mais
a solucao de varios problemas que sao trabalhados no Ensino Basico, que passarao a
serem resolvidos por meio de técnicas que deliberam uma logica cadenciada a partir de
casos particulares até a obtencao do caso geral, fazendo com que a resolucao de varios

problemas seja cada vez mais significativa, objetiva e clara no entendimento do aluno.

E prépria da busca de padroes e férmulas de recorréncia, deter o olhar sobre diversas
situacgoes, analisar propriedades de forma intuitiva, refletir sobre casos particulares,
procurando chegar a generalizacao, formular conjecturas e procurar, posteriormente, a
possivel validagao destas formulas. A propésito, Keith Devlin diz

[--] a Matemadtica é a ciéncia dos padroes, refletindo assim a ideia
de transversalidade dos padroes, o que sugere que, mais do que um
tipico da Matematica, constituem uma qualidade associada a esta
ciéncia. E uma forma de admirar e compreender o mundo em que
vivemos, tanto a nivel fisico, como bioldgico e até mesmo sociolégico,
bem como o mundo escondido das nossas mentes, tornando visivel o
que é invisivel ao olhar. (DEVLIN| [2002} p.9)

A procura por padroes de regularidades em atividades e a utilizagao de recorréncias



matematicas em de sala de aula, possibilita ao aluno o estabelecimento de conexoes
entre a Matematica e o mundo real, construindo uma referéncia positiva da disciplina.

Sendo assim, a necessidade de abordar o tema de Recorréncias se encontra funda-
mentado na BNCC quando esta propde como Objetos de Conhecimento a descoberta e
a verificacio de padrdes e sequéncias recursivas na sua Unidade Tematica de Algebra no
desenvolvimento das habilidades dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, langando
assim, as bases para a construcao e consolidacao de um pensamento algébrico recursivo
que se amplia nos Anos Finais do Ensino Fundamental e, também, no Ensino Médio.

Espera-se que esse material possa auxiliar os professores na preparagao e execugao
de suas aulas e na preparagao dos alunos para grandes olimpiadas como por exemplo
a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) que requer um

racicinio recursivo por partes dos alunos que sao submetidos a avaliacao.

Objetivos

Objetivo geral

Abordar as recorréncias lineares de 1* ordem homogéneas e nao homogéneas, assim
como as recorréncias lineares de 2* ordem homogéneas. Além disso, abordar problemas
que envolvem recorréncias lineares em suas diversas variagoes/generalizagoes, a fim de

aplicar os resultados obtidos no trabalho.

Objetivos especificos

o Identificar relagao de recorréncia em problemas de formas gerais;
o Utilizar as recorréncias lineares em diversos problemas de contagem:;

o Construir um material que sirva de motivacdo para os professores trabalharem

recorréncias lineares com seus alunos na educacao basica;

e Abordar problemas que podem ser modelados por meio de recorréncias em suas

diversas areas da matematica.

Metodologia

Trabalhar essas questoes com os alunos da educacgao basica, preparando-os para as
Olimpiadas de matematica, como podemos exemplificar, a Olimpiada Brasileira de Ma-
tematica das Escolas Publicas (OBMEP), estimulando-os a construir um pensamento
recursivo, desenvolvendo habilidades e incitando a criatividade para a resolugao desses

diversos problemas.



Recorréncias

Apresentaremos alguns resultados das sequéncias recorrentes, isto é, sequéncias que
sao definidas a partir dos valores de alguns dos seus termos iniciais acompanhados de
uma relacao que permite determinar os demais termos da sequéncia a partir dos termos
iniciais fixados.

As sequéncias recursivas consistem de uma ferramenta matemaéatica bastante po-
derosa para resolver problemas de Matematica Discreta e problemas de muitas outras
areas tais como Engenharia, Computacao, Biologia, Estatistica, entre outras. Para me-
lhor entendimento da tematica, sugerimos a leitura completa de nossa dissertagao que
pode ser encontrada em https://profmat-sbm.org.br/dissertacoes/ no aluno Geovane
Tavares Nogueira e na instituicaio UFCG.

Resolver uma relagao de recorréncia é encontrar uma férmula posicional explicita
para o termo geral da sequéncia. Para entender melhor o conceito de solucao, vamos
exemplificar a relacao de recorréncia e a sua férmula posicional, sem no entanto ainda

descrever como tal férmula é obtida.

Exemplo 1. A sequéncia (a,) dos nimeros naturais impares 1,3,5,7,---, pode ser
definida por a,y1 = a, + 2, comn > 1 e a; = 1. Neste caso, podemos verificar que

an = 2n — 1 para todo n € N, € a solucao dessa recorréncia.

Uma equacao de recorréncia costuma ser classificada através dos seguintes critérios

independentes entre si:

i) Ordem: A ordem de uma equagdo de recorréncia é a diferenga entre o maior e
o menor indice que aparece na equacgao. Se tal diferenca entre indices for igual a

n, dizemos que a recorréncia é de n-ésima ordem.

ii) Termo independente ou homogeneidade: sao as expressoes aditivas, que
podem depender de n, mas que aparecem isoladas dos termos da sequéncia na

expressao da recorréncia.

iii) Linearidade: uma recorréncia é dita linear se a sua parte principal, isto é, se
excetuando os termos independentes da expressao, consiste de uma combinacao
linear (soma de multiplos dos termos da sequéncia) de seus termos. Esses mul-
tiplos, inclusive, podem ser apresentados como fungoes de n. Caso contrario,

diremos que a recorréncia é nao linear.

Por exemplo, a recorréncia x,.o = 2z,y1 + x, ¢ linear. Mas, a recorréncia

Tpio = 22,11 + 22 é dita ndo linear.


https://profmat-sbm.org.br/dissertacoes/?GEOVANE+TAVARES+NOGUEIRA=&titulo=&polo=ufcg

Recorréencia Linear de 12 Ordem

Definicao 1. Uma recorréncia é dita linear de 1% ordem quando cada termo da sequén-
cia € obtido a partir do termo imediatamente anterior a ele e sdo apresentadas no

sequinte formato:
Tpr1 = f(n)x, + h(n), com f(n)#0,V neN.

onde, f(n) e h(n) sao fungoes de n € N. Além disso, se h(n) =0 a recorréncia € dita

homogénea, caso contrdrio serd ndao homogénea.

Resolucao de recorréncias lineares de primeira ordem homogénea

A equagao da recorréncia linear de 1* ordem homogénea é do tipo z,.1 = f(n)z,.
Para resolver estas recorréncias sera utilizado o método dos produtos telescopicos ou
soma telescopicas de forma que seja feito o cancelamento de alguns termos para que
possamos escrever x, em funcao apenas de n.

Nao hé grandes dificuldades na resolu¢ao de uma recorréncia linear homogénea de

primeira ordem, como podemos observar nos exemplos a seguir.

Exemplo 2. Resolva a recorréncia x, 1 = nx,, r;1 = 1.

Solucao: Temos,

Ty = 133'1
r3 = 21’2
Ty = 31’3
rs = 4wy
T, = (n—1)x, 1.

Dai, fazendo a multiplicacao membro a membro nas igualdades,e efetuando as devidas

simplificagcoes, obtem-se:
Ty, =(m—1Dlzy = (n—1)
uma vez que r1 = 1.

Veja que a féormula que encontramos depende somente do niimero natural n, mas
isso é apenas uma conjectura, para mostrar que a férmula é sempre valida, precisamos
mostrar que ela vale para todo niimero natural n, desta forma, utilizaremos o PIF para

mostrar sua validade para todo niimero natural n.

Demonstragao. Seja P(n) a propriedade relativa ao nimero natural n tal que:

P(n):x,=(n-1).



Assim,
e P(1):2y =(1-1)!=0/=1. Logo, P(1) se verifica.

e (Hipotese indutiva) Suponhamos que P(n) é verdadeira para todo nimero natural

n, o que equivale a x,, = (n — 1)\

e Queremos mostrar a validade de P(n + 1), ou seja, que x,.1 = n! para todo n
natural.

Assim, da hipdtese indutiva temos:
Ty = (n—1)! (1)
Agora, multiplicando por n obtemos:

n-x,=n-(n—1)~=nl

Mas, observe que pela equagao de recorréncia x, = (n — 1)! = x,.1 = nl. Isso
mostra a validade para P(n + 1), sempre que P(n) € verdadeira. Portanto, provamos
pelo PIF que a formula para solugdo da recorréncia € valida para todo nimero natural

n, conforme queriamos.
[ |

Resolucao de recorréncias lineares de primeira ordem n3ao homogénea

Recordemos que uma recorréncia ¢ dita nao homogénea se ela possuir um termo
independente nao nulo. As recorréncias lineares nao homogéneas de primeira ordem

assumen a forma:
Tas1 = F(n), + h(n), (2)

onde f(n) e h(n) sdo fungoes nao identicamente nulas.

Podemos analisar dois casos para essas recorréncias, que sao quando f(n) = 1 e
quando f(n) # 1.

e Caso 1: f(n) = 1. teremos:

Tnt1 = Tn + h(n). (3)
Portanto, obtemos que:
n—1
T, =z1+ Y h(k),
k=1

¢ a solucdo da recorréncia (3)).



o Caso 2: f(n) # 1.

Para recorréncias desse tipo, ou seja, aquelas em que f(n) # 1, utilizaremos o resultado

a seguir que mostra que qualquer recorréncia linear nao homogénea de primeira ordem

da forma z,.1 = f(n)x, + h(n) pode ser transformada em uma equacao da forma
_l’_

Ynt1 = Yn + t(n) e assim, resolve-se conforme foi visto no caso 1.

Teorema 1. Se a, é solu¢io nao nula da recorréncia x,.1 = f(n)x,, entio a substi-

tuicao T, = ayy, transforma a recorréncia T,y = f(n)x, + h(n) em

T )

Recorréncia linear de 22 ordem

Definicao 2. Uma recorréncia é dita linear de sequnda ordem quando aparece na equa-
cao de recorréncia um termo em fungdo de seus dois antecessores imediatos, ou seja,

tem o sequinte formato:
Tnto + f(N)Tni1 + g(n)zn + h(n) =0,

onde as fungoes f,g e h tém como dominio o conjunto dos nimeros naturais e g(n) é
uma funcao ndao nula, caso contrdario a recorréncia serd de primeira ordem. Além disso,

se h(n) =0 a recorréncia é dita homogénea, caso contrdrio ela é dita nao homogénea.

Nesse trabalho apresentamos apenas o caso em que as fungoes f(n) e g(n) sao

constantes, ou seja, as recorréncias da forma: x,,9+ Px,11+ Qx, = h(n), com @ # 0.

Resolucao de recorréncias lineares de segunda ordem homogénea com coe-

ficientes constantes

Sao as recorréncias apresentadas no formato: z,.0 + Pz, + Qx, = 0.

Para resolver recorréncias lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes
constantes, que sdo apresentadas no formato apresentado anteriormente, apresentare-
mos uma técnica, que consiste em encontrar progressoes geométricas da forma r™ que
resolvem a recorréncia e cujas razoes r sao raizes de uma equacao algébrica do segundo
grau chamada equacao caracteristica associada a recorréncia.

O termo geral da sequéncia é obtido como uma combinagcao linear dessas progressoes
com coeficientes determinados gracas aos valores dos termos iniciais z; e xs.

Uma primeira tentativa para determinar solugoes para recorréncias do tipo:

Tpio + Pryi + Qx, =0,



é procurar solugoes do tipo x,, = r™, onde r é uma constante real. Substituindo z,, = r"

na recorréncia .o + Pr,11 + Qx, = 0, segue que:

r’ =0
r"+2+Pr"+1+QT”:0:>r"(r2+Pr+Q) =0= ou, )
P+ Pr+Q =0

No primeiro caso, ™ = 0 implica que r = 0 e nos leva que z, =" =0,V n € N.

No segundo caso, r* + Pr + Q = 0, o que revela que r é uma raiz da equacao
quadrética A\ + PA+ Q = 0.

Observe que a técnica a ser empregada é a mesma usada na resolucao das equacoes
diferenciais lineares homogéneas com coeficientes constantes, onde as PGs sao subs-
tituidas por fungoes exponenciais. Dai, a cada recorréncia linear de segunda ordem
homogénea, com coeficientes constantes, da forma x,, o + pr,+1 + qr, = 0, associamos
uma equacao do segundo grau r? + gr + p = 0, chamada de equacdo caracteristica.

Sendo assim, como estamos diante de uma equac¢ao do segundo grau, teremos trés
possibilidades para o valor do discriminante (A) e assim, teremos trés formato que a
solucao poderd assumir (A > 0,A <0, A =0).

Teorema 2 (A > 0). Se P e () sdo nimeros reais nio nulos e A\, \g raizes distintas
da equacdo caracteristica \2+PA+Q = 0, entdo todas as solucoes da recorréncia linear

homogénea de sequnda ordem 49+ Px,11 + Qz, =0, sao da forma:
T, = C1 (M) +Co (X)",
em que Cy e Cy sao constantes.

Teorema 3 (A < 0). Se A\ = u+iv é uma raiz complexa da equagio AN?+BA+C = 0,

onde, A, B e C sdo escalares reais com A-C =0, entdo a solucao geral da recorréncia:
Axpio+ Bryy + Cx,, =0 (4)
¢ dada por:
z, = C1p"cos(nb) + Cyp"sen(nb), (5)
onde, p € o modulo de A e 0 é o argumento principal de .

Teorema 4 (A = 0). Se a equagdo caracteristica da recorréncia Az, o+ B, 1+Cx, =
0, com A, B e C reais nao nulos, possui apenas uma raiz real A, entdo a solugao geral

da recorréncia € dada por:

Tp=CAN"+Cy-n-\", com Cy,Cy € R.



Miscelanea de problemas envolvendo recorrén-
cias de 1° ordem homogéneas e nao homoge-

neas e de 29 ordem homogéneas

Apresentamos uma miscelanea de problemas contextualizados ou nao, que envol-
vem as recorréncias lineares de 1?* ordem homogéneas e nao homogéneas, assim como
problemas envolvendo as recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas no am-
bito da geometria, da analise combinatoria, da aritmética, das olimpiadas nacionais e
internacionais de matematica, utilizando as idéias recursivas para construir as recor-

réncias.

Problema 1 ( Banco de questoes, questao 5 - pagina 23, (OBMEP] 2009))). Conjunto
de C’antmﬂ Desenhe um segmento de reta de comprimento 1, e denote-o por Cy. Re-
mova o ter¢o central (sem remover os extremos). Denote por Cy o que sobrou. Agora
remova o terco central ( sem os extremos ) de cada segmento de reta de Cy. Denote
por C3 o que sobrou. Podemos continuar esse processo, em cada estagio removendo o

terco central de cada segmento C,, para formar C 1.

CJ—
C;: a—— —

:3 — — — —

Figura 1 — Conjunto de Cantor

a) Desenhe C1,Cy e Cs, indicando os nimeros que representam os extremos dos

segmentos.

1 4 3 4
b) Quais dos sequintes pontos pertecem ao conjunto de cantor? 39’ 81" 31

c) Quais sao os comprimentos de Cs, Cy e Cs5? Vocé pode achar uma expressio para

o comprimento C,?

Solugao. Para responder o item (a), devemos levar em consideragdo que cada segmento
¢ um subconjunto da reta real, com valores no intervalo [0,1]. Usando os critérios do

Congjunto de Cantor, temos a sequinte Figura:

1O conjunto de Cantor é um subconjunto do intervalo [0,1] definido pelo mateméatico Georg Cantor

como limite de um processo interativo
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0 1
'Ca I
0 1/3 2/3 1
C; — — — —
o 1fa 2/9 1/3 2/3 7/9 8fa 1

Figura 2 — Extremos do conjunto de Cantor

No item (b), deve-se observar que os extremos dos intervalos pertencem ao Conjunto

de Cantor. Dai, podemos afirmar que:

e — pertence ao Conjunto de Cantor, pois é extremo de Cy;

¢ removido de Cy, logo nao pertence ao Conjunto de Cantor;

Ol = Wl

¢ extremo de Cy, logo pertence ao Conjunto de Cantor;

é removido de Cy, logo nao pertence ao Conjunto de Cantor.

0| e %o

Para resolver o item (c), vamos montar a relagao de recorréncia entre os compri-
2 4
mentos de cada intervalo do Conjunto de Cantor. Como Cy =1, Cy = 3 e Cy = 9’
8 16
77 e Cs = — e dai,

mduzi Cy=
induzimos que Cy = 3 3

Cy, = -4

2
3
¢ = 20
c, = 303
¢ =
C, = ?)C’nl

Multiplicando as igualdades anteriores membro a membro, obtemos:

2 n—1
CQCSCn—lcn:(3> '01'02'03"'071—1«

Efetuando as devidas simplificagoes, obtemos:

2 n—1
&= (35) @

- ()7

2 n—1
_ (3) Vn € N.
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Problema 2. (STEFFENON, |2022) Dispondo-se de uma grande quantidade de blocos

quadrados de lado 1cm nas cores branco, cinza e preto. Os blocos devem ser colocados

em filas de alturas 1cm e comprimento n cm, com os lados em contato.

Hy N

a) Quantas filas distintas de comprimento n podem ser feitas sem nenhuma restri-

cao?

b) Quantas filas distintas de comprimento menor ou igual a n podem ser feitas sem

nenhuma restri¢io?

c) Quantas filas distintas de comprimento n, podem ser feitas, contendo apenas uma

quantidade par de pegas pretas?

Solugao.

a) Se D, representa o nimero de combinagoes de filas de comprimento n, entdo
D,1 = 3D, com Dy = 3. A solugcio é dada por D, = 3" uma vez que ndo temos
nenhuma restricao no enunciado.

Podemos também utilizar o processo de contagem. Para uma fila de comprimento
n, sem restrigoes, ha trés possibilidades para o primeiro bloco, trés para o sequndo e

assim por diante, entao teremos uma quantidade de filas distintas iqual a:

IX3IX3IX -+ x3x3Ix3=3".

n fatores

Portanto, D, = 3" filas de comprimento n, quando ndo hd restricoes.

b) De acordo com o item a), o niumero de filas sistintas de comprimento n é igual

s

a: D, = 3". Logo o numero de filas distintas de comprimento menor ou igual a n é,
Di+ Do+ Ds+-++D, 1+ D, =) 3"
k=1

Utilizando a formula da soma da PG finita, podemos calcular que:
3n+1 -3

> >

c) Considere a,, a quantidade de maneiras de formar uma fila de comprimento n
cm com uma quantidade par de pecas pretas.

Note que,

ap = 2: .
“w = 5 BN [ .
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Agora vamos analisar o caso geral a,.y para n > 2. Para a,,, temos trés tipos de
solugoes: aquelas em que a ultima peca € branca, aquelas em que a ultima pega é cinza

e aquelas em que a ultima € preta.

e (Caso 1: O numero de solugoes com n+1 blocos em que a ultima € branca, significa
que temos que escolher os n primeiros blocos com uma quantidade par de pretos,

que € igual a a,.

e (Caso 2: O numero de solugoes com n+1 blocos em que a ultima é cinza, significa
que temos que escolher os n primeiros blocos com uma quantidade par de pretos,

que € igual a a,.

e (Caso 3: O numero de solucoes com n—+ 1 blocos em que a ultima € preta, significa
que temos que escolher os n primeiros blocos com uma quantidade impar de pretos,
que € iqual a todas as configuracoes possiveis para n blocos, sem restrigoes, menos

aquelas com quantidade par de blocos pretos: 3" — ay,.
Considerando os trés casos acima, concluimos que:
Upi1 = QG +ay, + (3" —a,) = a, + 3", a1 = 2. (6)

Vamos agora, resolver a recorréncia disposta em (@ Note que:

ay, = a1+ 31
az = as+ 32
as = as + 33
as = a4+ 34
-3
(p-2 = Qp—3+ 3"
_ 3n—2
Gp-1 = GQp_2+
p = Qp-1+ 3n—1.

Somando membro a membro as igualdades anteriores e fazendo as devidas simpli-

ficagoes, obtemos:

an = a1 +3'+32+3F+-.- 43V 34302430t
PG

3(3n1 — 1)
— o4 7
T3

3" 41
5
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O grande gedmetra alemao Jacob Steiner (1796-1863) propos e resolveu, em 1926,

o seguinte problema:

Problema 3 (Pizza de Steiner - (MORGADO; CARVALHO| 2022)). Qual é o maior

numero de partes em que se pode dividir o plano com n cortes retos?

Solucgao. Seja r, o numero maximo de regioes em que n retas dividem um plano. Ima-
gine a situagcdo em que hd n—1 retas dividindo o plano em r,, regides. Ao adicionarmos
uma nova reta a essa configura¢io (nesse caso o plano estd dividido em r,_1 regioes),
essa nova reta intersecta cada uma das n — 1 retas jd existentes em exatamente um
ponto, gerando n — 1 pontos de intersecdo. A inclusdo dessa mova reta incrementa o

numero de regioes em n, ou seja, r, = r,_1 +n. Dessa forma,

r = 2

ry = 11+ 2
rs = To+3
ry = r3+4

Thne1 = Tpo+(n—1)

T = Tp_1-+n.

Adicionando membro a membro as igualdades acima e fazendo as devidas simplifi-

cacoes, seque que:

o= 24+24+3+44+---+(n—-1)+n

= 14+14+243+44+54+---+(n—-1)+n
(Ltn)
2
Problema 4 (O queijo de Steiner- (MORGADO; CARVALHO, 2022)). Para fazer a

sua pizza, Steiner teve que cortar, primeiro, o queijo. Imaginando que o espago € um

— 14+

enorme queijo, qual é o numero mdximo de pedacos que poderiamos obter ao cortd-lo

por n planos?

Solugao. Nesse caso tridimensional o problema é um pouco mais delicado, mas seque
a mesma linha de raciocinio do problema da pizza de Steiner.
Sendo assim, suponhamos que p, seja o numero mdximo de Tegioes em que 0 esSpago

tridimensional pode ser dividido por n planos. Vamos mostrar que:

DPnt1l = Pn +7Tn Vn €N,

(14+n)
2

em que r, =1+ ‘n € a solucao do problema da pizza de Steiner.
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De fato, suponha que jd existem n planos dividindo o espaco tridimensional em p,
regioes. Agora suponha que adicionemos um novo plano, isto €, um n + 1-ésimo plano
sem que intersecte uma reta que seja comum a dois planos ja existentes ou que seja
paralelo a qualquer um dos planos ja existentes.

Dessa forma, cada um dos n planos ja existentes ird intersectar o novo plano em n
retas que dividem o novo plano em r, das p, regioes ja existentes (dividindo cada uma
delas em duas regioes). Isso da origem d 1, novas regioes do espago tridimensional,
fazendo que haja p, + r, regioes nesse momento, ou S€ja, Ppi1 = Pn + Tn para todo n
natural.

Sendo assim, temos que:

po= 2
P2 = p1+7m
pPs = P2+ T2

Py = DP3+7T3

DPn—2 = DPn-3+Th-3
Pn-1 = DPn-2+Th2
Pn = Pn-1+t7Th_1.

Adicionando membro a membro as igualdades acima e efetuando as devidas simpli-

ficacoes, obtemos:

Pn = 241r14+r04---+1r,1

n—1
= 2_‘_27”]“
k=1
n—1 1 k
= 2+Z<1+( s )~k>
k=1 2
n—1 n—1 14+ k
= 2+Z1+Z( i
k=1 k=1 2

1n—1 1n—1
= 24 (n—-1)-1+=> k+-> K
23 23

= 2+n—1+;M;_l)](n—l)—k;(n_l)(n_1+61)(2(n_1)+1)
- (n+1)+;;‘~(n—1)+;(”_1)72(2”_1>
_ 2+ 1) +3n(n -1+ (n—1n2n—1)

12

n3+5n+6
—
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Em 1826, Jacob Steiner analisou esse problema até o caso tridimensional que aca-
bamos de mostrar. Em 1840. Ludwif Schlafli imaginou um queijo d-dimensional e
provou que nesse caso o numero maximo de regioes em que o espaco d-dimensional

ficaria dividido por n hiperplanos de dimensao d — 1 é dado por:

0-(5)+)+ ()

Problema 5 (Adaptado - (STEFFENON| 2022)). Jucimeri deposita inicialmente
R$1.000,00 em uma poupanca que rende 6% ao ano, com juros computados mensal-
mente, e além disso, ela deposita no primeiro dia de cada més, a partir do més sequinte
ao depdsito inicial, R$200, 00.

a) Para cada inteiro ndo negativo n, seja A, o montante acumulado na conta apds

n meses. Para cada inteiro positivo n, determine uma relacao entre A, e A,_1.
b) Determine uma formula explicita para A,, em fungao de n.

c) Quantos anos serdo necessdrios para que o saldo presente na conta ultrapasse

R$10.000,00%

Solucao.

a) Vamos inicialmente calcular a taza de juros mensal. Sabe-se que:
T =(1+T,)7 — 1
onde, T, ¢ a taxa anual e T,, é a taxa mensal. Assim,
T,, = (1+0,06)7 — 1~ 0,0049.

Utilizando o raciocinio recorrente, observamos que:

A = 1000

Ay = A, -1,0049 + 200
Ay = Ay-1,0049 + 200
Ay = Ay-1,0049 + 200
As = As-1,0049 + 200
As = As-1,0049 + 200
A; = Ag-1,0049 + 200

. L

Ans = An_g-1,0049 + 200
An1 = Au_s-1,0049 + 200

A, = A,-1-1,0049 + 200.
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Desta forma, encontramos a relacio entre A, e A,_1 dada por:
A, = A,_1 -1,0049 + 200.
b) Tem-se que:

1,0049"'A, = 1000 -1,0049"*

1,0049" 2. Ay = A;-1,0049" +200 - 1,0049" 2

1,0049" 3. A3 = A,-1,0049"2 4200 - 1,0049" 3

1,0049"* - Ay = As-1,0049"3 4200 - 1,0049"*

1,0049"° - A5 = Ay-1,0049"* 4200 - 1,0049™°

1,0049% - A, = A,_5-1,0049% + 200 - 1, 00492
1,0049 - A,1 = A,_5-1,0049% 4200 - 1,0049!
A, = A,_1-1,0049" 4 200 - 1,0049°.

Adicionando membro a membro e fazendo as simplificagcoes necessdrias obtemos:

A, =1000-1,0049" 1 +200 | 1,0049° + 1,0049" + - - - +1,0049" 3 4+ 1, 0049" 2
PG

Perceba que o termo destacado é a soma de uma Progressao Geométrica finita cujo
primeiro termo € 1, a razdo € igual a (1,0049) e contém n — 1 termos. Usando a
formula para a soma de uma PG finita de n—termos, dada por:
ai (¢" — 1)

S, =
qg—1

Y

teremos que,
1 [(1,0049)" 1 —1] 1 004971 — 1

—— =
! 1,0049 — 1 0, 0049
Portanto, seque que:
1,0049" 1 — 1
A, =1000-1,0049" 1 4+ 200 | =—"r——
+ ( 0, 0049 )
1,0049" 1 —1

c¢) Vamos utilizar A,, = 1000 - 1,0049"~1 + 200 para calcular o tempo

0,0049
necessdrio para que o saldo presente ultrapasse R$10.000,00. Sendo assim, teremos:

0,0049 - 10000 = 0,0049 - 1000 - 1,0049™~! 4200 - 1,0049" ' — 200
249 = 204,9-1,0049"!

1,0049" 1 = 1,22

log 1,22
S b |
" T log1,0049

n =~ 42 meses.

vy
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Logo o tempo necessdrio para o valor ultrapassar R$10000,00 serd 42 meses ou

aproximadamente 3 anos e meio.

Problema 6 (Adaptado -/Castro et al.| (2016)). Quantas sao as sequéncias de n termos,

todos pertencentes a {0,1,2} que possuem um nidmero impar de termos iguais a 0%

Solugao. Seja x,, 0o numero de sequéncias de n termos, todos pertencentes ao conjunto
{0,1,2} que possuem um nimero impar de termos iquais a zero.

Consideremos uma sequéncia com n + 2 termos, teremos dois casos a serem anali-
sados: as sequéncias que nao comegam com o termo zero e aquelas que comegam por

ZEro.

e Se 0 zero nao estd na primeira posicao, significa que as sequéncias comegam por
1 ou por 2 e assim, nos n + 1 termos restantes, devemos ter uma quantidade
impar de termos iguais a zero, ou seja Tni1. Entdo, se o primeiro termo ndo
for zero, teremos uma quantidade de sequéncia iqual a 2x,,1 que possuem uma

quantidade impar de termos iguais a zero.

e Se 0 zero estd na primeira posicio, devemos ter mos n + 1 termos restantes,
uma quantidade par de zeros. Ora, as sequéncias de n + 1 termos pertencentes
a{0,1,2} possuem um total de 3" sequéncias, porém, devemos retirar a quan-
tidade de sequéncias com numero impar de termos, isto é, T,y1, sendo assim,
teremos 3" —x, 1 sequéncias que comegam por zero e possuem uma quantidade

impar de termos iguais a zero.

Diante disso, como deve acontecer as situacoes acima, concluimos que a quantidade

de sequéncias de n + 2 termos pertencentes ao conjunto {0,1,2} é dado por:
Tnpa = 2Tpi1+ (3" —2,41)
Tpi2 = Tpi1+ 3n+1'

Logo, podemos concluir que a quantidade de sequéncias com n termos pertencentes

ao conjunto {0,1,2} € dada por:

Ty = Tn_1+3" 1 VneN.

Note que:
1 = Xg-+ 30
To = X1+ 31
T3 = XT9+ 32

-1
Tn = xn—l"‘?)n .
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Adicionando membro a membro as igualdades acima e efetuando as devidas simpli-

ficacoes, obtemos,

T, = xo+3°+3'+324+334... 4324 3!

PG

1-(3"—1)

= X _—
ot T3

3" —1
= .770+ 9
31
= 5

Observe que consideremos xo = 0, wma vez que nessa configuracio ndo Se tem

sequéncia.

Problema 7 ([Pinheiro e Lazzarin (2015) Questao 9 - OBMEP-2012- nivel 2). Renata

montou uma sequéncia de triangulos com palitos de fosforos, sequindo o padrao indicado

na Figura[Bl Um desses triangulos foi construido com 135 palitos de fésforo. Quantos

palitos formam o lado desse triangulo?

AN
AN JAVAVAN

Figura 3 — Sequéncia de triangulos

Solugao.
Na Figura consideremos a1 = 3 o numero de palitos utilizados para construir o
primeiro triangulo. Desta forma, ay = ay + 6, ag = as + 9, e assim sucessivamente.

Assim, podemos formar a sequinte relacao de recorréncia:

a; = 3

a = a1+2-3
a3 = ay+3-3
ay = as+3-4

p_1 = Gpo+3-(n—1)

ap = Gp_1+3-n.
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Adicionando membro a membro as igualdades acima e efetuando as devidas simplifi-

cagoes, obtemos:

an = 3(1+24+3+---+(n—1)+n)
(1+n)

= 3T.n

Como a,, = 135 temos que:

3 1 n=-—10
D) a5 o g2ign-2m0—0 = ,

2 n = 9
desconsiderando o valor negativo, pois ndao faz sentido termos quantidade de palitos
negativa, obtemos que o quantidade de palitos necessdrios para formar o lado desse

triangulo € igual a 9.

Problema 8. (MORGADQO; CARVALHO, |2022) De quantas formas distintas n pes-
soas que estao sentadas em n cadeiras numa unica fileira de um teatro podem regressar
para a mesma fileira apos o intervalo do espeticulo, respeitando-se a condi¢io de que
cada pessoa sente-se ma mesma cadeira que estava antes ou numa cadeira que seja

vizinha a cadeira que ocupava antes do intervalo.

Solucgao.

Seja x, o numero de maneiras distintas de m pessoas que estao sentadas em n
cadeiras numa fileira de um teatro regressarem para a mesma fileira apos o intervalo
do espetdaculo, respeitando-se a condicdo de que cada pessoa sente-se na mesma cadeira
que estava antes ou numa cadeira que seja vizinha a cadeira que estava antes.

Note que x1 = 1, pois havendo apenas uma pessoa e uma cadeira, a pessoa neces-
sariamente regressaria para a sua cadeira de origem, jd que a cadeira é, meste caso,
unica.

Além disso, xo = 2, visto que no caso de duas pessoas e duas cadeiras, hd 2 situagoes
possiveis: a primeira situacao € cada uma das pessoas regressem ao seu lugar de origem;
a outra € que essas duas pessoas troquem de lugar entre si.

Consideremos entao a situagdo em que temos n+2 pessoas e n+2 cadeiras. Podemos

dividir as possiveis configuracoes em dois tipos, a saber:

e As configuracoes em que a pessoa 1 regressa para a sua cadeira de origem. Nesse
caso, ainda teremos que arrumar as n+ 1 pessoas restantes satisfazendo as con-

digoes impostas pelo enunciado, o que pode ser feito de x, 1 modos distintos.

o As configuracoes em que a pessoa 1 nao regressa ao seu lugar de origem. Nesse

caso, a pessoa 1 necessariamente terd que sentar na cadeira que era originalmente
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da pessoa 2 ( pois essa € a unica cadeira vizinha da cadeira que era originalmente

ocupada pela pessoa 1).

Jd a pessoa 2, também necessariamente terd que ocupar a cadeira que era ocupada
pela pessoa 1, pois nenhuma das demais pessoas tem a cadeira de origem ocupada

pela pessoa 1 como cadeira vizinha.

Diante do que acabamos de expor, seque que as pessoas 1 e 2 trocaram de lugar,
restando ainda n cadeiras e n pessoas, que respeitando as condigoes impostas pelo

enunciado, pode ser feito de x, maneiras distintas.

Logo, o nimero total de configuracoes distintas com n + 2 pessoas que respeitam as
condigoes do enunciado € iqual a Tpiq + Ty

Portanto,
Tpio = Tpp1 + 2y, VN EN, com n>1. (7)

Sendo assim, vamos resolver a recorréncia homogénea de sequnda ordem obtida em

(7)-
A equacdo caracteristica associada a referida recorréncia é dada por r®> —r —1=0,

1++5 1-+5
2

cujas raizes $ao: ry = ery = . Como temos duas raizes distintas para

a equacao caracteristica, a solucao geral da homogénea € dada por:

1+¢5>"+02<1—\/5>"‘

a:n:C’lr?—l—Cgrg‘:CH( 5 5

Para determinar os valores das constantes Cy e Cy, vamos utilizar as condicoes:

x1 =1 exy=2. Aplicando essas condicoes, teremos o sequinte sistema de equacoes:

() (55 -

e

Resolvendo o sistema de equagoes acima, encontraremos:

_oeVE 56
= 2— .

¢ 10 ¢ 10

Desta forma, teremos que a solucao geral da recorréncia homogénea satisfazendo as

condicoes iniciais r1 =1 e x9 = 2 serd:

1+v5\" 1—v5\"
In:Oﬂ"?—f—CQT; = Ol< +2\/_> +CQ< 2\/_>

_ 5+\/3<1+J5>”+5—\/5<1—\/5>”'

10 2 10 2
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Se quiser relacionar com a sequéncia de Fibonacci, seque que x, = fn11, ou seja, o

(1 +2\/3>"“ - <1 —2\/5>”+1} |

Problema 9. (PINTO,|2017) Uma planta € tal que cada uma de suas sementes produz,

n-ésimo numero de Fibonacci.

1
xn:fn—&—l:ﬁ

um ano apos ter sido plantada, 21 novas sementes e, a partir dai, 44 novas sementes
a cada ano. Se plantarmos hoje uma semente e se, toda vez que uma semente for
produzida ela for imediatamente plantada quantas sementes serao produzidas daqui a

n anos?

Solucgao.
No ano (n + 2) sao geradas 21 sementes para cada semente gerada no ano (n+ 1)
e 44 sementes para cada semente gerada nos anos anteriores.

Logo, se x,, denota o numero de sementes geradas no ano n, temos:
Tpio = 212pq1 + 44 (Xn + Ty + -+ - + 21 + 20) , (8)

comx; =1 exy=21-21+ 44 = 485.
Para transformar essa recorréncia em uma recorréncia linear de sequnda ordem,

eSCTevemos a erpressio para Tyn.i dada por:
Tpp1 =21z, +44 (21 + Ty o+ + 21 + x0) - 9)
Agora, fazendo — @ e efetuando as devidas simplificagoes, obtemos:
Tpyo — 220,401 — 232, = 0.

Veja que podemos associar a essa recorréncia homogénea a equacdo caracteristica

dada por:
r? —22r —23 =0,

cujas raizes reais sao: r1 = 23 e rg = —1.

Desta forma, a solucao geral dessa recorréncia é dada por:
Tp = Cl’f’? + 027“3 = 01 - 23" + CQ(—l)n

Aplicando as condicoes iniciais, x1 = 1 e x9 = 485, obtemos o sequinte sistema de

equagoes:

230, —Cy = 1
5290 + Cy = 485
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11 1
Resolvendo o sistema anterior encontraremos os valores C7 = T2 e Cy = T
Portanto, a solucao geral é dada por:
_ gy 1( "
RONED 12 ‘

Problema 10. (PINHEIRO et all| 2015) De quantas maneiras diferentes podemos
organizar n domind’s 2 X 1 em uma caixa 2 X n sem contar as possiveis permutagoes

entre as pecas?

Solugao. Vamos analisar alguns casos para compreender melhor o que estd aconte-
cendo. Para isso, vamos representar pela letra V' e H, respectivamente, as posicoes

vertical e horizontal que o domind pode ser posicionado na caiza.
e Paran =1 teremos UMA dnica possibilidade que é colocar na posi¢io {V'}.
e Para n =2 teremos DUAS possibilidades que serdo: {VV'} ou {H}.
e Paran =3 teremos TRES possibilidades: {VVVY} ou {VH} ou {HV}.

e Paran =4 teremos CINCO possibilidades: {VVVV} ou{VVH} ou {VHVY} ou
{HH} ou {HVV}.

Analisando esses casos particulares, e sendo x, o niumero de maneiras diferentes

que podemos organizar n domino’s 2 X 1 numa caixa 2 X n, percebemos que:
T3 =To+ X1 € Ty = T3+ To,
o que intuitivamente nos leva a concluir que:
Tp = Tp—1+ Tp—2-

Vamos justificar que de fato a relag¢io de recorréncia dada anteriormente é vdlida.
Para isso, como temos uma caiza de tamanho 2 X n, temos duas formas de comecarmos
organizar os domind’s nessa caiza. Ou colocamos um domind na vertical {V'} ou dois

domind’s na horizontal {H}. Entao vamos analisar esses dois casos:

i) Comecar com um domind na vertical {V'}.

Se comecarmos com um dominé na vertical, sobrardo uma caiza de tamanho
2 x (n—1), pois ja se utilizou um espago 2 X 1 da caira, ao ser posicionado o

primeiro doming.

Portanto, teremos x,_1 maneiras de organizar os domino’s na caira comecando

com um dominé na posi¢ao vertical.
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it) Comecar com dois domind’s na horizontal {H}.

Se comecarmos com dois domind’s na horizontal, sobrardo uma caiza de tamanho
2 X (n —2), pois ja se utilizou um espago 2 X 2 da caiza, ao ser posicionado o

primeiro domino.

Portanto, teremos x,_o maneiras de organizar os domindo’s na caira comecando

com dois domind’s na posicao horizontal.

Como devemos ter qualquer um dos dois casos acima, seque que a relacao de

recorréncia serd dada por:

Tp =Tp1+Tp_2

A equagdo caracteristica associada a recorréncia homogénea acima é dada por:
r?—r—1=0,

1+V5  1-45

€Ty =

cujas raizes sao dadas por: vy =

Desta forma, a solucao geral da recorréncia é dada por:

e () o (15)'

Para determinarmos os valores das constantes C7 e Cy utilizaremos as condigoes

miciais v1 =1 e x9 = 2, formando assim, o sequinte sistema de equagoes:

c(”‘f) 02< \/5) _ | 545

2 2

10
2 2 )
1++/5 1-+5 55
= C =
Portanto, a solucao geral é dada por:
1 " 1— !
Ty — Cl< +\/5) +CQ< \/5>
2 2
5 +VB (1445 ”+5—\/5 1-v5\"
10 2 10 2 '

Problema 11. Num certo local a populacao de uma determinada espécie é contada
no fim de cada ano, desde ha 10 anos. Designando por p,+1 o numero de elementos
da espécie quando da (n + 1)-ésima contagem, sabe-se que py = 200 (isto é, hd 10
anos havia 200 elementos da espécie em questao) e p1 = 400, e verificou-se que no
fim de cada ano, o nimero de elementos da espécie em questdo era iqual ao quddruplo
do crescimento que essa populagdo teve no ano anterior (ao que acabou de findar). A

manter-se esta relacio no futuro, qual a populagdo da espécie daqui a 5 anos?
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Solugao. Pelos dados retirados do enunciado, teremos as condigoes iniciais pg = 200,

p1 =400 e a relagio de recorréncia dada por:

Pniy2 = 4 (pn+1 - pn) .

A equacdo caracteristica associada a recorréncia anterior é r® — 4r +40 = 0, cujas
raizes sao: ri = ro = 2.

Portanto, a solucao geral é dada por:
pn:Cﬂn—l—Cg-n-Q".

Aplicando as condicoes pg = 200 e p; = 400 na solugcdo geral, teremos o sequinte

sistema de equacoes:

4 = 200
2CT +2Cy, = 400

cuja solugao € Cp = 200 e Cy = 0.

Sendo assim, a solugdo geral do problema é dada por:
pn = 200 - 2",
e consequentemente a populacao dessa localidade daqui a 5 anos é dada por:
P = 200 - 2°
= 25.8.2°
= 25.2°
= (5-2)%.2°
= 2.100
= 6400.
Problema 12 (Olimpiada Iberoamericana- 1992). Sejam a,, e b, duas sequéncias de
inteiros tais que ag = 0, by = 8 e as relacoes an1o = 20,11 —ap+2 € byio = 20,11 —by,.

Prove que a’+b% é um quadrado perfeito paran > 0 e encontre pelo menos dois valores

possiveis para (ai992, b1ggs)-

Solugao. Note que:

(pio = 20541 — Qp + 2. (10)

pi1 = 20y — Qp_y1 + 2. (11)



25

Fazendo — obtemos:
Qpy2 — Ap41 = 2 (an—l—l - an) - (an - an—l) .

Defina r, = a, — an,_1, veja que r, € chamada de razdo da sequéncia a,. Assim

teremos:

Tnt2 = 2rn+1 — Tn-

Podemos associar a recorréncia anterior a equagdo caracteristica ¢> —2q+ 1 = 0,

cujas raizes sao q = qo = 1. Assim, a solugdo geral é dada por:
Tn:Cl-1”+C’2-n-1":C'1+an.
Note que r,, € uma PA de razao Cs.

Ora, como definimos r, = a, — a,_1 temos que 1, = a1 —ag = a; — 0 = a;. e
rg=ay—a; = (2a1 —ap+2)—ay=a; —ay+ 2 =a; +2.

Assim, ro — 1y = 2, desta forma, temos que Co = 2. Masr; = a; = C; +2-1
implica que C7 = a1 — 2.

Portanto,

Tn = Ol+02n
rn = (a3 —2)+2n
rm = a1+ (n—1)-2.

Por outro lado, veja que:

an = (n = an-1) + (1 — An2) + (An2 — an_3) + -+ (a1 — ag)
= Tpn+Tp1+Thot+rp3+ - +712+n
(7“14—7“”)'”
2
n
= [al—i—al—i—(n—l)-Z]E
= 2(@14‘”-1)%
= n®+n(a —1)
= n2+n-a,
onde a = a; — 1.

Por outro lado, temos que:

bn+2 = 2bn+1 — by.



26

Ou ainda,

bn+2 - bn+1 = bn+1 - bn - ba

onde b é uma razao constante. Isso significa que a sequéncia é uma PA. Sendo assim,
teremos: b, = by + bn = 8 + bn.

Sendo assim, devemos mostrar que a2 + b2 é um quadrado perfeito, logo:

2
az+b: = (n2 + an) + (8 +bn)?
= n* 4 2an® + a®>n® + 64 + 16bn + b*n’.

Como estamos procurando um quadrado perfeito, temos que:
2 2 4 3 2\ 2
(n —|—an+8) =n"+2an’ + (16+a )n + 16an + 64.
Portanto, a2 + b2 ¢ um quadrado perfeito se, e somente se:
n* + 2an® + a®>n?® + 64 + 16bn + b*n? = n* + 2an>® + (16 + a2) n? + 16an + 64.

Fazendo a comparacao de polinémios, devemos ter:

)

16+a%2 = a?+0b2
16a = 16b

o que resulta em a = b e b = £4. Agora vamos analisar os dois casos assumidos por b.
e Sea=beb=4teremos que: a, =n>+4n e b, = 8 + 4n e portanto:
(a1992, brgez) = (19922 +4-1992,8 + 4 - 1992)
(alggg, blggg) == (3976032, 7976)
e Sea="beb= —4 teremos que: a, = n?>—4n e b, = 8 — 4n e portanto:

(a1902, b19g2) = (1992% —4-1992,8 — 4 -1992)
(alggg, 61992) = (3960096, —7960)
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Consideracoes finais

Esperamos que este trabalho venha a contribuir para uma melhor divulgacao e co-
nhecimento a respeito das recorréncias lineares de 12 e 22 ordem e que além disso,
desperte o interesse dos professores, principalmente aqueles que lecionam na Educacao
Basica, a buscarem por seu estudo, bem como estimular o uso do mesmo em demons-
tragoes no ensino.

Sendo assim, depreendemos que a resolucao de problemas a partir de um pensa-
mento recursivo vem de certa forma contribuir para o pensar matematico no sentido de
desenvolver habilidades e incitar a criatividade para a resolucao de diversos problemas
no Ensino Bésico.

Em se tratando das aplicagoes do estudo de recorréncias, apresentamos varios exem-
plos com a finalidade de mostrar que em diferentes contextos se faz uso da recorréncia
linear, seja de 1* ou de 2% ordem homogénea ou nao homogénea. Acreditamos que
a devida interpretacao de um fenémeno real, que se observa através de um padrao
matematico, desperta o interesse pela matematica.

A abordagem do estudo das recorréncias lineares no ensino bésico é de provocar
e incentivar que os alunos sejam cada vez mais intensamente desafiados a situagoes
problemas didaticas motivadoras. Fazendo com que a nossa sala de aula se transforme
ainda mais em um laboratorio para que os nossos alunos se tornem ainda mais prota-
gonistas em elaboracao de ideias e resolucao de problemas, fortalecendo a experiéncia
e o ambiente em fazer matematica a partir das situagoes do cotidiano.

Ao resolvermos problemas que constam em livros didaticos ou em olimpiadas de
matematica, estdvamos mostrando que os padroes matematicos ja estao inseridos em
questoes de nivel médio, faltando apenas que o professor oportunize a seus alunos o
conhecimento recursivo na modelagem da solucao. Dai a importancia de se iniciar o
estudo de recorréncias ainda na Educagao Basica.

Na miscelanea de problemas, apresentamos intimeras as situagoes em que problemas
que envolvem contagem podem ser facilmente interpretados e solucionados utilizando-
se de um raciocinio recursivo. As relagdes de recorréncias sao, dessa forma, mais uma
estratégia a somar com as ferramentas tipicas da Analise Combinatoéria para resolugao
de problemas dessa natureza.

O que propromos é que as relagoes de recorréncia sejam inseridas no contexto da
Educacao Bésica desde os primeiros anos de forma progressiva para que o aluno possa
de forma facil e criativa resolver problemas que a primeira vista parecem dificeis. E,

assim, possam, de fato, evoluir em seu potencial de aprendizagem.
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