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O objetivo deste minicurso é apresentar uma proposta de atividades de como
trabalhar com alguns dos conceitos de Matematica através do tema que explora o formato

e 0 encaixe dos alvéolos na construcido do favo das abelhas.

INTRODUGAO

Quando observamos algumas espécies de plantas e animais na natureza, estes
parecem adotar padrées, formas e comportamentos que sugerem uma relagao direta com a
Matematica. Assim, buscamos neste trabalho mostrar que a Matematica ndo esta apenas
dentro dos livros, muito pelo contrario, ela esta em tudo que nos rodeia.

De acordo com a BNCC (Base Nacional Comum Curricular), a escola precisa
preparar o aluno para entender que a Matematica age de modo inter-relacionado com
diferentes situagdes. O objetivo do ensino € que os estudantes construam uma visao mais
integrada da Matematica mostrando que ela ndo é apenas um conjunto de regras e técnicas,
mas faz parte do nosso dia a dia:

“A area de Matematica, no Ensino Fundamental, centra-se na compreensao de conceitos e
procedimentos em seus diferentes campos e no desenvolvimento do pensamento
computacional, visando a resolugdo e formulagdo de problemas em contextos diversos.
No Ensino Médio, na area de Matematica e suas Tecnologias, os estudantes devem
consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior e agregar novos, ampliando o
leque de recursos para resolver problemas mais complexos, que exijam maior reflexdo e
abstracdo. Também devem construir uma visdo mais integrada da Matematica, da
Matematica com outras areas do conhecimento e da aplicagdo da Matematica a realidade.”
(BRASIL, 2017, p. 471)



Neste sentido, concentramos nosso estudo na relacdo das abelhas e a Matematica.
Comegamos com algumas informagdes sobre as abelhas, de acordo com [7] para entender
um pouco do seu ambiente e habitos.

Na maioria das espécies de abelhas, a forma de organizagcdo em sociedade é
altamente concisa, havendo divisdo de atividades entre elas, que possuem diferenciacdes
anatdbmicas de acordo com a fung¢ao que realizam.

As abelhas se destacam pela sua organizagao social e pela sua producdo de mel.
Elas formam colénias altamente organizadas, que sao as colmeias. Assim, é importante
compreender o que € uma colmeia: s&o locais onde as abelhas vivem, seja um espaco
artificialmente construido ou natural, totalmente organizados e que oferecem protegcao aos
insetos. E na colmeia que as abelhas vivem, se reproduzem, armazenam mel, criam as
larvas e realizam todas as atividades necessarias para a sobrevivéncia da coldnia.

Dentro das colmeias temos uma estrutura feita de cera que € chamada de favo. Ele é
composto por uma estrutura denominada alvéolo que serve depois de depdsito para o mel
que fabricam. Cada alvéolo € um bergo para as larvas e suprimento de alimento para que

elas possam se desenvolver.

Figura 1: Larvas nos alvéolos.

Fonte: https://asknature.org/pt/estrat%C3%A9gia/estrutura-de-favo-de-mel-%C3%A9-eficiente-em-termos-de-
espa%C3%A7o0-e-forte/

Nas colmeias existem trés classes sociais: a da rainha, a dos zangdes e a das operarias.

As abelhas operarias sao fémeas estéreis e de menor porte da familia. As operarias sao a
maioria da populacido, num enxame ha cerca de 50 a 80 mil dessas abelhas. Vivem em média 38
dias e sdo as responsaveis pelo trabalho pesado da colmeia como a construcio, a limpeza, a
alimentacgao da rainha, os cuidados com 0s ovos e as crias, nutricdo das larvas, a coleta do pélen
e néctar extraido das flores, o abastecimento de agua, a defesa, a ventilagdo, a limpeza e a

producao de mel, geleia real, prépolis ecera para manutengao da colmeia.

Os zangbes, machos das abelhas, sdo mais largos e fortes. A quantidade deles por

enxame é de algumas centenas, isso varia de acordo com a quantidade de alimento disponivel e



se é época de acasalamento ou ndo. Os machos ndo possuem ferrdo, nao coletam pdlen e niao
produzem cera. A sua unica fungao é fecundar a rainha. Seu periodo de vida é curto, logo apds o

ato sexual ele morre.

A abelha rainha, s6 existe uma por colmeia e € a unica fémea feértil, € mais alongada que
as operarias € mais comprida que os zangdes (Figura 2). Ela tem os movimentos lentos e solenes
e estd sempre rodeada por varias operarias que mantém a rainha bem servida de geleia real. A
rainha nasce de um ovo fertilizado, sendo a unica abelha fémea fecundada, os demais ovos dao

origem as operarias e aos zangdes.

Figura 2: Estrutura das classes de abelhas (espécie Apismelifera).

Fonte: Menezes, 2017.

As abelhas buscam locais para construir seu lar. Iniciam a construcdo dos favos, que sao
feitos de cera. Cada favo se forma por um conjunto de alvéolos, que sado estruturas associadas a
prismas regulares hexagonais de cera, construidas pelas proprias abelhas. Na formacgao do favo,
os alvéolos estdo encaixados com uma determinada inclinagdo, como na Figura 3. Os alvéolos
servem para o desenvolvimento e reproducédo da sua espécie e sao locais para armazenar o mel
produzido. Eles tém a maior capacidade de armazenamento para a menor por¢cao de cera

possivel, um fendmeno recorrente na natureza.

Figura 3: Favo de mel.

Fonte: https://culturadefato.com.br/sorte-em-abundancia-ou-razao-em-escassez/
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Ha muito tempo, os homens vém tentando decifrar as abelhas. Baseado no trabalho de
Thompson [11], vamos abordar um pouco da histéria de alguns matematicos que tiveram como

inspiragado em seus trabalhos as abelhas e a estrutura de suas colmeias.

O primeiro a se interessar pelo fenbmeno da construgdo dos alvéolos foi Pappus de
Alexandria (290 — 350), gedmetra grego importante, pesquisador e autor de muitos textos sobre
cientistas da antiga civilizacdo grega. Pappus mostrou que, dentre as formas que as abelhas
poderiam ter empregado para fazer seus favos, a adotada é a que mais economiza cera. Vale
ressaltar que a producédo de cera exige muito esforgco das abelhas, pois a cera usada na
construcéo das paredes de cada favo é produzida com a matéria organica de seus corpos. Assim,
economizar com esse trabalho parece ser bem natural. Pappus chegou a estudar os alvéolos
como segdes de prismas regulares hexagonal, triangular e quadrada. Ele concluiu que os prismas

de bases hexagonais podiam armazenar mais mel que os outros dois.

Depois de Pappus de Alexandria, vieram estudiosos da Matematica de diversas
nacionalidades estudar as colmeias das abelhas e a construgcdo de seus alvéolos. Em 1619,
Johannes Kepler, descreveu o formato de um alvéolo: se assemelha a um prisma reto hexagonal
regular cujo fundo ou cobertura € uma unido de 3 losangos congruentes entre si determinando um

triedro que tem seus angulos diedras iguais a 120°.

Figura 4: Alvéolos formando um favo e formato de um alvéolo com seus angulos.

B=109°28'
a=70"32

Fonte: https://www.ime.usp.br/caem/anais _mostra 2015/arquivos_auxiliares/oficinas/Oficina03 Elvia Debora.pdf

O formato do fundo dos alvéolos permite que eles fiquem ligeiramente inclinados, evitando
que o mel escorra.

Figura 5: Encaixe dos alvéolos.

Fonte: SARAIVA, 1999.
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O fisico francés René-Antoine Ferchault de Réaumur (1683 — 1757) notou que o angulo
agudo era sempre 0 mesmo nos losangos que faziam o fechamento dos alvéolos. Réaumur se
especializou em Geometria e passou a se interessar por Biologia. Especialista no estudo do
desenvolvimento dos habitos e comportamentos dos insetos, publicou seu livro “Mémoriespour

servir a l'histoiredesinsectes” (1734-1742).

Depois de Réaumur, o astrbnomo francés Jean-Dominique Maraldi (1709 — 1788)
interessou-se pelo problema das abelhas e mediu com maior precisdo esse angulo para todos os
alvéolos e ainda engrandeceu a simplicidade das abelhas por utilizarem apenas dois dngulos: um
de 109° 28’ e outro, seu suplemento, de 70°32’. Para Réaumur faltava saber se o angulo
escolhido pelas abelhas tinha a ver com a economia de material. Ele resolveu consultar Samuel

Konig (1712 — 1757), um matematico alemao, propondo o seguinte problema:

Dada uma célula hexagonal terminada por trés losangos iguais, qual a configuragdo que
requer a menor quantidade de material para a construcdo de um alvéolo de um determinado

volume fixo?

Konig resolveu o problema e achou valor de 70°34’, uma diferenga de apenas 2’ do angulo

utilizado pelas abelhas.

Outro matematico, um britdnico chamado Colin Maclaurin (1698 — 1746), estudou o
problema e fechou a questdo usando o Calculo Diferencial. Segundo os célculos de Maclaurin, o
angulo do losango para o alvéolo mais econémico deveria medir precisamente 70°32’ e assim ele
descobriu que Konig na verdade havia encontrado um resultado diferente porque tinha feito os
calculos com uma tabua de logaritmos que tinha um erro. Resumindo, chegou-se a constatagao

que as abelhas estavam certas.

Essa incrivel obra da natureza que € a colmeia das abelhas € um assunto interessante e
que tem sido explorado de diferentes formas no ensino de Matematica. Neste contexto, este
minicurso busca explorar parte dos conceitos matematicos descritos anteriormente, através de

material concreto e o uso de tecnologia (Geogebra).

FUNDAMENTAGAO TEORICA

Vamos admitir conhecidos os conceitos de Geometria Euclidiana Plana.

1. Ladrilhamento do plano
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Definicdao 1.1. Um ladrilhamento do plano é uma divisdo dele em regides poligonais onde a
intersecao de duas destas regides poligonais € vazia ou um numero finito de pontos ou de

segmentos de reta.

Observacao: Os poligonos das regides poligonais de um ladrilhamento do plano podem ser

chamados de ladrilhos e ladrilhamento pode ser chamado de pavimentagao.

Nomenclatura:

Ladrilhamento monoédrico é aquele formado por poligonos todos congruentes entre si;

Ladrilhamento lado-a-lado € aquele em que cada uma de suas arestas € lado de algum dos

poligonos que o define;

Ladrilhamento regular € um ladrilhamento monoédrico e lado-a-lado, onde seus ladrilhos séo
todos regulares.

Definicdo 1.2. Chamamos de nés de um ladrilhamento os vértices dos poligonos deste

ladrilhamento.

Estamos interessados em estudar apenas a existéncia de ladrilhamento do plano com regides

poligonais regulares de um sé tipo. Vejamos um importante resultado.

Teorema 1.3. Se F = {P;};; € um ladrilhamento do plano, onde P; € uma regido poligonal regular

de n lados, para todo i, entdo n = 3,4 ou 6.

Demonstragao.
Suponhamos que existe um ladrilhamento regular do plano formada por poligonos regulares de n

lados.Se em um né desse ladrilhamento aparecem m poligonos, entdo a soma dos angulos

(n—2)180
n

internos desses poligonos neste vértice deve ser igual a 360, ou seja, m = 360, onde

—-2)180 . N . , ~
=180 & 3 medida do angulo interno de um poligono regular de n lados.Dessa equag&o obtemos

. . 2 2
a seguinte igualdade m = n—_"z Como m > 3, obtemos n—_nz > 3. Desenvolvendo chegamos que

n<6.(n=34>5,6).

e Para n =3, obtemos m = 6. Assim, temos um ladrilhamento regular do plano sendo que

em cada n6 concorrem 6 tridngulos equilateros.



e Para n =4, obtemos m = 4. Assim, temos um ladrilhamento regular do plano sendo que

em cada no6 concorrem 4 quadrados.
10 , . . , ~ .
e Paran =75, obtemos m = 5 Como m deve ser um numero inteiro, concluimos que néo &

possivel ladrilhar o plano com regides poligonais regulares com 5 lados.
e Para n =6, obtemos m = 3. Assim, temos um ladrilhamento regular do plano sendo que

em cada no6 concorrem 3 hexagonos equilateros.

Figura 6: Descrigéo das tentativas de ladrilhamento.

= 3 n =4 n=2=5 n==6
Fonte: Elaborado pela autora.

Concluimos quen = 3,4,6,0u seja, somente o tridngulo equilatero, o quadrado e o

hexagono regular podem ser utilizados para um ladrilhamento regular do plano.

2. Poliedros Especiais

Vamos considerar objetos especiais no espacgo. Um poliedro é a extensao do conceito de
poligono do plano para o espago, mas que ndao vamos estudar de maneira geral e sim casos

particulares.

Definigcao 2.1. Um poliedro é uma reunido de um numero finito de regides poligonais convexas

(planas) chamadas faces do poliedro que satisfazem as condicoes:

a) cada lado aresta de poligono € comum a dois e somente dois poligonos;
b) a interseccdo de dois poligonos ou é vazia, ou € um vértice comum ou é um lado

comum aos dois poligonos.

Observacgao: O conceito de congruéncia de poliedros segue de maneira analoga a de poligonos

congruentes. Assim como o conceito de interior dele.
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Definicdo 2.2. Uma piramide é um poliedro que possui suas regides poligonais planas
caracterizadas da seguinte maneira: uma delas € um poligono A4, ... A, pertencente a um plano

7 € as outras sdo regides triangulares definidas por VA;4,, ..., VA,_14, e VA,A;,comV & m.

Figura 7: Piramide VA A, ... A,.

Vértice
1 ™
AN
— A0
/ [ ——aN
// i/ |BQSE. b ’
Vi [ &8 o /
ry _ Tl ¥ I

Fonte: Elaborado pela autora.

Definicdo 2.3. Um prisma €& um poliedro que possui suas regides poligonais planas
caracterizadas da seguinte maneira: duas delas sao definidas pelos poligonos 4,4, ..4,
pertencente a um plano = e B;B, ... B, pertencente a um plano ' com 7 e ©’ planos paralelos
entre si e as retas determinadas por ZTB: com i =1,2,...,n, paralelas entre si. As demais regides

poligonais planas sédo determinadas pelos paralelogramos A,A4,B,B,,A,A3B3B,, ..., A,A1B1B,,.

Essas regides poligonais determinadas por paralelogramos sdo chamadas de faces
laterais do prisma e as regides poligonais determinadas por 4,4, ... A,, €B;B, ... B, sdo chamadas

de bases do prisma.

Figura 8: Prisma A4, ...A,B1B; ... By.

Fonte: Elaborado pela autora.



Nomenclatura:

Cada piramide ou prisma € nomeado a partir do poligono que forma sua base: a piramide/o
prisma diz-se triangular, se sua base for um tridngulo, quadrangular, se sua base for um

quadrilatero, pentagonal, se sua base for um pentagono e assim sucessivamente.
Uma pirdmide triangular € também chamada de tetraedro.

Prisma reto € aquele cujas arestas laterais sdo perpendiculares aos planos das bases. Num

prisma reto as faces laterais sdo retangulos.
Prisma obliquo é aquele cujas arestas sdo obliquas aos planos das bases.

Prisma regular € um prisma reto cujas bases sao poligonos regulares.

Figura 9: Prismas

</

B e ] — =
P

prisma reto prisma obliquo prisma regular
(pentagonal) (heptagonal) (hexagonal)

Fonte: DOLCE; POMPEO, 2013.

A altura de um prisma regular é a medida de suas arestas.

Piramide regular € uma piramide cuja base € um poligono regular e a reta que passa pelo vértice
Ve pelo centro do poligono 0 é perpendicular & base. O segmentoV/0 (ou a sua medida) é

chamado de altura da piramide regular.

Observagao. Pelo fato de as faces laterais de um prisma serem paralelogramos, temos que as

bases de um prisma s&o poligonos congruentes e as medidas de suas arestas laterais sao iguais.

Definicao 2.4. A area lateral de um prisma é a soma das areas dos paralelogramos. A area total

(A7) de um prisma é a soma da area lateral com as areas das bases, ou seja,
Ap =24, + X7, A,

onde n é o numero de lados da base do prisma, A,€é a area da base (¢ a mesma para as duas
bases pois elas sdo congruentes) e A;a area das faces laterais, para i =1,2,...,n, que sao
paralelogramos.
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O préximo conceito aparece de maneira axiomatica, que estende o conceito de area do

plano para o espaco. Ele vale para sélidos em geral, mas vamos particularizar para poliedros.

Axioma 2.5. A cada poliedro tem-se um numero real positivo associado, chamado de volume, de

forma que:
1°) poliedros congruentes tém volumes iguais;

2°) Se um poliedro S é a reunido de dois poliedros S; e S, que n&o tém pontos interiores comuns,

entdo o volume de S é a soma dos volumes de S, e S,.
Notagao: Dado um poliedro S, denotaremos por V(S) o seu volume.

Em casos particulares de poliedros temos féormulas para obter o seu volume. No trabalho,

vamos utilizar somente a férmula de um prisma, que é o proximo resultado.

Teorema 2.6. O volume de um prisma regular € o produto da area da base pela medida da altura

e o volume de uma piramide regular € um tergo o produto da area da base pela medida da altura.

A demonstracao pode ser vista em [6, Corolario 10.4 e Proposicao 10.7].

3. Estudo de variagao das fungodes

Nesta secdo descrevemos alguns conceitos de Calculo Diferencial. O conceito de derivada
de uma funcéo é fundamental para o entendimento do seu grafico, que é o objetivo deste trabalho
considerando uma funcao especial.Vamos abordar os conceitos de maneira superficial, somente

para fixar notacio e descrever os resultados necessarios para o estudo da fungao referida.

Definicao 3.1. Uma fungao f € uma lei que associa, a cada elemento x em um conjunto A4,
exatamente um elemento, chamado f(x), em um conjunto B. O conjunto A é chamado dominio e
B de contradominio da fungdo. O numero f(x) € o valor de f em x. A imagem de f é o conjunto
de todos os valores possiveis de f(x) obtidos quando x varia por todo o dominio.

Vamos considerar A eB subconjuntos dos numeros reais.

Definigcao 3.2. Sejama e b dois numeros reais, com a < b. Um intervalo aberto € um conjunto
dos numeros reais do tipo
Ja,b[={x € R|a < x < b}.
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No que segue vamos considerar f uma funcdo definida em algum intervalo aberto com

contradominio os numeros reais.

Definigdo 3.3. Seja f uma funcgéo definida em algum intervalo aberto que contenha o numero a,
exceto possivelmente no préprio a. Entdo dizemos que o limite de f(x) quandox tendeaa é L, e
escrevemos

limf(x) =1L

x>a

se para todo € > 0 houver um numero § > 0 tal que se 0 < |x —a| < §, entdo |f(x) — L| < €.

Definicao 3.4. A derivada de fem um numeroa, denotada por f’(a), € o limite

fla+h) - f(a)
h

f(@):= lim

se o limite existir.

Para tipos especiais de fungbes, temos regras de calcular sua derivada, ja ndo tendo que
passar pelo conceito de limite. O proximo resultado sdo essas regras para as fungdes que

utilizaremos neste trabalho.

Proposigao 3.5. Sejam f e g fungbes com derivada em todos os pontos de seus dominios.
Entao:

a) (f+9)(x)=f"(x)+g' ).

b) (f.9)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g' ().

f P We-F )10
) (E) () = 97 '

d) (feg)'(x) = f'(g(x))g'(x).

A demonstracao pode ser vista em [12, p. 170 e 180].

Proposigao 3.6. A derivada das fungdes trigopnométricas seno e cosseno sao

(sen)'(x) = cos (x) e (cos)'(x) = —sen(x).

A demonstracao pode ser vista em [12, p. 173].

As derivadas de uma funcdo f(x) nos dao informagdes importantes de como f(x) se

comporta no que se refereaos valores extremos, maximos e minimos da funcao.
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Definicao 3.7. Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto I e x, um ponto de I.
Chamamos de vizinhanga de x, um intervalo V =]x, — §,x, + §[ onde § € um numero real
positivo. Dizemos que x, € um ponto de maximo local de f se existir uma vizinhanga V de x, tal

que:

x €V = f(x) < flxg).

Nesse caso, o valor f(x,) € chamado maximo local de f(x).

Analogamente, dizemos que x, € um ponto de minimo local de f se existir uma vizinhanga V de

X, tal que:

x €V = f(x) = fxg).

Nesse caso, o valor f(x,) € chamado minimo local de f(x).

Observagao: Podemos obter uma funcéo através do conceito de derivada anterior, da seguinte
maneira: suponha que f tem derivada em um ponto a. Definimos a fungdo d,f: R - R, tal que

d.f(x) = f'(a).x, chamada fungao derivada de f tem a.

Definicdao 3.8. Dizemos que f tem derivada de todas as ordens em um ponto a se existe a

derivada de f em a, a fungao derivada de f tem a tem derivada em a, e assim sucessivamente.

n

Notacao: f''(a) é a derivada de d,f no ponto a, " (a) é a derivada de d3f no ponto a, onde d23f

€ a funcao derivada de d,f tem a, e assim sucessivamente.

O resultado que segue vale em um contexto mais geral, mas como ndo é o nosso objetivo

aprofundar em ferramentas de Calculo Diferencial, vamos particularizar.

Proposicao 3.9. (Teste da Segunda Derivada) Suponha que ftem derivada de todas as ordens

em um ponto a.
(@) Se f'(a) = 0e f’(a) > 0, entdo f tem um minimo local em a.

(b) Se f’(a) = 0e f’(a) < 0, entdo f tem um maximo local em a.

A demonstracao pode ser vista em [12, p. 266].
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4. Alvéolos dos favos de mel

As colmeias sao estruturas onde as abelhas vivem e executam suas atividades. Dentro das
colmeias, tem uma estrutura formada pela unido de varios alvéolos, chamada de favos. Os
alvéolos sao construidos com um formato que apresenta uma extremidade aberta, cujo formato &
hexagonal. Ao realizar um corte transversal na colmeia, obtemos um plano de hexagonos
regulares, como mostra a Figura 10. A outra extremidade do alvéolo é fechada, com um apice
triédrico.

Figura 10: Corte transversal na colmeia das abelhas

Fonte: https://www.radioaguasclaras.com.br/culturas-de-inverno-aumentam-aproducaode-mel-e-preservam-o-

solo/.

41. Construcao dos alvéolos

Nesta secdo, voltamos nosso olhar para o formato real dos alvéolos, passando pelo

esclarecimento geométrico da sua construgao.

Ele tem o formato semelhante ao de um prisma hexagonal com o fechamento num apice
triédrico, composto por trés losangos congruentes entre si. As seis faces laterais do alvéolo sao

trapézios e a sua base é aberta, como podemos ver na figura a seguir.

Figura 11: Alvéolo

Fonte: REZENDE; RODRIGUES, 2008.
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O modelo visa um melhor encaixe entre os alvéolos.

Figura 12: Encaixe dos alvéolos

Fonte: SARAIVA, 1999

Esse alvéolo pode ser construido comegando com prisma reto de altura h e bases ABCDEF

eA'B'C'D'E'F’, onde estes hexagonos sao regulares de lados de medida a, conforme a Figura 13.

Figura 13: Prisma reto de base hexagonal

F E
A 5 ' 1D
B! C!

h ! :
Lt B ;s
A’ D'
a
B' Pol

Fonte: REZENDE; RODRIGUES, 2008.

Seja V' um ponto qualquer em BB’. Considere o plano ABC e seja I o centro do hexagono
ABCDEF. Tracando uma reta perpendicular ao plano ABC, passando por I, determinamos o ponto
V que esta no plano AV'C. Os vértices B, D eF sao cortados por planos passando pelas retas
AC, CE e AE que se encontram num ponto V (apice) e que intersectam BB’ em V', DD em V" e
FF' em V"', como mostra a Figura 14. Como AV’ = AV = VC = CV', temos que o quadrilatero
AV'CV é um losango. De modo analogo, temos que CV"EV e EV'"AV séo losangos, obtendo os
tetraedros ABCV', CDEV'" e EFAV''. A ideia é recortar e deslocar estes tetraedros tais que V', V"’

e V'" coincidam com o vértice V.
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Figura 14: Formacgao do apice triédrico.

Vv
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N
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AF : Y DY
B' Poii

Fonte: REZENDE; RODRIGUES, 2008.

4.2. Volume dos alvéolos

Nosso objetivo agora € mostrar que o volume de cada alvéolo tem o mesmo volume que de

um prisma de base hexagonal.

Consideremos um prisma reto com base hexagonal regular (Figura 13). Como vimos,
AV'CV é um losango. Temos que AA'B'V' eV'B'C’'C séao trapézios com dois lados adjacentes, nos

quais o losango AV'CV esta encaixado (Figura 15).

Figura 15: Prisma hexagonal com um dos cortes.

Fonte: REZENDE; RODRIGUES, 2008.
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Sendo I o centro do hexagono ABCDEF, os triangulos ABI,BCI,CDI,DEI,EFI e FAI séo
equilateros de lados medindo a. Assim Al = IC = AB = BC = a e, portanto, ABCI € um losango,

chamando de M a intersegao de suas diagonais.

Considerando os triangulos AIC e ABC, observamos que, pelo caso LLL (ver [8, Teorema
2.8]), AIC é congruente a ABC ( Al = AB; IC = BC e AC lado comum).

Consideremos agora os triangulos MBV' e VIM. Como m(BMV') = m(IMV), pois s&o
opostos pelo vértice; VIM = V'BM, pois sdo angulos retos e BM = MO, visto que M é o ponto
médio de BI, pois em um losango as diagonais se bisseccionam, temos que os triangulos MBV' e

VIM sao congruentes pelo caso ALA (ver [8, Teorema 2.7]). Em particular BV' = IV.

Desta forma, como os triangulos AIC e ABC sao congruentes e BV' =1V, que sao as

alturas dos tetraedros AV'CB e AVCI entao
volume AV'CB = § .area ABC .BV' = g Larea AIC .1V = volume AVCI,

ou seja, AV'CB e AVCI possuem 0 mesmo volume.

Excluindo o tetraedro AV'CB, temos um novo sélido, sendo que os sélidos IABCI'A'B'C’ e

VAV'A'B'C'l' apresentam volumes iguais.

Vale ressaltar que a Figura 15 apresenta apenas um corte, ocorrendo a partir do ponto V'.

Com os pontos V"' e V""" acontece de forma analoga (Figura 16).

Figura 16: Prisma hexagonal com todas as marcagoes.

Fonte: REZENDE; RODRIGUES, 2008.
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4.3. Area da superficie dos alvéolos

O préximo passo é apresentar uma maneira de determinar uma funcao que calcula a area
total do alvéolo em fungdo da medida do angulo do fechamento dos losangos no formato de apice
triédrico, que sera chamada de a, que esta relacionado com a medida do angulo agudo de um

dos losangos, que sera chamada de 6.

Para calcular a area total do alvéolo, temos que primeiro calcular a area de cada losango
que compde o fechamento do alvéolo (4;) e depois calcular a area dos trapézios congruentes da

lateral (4;;). Considere o alvéolo conforme a figura:

Figura 17: Alvéolo usado para calculo

\""
e
a

v’

Fonte: REZENDE; RODRIGUES, 2008.

Seja 8 a medida do angulo agudo do losango que compde o apice triédrico.
Comecemos calculando a area do losango AV'CV.

O ponto M, que é o ponto de intersegdo das diagonais do losango ABCI, também é a

intersecéo de AC com VV'. Além disso, IM = % Considere o triangulo equilatero BCI de lado a.

Temos que CM é a altura de BCI € CM = >+/3.

Como o tridngulo IMV é retangulo em I (por construgédo, Vi e perpendicular as bases do

prisma hexagonal inicial), sendo a = m(MVI), obtemos:

a
Py a
senag=—>=VM =

VM 2-sena )
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Assim, podemos calcular a area do losango AV'CV que é dada por:

Vv’ . AC
Apyrev = T (%)

Como 'V’ é o dobro de VM, temos

!

=>VV = ,
2sena sena

Vv =2

e AC é o dobro de CM, temos

av3

AC=2-T:AC=a\/§.

Voltando em (**), temos

a
. a\/§ aZ\/§
Agvicy = SenaT = Agvic =5——

As seis faces laterais do alvéolo sao trapézios congruentes. Tomemos o trapézio AA'B'V".

Temos que A'B’ = a e considere AA' = h.
Como AA'B'B é um paralelogramo, entdo BB’ = AA’ = h. Assim,
B'V' =h—BV'.
Além disso, BV' = VI, por congruéncia dos triangulos VIM e V'BM, vista anteriormente.

No triangulo retangulo VIM, temos que

a a

_ 1M _ 2 1 _2 r—2,
tga_w:tga—BV,iBV —tga:>BV =3 cotg a.

Assim,
a
B'V' = h—z-cotg a.
Portanto, a area do trapézio € dada por:

a
(h+h—ECOL‘g ll)‘a az cotg a
Aparp'vi = 2 =ah—- —
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A area da superficie do alvéolo é dada por 6 vezes a area do trapézio mais 3 vezes a area

do losango. Assim, a area da superficie do alvéoloS; escrita em fungédo de « é

S (@)=3-A,+6-4,=3 a’- V3 v6(an—Lcot
L&) = ! = 2sen a @ 4coga

2
Logo, S, (@) = 6ah + 3% (— cotg a + L) Escrevendo cotg a =

3 cosa
sena

sena’

_ 3a?2 V3 cosa
Su(a) = 6ah + 2. (22 - 228

sena sen a
Assim, para a eh dados, a area da superficie do alvéolo € uma funcdo com variavel «,

assim,

S, (a) = 6ah + 30 (\/§ — CosS a)(***)

2sena

Existe uma relagao entre a e 6.
Considere o tridngulo ABC,que é isésceles, pois AB = BC (lados do hexagono) e m(ABC) =

120°. Aplicando a lei dos cossenos em ABC temos:

(AC)2 = a? +a%?—2-a?cos 120° = AC = av/3.

Agora, considere o losango AVCV' e 8 = m(VAV").

Figura 18: Losango da cobertura dos alvéolos e suas diagonais.

Fonte: VAIANO; MARQUEZ; ARAUJO, 2015.

Assim, tg (g) = %. Como AM = aT\/E temos 2 - VM = a3 - tg (g) Logo, por (*) obtemos,

_ 1
" \3sena

2= aV3-tg(5). Portanto, ¢g ()

sena
Uma vez que a situacao ideal € o maximo de aproveitamento de volume em uma area com
uso minimo de cera para sua composicdo, o proximo passo € descobrir o valor de 6 ou a que

minimiza a area da superficie do alvéolo.
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Assim, para isso devemos derivar a funcédo S;(a) e depois igualar a zero, para achar o
valor que pode ser de maximo ou de minimo da fungdo S;. Depois derivamos S; novamente e
aplicamosno valor de encontrado para concluir, neste caso, que o valor encontrado € de minimo.
Aqui estamos usando o Teste da Segunda Derivada:

' _3a®(1-V3cosa)) _ _ _1 _
S (a) = > (—Senza )—O:ﬁcosa—l:cosa—ﬁzsena—

sl%

%)
a = arccos (— | = 54,74°
(5

2 —_—E 1 —_ Ez 0
Logo, tg (2) A 2eassm@ = 2 arctg o= 70,53

3a? (V3sen®a—(1-+3 2
s, (@) =i(«/_sen a-(1-+3cosa) senacosa)'

2 sen* a

2 \/E(ﬁ)s
S, (arccos (%)) = 3% ﬁ = ?- a? > 0.
=
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