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1. APRESENTACAO

A partir da conclusdo do texto dissertativo intitulado: “TRIGONOMETRIA E
SEU ENSINO: RECORTES HISTORICOS PARA SALA DE AULAY, tendo como
objetivo oferecer uma ferramenta didatica no ensino de matematica, foi elaborado
este Produto Educacional no qual aborda tépicos da Historia da Trigonometria para
serem usados durante o processo de ensino e aprendizagem na Educacdo Basica.

Embora a Matematica seja considerada como uma das disciplinas mais
importantes da educacao basica, em qualquer sociedade, 0 seu ensino deve ser
muito delicado para que ndo se torne rapidamente abstrata para a maioria das
criancas, fazendo-o perder rapidamente significado, sabor e sem contato cultural
(histéria da sociedade) pelas criancas conhecidas.

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) o entendimento
matematico é imprescindivel para todos os alunos da Educacédo Basica, devido sua
grande aplicacdo na sociedade moderna e pelas suas potencialidades na formacao
de cidad&os criticos, cientes de suas responsabilidades sociais. Além disso, a BNCC
(2017) destaca que apesar de a Matemética ser uma ciéncia hipotético-dedutiva —
pois suas demonstracdes se apoiam sobre um sistema de axiomas e postulados — é
importante considerar o seu papel de investigacao de fatos das experimentagcdes no
processo de aprendizagem da Matematica.

Muitos sdo os estudos que apontam a importancia da Historia da Matematica
para o processo de ensino, como o de Oliveira (2010) no qual diz que esse recurso
metodoldgico na formacao do aluno, pode contribuir para o seu maior conhecimento
matematico e amenizar as davidas e as dificuldades que apresentam em sala de
aula. Nesse sentido, a Histdria da Matematica, juntamente com outros recursos
didaticos e metodologicos, pode possibilitar uma nova forma de ver e entender a
matematica como uma ciéncia mais atrativa, mais interdisciplinar e mais criativa.

Para melhor organizar o material didatico deste Produto Educacional, utilizou-
se o Digrama metodolégico proposto por Chaquiam (2022), que instrui a construcao
de um texto grande no qual incorpora uma abordagem multicontextual da histéria da
matematica em relacdo ao conceito de Trigonometria. A partir desse texto,

Chaquiam (2022) sugere a sele¢éo de recortes historicos e a proposta de atividades
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para contribuir no processo de ensino do contetdo de trigonometria na educacgéo
bésica.

Sendo assim, foi construido o texto grande intitulado Historia da
Trigonometria, que conta com momentos importantes e personagens que
contribuiram para o desenvolvimento deste conteudo em questdo e, a partir desse
texto, foram elaborados os recortes histdricos e suas respectivas atividades que

compde este Produto Educacional, séo eles:

e Recorte | — Introducdo ao Ensino de Trigonometria;
e Recorte Il — A ideia de seno, cosseno e tangente;

e Recorte lll — Razbes Trigonométricas a circunferéncia da terra.

Para validacdo deste Produto Educacional foi feito um levantamento via
Google Forms, no qual os professores puderam avaliar o Texto Histérico e os
recortes decorrentes com suas respectivas atividades. A participacdo dos
avaliadores nesse processo foi essencial, pois suas opinides contribuiram para
aprimorar ainda mais este produto.

Vale ressaltar que o a proposta dos recortes historicos é flexivel adaptavel,
permitindo que cada professor selecione e recorte a Historia de acordo com seus
interesses e preferéncias. Essa abordagem personalizada possibilita uma maior
conexdo com os alunos e uma abordagem mais adequada as necessidades de cada

regido escolar.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Os topicos basicos de trigopnometria que sdo abordados durante o processo
de ensino e aprendizagem no ensino fundamental sdo de suma importancia para
gue o estudante desenvolva algumas habilidades para a resolugdo de problemas
futuros no ensino médio e até mesmo em outras disciplinas, por exemplo, na fisica,
geometria e entre outros que envolvem o referido assunto.

De acordo com Mendes (2022), é preocupante a forma de aprendizagem
“‘mecanica” da trigonometria, geralmente abordada nos livros didaticos e na pratica
do professor, que acarreta um desconhecimento total dos seus elementos-chave
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como seno, cosseno e tangente de um angulo, além de outros tépicos basicos no
desenvolvimento da trigonometria. Ainda de acordo com o autor, para que o aluno
possa compreender o significado matematico desses termos e sua importancia para
o desenvolvimento da trigonometria, € necessario investigar o processo historico da
construcdo desse conteldo em questao.

Ha muita reclamacao referente a forma como a trigopnometria € mostrada nos
livros didaticos, de acordo com Costa, Pequeno e Pereira (2019), muitos livros
apresentam uma linguagem muito rebuscada e com varios termos técnicos, 0 que
prejudica ainda mais o entendimento dos alunos. Segundo Silva (2013), é muito
comum encontrar livros que abordem a trigonometria de uma maneira muito
superficial, seguindo a ordem: Definicdo; Apresentacdo da tabela de valores
trigopnométricos; Exercicios para calcular as medidas dos lados de um triangulo
retdngulo utilizando tabela de valores trigonométricos anterior; Abordagem de
conceitos béasicos sobre: arcos, angulos, unidades de medida na circunferéncia,
comprimento de arco, circunferéncia trigonométrica, congruéncia de arcos, funcées
trigopnométricas, equacdes e inequacdes trigonométricas e resolucdes de triangulo
quaisquer.

Para Vazquez (2010, apud Bortoli, 2016, p. 15), nossa pratica pedagdgica em
sala de aula deve ser refletida, tendo em vista as dificuldades que muitos alunos tém
de aprender os conceitos de trigonometria, revertendo os resultados negativos
gerados pela simples memorizacdo de férmulas. A maneira como o aluno aprende,
suas dificuldades e suas necessidades devem ser analisadas e investigadas com o
intuito de identificar meios de relacionar o contedado com a pratica.

Para Nacarato, Bredariol e Passos (2010, apud Bortoli, 2016, p.18) a
Trigonometria tem grande importancia para a Matematica e para outras areas do
conhecimento e, € por isso, que esta presente nos curriculos de matematica (ensino
fundamental e médio). No entanto, ao chegar no ensino superior os alunos
apresentam um conhecimento muito superficial sobre os conceitos trigonométricos
e, muitas das vezes, ndo sabem como utilizar e aplicar suas teorias e formulas,
tornando-os até mesmo universitarios frustrados por acharem que nunca mais viriam
esse conteudo depois do ensino basico.

Durante as aulas de Matematica, em sua maioria, essa disciplina ainda é

apresentada aos alunos sem fazer nenhuma referéncia histérica, utilizando-se ainda
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de procedimentos mais tradicionais e arcaicos, tornando as aulas mecanicas e
levando ao desinteresse dos alunos por ndo existir um incentivo que desperte um
novo olhar dos mesmos para essa disciplina. Nesse sentido, a Histéria da
Matematica pode ser utilizada visando inovar a pratica pedagogica e proporcionar
melhores rendimentos no processo educativo.

De acordo com Chaquiam (2017) pesquisas recentes apontam que inserir
fatos historicos, para introduzir um determinado conteddo matematico em sala de
aula, pode ser uma dinamica bastante interessante, tendo em vista que o aluno pode
reconhecer a Matematica como uma criagdo humana que se originou a partir de
buscas por solugbes para resolver problemas do cotidiano como contar, dividir,
calcular alturas e distancias, além de, através da historia, estabelecer comparacdes
entre 0s conceitos e processos matematicos do passado e do presente.

Diante das propostas, dos fatos e da importancia deste produto, segundo
Chaquiam (2022, p. 09), é “imprescindivel ter em mente que escrever uma historia €
‘recompor” um passado, circunscrevé-lo, efetuar recortes cronologicos e organizar
materiais heterogéneos dos fatos para construir no presente uma razao”. Perante
deste fato tem-se como objetivo cientifico e oficial realizar uma interagéo da Historia
da Matemética com o ensino de Trigonometria, tomando como base o Diagrama
Metodologico, em sua versao (2022).

Com o intuito de contribuir a associacao da Historia no Ensino de Matematica
em sala de aula, o professor Miguel Chaquiam, a partir do ano de 2013, comecou a
elaborar um diagrama metodologico cujo objetivo principal foi possibilitar a
construcdo de uma historia, articulada ao desenvolvimento histérico dos contetdos
matematicos, bem como a demarcacdo de tempo e espaco na histéria da
humanidade, tendo em vista sua utlizacdo em sala de aula durante o
desenvolvimento dos conteldos matematicos, principalmente na Educacédo Bésica e
formacao de professores.

A proposta mais recente do diagrama metodoldgico foi apresentada durante o
minicurso “Histéria e Matematica dos Contextos as Atividades” X Bienal de
Matematica. Nesse novo modelo, de acordo com Chaquiam (2022), alguns

contextos foram alterados por alguma raz&o, como mostra a figura a seguir:
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Figura 1: Diagrama Metodologico

DIAGRAMA - METODOLOGICO
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Personagens e suas respectivas contribuictes
L J—

Contexto Didatico-Pedagogico

Fonte: Elaborado por Chaquiam (2022)

Os elementos que compde o diagrama proposto pelo professor Dr. Miguel Chaquiam
sao:

Tema/conteldo: esse deve ser 0 primeiro passo a ser tomado a elaboracao
do texto. Escolher um temal/conteddo mateméatico que seja ensinado,
preferencialmente, na Educacao Basica.

Evolucédo do tema/conteldo: a partir do tema/contetdo escolhido, devem-se
identificar os elementos necessarios para compor a sua evolu¢cdo. Os caminhos
tracados, os personagens que se encontram envolvido no desenvolvimento desse
tema/contetdo, as mudancas que sofreu ao longo do tempo. Todas as informacdes
devem ser apresentadas, preferencialmente, em ordem cronoldégica.

Personagens que contribuiram para a evolucdo do tema/conteudo:
durante a constituichio da evolucdo do temal/conteddo podem surgir muitos
personagens/matematicos que contribuiram para o seu desenvolvimento. Selecione
0S mais relevantes para incluir na sua pesquisa.

Personagem em destague: é aquele que mais contribuiu para o
desenvolvimento do seu tema/conteido escolhido. Vocé ira elegé-lo como
personagem principal da sua pesquisa.

Personagens contemporaneos: sd80 0S personagens que viveram na
mesma época que 0 seu personagem principal, mas que pode ter contribuido para

outros temas/conteddos ou até mesmo para outras areas como fisica, quimica,
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biologia e outros. Esse elemento proporciona uma visdo Contextual Intermediaria
Complementar

Histéria da humanidade/cenario mundial: neste componente vocé ira
contar o que acontecia na histéria da humanidade no periodo em que 0 seu
personagem principal vivia. Devem ser pontuados 0s acontecimentos mais
importantes, revolucdes, descobertas, guerras (se houver), e entre outros. . Esse
elemento proporciona uma visdo Contextual Historica, Sociocultural e Geopolitica.

Pontos de vista sobre o personagem em destague ou tema: tendo em
vista 0 seu tema/conteldo ou o seu personagem principal, vocé ira buscar outras
pesquisas que abordem sobre e ir4 apresentar outros pontos de vista, com o intuito
de enriguecer o seu trabalho. Esse elemento proporciona uma visdo Contextual

Epistemoldgica, Cientifica e Técnica

3. UMA HISTORIA DA TRIGONOMETRIA

Assim como na Matematica, as origens da Trigonometria também sé&o
incertas. Por vezes pensa-se que a origem da Trigonometria esta exclusivamente
ligada a resolucdo de situacbes de medicdo de terrenos ou determinacdo de
medidas sobre a superficie da terra. Entretanto, embora os egipcios e os babildnios
tivessem utilizado as relacdes existentes entre lados e angulos dos triangulos para
resolverem problemas, foi a atracdo pelo movimento dos astros que impulsionou a
evolucéo da Trigonometria.

Neste capitulo apresentamos recortes sobre a evolucdo da trigonometria,
desde o século XVI a.C. até o século XIX d. C., abordando personagens que
viveram nesses periodos e mostrando as suas contribuicbes a trigpnometria, as

transformacdes que ocorreram e a evolucao que tivera até chegar nos dias atuais.

3.1. A TRIGONOMETRIA DO SECULO XVII A.C. AO SECULO XVIA.C.

De acordo com Oliveira (2010), com o passar do tempo, mais especificamente

na Babilénia e no Egito, surgiu a necessidade de utilizar mais ainda a Trigonometria
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para a resolucdo de problemas sobre a Astronomia, a cronologia do tempo e a
agricultura. Nessa investigacado mais a fundo para melhor compreender o universo, a
Trigonometria foi uma ferramenta importante nas méos, nédo s6 dos babilénios e dos
egipcios como também nas dos gregos, hindus e arabes.

Muitos povos contribuiram para o desenvolvimento da trigonometria, segundo
Leite (2016), prova disso foi a descoberta de um papiro datado em 1650 a.C. e
denominado Papiro de Rhind, em homenagem ao arquedlogo Henry Rhind do
século XIX a.C. De acordo com Eves (2011) o Papiro em questdo é uma fonte
priméria e rica sobre a matematica egipcia. Atualmente esse Papiro, juntamente com
toda a colecdo egipcia que pertence a Rhind, faz parte do acervo do Museu

Britanico em Londres.

Figura 2: Papiro de Rh|nd
e N as> PSRY Pt |

M ‘N - Y ’ “ &
A Lot UA.;;h :.
L [\ 5> el 2
‘»Ml‘lm“ u JHIH T‘L"&" s%[’ﬁ“v

rﬂZ»:. Z\j?{éuhl»“u .—.J{;
ﬂdwh/ﬂ’lLBm:q?ﬁB " qufv A
I 2 G AL
in“-’fm% N2 1“-!5"5’

‘ Fonte Google Imagens

O Papiro de Rhind traz uma série de 84 problemas matematicos e que fazem
mencao a uma razao trigonométrica chamada seqt — o que chamamos hoje de
cotangente — que para 0s egipcios era utilizada para manter constantes as
inclinacdes das faces das piramides. Leite (2016), em outras palavras, diz que os
egipcios conceberam o significado de seqt como a razdo entre o afastamento
horizontal em relacdo a elevacdo vertical e a medida da altura que determinava
como deveria ser a inclinagdo de uma piramide.

Segue um exemplo:
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Figura 3: Seqt Egipcio
F

A D
Fonte: Elaborado pela autora

Tomemos a média de OE = 100 e a medida de OF = 50.
Seja OE o afastamento horizontal em relagdo a elevacdo vertical e OF a

altura da piramide, temos a seguinte razao:
OE 100

SeA5E= 5o
Isto é,

(2B,
SeA'GF ~

Além da trigonometria ter grande importancia na medicdo das piramides, em
aproximadamente 1500 a.C. os egipcios comecaram a associar sombras projetadas
por Gndmon (uma vara vertical), a niumeros, resultando ao que seria 0 primeiro
relégio de Sol, além de estar anunciando a primeira chegada de algumas funcfes
trigonométricas, como afirma Costa (2003) em seus estudos.

[...] no Egito (1500 a.C. aproximadamente) a ideia de associar sombras
projetadas por uma vara vertical a sequéncias numéricas, relacionando
seus comprimentos com horas do dia (relégios de sol). Poderiamos dizer
entdo que essas ideias estavam anunciando a chegada, séculos depois,
das funcbes tangente e cotangente. Os predecessores da tangente e da

cotangente, no entanto, surgiram de modestas necessidades de medicdo de
alturas e distancias. COSTA (2003, p. 2-3)

O mais antigo relégio de sol existente estd exposto no Museu de Berlim,
acredita-se, de acordo com Corréa (2009), que pertenceu ao faraé Tutmés Ill do
Egito (1504 — 1450 a.C.), e foi denominado régua egipcia. Este era uma pedra, na

forma de um T (como mostra a figura 9), com uns 30 cm, suportando outra peca de
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mesmo comprimento e perpendicular. As linhas de hora eram marcadas na pedra a
intervalos regulares. O T era voltado para o Leste na parte da manha e a Oeste na

tarde. A posicdo da sombra da parte superior do T indicava a hora.

Figura 4: Régua egipcia para medir o tempo

Fonte: Google Imagens

Primitivamente, conforme diz a histoéria, e de acordo com Corréa (2009), o
primeiro relégio construido e usado pelo homem foi o gnédmon, que consistia em
uma coluna que, iluminado pelo sol ou pela lua, projetava sua sombra, que se movia
com o passar das horas e entre o seu ponto inicial e seu ponto final havia um
espaco que o homem fracionou criando a divisdo do tempo. Enquanto os gregos
antigos achavam que as horas eram divindades mitoldgicas, simbolizando as partes
do dia, os babilénios e os chineses foram os primeiros que dividiram o dia em horas.

Como bem ja& foi mencionado, os primeiros vestigios da Trigonometria ndo
surgiram apenas no Egito, mas também na Babilénia. Os babilénios demonstravam
grande interesse pela astronomia, tanto por questdes religiosas, quanto pelas
vincula¢des com o calendario e as épocas de plantio. De acordo com Costa (2003) é
impossivel estudar as fases da Lua, os pontos cardeais e as estacfes do ano sem
usar triangulos, um sistema de unidade de medidas e uma escala. Os babildnios
foram extraordinarios astronomos e influenciaram os povos posteriores.

A matematica teve um grande desenvolvimento na Grécia, e a partir de entéo
a civilizacdo grega passou a servir de preceptora a todas as demais nacoes.
Segundo Costa (2003) o historiador Herodoto (490 — 420 a.C.) aponta que foram os
gregos que deram o nome gndmon ao reldgio de sol que chegou até eles através

dos babilénios, embora ja tivesse sido utilizado pelos egipcios antes de 1500 a.C.
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3.2. ATRIGONOMETRIA DO SECULO VI A.C.

Os primeiros personagens a serem reconhecidos como matematicos estavam
na Grécia, séo eles: Tales de Mileto (625 — 546 a.C.) e seu discipulo Pitagoras (570
— 495 a.C.); ambos foram um dos primeiros a contribuirem com o surgimento da
trigonometria, Tales com seus estudos de semelhanca de triangulos que embasam a
trigonometria e Pitdgoras ao demonstrar o teorema que leva seu nome: “Em todo
triangulo retangulo a area do quadrado construido sobre a hipotenusa € igual a
soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos”. Deste teorema deriva
a relacdo fundamental da trigonometria.

Apesar de Tales de Mileto ndo ter deixado nenhuma obra que |he atribui a
muitas descobertas, de acordo com muitos historiadores da matematica antiga — que
se baseiam em antigas referéncias gregas — a geometria demonstrativa iniciou-se
com ele. Atribuiu-se a Tales o célculo da altura das piramides, assim como o calculo
da distancia até os navios no mar, por triangulacdo e entre outros fatos geométricos
que contribuiram para o desenvolvimento da trigonometria, como:

e A demonstracdo de que os angulos da base de dois triangulos isGsceles sdo

iguais;

e A demonstracdo do teorema “se dois triangulos tém dois angulos e um lado
respectivamente iguais, entdo séo iguais”,

e A demonstracdo de que todo didametro divide um circulo em duas partes iguais;

e A demonstragdo de que ao unir-se qualquer ponto de uma circunferéncia aos
extremos de um didmetro AB obtém-se um tridngulo retdngulo em C.
(provavelmente, para demonstrar esse teorema, tales usou também o fato de
gue a soma dos angulos de um triangulo € igual a dois retos); e entre outras
contribuicdes.

Tales de Mileto nasceu na cidade de Mileto, por volta de 620 a.C., e morreu
aos 78 anos, durante a 582 Olimpiada, que ocorreu entre 548 e 545 a.C.. De acordo
com o historiador Herddoto, ele previu o eclipse de 28 de maio de 585 a.C.. Na
geometria ha dois teoremas com o nome de Tales, ambos sobre triAngulos. Suas
contribuicbes marcaram a evolucdo da matematica do particular para o geral, do
concreto para o abstrato, que se iniciara antes, mas alcancou a maturidade na

Grécia.

16



Segundo Viana (2019) o primeiro uso da palavra trigopnometria esta no livro
“trigonometria: tratado breve e claro da resolugédo de tridngulos” (em traducao livre
do latim), publicado em 1595 ©pelo astrbnomo e tedlogo alemao
BartholomaeusPitiscus (1561 — 1613). Entretanto, o uso das ideias da trigonometria
€ muito anterior: Hiparco de Rhodes (190 a.C. — 120 a.C.), em 180 a.C., publicou um
livro no qual apresentava tabelas da primeira funcdo trigopnométrica, chamada de
“corda” e relacionada com a funcéo seno.

A partir dos ensinamentos deixados por Tales de Mileto, Pitagoras, filho de
Mnesarcose Pértenis,continuou seus estudos. De acordo com Kamers (2008), o pai
de Pitdgoras investiu muito em sua educacao, contratou grandes homens da época,
como Ferecidio — discipulo de Tales — tendo sido, posteriormente, aluno do proprio
Tales em Mileto. Apds aprender rapidamente sobre matematica e filosofia deixou
para tras seus mestres, seguindo seu caminho e se dedicando cada vez mais por
essas areas de conhecimento.

O ano de nascimento de Pitagoras parece ser inserta, pois as literaturas
apontam anos diferentes, como por exemplo, de acordo com Contador (2006)
Pitagoras nasceu no ano de 582 a.C., ja de acordo com Andrade (2009) nasceu por
volta de 569 a.C. e outros estudos apontam que Pitagoras nasceu no ano de 586
a.C. apesar do ano de nascimento ser incerto, sabe-se, de acordo com Andrade
(2009), que Pitagoras nasceu em uma extensa e sinuosa ilha Egea chamada
Samos, de frente a costa da Asia Menor.

Com mais ou menos dezenove anos de idade, aconselhado por Tales,
Contador (2006) aponta em seus estudos que Pitagoras iniciou uma viagem em
direcéo ao oriente, dirigiu-se primeiro & Babildnia, em seguida a india, depois para o
Egito e por fim quando regressou a Grécia ja estava com cinquenta e trés anos e
tornou-se lider de um movimento religioso, movimento este que tinha como base o
misticismo, ritos de abstinéncia, pureza e meditacdes. A escola pitagérica durou
cerca de 150 anos, e a visdo mistica dos pitagoricos ndao os impediu de fundarem a
Aritmética, ou a ciéncia dos numeros.

A sociedade pitagorica, de acordo com Andrade (2009), foi fundada na Italia e
para se tornar um discipulo de Pitagoras era preciso se submeter a um periodo de
iniciagdo de pelo menos cinco anos, onde deveria se manter em siléncio absoluto.

Apds os cinco anos de siléncio e ser admitido na sociedade, o siléncio sobre os
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ensinamentos do mestre ainda era obrigatorio. Desse modo, aquele que se tornasse
discipulo de Pitdgoras teria que se dedicar exclusivamente para esta misséo,
abandonando os negocios — pois ndo podia se envolver com 0 comércio — além de
nao poder se defender no tribunal e ndo podia sacrificar animais, se alimentando de
mel e cevada.

Segundo Andrade (2009) a sociedade era de carater religioso e filosoéfico, que
apresentavam aspectos politicos. O termo mais correto para descrever essa
sociedade é bomakoeion, ou seja, um lugar onde as pessoas podiam reunir e ouvir
os discursos de Pitdgoras. Desde o comeco, Pitdgoras era o lider da escola, sua
divinizacao estabeleceu sua absoluta autoridade no interior da sociedade. Ainda de
acordo com Andrade (2009), os membros contribuiram para o desenvolvimento da
filosofia com suas ideias originais, mas todas as inovacfes continuavam sendo
atribuidas a Pitagoras.

Pitagoras, como astrénomo, de acordo com Contador (2006), foi o primeiro a
afirmar que a terra era redonda e estava suspensa no espaco, assim como 0S
planetas giravam em torno de uma chama central a qual dava o nome de Héstia,
que nao era o sol; a terra por sua vez recebia a luz de Héstia e a refletia. De acordo
com Pitdgoras, o movimento dos planetas produzia sons que nés ndo ouviamos,
porque estdvamos acostumados com eles. Com essa forma de pensar o0 seu
sistema foi 0 melhor que se conheceu até Copérnico.

Os estudos de Kamers (2008) apontam que na época em gque Pitdgoras
visitou o Egito ficou impressionado com a maneira que as piramides eram
construidas e, a partir de entdo, depois de muitos estudos, desenvolveu o conhecido
“Teorema de Pitagoras”. O Teorema de Pitagoras aborda a relagcéo entre os lados e
a hipotenusa de um triangulo retangulo. Segundo Contador (2006) Pitdgoras foi o
primeiro homem n&o a criar, mas a conceituar e deduzir este teorema. Embora os
babildnios ndo tenham nos deixados deducdes, esta relacédo ja era conhecida por
eles.

Para o que hoje utilizamos o chamado Teorema de Pitagoras (a? = b? + ¢?,
onde a representa a hipotenusa e o0s catetos s&o representados por b e c) os
babilénios utilizavam um instrumento muito simples e pratico para construir angulos
retos: uma corda. De acordo com Kamers (2008), na corda eles iam fazendo nés

com distancias sempre iguais e depois marcavam trés nds a distancias de trés,
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quatro e cinco nés entre si. Depois juntavam o primeiro ao ultimo né. Quando

esticavam a corda, fixando-a nos trés nés marcados, se tinha um triangulo retangulo.

Figura 5: Tridngulo Retangulo obtido pelos babilénios em 1600 a.C.

o —r A —fr——m——
Fonte: Kamers (2008)

Diante das varias deducfes existentes, Contador (2006) mostra em seus
estudos uma simples deducdo que comprova esse teorema. Seja um triangulo
retangulo de lados b, ¢ e hipotenusaa, a partir dele, é possivel montar um quadrado

cujo lado seja a hipotenusa desse triangulo, como mostra a figura a sequir:

Figura 6: deducao do teorema de Pitdgoras

Fonte: Contador (2006)

Notemos que 0 mesmo triangulo repetido quatro vezes forma um quadrado de
lado a e area denominada de S, note que ganhamos no centro, um pequeno
quadrado de lado b — ce area que chamaremos de S’, entdo se chamarmos de S;,

S, Sz e S, as areas dos triangulos 1, 2, 3 e 4 temos:

a = hipotenusa;
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b= cateto maior;

c= cateto menor;

S= area do quadrado grande;

S’= area do quadrado pequeno.
S=a’
S'=(b-c)?
S=S;+S,+S3+S,+S’

b-c b-c b-c b-c
= )2
SEg gty (0

S=2 -b - c+b®-2:bc+c?
Logo: a?=b?+c?

Esta formula, de acordo com Contador (2006), que é valida para todo e
qualquer triangulo retangulo e imortalizou 0 nome de Pitagoras, atualmente é uma
deducédo simples, mas com certeza esta entre as mais importantes da matematica e
levou milhares de anos para ser demonstrada com prova concreta. O homem
Pithgoras morreu, mas seus ensinamentos continuaram e seu trabalho foi escrito por

Filolau de Tebas cerca de cem anos depois de sua morte.

3.3. ATRIGONOMETRIA DO SECULO Il A.C. AO SECULO Il A.C.

Os personagens que viveram nesse periodo e que contribuiram para a
trigonometria foram Arquimedes, Eratdostenes, Apolénio (personagens do século Il
a.C.) e Hiparco de Niceia (personagem do século Il a.C.). Que além de terem sido
importantes para o0 desenvolvimento da trigonometria,  contribuiram
significativamente para a constru¢céo do que viria a ser considerada a primeira tabela
trigonomeétrica.

Arquimedes (287 — 212 a.C.) foi um importante estudioso da mecénica tedrica.
Seus textos eram semelhantes aos Elementos de Euclides, eram escritas de
maneira formal, partindo de definicbes e postulados simples. Uma de suas obras
mais importantes é chamada Sobre Corpos Flutuantes, estruturada de forma
matematica e abordava postulados sobre pressédo e fluidos, hoje conhecido como

Principio hidrostatico.
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Figura 7: Arqguimedes

Fonte: Google Imagens

Embora Arquimedes seja mais conhecido pelo principio da Hidrostatica,
importante descoberta para os estudos das ciéncias fisicas, também teve grande
contribuicdo na matematica ao estudar sobre a medida do circulo. De acordo com
Mol (2013), Arquimedes consagrou-se a Matematica quando conseguiu avaliar a
razdo entre a circunferéncia e o diametro de um circulo. Ao estudar um hexagono
regular inscrito e um hexagono circunscrito, duplicou progressivamente o numero de
lados até obter o poligono de 96 lados. Como resultado de seus calculos, conseguiu

encontrar um valor proximo para T da forma 319 <m <310, ou seja,

3.71+10 3.70+10
<
71 70

3,14159...).

Mol (2013) aponta em seu estudo que Arquimedes tinha um tratado que foi

, logo, 3,1408 < m< 3,1428 (comparando com o valor m =

descoberto no inicio do século XX chamado O Método. Nesta obra, Arquimedes
aborda alguns aspectos do seu processo de criacdo matematica. Para ele, as
demonstragdes poderiam ser facilitadas a partir da existéncia de indicagdes sobre a
validade de um resultado, e essas indicagdes, Arquimedes obtinha por investigacdes
“‘mecanicas”, apds as quais uma prova rigorosa deveria ser construida pelo método
geométrico tradicional. Esse tratado continha uma série de cartas escrita por
Arquimedes ao matematico Erastéstenes, queé outro destaque do século Il a.C.
Mesmo estudando circulos e retas e aplicando esses resultados na
Astronomia, Arquimedes n&o conseguiu chegar a uma trigopnometria sistematica.

Porém, seus estudos e suas cartas ajudaram o Erastéstenes a produzir, usando
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semelhanca de triangulos e razdes trigonométricas, a mais notavel medida da
circunferéncia da terra na Antiguidade.

Erastostenes (276 — 194 a.C.) Por volta de + 240 a.C. fez uma medida
surpreendentemente correta da circunferéncia da terra, ndo foi a primeira medicao
feita, porém a de maior precisdo para a época e, para isso, ele comparou as
sombras ao meio-dia entre Alexandria e Siena. Segundo Vinagre (2002) ele mediu
um angulo de cerca de 7,2 graus, depois dividiu 360 por 7,2 o que da 50, e assim
soube que eram necessarias 50 fracdes iguais a medida da distancia entre
Alexandria e Siena para formar a circunferéncia da terra.

Abaixo, tem uma analise mais detalhada da ideia de Erastostenes.

Iremos partir do esquema apresentado na figura 12, e definir as grandezas

envolvidas no problema:

Figura 8: Esquema da Ideia de Erastostenes

~

s
€

Fonte: (Vinagre 2002)

e S é adistancia entre Siena e Alexandria;

e 0¢ o angulo formado da fracédo que parte das cidades de Siena e Alexandria;
e C é a circunferéncia da terra;

e D é odiametro da terra;

e R éoraiodaterra;
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e L € o0 comprimento do poste;

e L’ é o comprimento da sombra do poste;

Para calcular a circunferéncia da terra, de acordo com Vinagre (2002),
P . . ~ . Ly S (4 . ~
Erastostenes utilizou a seguinte razéo trigonométrica: - = 5+ Ou seja, a razéo entre

a distancia de Alexandria e Siena e a circunferéncia igual a razdo do angulo formado

a partir da distancia entre as cidades e o angulo total da circunferéncia terrestre
(2m). Isolando C, teremos:C = (%") - 5. E a partir dessa relacdo Eratdstenes fez seus

calculos, substituiu os valores que ele encontrou para 6(0,02.2w) e o valor de S
(5.000 estadios) que era obtido pelo nimero de passos dados de Siena até
Alexandria pelos Bematistas do Rei multiplicado pelo comprimento de cada passo
qgue supostamente tinha o0 mesmo tamanho. E obteve a seguinte equagéo:

C = ( 2m ) .5000: C = (i) .5000: C = 50.5000: C = 250.000 estadios
0,02 .21 0,02

E para obter o resultado em quildbmetros multiplicamos o resultando obtido em
C por 0,157 Km, o0 que resulta: € = 39.250 Km. A partir desse valor encontrado
poderemos também calcular o valor do Raio da terra utilizando a relagédo C = 2nR e
por consequéncia o valor do Diametro (o dobro do Raio).

Como podemos observar, para realizar tal aproximacdo de medida utilizou
semelhanca de triangulos e razfes trigonométricas, o que o levou a perceber a
necessidade de relacbesmais sistematicas entre angulos e cordas. Em seus estudos
foi determinante na época oconhecimento do conceito de angulo e de como medi-lo.

Apbs os estudos feitos por Erastéstenes para calcular a circunferéncia da
terra, surge as contribuicbes de Apolénio (262-190 a.C.) a trigonometria,Segundo
Oliveira (2010), ao tentar calcular um melhor conjunto de cordas, fato que o levou a
perceber a necessidade de estabelecer relacbes mais sistematicas entre angulos e
cordas. Por volta de 180 a.C.,Hipsicles, influenciado pela cultura babilénica, dividiu o
dia em 360 partes. Mais tarde, Hiparco de Nicéia(180 -125 a.C.) utilizou-se das
ideias de Apoldnio e Hipsicles e criou a primeira tabela trigopnométrica, com valores
de cordas de varios angulos de 0° a 180°.

A maioria das informacfes sobre as contribuicdes de Hiparco de Nicéia ndo
puderam ser obtidas com seguranca, no geral ndo se sabe as datas e a ordem de

redacao dos seus livros. Porém, ha muitos relatos em O comentéario de Arato escrito
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pelo préprio Hiparco e ha mais suposi¢des de suas obras em Almagesto, escrito por
Ptolomeu. Tendo isso em vista, tomaremos por base essas obras para discorrer
sobre as contribuicbes de Hiparco para a astronomia e, conseguentemente, a
trigonometria.

Segundo Moreira (2005), Hiparco é considerado o pai da trigonometria pelo
fato de o mesmo ter introduzido as medidas sexagionais em Astronomia e elaborado
um tratado de doze livros sobre a construcdo de tdbuas de cordas: primeira tabela
trigonométrica.

A tabela trigonométrica de Hiparco, segundo Gillispie (2007), foi baseada em
um circulo, cuja circunferéncia era dividida em 360 graus de 60 minutos e o raio R
expresso em minutos era dado por R = 360. 60’/ 2.11, que seria aproximadamente
3438'. Essa tabela das cordas sobreviveu apenas em relagdo aos senos com R =
3438’ e valores calculados a intervalo de 3-3/4°.

Para realizar os calculos da tabela de cordas, Hiparco iniciou com o angulo de
60°, de acordo com Oliveira (2010). Em seguida observou que a corda de 60° era
igual ao raio da circunferéncia em um tridngulo equilatero, ou seja, Crd (60) = 3430’.
Para o angulo de 90° ele obteve a corda igual a:

R- V2 =3438 1,414 = 4862’ = 81,2 = 81-60 + 2.
Para completar a tabela e calcular o valor as outras cordas, Hiparco utilizou dois
resultados geométricos, a primeira € uma aplicacao trivial do teorema de Pitagoras,
e a segunda ja era conhecida por Arquimedes.

Primeiro resultado: Aplicando o Teorema de Pitdgoras na Figura 13, tem-se:

Figura 9: Calculo da corda de Hiparco

-~ . T
j,f crd (180-a)
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Fonte: Oliveira (2010)

(R + R)? = crd*(180 — a) + crd?(a)
crd?(180 — a) = (2R)? - crd?(a)

crd(180 — a)=/(2R)2 — crd?(a)

Segundo resultado: Hiparco deduziu uma féormula para a corda do arco-

metade, crd (g) = JR (2R — crd(180 — a)). Foi dessa forma que Hiparco calculou

sua tabela de corda de 0° a 180° com intervalos de 71" em 7}°, tendo em vista que
71" = 1592 e 15° = 309/2.

Segundo Oliveira (2010) ndo ha relatos que comprovem como Hiparco fez
sua tabela, pois muitos de seus estudos e registros se perderam. Porém, quando
Téon de Alexandria comentou sobre as tabelas de Ptolomeu, fez referéncia ao
tratado de doze livros de Hiparco sobre cordas em um circulo, entdo provavelmente
0s métodos de Hiparco sejam parecidos com os de Ptolomeu.

Diante disso, concluimos que as teorias de Hiparco contribuiram
significativamente para a realizacdo da mais importante obra da Trigonometria da

Antiguidade, o Almagesto de Claudio Ptolomeu.

3.4. TRIGONOMETRIA DO SECULO I

Claudio Ptolomeu (100 - 168) foi astrdbnomo, gedgrafo e mateméatico, onde de
acordo com Mol (2013) escreveu um dos textos cientificos de maior influéncia de
todos os tempos, tal obra é intitulado de Sintese Matematicano qual aborda um
tratado astronébmico e matematico sobre o movimento estelar e planetario que
celebraria 0 modelo geocéntrico do universo. Composto por 13 livros, seu tratado
ficou conhecido como Almagesto, onde Ptolomeu também deu contribuicdes
significativas a trigonometria na antiguidade.

Segundo Oliveira (2010) o nome Almagesto— proveniente de Al magiste — tem
origem arabe, pois foram eles os primeiros a traduzi-lo diversas vezes por
considerarem esta como a maior obra em relacdo aos trabalhos astronémicos de

Aristarco, Hiparco e outros. O primeiro dos 13 livros traz informacbes sobre

25



matematicas preliminares, indispensaveis na época para compreender o0s
fenbmenos celestes, por exemplo, as proposicbes sobre geometria esférica ja
estudada por seu predecessor Menelau de Alexandria. Os demais livros foram
dedicados a astronomia.

Apesar de Hiparco ter contribuido significativamente a trigonometria com a
primeira tabela de cordas, de acordo com Oliveira (2010) o Almagesto contém uma
tabela de cordas mais completa que a de Hiparco, onde mostra os métodos para
calcular o comprimento das cordas, as constru¢cbes da tabua de cordas, entre
outros. Hiparcode Nicéia foi uma figura de transi¢cdo entre a astronomia babilénica e
o grande Claudio Ptolomeu que estendeu os trabalhos de Hiparco, criando um
procedimento para o calculo de cordas subentendida por arcos de um circulo.

De acordo com Mol (2013) a separacdo de um circulo em 360 graus foi
celebrizada por Ptolomeu. Empregou o sistema sexagesimal para obter os
comprimentos das cordas cuja unidade de medida denotou por parte, apos dividir o

, s  a - 377
circulo em 360 partes, dividiu o diametro em 120 partes e utilizou —5ocomo uma

aproximacdo para m, que no sistema decimal isso equivale am ~3,1416. Dessa

forma, segundo Oliveira (2010), Ptolomeu conseguiu calcular o comprimento das
A . . 1¢
cordas correspondentes aos angulos centrais de 0° a 180° em intervalos de?

Segundo Mol (2013) a tabela de cordas de Ptolomeu seria referéncia para os

astrobnomos por mais de mil anos. A construcdo da tabela equivalia a construir uma
1¢ . .
tabela de senos de — @ 90° e, uma vez que cosf = sen(90° - 0), indiretamente

também fornecia uma tabela de cossenos. De acordo com Costa (2013) na verdade,
nao existe no Almagesto nenhuma tabela contendo as fun¢des seno e cosseno, mas
sim a fungao corda do arco x ou crd X, embora naturalmente estes termos nao
aparecam.

Ainda de acordo com Costa (2013) a funcéo corda do arco x era determinada
como sendo o comprimento da corda que corresponde a um arco de x graus em um
circulo cujo raio é 60. Assim, na tabela de cordas de Ptolomeu existiam trés colunas:
a primeira listrando os arcos, a segunda, 0 comprimento da corda correspondente a
cada arco e a terceira que dava o aumento médio de crd x correspondente a um
acrescimo de um minuto em x. A terceira coluna era usada para interpolacoes, isto

€, para achar o valor de crd x se x estivesse entre duas entradas na coluna de arcos.
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Quadro 1: Cordas de Ptolomeu

«em graus Crd (x) xem graus Crd ()
; 0; 31, 25 40° 41; 2, 33
1° 1; 2,50 60° 60; 0,0
10~ 1; 34, 15 70° 68; 49, 45
2 2;5,40 90° 84; 51,57
2°% 2,37,4 100° 91; 55, 32
3° 3; 8,28 12Q° 103; 55, 23
50 5,14,4 135° 110; 51, 57
100 10; 27, 32 140° 112; 45, 28
20° 20; 50, 16 160° 118; 10, 37
30° 31; 3, 30 180° 120;0,0

Fonte: Oliveira (2010)

Dessa forma, Ptolomeu deu sua grande contribuicdo a trigonometria a partir
de estudos ja feitos, como € o caso de Hiparco, onde ele s6 aprimorou seus estudos
e lancando méao das formulas da diferenca da corda de um arco, o arco metade, a
soma de dois arcos e a relacdo entre arcos (maior e menor), Ptolomeu também

obteve sua tabela de cordas, como mostra o quadro seguir.

3.5. TRIGONOMETRIA DO SECULO IX AO SECULO XIV

De acordo com Costa (2003) pode-se dizer que os arabes comecaram a ser
influentes a partir da fundacédo da Escola de Bagdad, no século IX, e um dos seus
maiores expoentes foi o principe da Siria Mohamed-ben-Geber, conhecido como Al-
Battani, ou Albategnius, nas traducdes latinas. Na mateméatica, em especial na
trigonometria, de acordo com Junior e Oliveira (2017), deixou grandes e importantes
contribuicdes, tendo o mérito de ter empregado pela primeira vez, depois dos
hindus, os senos ao invés de cordas.

Costa (2003) aponta que os estudos de Al-Battani ficaram entre o Almagesto
e Siddhanta e foi por sua influéncia que a trigopnometria hindu foi adotada pelos
arabes. Al- Battani foi influéncia principalmente apds sua genial ideia de introduzir o
circulo de raio unitario e com isso demonstrar que a razao jiva € valida para qualquer

tridngulo retangulo, independentemente do valor da medida da hipotenusa.
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Figura 10: A ideia do raio 1 de Al-Battani

Jiva

0/2

Fonte: Costa (2003) — adaptado pelos autores

BC . 0 BC
= —, ouU seja, sen- = —
1 2 1

cateto oposto

jiva = N

A A~ A~ ‘] ~ . .
Se um triangulo retangulo tem um angulo agudo > entdo, quaisquer que seja

as medidas do cateto oposto e da hipotenusa, pode-se afirmar que: A ABC ~ AABC!.

0 jiva _ jiva BC
No A ABC temos Sen > = Dl Aplicando o teorema de Tales, temos:T = B =
Blc? | sene BICcl jiva
, logo - = = —.
AB1 g 2 AB? 1

Figura 11: Formula usada para construir a tabela de Al-Battani

A

Fonte: Costa (2003) — adaptado pelos autores.

De acordo com Costa (2003), a partir desta formula pode-se construir uma
tabua de 1/4 a 90°, variando de 1/4 em 1/4 de graus, ou seja, uma tabela de senos,
a pesar deste nome néo ter sido usado para designa-la. Segundo Costa (2003) Al-
Battani tinha interesse em calcular a altitude do sol, e para isso foi necessario usar
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as razbes trigopnométricas e construir tAbuas mais precisas que as existentes na
época, sendo assim, fez a primeira aparicdo do termo seno e o teorema dos senos
b C

a
aplicado por ele: = = )
P P senA senB SenC

BhaskaraAkaria (1114 — 1185) — algumas vezes referido como Bhaskara I
(por ja ter existido um matematico anterior com o mesmo nome) de acordo com Katz
(2010) tornou-se conhecido por ter criado a férmula matematica aplicada na
equacao do segundo grau, embora haja controvérsias quanto a esse fato.

Embora Bhaskara tenha trabalhado com a questdo da raiz quadrada em
equacdes, sabendo que existiam duas raizes na resolucdo da equacéao de segundo
grau, ndo hé registros que confirmem que a conhecida formula de Bhaskaraseja
realmente dele. Porém, as seguintes equacdes referentes ao estudo de seno e

cosseno foram concebidas por ele:

(a+b) b + senb.— "
sen(a = sena.cosb + senb.——
sen(a — b)

sen(a + b) = sena.cosb — senb. cosa

Bhaskara determinou um método detalhado para construir uma tabela de
senos para qualquer angulo. Segundo Katz (2010)curiosamente, embora o
matematico Bhaskara tratasse principalmente de problemas algébricos, as
necessidades da astronomia sempre exigiram dele familiarizacdo com as ideias da
trigonometria. Foi a partir do estudo continuo destas no¢Bes que 0s matematicos
indianos do século XIV ao XVI, em Kerala, no sul da india, desenvolveram ideias
sobre formas de representar trigonométricas por séries. Nenhum texto astronémico
indiano até o tempo de Bhaskara continha uma tabela de senos para arcos inferiores
a 33°. Em vez disso, os indianos desenvolveram métodos de aproximacao.

Fibonacci (1170-1250),de acordo com Gillispie (2007) foi o primeiro
matematico do Ocidente cristdo. Os numeros de Fibonacci se relacionam com outras
areas da matematica, em especial trataremos da relacdo de Fibonacci com a
Trigonometria. De acordo com Almeida (2014) a partir de algumas identidades
trigonométricas e a formula de Binet, € possivel determinar a férmula trigonométrica
para os numeros de Fibonacci, tal formula foi estabelecida por W. Hop e Jones em
192. Para determinar a formula trigopnométrica para os nameros de Fibonacci, de
acordo com Almeida (2014), iremos considerar as identidades trigonométricas:

1. sin26 = 2sinfcos0O
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2. c0s260 = cos?6 — sin’6 = 2cos?*6 — 1

3. cos30 = cos(26 + 6) = cos20cosf — sin20sind

A partir das identidades obtemos:
cos360 = cosf(2cos?6 — 1) — (2sinfcosB)sinb
= 2c0s30 — cosO — 2cosOsin’0
= 2c0s30 — cosf — 2cosO(1 — cos?H)
= 2c0s30 — cosO + 2cos36 — 2cosH

= 4c0s360 — 3cos0

Agora, iremos considerar 6§ = 7/10. Temos: g =560 = 20 + 36.

Dai, temos que 26 e 36 sao angulos complementares e, sin26 = cos36.

2sinfcosO = sin26 = cos30 = 4cos30 — 3cosh.

Dividindo por cos@ (com cosf # 0), obtemos:2sinf = 4cos?6 — 3
2sinf = 4(1 — sin?0) — 3
2sinf = —4sin?0 + 1le,

4sin?0 + 2sinf — 1 = 0,uma equacdo do segundo grau em sinf.

Resolvendo a equacéo obtida, encontramos as raizes:

—2+/22-4(4)(-1) _ -2+v20 -1++5
2(4) B 8 4

sinf =

Como 6 = /10 um arco do primeiro quadrante, temos que o sinf > 0, temos que:

i, =sng = 25— - (0)(225) - ()= (-2)(-3)) - £ s

af = —1.

Calculamos agora o cos26. Como 6 = (1”—0) , (g) =20e cosg = c0s20=

2
s . s . T 1
=cos¢ = cos?0 — sm29:>cosE =1- Zsm29:>cosE =1-2 (;) =
n_ 2a®-1
5 2a2

s 1
=cos—=1——=cos
5 2a?
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Multiplicando ambos os termos por 2, obtemos a/2 que € igual acos(w/5)., ou seja,

a/2 = cos(m/5). Calculando cos3m/5 iremos obter como resultado:

%a(az —3). Como a? + p? = 3 -» a? — 3 = #?, temos que: COS%” =%ﬁ

Ja encontramos que cos(m/5) = /2, entdo a = 2cos(m/5) e cos(3m/5) =
(1/2)p. Logo, B = 2cos(3m/5).
Substituindo as relagBes encontradas na formula e Binet, podemos determinar

a formula trigopnométrica para os numeros de Fibonacci:

_a=B" _ a"-B" _ (cos(n/5))"-(2cos(B3n/5)" _ 1 . op n (T _ n (37
b= =% = NG =5z )[cos (5) cos (5)],7120.

Se tratando de trigonometria, Nicole d’Oresme (1320-1382)introduziu a
representacdo grafica que explicita a nocdo de funcionalidade entre variaveis, que
auxiliaria o conceito de funcdo que, mais tarde seria utilizado nos conceitos
trigopnométricos. Em paralelo ao desenvolvimento da trigonometria ocorreu o
desenvolvimento das fungdes com Nicole d'Oresme, onde com seu
“TreatiseontheconfigurationofQualitiesandMotions”, introduziu a representacao
grafica que explicita a no¢ao de funcionalidade entre variaveis (no caso velocidade

por tempo).

3.6. TRIGONOMETRIA DO SECULO XV AO SECULO XVI

Johannes Muller (1436-1476) contribuiu significativamente para o
desenvolvimento da trigonometria. De acordo com Pereira (2011), a principal obra
gue contribuiu para esse desenvolvimento € De TrianguluisOmnimodisLibriQuinque
(Cinco Livros sobre Todos os Tipos de Triangulos) iniciada em Viena e terminada
parcialmente em Veneza, em 1463, que apresentava uma primeira exposi¢ao
europeia sistematica de Trigonometria Plana e Esférica, uma tentativa importante de

tratamento da Trigonometria de modo independente a Astronomia.
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Figura 12: Capa da obra de TrianguluisOmnimodisLibriQuinque, 1533
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Fonte: Pereira (2011)

Em 1462, Johannes Muller sentiu a necessidade de escrever regras sobre
Tridngulos que seriam Uteis aos leitores do Epitome. Segundo Pereira (2011), esse
trabalho se constituiu um marco no estabelecimento da Trigonometria como um
ramo da Matematica independente da Astronomia. Infelizmente, € uma obra
inacabada: o Livro V, com suas aplicacdes de Leis de Cossenos, apresentadas ali
pela primeira vez, € apenas um fragmento. Este trabalho, dedicado por Muller a
Bessarion — cardeal da época — foi publicado por Schoner em 1533.

Johannes Muller, primeiramente, completou os livros sobre Trigonometria
Esférica, que mais tarde formaria os livros Il e IV. Como no Epitome, o De Triangulis
contém a Lei de Seno que relaciona os lados e angulos de um triangulo esférico. Ele
escreveu no livro Il um tratamento para triangulos planos, embora apareca esse
tratamento também no livro I. Johannes Muller comecou este trabalho em 1462, de
acordo com pinheiro (2011), e deve ter escrito o livro 1V ainda na Italia.

A obra De TrianguluisOmnimodisLibriQuinquepoderia servir como base para
calculos geométricos e astrondmicos como ele havia originalmente planejado e
deveria ser usado para calcular diariamente as coisas do céu e o tamanho e
distancia de cometas. A verdadeira ferramenta Gtil aqui era a trigonometria. No livro |

existiam 23 defini¢cdes, 7 axiomas e 57 teoremas, nos livros I, I, IV e V n&o haviam
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nem definicbes e nem axiomas, apenas teoremas, 33, 56, 34 e 15 respectivamente,
em cada livro.

De acordo com Pereira (2011) Johannes Muller se baseou apenas nas regras
iniciadas no Epitome para dar continuidade a Trigonometria Esférica. Ele ja estava
familiarizado com os trabalhos de Menelaus, Theodosius e Gebber, como revelado
em suas cartas para Bianchini, porém, nenhum deles foram mencionados no De
Trianguluis. Ou seja, Muller omite suas fontes, embora ndo tenha declarado os
teoremas como sendo dele proprio, porém, sabe-se que o livro e as tabuas de seno
sao fruto do seu trabalho. Logo, podemos atribuir a ele a Lei dos senos e a solugao
de muitos tridngulos.

De acordo com Costa (2013) Nicolau Copérnico (1473-1543) contribuiu a
trigopnometria ao completar, em 1520, alguns trabalhos de Regiomontanus, que
incluiu em um capitulo de seu De LateribusetAngulisTriangulorum, publicado
separadamente por seu discipulo Rhaeticus em 1542, onde contempla a construcao
de tabelas trigopnométricas que parte desde o século Il a.C. com Hiparco de Nicéia
até a construcéo da tabela feita por Copérnico no século XVI.

Segundo Mendes (2010) para sustentar sua teoria do universo, Copérnico
necessitava de alguns desenvolvimentos em trigonometria, como por exemplo, a
tabela de senos, encontrada em sua obra De revolutionibusorbiumcoelestium, que
passou a ser modelo a astronomia e posteriormente tomou o lugar da tabela de
Ptolomeu, um dos autores mais importantes relacionadas a constru¢do das tabelas
trigopnométricas com sua obra Almagesto.

Com a construcdo de uma tabela de senos para usar em sua teoria do
universo, Nicolau Copérnico, de acordo com Mendes (2010) relacionou tal tabela
com linhas retas e circulos, com triangulos planos e esféricos. Copérnico parte entdo
do consenso unanime dos mateméaticos e divide o circulo em 360°, adotou uma
divisdo do didametro em 200 mil unidades que entende ser suficiente para excluir
qualquer erro apreciavel, considerando que quando acontecer das quantidades nao
corresponderem umas as outras, como numero inteiro a outro numero inteiro, basta
usar uma aproximacao.

Copérnico explica a partir de seis teoremas e um problema 0s seus
procedimentos para a construcdo de sua tabela de senos, postos a seguir de acordo
com Mendes (2010):
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1° teorema: Dado o diametro de um circulo também sé&o dados os lados do triangulo,
do quadrado, do pentagono, do hexagono e do decagono inscritos num circulo.
2° teorema: Se um quadrilatero estiver inscrito num circulo, o retangulo formado
pelas suas diagonais é igual ao retangulo formado pelos lados opostos.
3° teorema: Sendo dadas as cordas que subtendem a arcos desiguais de um
semicirculo, também é dada a corda que subtende a diferenca entre os dois arcos.
4° teorema: Dada a corda que subtende um arco, € igualmente dada a corda que
subtende a corda correspondente a metade desse arco.
5° teorema: Se sdo dadas as cordas subtendidas por dois arcos, é dada também a
corda correspondente ao arco resultante da soma dos dois.
6° teorema: A razao entre dois arcos é maior do que a razdo entre a corda do maior
e a do menor.
Problema: Um arco é sempre maior do que a corda por si subtendida, porque uma
linha reta é a linha mais curta entre dois pontos. Mas esta desigualdade tende para a
igualdade quando se passa das seccdes maiores de um circulo para as mais
pequenas. Assim, finalmente, quando a corda tocar o circulo, unem-se numa sé a
linha reta e a curva.

De acordo com Mendes (2010) Copérnico exemplifica da seguinte forma:
SejaC(0,r); VA €C A0 =r

Figura 13: Problema proposto por Corpénico

Fonte: Mendes (2010)

e AB: arco 3°
e AD:arcolw°

e crd AB =5235 unidades
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e crd AD = 2618 unidades
e 2r =200.000 unidades
e Arco AB =2 .arco AD, mas crd AB < 2. crd AD
Se AB: arco 1 ¥2° e AD: arco ¥%4°,
crd AB = 2618 unidades e
crd AD = 1309 unidades
arco AB =2 . arco AD, mas crd AB =2 . crd AD.
Dessa forma a desigualdade desaparece, como se a curva e a reta se formassem
em uma unica linha, Copérnico entdo conclui que as cordas dos arcos fracdes de 1°
estdo em proporcado com as 1309 unidades da corda do arco de 3/3°. Sendo assim,

encontra:

e crd Vo= C“‘j/“g - 13309 — 436,333 ... = crdig ~ 436,25

e Cordade 1°
1° = 3%° + ¥, = aplica o0 5° teorema:
(crd 1°)? = (2r)% — (crd 179°)?

ord(180-2°) . crd (180°°)-crd2° . crag?
21

crd 179° = 199992,3847
crd 1°=1745,2971 = crd 1° = 1745

crd 179° =

Copérnico determina a corda correspondente a ¥2° utilizando o 4° teorema, ou

2
seja, pelo arco metade: (crd %) =2r. [r - %crd (180¢ — a)]:

1
(crd 1/2°)% = 200000 . [100000 - Ecrd1799]

mas:
(crd1799)% = 199992 = crd 1/2° = 872,5

Em seguida Copérnico encontra a corda correspondente a 1/3°, com 0 mesmo
procedimento utilizado para o calculo de %, isto €, considerando que as cordas dos

arcos fracdes de 1° estdo em proporgéo, entao

d ! crdl® _ 1745 681,666 d ! 582
=0 = =——-= .. =crd=? =
Cr 3 3 3 ) Ccr 3
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Ainda utilizando o 4° teorema, encontra a corda correspondente ao arco de 1/6°
Crd 1/6° = 291

Copérnico inicia sua tabela de cordas com a medida de 1/6°, a partir dai e em
escala ascendente apresenta as medidas de outras cordas, as quais podem ser
encontradas utilizando os 6 teoremas comentados.

Copérnico constréi entdo uma tabela na escala ascendente de 1/6 e com trés
colunas: na primeira estdo os graus ou pares de um arco e sextas pares de um grau;
a segunda tem o valor numérico da metade da corda correspondente ao dobro do
arco; a terceira contém as diferencas destes valores numéricos relativos a cada
grau. Estas diferencas permitem a interpolagdo de quantidades proporcionais
correspondentes a cada minuto de grau.

Sete anos apos o falecimento de Nicolau Copérnico nasce John Napier(1550-
1617), oitavo proprietario de Merchiston, filho de Archibald Napier com sua primeira
esposa Janet Bothwell. De acordo com Gillispie (2007) com treze anos de idade,
Napier, foi para o St. Salvator'sCollege de St. Andrews, onde morou com John
Rutherford, o diretor da faculdade. Pouco se sabe sobre a vida de Napier durante
esse periodo.

Apesar de Napier ser conhecido na histéria da matemética como o inventor
dos logaritmos, ele também fez uso frequente de teoremas trigpnométricos, e deu
contribuicdes ao desenvolvimento e a sistematizacdo da trigonometria esférica, que
foi considerada excelente. Segundo Gillispie (2007) as regras de Napier para o
triangulo retangulo esférico foram publicadas em Descriptio, onde ele usou
expressodes logaritmicas e exibiu o carater delas em relacdo ao pentagono estrelado
com cinco angulos retos.

Em um periodo de sua vida, apos retomada dos processos de aprendizagem
na Europa Ocidental, de acordo com Gillispie (2007), alguns dos primeiros
progressos foram na trigonometria, que se desenvolveu como um campo de estudo
independente, aplicado principalmente a astronomia, mas também a agrimensura, a
cartografia e a navegacdo. Levou muito tempo para realizar o calculo de detalhadas
tabelas de senos e tangentes.

De acordo com Costa (2013) a invencao posterior dos logaritmos e alguns

teoremas demonstrados por Napier mostram que a trigonometria de Regiomontanus
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— um dos maiores matematicos do século XV que estabeleceu a trigonometria como
uma ciéncia independente da astronomia — nao diferia basicamente da que se faz
hoje em dia. No tratado, Napier calculou novas tdbuas trigonométricas,
aperfeicoando a de seno de Purbach — mestre de Regiomontanus — e introduziu na
trigonometria europeia o uso das tangentes, incluindo-as em suas tdbuas. Podemos
dizer que foi ele quem langou as fundacbes para os futuros trabalhos na
trigonometria plana e esférica.

Muitas relacdes trigopnométricas que conhecemos hoje foram deducdes feitas
por Francois Viete(1540-1603), tais como a transformacdo de soma e produto, arco
duplo e arco triplo. Além da trigonometria, Viéte teve grande destaque no
desenvolvimento da Algebra. O mais famoso trabalho é a sua obra In artem, ao qual
contribuiu de forma singular ao apresentar uma nova nomenclatura para equacoes
algébricas, introduzindo na Algebra o emprego sistematico das letras para

representar valores numéricos, que tomou possivel a nocéo de formula geral.

3.7. TRIGONOMETRIA DO SECULO XVII AO SECULO XIX

Viete era profundo conhecedor de trigonometria. Em sua obra Canon
mathematicus seu ad triangula tratava-se, talvez, do primeiro livro na Europa
Ocidental a desenvolver sistematicamente métodos para resolver triangulos planos e
esféricos com o auxilio das seis fun¢des trigonométricas. Obteve expressao para
cos(nf) como funcédo de cosf paran =1, 2, 3, ..., 9 e posteriormente sugeriu uma
solucao trigopnométrica para o caso irredutivel das cubicas.

Gilles Personne de Roberval(1602 — 1675) deu sua contribuicdo para a
trigopnometria ao desenvolver um método de computar tangentes enquanto
trabalhava em cicloide algum tempo antes de 1636. No inicio ele manteve essa
descoberta em segredo, mas decidiu revelar seu método entre 1639 e 1644. Para
realizar os desenhos tangentes, considerou uma curva descrita por um ponto movel
cujo movimento é a resultante de varios movimentos mais simples. Além disso,
também descobriu um método de derivar uma curva a partir de outra curva. Para
essas curvas, que também foram aplicadas a algum efeito quadraturas, o

Evangelista Torricelli deu o nome de “linhas Robervallian”. Além disso, foi capaz de
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desenvolver habilidade e conhecimento suficientes para integrar o sen (x) e
computar a extensao do arco de uma espiral.

De acordo com Costa (2003) Isaac Newton (1643 — 1727),também deu sua
contribuicdo a trigonometria, pois, em conjunto com seus estudos de calculo
infinitesimal apoiados na geometria do movimento, trabalhou com séries infinitas,
tendo expandido arcsen x em séries e, por reversao, deduzido a série para sen X.
Além disso, passou a formula geral para Leibniz para sen (nx) e cos (nx), tendo
assim, aberto a perspectiva para sen x e 0 C0OS X surgirem como numeros e hao
grandezas, sendo Kastner, em 1759, o primeiro matematico a definir as funcées
trigonomeétricas de nameros puros.

Leonhard Euler (1707 — 1783) fez grandiosas descobertas para areas como
teoria dos numeros, analise e mecanica, seus esforcos eram sempre voltados para
as ciéncias matematicas.As descobertas de Euler ajudaram também para a
trigonometria, ele ofereceu duas maneiras diferentes para a exposi¢cao analitica do
sistema da trigonometria esférica. Mostrou que a trigonometria das superficies
esferdides podia ser aplicada a geodésia superior em 1755. Gillispie (2007) diz em
seus estudos que em 1763 Euler fez o primeiro avanc¢o substancial no estudo da
curvatura das superficies.

Em 1770, em uma nota escrita, porém, sé publicada em 1862, Leonhard Euler
descobriu a condicdo necessaria para a aplicacdo das superficies, que foi
independentemente determina por Gauss em 1828. Além disso, criou uma féormula
matematica que mostra uma relacdo entre as func¢des trigopnométricas e a funcéo
exponencial.

Joseph Fourier (1768 — 1830) teve duas grandes importantes contribuicdes
para a matematica: a série de Fourier e a transformada de Fourier. Falaremos sobre
as séries de Fourier, que é onde ele traz grandes contribui¢cdes para a trigopnometria,
pois diz respeito a representacdo de sinais como uma combinacéo linear de sinais
basicos como senos e cossenos, ou exponenciais complexas.

Daniel Bernoulli (1700-1782), Leonhard Euler (1707-1783) e Jean Le Rond
d’Alembert (1717-1738) ja haviam estudado sobre as séries infinitas para resolverem
problemas diversos da fisica, porém, Fourier foi o primeiro a fazer um estudo
sistematico das séries infinitas para resolver a equacao da propagacédo do calor na

fisica, na publicacdo “Mémoiresurlathéorie de lachaleur”, embora ele ndo tenha
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expresso 0s seus resultados com grande formalismo. Somente uns anos mais tarde
que dois mateméticos: o alem&o Johann Peter Gustav LejeuneDirichlet (1805-1859),
expressaram os resultados de Fourier com mais rigor e precisao.

De acordo com Santos (2004) nas seéries trigonométricas de Fourier para
sinais continuos, ele considerou um sinal periddico continuo x(t) pertencente ao
conjunto dos numeros reais, para todo t. onde o sinal x(t) pode ser expresso da

seguinte forma:

X(t) = % + Yo, aycos (ZnTnx) + b, sen (Zn:x)

onde os coeficientes a,a,, b,, séo chamados Coeficientes de Fourier, com n

pertencente ao conjunto dos ndmeros inteiros positivos sem o zero (n € Zf). Como
. , A . P 2
X(t) possui periodo fundamental T, sua frequéncia fundamental &€ w, = ?” sendo

assim, reescrevemos a serie da seguinte forma:

a
70 + Z ajcos(nwyx) + bysen(nwyx)

n=1
Onde:
T = Periodo fundamental do sinal x(t);

wo= Frequéncia fundamental do sinal x(t);

ay = ;fx(t).cos (2?” kt) dt =%fx(t).cos(w0.kt)dt, comK=0,1,2,...

b, = ;fx(t).sen (2?” kt) dt =%fx(t).sen(w0.kt)dt, comK=1,23,...

observe que temos que as integrais acima sédo tomadas ao longo do intervalo do
periodo T do sinal periédico x(t), além de existir a, na série a;, porém, ndo existir

byna série by, e, por fim, a, pode ser reescrito de forma mais simplificada pois como:
cos (%”.kt) = cos(wgy. kt), com K = 0, entdo, a, = ;fx(t).dt ou seja, a, de certa

forma representa um valor médio do sinal x(t) no intervalo de um periodo T.
Esta série é conhecida como Série Trigonométrica de Fourier, pois contém
termos com senos e cossenos, onde a equagéao de x(t) é conhecida como “equacéao

de sintese” e as de a;e b,sdo conhecidas como “equacgéo de anélise”.
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4. RECORTE DA HISTORIA DA TRIGONOMETRIAPARA O ENSINO

Os recortes apresentados nesse capitulo foram pensados de maneira que
possam ser utilizados durante as aulas de Trigonometria. O primeiro recorte traz um
texto que pode ajudar a introduzir o contetado de Trigonometria contando um pouco
do seu surgimento. O segundo recorte faz mencdo ao primeiro célculo da
circunferéncia da terra, no qual foi utilizado a trigonometria como fator importante
para a realizacdo desse calculo. O terceiro recorte traz, com o uso da historia, o
surgimento das ideias de seno, cosseno e tangente. Além disso, apresento
sugestbes de atividades para serem trabalhadas em sala de aula a partir do texto

base.

4.1. INTRODUCAO AO ENSINO DE TRIGONOMETRIA

Assim como na Matematica, as origens da Trigonometria também sao
incertas. Por vezes pensa-se que a origem da Trigonometria esta exclusivamente
ligada a resolucdo de situacbes de medicdo de terrenos ou determinacdo de
medidas sobre a superficie da terra. Entretanto, embora os egipcios e os babildnios
tivessem utilizado as relacdes existentes entre lados e angulos dos triangulos para
resolverem problemas, foi a atracdo pelo movimento dos astros que impulsionou a
evolucéo da Trigonometria.

De acordo com Oliveira (2010), com o passar do tempo, mais especificamente
na Babilénia e no Egito, surgiu a necessidade de utilizar mais ainda a Trigonometria
para a resolucdo de problemas sobre a Astronomia, a cronologia do tempo e a
agricultura. Nessa investigacdo mais a fundo para melhor compreender o universo, a
Trigonometria foi uma ferramenta importante nas maos, ndo so dos babildnios e dos
egipcios como também nas dos gregos, hindus e arabes.

A trigonometria teve grande importancia nas medi¢cfes das piramides, no qual
foi utilizada uma razéo trigonométrica chamada seqt — o que hoje chamamos de

cotangente, e vocés irdo estudar esse topico no contetudo de trigonometria.
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Figura 14: Seqt Egipcio
F

A D
Fonte: Elaborado pela autora

Teve contribuicdo, também, no surgimento do primeiro relégio de sol,
chamado gnémon, construido e utilizado pelo homem, que consistia em uma coluna
que, iluminado pelo sol ou pela lua, projetava sua sombra, que se movia com o
passar das horas e entre o seu ponto inicial e seu ponto final havia um espaco que o
homem fracionou criando a divisdo do tempo. Enquanto os gregos antigos achavam
que as horas eram divindades mitologicas, simbolizando as partes do dia, 0s

babilénios e os chineses foram os primeiros que dividiram o dia em horas.

Figura 15: Régua egipcia para medir o tempo

Fonte: Google Imagens

Como bem ja foi mencionado, os primeiros vestigios da Trigonometria nao
surgiram apenas no Egito, mas também na Babildénia. Os babil6nios demonstravam
grande interesse pela astronomia, tanto por questdes religiosas, quanto pelas
vinculagdes com o calendario e as épocas de plantio. De acordo com Costa (2003) é
impossivel estudar as fases da Lua, os pontos cardeais e as estacdes do ano sem
usar triangulos, um sistema de unidade de medidas e uma escala. Os babilénios

foram extraordinarios astrdnomos e influenciaram os povos posteriores.
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Os primeiros personagens a serem reconhecidos como matematicos estavam
na Grécia, séo eles: Tales de Mileto (625 — 546 a.C.) e seu discipulo Pitagoras (570
— 495 a.C.); ambos foram um dos primeiros a contribuirem com o surgimento da
trigonometria, Tales com seus estudos de semelhanca de triangulos que embasam a
trigonometria e Pitagoras ao demonstrar o teorema que leva seu nome: “Em todo
triangulo retangulo a area do quadrado construido sobre a hipotenusa € igual a
soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos”. Deste teorema deriva

a relacdo fundamental da trigonometria.

Figura 16: Pitagoras Figura 17: Tales de Mileto

Fonte: Google Imagens Fonte: Google Imagens
ATIVIDADE PROPOSTA

01. Embora os egipcios e o0s babilénios tivessem utilizado as relacfes
trigopnométricas existentes entre lados e angulos dos triangulos para resolverem
problemas, o que de fato impulsionou a evolucdo desse contetdo?

02. Quais foram o0s primeiros acontecimentos que precisaram utilizar calculos
trigonométricos?

03. Apds a explicacdo de todos os tOpicos de Trigonometria, responda: Quais
conhecimentos atuais estdo relacionados ao que antes foi chamado de seqte
gnomon?

04. De acordo com o texto, quais foram o0s primeiros personagens a serem
reconhecidos como matematicos e que contribuiram com o surgimento da
trigonometria?
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4.2. A IDEIA DE SENO, COSSENO E TANGENTE

Hiparco de Nicéia (190 a.C. — 120 a.C.), um importante matematico que
contribuiu significativamente para o desenvolvimento da trigopnometria, na segunda
metade do século Il a.C., fez um tratado em doze livros, no que pode ter vindo ser a
primeira tabela trigonométrica, incluindo uma tabua de cordas. A partir de entédo
comecaram a surgir as ideias de seno, uma vez que conhecido o comprimento da
corda podia-se calcular o seno da metade do arco.

Fig

T

ura 18: Hiparco de Nicéia
e

J& a palavra cosseno surgiu apenas no século XVII, como sendo o seno do
complemento de um angulo. Tais conceitos, seno e cosseno, foram originados pelos
problemas relativos a Astronomia, ja o conceito de tangente surgiu da necessidade
de calcular alturas e distancias.

A ideia de tangente, em muitos livros didaticos, € apresentada como a razéo
entre o cateto oposto e o cateto adjacente de um triangulo retangulo e, outros livros,
apontam a tangente como a associagdo da medida do angulo de subida com o

indice na mesma subida.
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Figura 19: Ideia de tangente

Altura
{Cateto Oposto)

Afastamento
{Cateto Adjacente)

Fonte: Elaborado pela autora (2023)
Ou seja,

altura cateto oposto . )
= indice de subida

tg o = = :
afastamento  cateto adjacente

De outro lado, a ideia de seno é apresentada como a razao entre a altura e o
comprimento da subida, ou seja, cateto oposto pela hipotenusa, enquanto o cosseno
€ a razao entre o afastamento e o comprimento da subida, cateto adjacente pela
hipotenusa. Sedo assim,

altura cateto oposto afastameto  cateto adjacente

sen < = € C0S X =

percurso  hipotenusa percurso hipotenusa

No entanto, antes de surgir tais férmulas que temos hoje e que encontramos
facilmente em livros didaticos, apostilas e internet, houveram muitos caminhos
tracados para poder chegar a tais formulacdes, assim como personagens de
diferentes areas de conhecimento que contribuiram para o desenvolvimento dessas
ideias.

De acordo com Costa (2008), Aristarco de Samos (310 a.C. — 230 a.C.) foi um
dos primeiros estudiosos gregos a aplicarem matematica na astronomia, apesar de
Hiparco ser conhecido como o “pai da trigonometria”, foi Aristarco que forneceu os
primeiros passos da trigonometria e, por mais gue esses escritos ndo tenham
chegado até néds, eles foram relatados em seu tratado sobre tamanhos e distancias

do sol e lua, o qual ele usou o equivalente, em linguagem atual, a:

sena a tga

senb< b <tgb

Onde 0 <b<a<§.
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Outro grande personagem que contribuiu para o desenvolvimento do
contetdo em questdo foi Claudio Ptolomeu (90 d.C. — 168 d.C.), considerado o
maior astronomo da antiguidade, no entanto, pouco se sabe sobre ele. Sua obra,
SyntaxisMathematica, € popularmente conhecida como Almagento — “O grande
tratado” ou “O Maior”. Um trabalho basicamente de matematica e astronomia, que foi
dividida em treze livros e, dentre esses livros, Ptolomeu se dedicou as cordas
trigonométricas nos capitulos dez e onze do primeiro livro.

De acordo com Costa (2008), o capitulo onze consiste numa tabela de
cordas, ja o capitulo dez explica com a tabela pode ser calculada. No Almagesto ndo
existe nenhuma tabela que contenha as fungbes seno e cosseno, mas, sim, a funcao
cordadoarcox,oucrdx, que significa comprimento da corda que corresponde a um
arco de x graus em um circulo cujo raio € igual a 60.

Na teoria de Ptolomeu, segundo Aaboe (1964 apud Costa, 2008), a
circunferéncia foi dividida em 360 partes — o que chamamos hoje de graus — o
diametro foi dividido em 120 partes e cada uma dessas partes foram dividas em 60
outras partes (minutos) e essas sao divididas novamente em mais 60 partes
(segundos).

Dessa forma, de acordo com Costa (2008) na tabela de cordas de Ptolomeu
existiam trés colunas: a primeira, listando os arcos, a segunda, o comprimento da
corda correspondente a cada arco e, a terceira, que dava o aumento médio de crd x
correspondente a um acréscimo de um minuto em x — valor da corda correspondente
a um arco de corda ja conhecida acrescido de um minuto de grau. Essa coluna era
usada para interpolacdes, ou seja, para achar o valor de entradas na coluna de
arcos.crdse x estivesse entre duas. (COSTA, 2008, p. 6)

A figura a sequir ilustra o processo feito por Hiparco e aperfeicoado por
Ptolomeu, na qual evidencia que uma tabua de cordas é equivalente a uma tabua de

senos trigonometricos:
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Figura 20: Tdbua de senos trigonométricos

4

TN
o/(sﬂ AC _ corda AD

N

7

SaRE =
/ 04 o
fa)

Fonte: Costa (2008)

Pois,

AC AD crd 2 «
Senx= — = — - =
0OA diametro do circulo 120

A tdbua de Ptolomeu fornece a medidas das cordas dos angulos centrais de
meio em meio grau até 180°. Sendo assim, a tabua, na realidade, oferece os senos

dos angulos por intervalos de quarto de grau de 0° a 90°.

Quadro 2: Cordas de Ptolomeu

o«em graus Crd (x) o«cem graus Crd (x)
%; 0; 31; 25 40° 41: 2; 33
10 1; 2;: 50 60° 60;0; 0
]P% 1; 34: 15 700 68; 49; 45
2 2:5: 40 90° 84; 51; 57
2% 2:37: 4 100° 91; 55; 32
30 3: 828 120° 103: 55; 23
50 5: 14: 4 1350 110: 51; 57
100 10; 27; 32 140° 112: 45; 28
200 20; 50; 16 160° 118: 10; 37
300 31; 3; 30 180° 120; 0; 0

Fonte: Oliveira (2010)

ATIVIDADES PROPOSTA:
1 — De acordo com o texto, quem foi um dos primeiros estudiosos gregos que
forneceu os primeiros passos para o calculo do que hoje chamamos de tabela

trigonométrica?
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2 — Calcule o seno do angulo x de cada figura a seguir, usando 0 mesmo processo
feito por Hiparco e aperfeicoado por Ptolomeu. Em seguida consulte uma tabela

trigonométrica para saber quantos graus, aproximadamente, equivale ao valor de x.

AC=2 HF=6
BD=2 EG=10

3 — Com uma tabela de razdes trigonométricas atual e a Tabua de Cordas de

Ptolomeu, andlise suas diferengas e semelhancgas e registre aqui a sua percepgao.

4.3. RAZOES TRIGONOMETRICAS A CIRCUNFERENCIA DA TERRA

Apesar da origem da Trigonometria ser considerada como incerta, sabe-se
qgue, durante a sua evolucdo, houve muitos personagens que, através de seus
conhecimentos adquiridos ao longo de sua vida, contribuiram para que essa
evolucdo chegasse no que temos hoje, e cada um desses personagens serviu de
ponte para que o préximo continuasse seus calculos e avancasse um passo a mais
a frente.

Como exemplo dessa ponte, podemos citar trés personagens que foram muito
importantes para o desenvolvimento, ndo s6 da trigopnometria, mas também para
outras areas do conhecimento, como a fisica e a astronomia. O primeiro deles é
Arquimedes (287 — 212 a.C.), que, de acordo com Mol (2013), consagrou-se a
matematica quando conseguiu avaliar a razdo entre a circunferéncia e o diametro de
um circulo e com seus calculos ele conseguiu encontrar um valor proximo para m, da

seguinte maneira:
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3.71+10 70+
<p3:70+10
71 70

319 < < 319, ou seja,
Logo, 3,1408 < m< 3,1428 (comparando com o valor T = 3,14159...)

Mesmo estudando circulos e retas e aplicando esses resultados na
Astronomia, Arquimedes n&o conseguiu chegar a uma trigopnometria sistematica.
Porém, seus estudos e suas cartas serviram de ponte para que Erastostenes (276 —
194 a.C.) comecgasse a produzir, usando semelhanca de triangulos e razdes
trigonométricas, a mais notavel medida da circunferéncia da terra na Antiguidade.

Por volta de + 240 a.C., Erastéstenes fez uma medida surpreendentemente
correta da circunferéncia da terra, para isso ele comparou as sombras ao meio-dia
entre Alexandria e Siena. Abaixo tem uma analise mais detalhada da ideia de
Erastéstenes feita por Vinagre (2002). A partir do esquema, iremos definir as

grandezas envolvidas:

Figura 21: Esquema da Ideia de Eratostenes

.
L'— ‘/c’ L /

i S /
y- \
[ \
| ?

.I
7C
/

—

/

Fonte: (Vinagre 2002)

e S é adistancia entre Siena e Alexandria;

e 0¢é o angulo formado da fracdo que parte das cidades de Siena e Alexandria;
e C é a circunferéncia da terra;

e D é odiametro da terra;

e R éoraiodaterra;
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e L € o0 comprimento do poste;
e L’ é o comprimento da sombra do poste;
Para calcular a circunferéncia da terra, de acordo com Vinagre (2002),
. - . . ... S @ _ .
Erastostenes utilizou a seguinte razao trigpnométrica: = o Ou seja, a razdo entre

a distancia de Alexandria e Siena e a circunferéncia igual a razdo do angulo formado
a partir da distancia entre as cidades e o angulo total da circunferéncia terrestre

2 . ~ .
(2m). Isolando C, teremos:C = ({) +§. E a partir dessa relacdo Eratéstenes fez

seus célculos, substituiu os valores que ele encontrou para@= (0,02 .2m) e o valor de
S= (5.000 estadios) - que era obtido pelo numero de passos dados de Siena até
Alexandria pelos Bematistas do Rei, multiplicado pelo comprimento de cada passo

gue supostamente tinha 0 mesmo tamanho - E obteve a seguinte equacéao:

C = ( 2m ) .5000: C = (i) .5000: C = 50.5000: C = 250.000 estadios
0,02 .21 0,02

E para obter o resultado em quildbmetros multiplicamos o resultando obtido em
C por 0,157 Km, o que resulta: C=39.250 Km. A partir desse valor encontrado
poderemos também calcular o valor do Raio da terra utilizando a relagdo C=21R e

por consequéncia o valor do Diametro (o dobro do Raio).
ATIVIDADES PROPOSTAS:

1. Observando o esquema da ideia de Erastéstenes, que foi apresentado no texto,
diga qual foi a relagédo trigonométrica (seno, cosseno ou tangente) utilizada por ele
para descobrir o valor do angulo formado da fracdo que parte das cidades de Siena

e Alexandria?

2. Supondo que vocé deseja calcular a distancia entre duas cidades, e toma como
base a mesma ideia que foi apresentada por Erastostenes, e utiliza um poste que
mede 15m e que, o comprimento de sua sombra, em determinado momento do dia,
seja igual ao seu tamanho real, entdo qual sera o valor do angulo, em graus e em

radianos, formado entre essas duas cidades?
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3. Sabendo que hoje em dia, com a ajuda dos calculos apresentados por
Erastéstenes, temos que a medida da circunferéncia da terra mede 40.075km.
Sendo assim, calcule qual sera a distancia entre duas cidades que formam o angulo
(em radianos) que vocé obteve no item anterior, utilizando a formula apresentada

por Erastéstenes.

5. ORIENTACOES AOS PROFESSORES

Associar a Histéria da Matematica com o Ensino de Trigonometria pode fazer
com gue os alunos percebam os caminhos tracados por muitos matematicos para
conseguir chegar a matematica que temos hoje, pode levar o aluno a percepcao de
que a matematica ndo nasceu pronta e acabada, sofreu inUmeros processos e
alteracodes.

Sendo assim, o0 aluno pode se tornar um aluno curioso, fazendo indagacdes e
buscando suas respostas a partir da historia da matematica. No entanto, sabe-se
das dificuldades e da escassez de recursos didaticos que fagcam um levantamento
historico a cerca dos conteidos mateméticos.

O professor precisa estar preparado para ministrar uma aula fazendo uso da
Historia da Matematica, tendo em vista que muitas perguntas podem surgir, muitos
“por qués?” e muitos “como surgiu?” podem aparecer durante as aulas. No entanto,
vale ressaltar que, caso, o professor ndo saiba responder de imediato as indagacdes
feitas pelos alunos — o0 que € normal acontecer — diga aos mesmos que ird pesquisar
a melhor resposta, evitando respostas equivocadas aos alunos.

O primeiro passo para o professor comecar a ministrar aula usando a histéria
da matemética é se familiarizar com o texto. Estudar o material fornecido e
compreender as diferentes teorias, conceitos e contribuicdbes matematicas ao longo
do tempo é de suma importancia, pois isso ajudara a contextualizacdo do ensino de
trigonometria em sala de aula.

Adapte o material a sua realidade, considere o conhecimento prévio dos
alunos, faca adaptacdes das atividades, dos exemplos e se necessario a forma de
apresentacdo do material. Faca slides, videos animados, experimente jogos

interativos, convide os alunos para sairem de sua zona de conforto (sala de aula),
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experimente trabalhos em equipe, peca para os seus alunos pensarem como 0S
matematicos de antigamente foram capazes de pensar, e sugira qgue 0S mesmos
encontrem outras maneiras de realizar calculos trigonométricos.

Avalie o aprendizado utilizando diferentes estratégias de avaliacdo para
verificar o progresso dos seus alunos. Inclua projetos, discussdes em grupos,
proponha grupos de leitura sobre a historia da matemética. Estimule cada vez mais
0 pensamento critico dos seus alunos, incentive-os a refletir a cerca do

conhecimento obtido em sala de aula.
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