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APRESENTACAO
Prezado(a) Leitor(a)

O livro Calculo Numérico com Python no Google Colaboratory foi desenvolvido
para o desenvolvimento de habilidades de do pensamento computacional, importante
para o futuro desenvolvimento profissional, ao mesmo tempo que se estuda os métodos
do calculo numérico, em uma abordagem pratica-experimental.

Na abordagem de cada método, é apresentada a demonstracao das expressdes
e/ou o detalhamento do algoritmo recursivo, cuja exemplificacdo é apresentada com
detalhes, havendo um programa de Python para ser executado na plataforma Google
Colaboratory, possibilitando verificar os resultados das atividades, bem como
aprofundar conhecimentos na programacao em Python.

E importante destacar que o Google Colaboratory é um ambiente de web, pode ser
executado tanto no computador quanto no celular, e quem ndo ha necessidade de
instalagdo de nenhum programa ou app. Além disso, os programas Python sao
executados nos processadores dos computadores da Google, viabilizando a programacao
em qualquer tipo de computador ou celular, desde que os mesmos possam internet.

Esperamos que com o livro Calculo Numérico com Python no Google Colaboratory,
vocé consiga adquirir conhecimentos e desenvolver habilidades que possam ajuda-los
no desenvolvimento de atividades futuras tanto no ambito da p6s-graduacdao quanto no

dia a dia sua vida profissional em sala de aula.

Os Autores
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1. SISTEMA NUMERICO E ERROS

Vocé ja observou que no dia a dia estamos cercados de varias situacdes que
representam problemas das mais diversas origens, como fisica, quimica, estatistica, etc,
e que alguns destes problemas sdo: queda livre de um objeto de cima de um prédio, o
crescimento de uma populagdo de uma cidade, o consumo de combustivel de um carro, o
consumo de energia de nossa casa, entre outros. Quando um problema é representado
por uma féormula ou procedimento matematico, que expressam as caracteristicas

principais deste problema, temos o modelo matematico do problema.

Para que vocé compreenda melhor a seqiiéncia logica da solugdo de um problema,

observe o diagrama a baixo.

Modelagem Modelo Resolucao
2N

Problema Matematico

Solucao

Observe que para resolvermos um problema, devemos primeiro fazer a
modelagem deste problema, isto é, produzir um modelo matematico que descreva todo
o comportamento do problema, em seguida devemos buscar a resolucao numérica do
modelo matematico, que representara a solu¢do do problema.

Vocé sabia que podemos obter a solugcdo de um problema (fisico), através de
métodos numéricos. Porém, é importante ressaltar, que em certas situacoes a solucdo
estimada, pelos métodos numeéricos, se afasta da verdadeira solucao do problema. Isto
ocorre devido a presenca de fontes de erro que podem ocorrer na fase de modelagem do
problema ou na fase resolugao do problema.

Para que vocé possa compreender a fonte de erro no processo de modelagem,

observe o exemplo a seguir.

Exemplo: Uma bola cai de cima de um prédio e sua velocidade em cada instante é

descrita pela equagdo horaria:
a 2
S =5, +v,t+ 5 t

onde s, é a altura do prédio, v, é a sua velocidade inicial e a representa, neste caso, a

gravidade.
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Se a altura do prédio for de 30 m (s, = 30), a velocidade inicial da bola for zero (v, = 0)

e considerando a gravidade igual a 10 m/s2 (a = 10). A posicdo apds 3 s apds a queda é:

s=30+0.1—§22 — s=10m

Vocé acha que este resultado é confiavel?
E bem provavel que ndo, pois no modelo matematico ndo foram consideradas outras

forgas, como, por exemplo, a resisténcia do ar, a velocidade do vento, etc.

Ja na fase de resolucdo, o erro é gerado no momento que se faz os calculos na
calculadora ou computador devido aos processos de arredondamentos. Para

exemplificar observe o exemplo a seguir.

Exemplo: Erros na fase de Resolucdo

Observe que V2 = 1,41421356237310. Ao se resolver esta equacio %05 —V2=0, cuja
solugio é x = 10%+/2. Observe que a resposta desta equacio dependera do niimero de
digitos significativos.

seV2 = 1,41 = x =141.000

seV2=14142 = x=141.420

sevV2 =1,414213 = x = 141.421,30

MUDANCA DE BASE
Para vocé compreender melhor a fonte de erro na fase de resolucao, e necessario

nos compreendermos como funciona de mudanca de base. Vocé sabia sabia que os
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numeros que usamos no nosso dia a dia estdo na base 10. Para uma melhor
compreensao observe a decomposi¢do do seguinte numero

8052 =8x1034+ 0% 102 +5=10* + 2% 10°

¢ assim que se decompdem um nimero na base dez. Se o numero tiver digitos atras da
virgula a decomposicao fica da seguinte forma

8052,406 =8+103+ 0102 +5%101 +2%«10°+4+ 1071+ 01072+ 6+ 1073

de uma forma compacta podemos dizer que os nimeros na base dez pode ser escritos

por:
m

Z a;. 10" = a,,. 10™+...+a,.102 + a,. 10 + a,.10° + a_;.107a_,. 1072 +... +a,. 10"
L=n

onde: a; — é 0 oul e n,m — numeros inteiros,comn <0 e m=>0

Um nuimero na base 2 pode ser escrito como

m
z a;.2' = ap.2M+.. . +a,. 22 + a2 + ag.2° +a_1. 27 + a_,. 272+, +a,. 2"

i=n

para compreender melhor observe os exemplos a seguir:
1011 =1.23 +0.22 + 1.2 + 1.2°
1011,101 =1.2° +0.22 + 1.2 + 1.2° + 1.271 4+ 0.272 + 1.273

Vocé sabia, que as calculadoras e os computadores trabalham na base 2, que uma
fonte de erro de resolugdo esta nas aproximacgdes que sao, as vezes necessarias. Para que
vocé possa entende melhor este problema, vamos, agora, estudar a conversao de um
nimero a base 10 para a base 2. Para isto devemos decompd-lo com fizemos
anteriormente, e em seguida efetuar a multiplicacdo dos digitos binarios pelas poténcias

de base 2 adequadas.

1011, =1.2340.22+1.2'41.2°0 = 1011, =14

1011101=1.23+0.22+1.28+1.29+1. 27140 . 27241270 = 1011, =1163

Para transformar um ntmero inteiro da base 10 para a base 2, utiliza-se o método
de divisodes sucessivas, que consiste em dividir o nimero por 2, a seguir dividi-se por 2 o
quociente encontrado e assim o processo € repetido até que o ultimo quociente seja
igual a 1. O nimero binario serd, entdo, formado pela concatenagdo do ultimo quociente

com os restos das divisdes lidos em sentido inverso ao que foram obtidos, ou seja,
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N | 2

r (o[ 2
r2 g2 2
rs 03 TTe~
Qn-1 | 2
n-1 1
Nip = L.1rp_q..... T3.75.7

Exemplo:

1810 = 100102

11 | 2
1 5
\ )

o NN
[l B

™~

1110= 11012

Para transformar nuimeros fraciondrios da base 10 para a base 2, utiliza-se o

método das multiplicacdes sucessivas, que consiste em:
12 Passo - multiplicar o numero fraciondrios por 2;
22 Passo - deste resultado, a parte inteira serd o primeiro digito do nimero na base 2 e

a parte fraciondria é novamente multiplicada por 2. O processo é repetido até que a

parte fracionaria do ultimo produto seja igual a zero.
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Exemplo: transforme 0,1875;, para a base 2

0,1875 0,375 0,75 0,50
% 2 X 2 X 2 X—Z

3750 0,7&0/1,{/1,00

logo 0,1875,, = 0,0011,

Exemplo: transforme 13,25, para a base 2

13

:

1 6 2
™~ 0 3 2
™S~ 1 «— 1
13,, = 1101,
0,25 0,50
x2 x2
0,50 1,00

’\/v

0,25,0 = 0,01, , logo 13,25, = 1101,01,

Vocé sabia que, de maneira geral, o nimero x em uma base f é representado por:

onde:
d; — sdo os numeros inteiros contidos no intervalo 0 < d; <, i =1,2,...,t
exp —representa o expoente de e assume valores entre [ < exp < S,

I,S — os limites inferior e superior, respectivamente, para a variacao do expoente

di  dy | d d , : . .
?1 + B—i + B—z +...+ ﬁ—i] — é chamado de mantissa e é a parte do nimero que representa

seus digitos significativos e t é o numero de digitos significativos do sistema de

representacdo, comumente chamado de precisdo da maquina.
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Exemplo: Obs: a mantissa é um
ndmero entre 0 e 1.

Sistema decimal

0,35710=[ = ]100 29,357, = [ I I I S ]102

102 103 102 © 103  10* = 105
Sistema binario
11001, = [+ 2+ o+ o+ .28
11001,01, = [+ S+ o+ o+ + -+ 5. 2°

Saiba que cada digito do computador é chamado de bit. Apresentaremos abaixo
uma maquina ficticia de 10 bits para a mantissa, 4 bits para o expoente e 1 bit para o

sinal da mantissa e outro bit para o sinal do expoente.

Mantissa | Expoente
|

Sinal da
Mantissa
Sinal do
Expoente

Para vocé entender melhor, faremos um exemplo numérico.

Exemplo: Numa maquina de calcular cujo sistema de representacao utilizado tenha f =

2,t =10, = —15e S = 15, o numero 25 na base decimal é representado por

—25;0 = —11001, = —0,11001.2°> = —0,11001. 2191

Observe que utilizamos bit = 0 para positivo e bit = 1 para negativo.

Um parametro muito utilizado para avaliar a precisao de um determinado sistema

de representa¢do é o numero de casas decimais exatas da mantissa e que este valor é
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dado pelo valor decimal do ultimo bit da mantissa, ou seja, o bit de maior significado,
logo:
N 1
PRECISAO < Bt

Apresentaremos a seguir, a titulo de curiosidade, os sistemas de representacao de

algumas maquinas.

Maquinas I B I t I I I S
Burroughs 5500 8 13 -51 77
Burroughs 6700 8 13 -63 63
Hewlett-Packard 45 10 10 -98 100
Texas SR-5X 10 12 -98 100
PDP-11 2 24 -128 127
IBM/360 16 6 - 64 63
IBM/370 16 14 - 64 63
Quartzil QI 800 2 24 -127 127

ATIVIDADE

(01) Os numeros a seguir estdo na base 2, escreva-os na base 10.

(a) 11011, = (b) 111100, = (c) 100111, =
(02) Os numeros a seguir estdo na base 10, escreva-os na base 2.

(@) 1540 = (b) 1259 = (c) 3640 =

(03) Considere uma maquina de calcular cujo sistema de representacdo utilizado tenha

B =2,t=10,1 = —15eS = 15. Represente nesta maquina os nimeros:

(@) 3549 (b) 8,249 (©) =244,
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2. GOOGLE COLABORATORY

Uma pesquisa em 2019 que investigou milhares de listas de empregos para
cientistas de dados, verificou-se que entre as 15 tecnologias mais procuradas, Python
ficou em primeiro lugar e foi de longe a palavra-chave mais frequente nas listas. Além
disso, muitas empresas de tecnologia famosas como Google, Instagram e Netflix fazem

uso dessa linguagem, contribuindo para a popularizagdo da mesma.

Python possui uma sintaxe simples se comparada com outras linguagens de
programacao, com isso a curva de aprendizado é mais rapida do que se comparada com
outras opg¢des. O Python é uma linguagem de programacdo amplamente usada em
aplicacdes da Web, desenvolvimento de software, ciéncia de dados e machine learning
(ML). Os desenvolvedores usam o Python porque é eficiente e facil de aprender e pode

ser executado em muitas plataformas diferentes.

A plataforma Google Colaboratory, ou mais conhecida como “Colab”,
abreviadamente, é um produto da Google Research, que permite que qualquer pessoa
escreva e execute codigo Python por meio do navegador e é especialmente adequado

para aprendizado, analise de dados e aplicagdes na educacao.

O primeiro passo para usar o Google Colab, para programar em Python, é fazer o
login em uma conta do Google, depois  acesse 0 enderego
https://colab.research.google.com/ e acessard o Google Colab diretamente pelo
navegador, sem precisar instalar nada em seu computador. Ao abrir o Google Colab, vocé

sera recebido com uma interface limpa e amigavel.

Os programas Python na plataforma no Google Colaboraty sdo escutados em um
arquivo denominado de notebooks do Colab que executam cédigo dos servidores em
nuvem do Google, e isso significa que pode tirar proveito da poténcia de hardware do
Google, como GPUs e TPUs, independentemente da poténcia da sua maquina, e s6

precisa de um navegador para isso.


https://colab.research.google.com/#using-accelerated-hardware
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3. RESOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES NAO LINEARES

Vocé sabia, que nas mais diversas areas das ciéncias ocorrem situagdes que
envolvem a resolucdo de uma equagdo do tipo f(x) =0 que ndo possui solugio
algébrica. Esta é a razdo porque devemos desenvolver métodos numéricos para

resolucoes as equagdes do tipo f(x) = 0, podendo ser equagdes lineares ou nio lineares.

Iniciaremos uma nova etapa estudando os métodos para isolar e calcular as raizes
de uma equagdo real. Tais métodos numéricos sdo usados na busca das raizes das
equagdes, ou os zeros reais de f(x). Embora estes métodos ndo fornecam raizes exatas,

eles podem calcular as raizes com a exatidao que o problema requeira.
Em geral, os métodos, utilizados apresentam duas fases distintas:
Fase I - Localizacdo ou Isolamento das Raizes

Esta fase consiste em obter um intervalo que contém a raiz da funcdo f(x) =0, e

em seguida iremos para a segunda fase.
Fase II - Refinamento

Nesta fase definimos a precisao que desejamos da nossa resposta e escolhemos as
aproximacgdes iniciais dentro do intervalo encontrado na Fase I. Em seguida
melhoramos, sucessivamente, a aproximacido da raiz da fun¢do f(x) = 0, até se obter

uma aproximacao para a raiz dentro de uma precisao pré-fixada.

ISOLAMENTO DE RAIZES
E importante, que vocé saiba que os métodos numéricos utilizados para calcular

raizes da equacdo f(x) = 0, s6 calculam uma raiz de cada vez!

Esta é a razdo porque devemos determinar um intervalo para cada raiz que
desejamos calcular. Para entendermos melhor como isolar uma raiz de uma equacgao,

noés devemos observar o teorema a seguir.

Teorema

“Se uma funcdo continua f(x) assume valores de sinais oposto nos pontos
extremos do intervalo [ a, b ], isto é f(a).f(b) <0, entdo o intervalo conterd, no
minimo, uma raiz da equacdo f(x) =0, em outras palavras havera no minimo um

numero &, pertencente ao intervalo aberto (a, b), € € (a, b), tal que, f(g) =0
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Exemplo:

Neste exemplo apresentamos uma funcdo f(x) que possui dentro do intervalo
[a, b] trés raizes: €, &, € &3. Isto €, sdo trés valores de x, para os quais a funcdo f(x) tem
imagem igual a zero, isto é: f(&;) =0, f(e;) =0 e f(&3) = 0.

Ay

Se a fungdo possui imagem
Zero nos pontos &;, &, e &, 0
grafico da funcdo f(x), nestes

pontos, intercepta o eixo dos x.

e o o - - - = - -]

Observe no exemplo que f(a) <0 e f(b) > 0,logo o produto f(a).f(b) <0

AY

f(b) f(x)

b 4

0

f(a)

Observe que toda vez que dentro de um intervalo [a,b], tivermos f(a).f(b) <O,
significa que neste intervalo temos pelo menos uma raiz da fungao f(x), como vemos na

figura a seguir.

Observe, na figura a seguir, que quando uma fung¢do possui um ndmero par de raizes

dentro do intervalo [a, b], temos f(a). f(b) > 0
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Ay
0 a 2b >
/€1 | X X
f(a) - :
O 00
fla)<O0 f(a) >0
f(b)<O0 f(b)>0
logo f(a).f(b) >0 logo f(a).f(b) >0

Observe, na figura a seguir, que quando uma fun¢do ndo possui raizes dentro

dointervalo [a, b], temos f(a). f(b) > 0

Ay
0 > f(b)
a b @y
f(a) = i . )
f(p) |-=oommmmmeeee 00 >
f(a) <0 f(a) >0
f(b) <0 f(b)>0
logo f(a).f(b) >0 logo f(a).f(b) >0

O numero de raizes de uma funcdo f(x), dentro do intervalo [a,b] , que
observamos nos exemplos anteriores, é formalmente expressé pelo teorema que

anunciaremos a seguir.
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TEOREMA DE BOLZANO
Seja P(x) = 0 uma equacao algébrica com coeficientes reais e x € (a, b).
e Se P(a).P(b) <0, entao existem um numero impar de raizes reais no intervalo

(a,b).

e Se P(a).P(b) > 0, entao existem um numero par de raizes reais no intervalo

(a, b) ou ndo existem raizes reais no intervalo (a, b).

EQUACOES TRANSCENDENTES
Saiba que a determinacao do nimero de raizes de fun¢ées transcendentes é quase
impossivel, pois algumas equa¢des podem ter um numero infinito de raizes. Como

exemplo temos as fungoes:

Funcéo Seno Funcéo Cosseno

N B B 1
0.8 1 o8k
0.6 1 o6l
0.4f 1 0.4l
0.2 1 0.2k
> or S

-0.2

0.2k
0.4 -0.4r
0.6 061

_08l

-0.8

Funcdo Tangente Funcao Exponencial

> 0 ]
st E L i
-10f i r JE— B
sk i af |
20 : : : : . : . . -4 3 2 1 o 1 2 3 a
0 1 2 3 4 5 6 7 8
x

9 X

N

P OPN®DhRAMOGMON®OO
e

0 método mais simples de se achar um intervalo que contenha s6 uma raiz de uma

funcao, ou seja, isolar uma raiz, € o método grafico que abordaremos a seguir.
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METODO GRAFICO

Lembre-se que uma raiz de uma equacgdo f(x) = 0 é um ponto onde a fungao f(x)
toca o eixo dos x. Observe a fungdo f(x) = x* — 6x + 5 cujo grafico estd na figura a
seguir.

Saiba que uma outra forma de identificarmos as raizes da equacao é substituir
f(x) = g(x) — h(x), onde g(x) — h(x) = 0. As raizes de f(x) =0 corresponderam a
intersecdo das fungdes g(x) e h(x).

Para vocé entender melhor, observe o exemplo a seguir, onde utilizamos a funcdo
f(x) = x?—7x + 10 que possui raizes 2 e 5.

Se fizermos f(x) = g(x) — h(x), onde g(x)=x? e h(x) =7x— 10 temos a

intersecdo de g(x) com h(x) acontece em 2 e 5.

10 +10

1

-10

1

40
30
20
10

1

1

10

1

-10
-1

Observe no préximo exemplo que o método grafico também funciona com fung¢des

mais complexas cujas raizes ndo sdo simples de se determinar.

Exemplo:

A aplicagdo do método utilizaremos a funcdo f(x) = e* —2 — senx que possui
raizes 2 e 5. Fazendo g(x) = e* e h(x) = +2 + senx, observe que é muito mais facil

fazer o grafico de g(x) e h(x) do que a fazer o grafico da fungdo f(x).
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o N B (o2}
1

L 3

f(x) = e* —2-senx

-2
-1

19

Analisando o grafico podemos afirmar que a nossa raiz esta préoxima de 1, entao

este sera nosso valor inicial para os nossos métodos numéricos.

ATIVIDADE

(01) Dada a funcio f(x) = 0.2x% + senx, separe esta em duas fungdes e aproxime pelo

menos uma de suas raizes pelo método grafico.

(02) Dada a funcio f(x) = x? — 4x, separe esta em duas funcdes e aproxime pelo menos

uma de suas raizes pelo método grafico.

(03) Dada a funcio f(x) = x%2 — cos x, separe estad em duas func¢des e aproxime pelo

menos uma de suas raizes pelo método grafico.

(04) Dada a fungio f(x) = x3 + senx, separe estd em duas fungdes e aproxime pelo

menos uma de suas raizes pelo método grafico.
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3.1. METODO DA BISSECAO

Para utilizarmos este método devemos primeiro isolar a raiz dentro de um
intervalo [a, b], isto é, devemos utilizar o método grafico para aproximar visualmente a
raiz para em seguida isola-la pelo intervalo (a,b), onde esta raiz pertenca a este

intervalo.

Para utilizarmos o método da bissecdo é necessario que a fun¢do f(x) seja uma
continua no intervalo [a,b] e que f(a).f(b) < 0. No método da bissecao devemos
dividir o intervalo [a, b] ao meio, obtendo assim x,, com isto temos agora dois intervalos

[@, x,] € [xo, b]

y 4

X

Se f(x,) = 0, entdo, € = x,; Caso contrario, a raiz estara no subintervalo onde a

funcao tem sinais oposto nos pontos extremos, ou seja, se
f(a).f(x,) <0 implica que a raiz esta no intervalo [a, x,].
f(x,).f(b) <0 implica que a raiz esta no intervalo [x,, b].

A partir dai construiremos um novo intervalo [a4, b ]

y 4

v X
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0 novo intervalo [a4, b;] que contém ¢ é dividido ao meio e obtém-se x; onde se
f(ay).f(x1) < 0implica que a raiz esta no intervalo [a4, x4].
f(x1).f(b1) < 0implica que a raiz esta no intervalo [x4, b ].

O processo se repete até que se obtenha uma aproximacao para a raiz exata &, com
a tolerancia € desejada. Tolerancia (€) é um valor que o calculista define, que define a
proximidade que deve ter do valor estimado do valor exato. A partir da tolerancia,
definimos o critério de parada, onde se para de refinar a solucdo e se aceita o valor
aproximado calculado. A tolerancia €, é muitas vezes avaliada por um dos trés critérios

abaixo:
lf(e)| < E
|xn — Xp-1| < E

|xn - xn—ll

<E
|Xnl

Para vocé compreender melhor a aplicacdo do método da bissecdo, observe os
proximos exemplos numéricos, onde determinaremos as raizes das fungdes

determinadas.
Exemplo:
(01) Calcular a raiz da equagdo f(x) = x> — 3 comE < 0,01.

Solugdo: Primeiro devemos determinar um intervalo onde esta a raiz que desejamos

calcular, para isto devemos fazer uma no seu grafico.

14

Intervalo Raiz nrocurada
12 HnchHvaird NalZ-procdiadua
10\ de busca
8 \
6
- N\ \
4 O |
2 \\ v
0 0

A raiz procurada esta préxima de 2 e esta dentro do intervalo [1, 3].
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Logo

N dn bn Xn f(Xn) E

0 1.0000 3.0000 2.0000 1.0000

1 1.0000 2.0000 1.5000 -0.7500 0.5000
2 1.5000 2.0000 1.7500 0.0625 0.2500
3 1.5000 1.7500 1.6250 -0.3594 0.1250
4 1.6250 1.7500 1.6875 -0.1523 0.0625
5 1.6875 1.7500 1.7188 -0.0459 0.0313
6 1.7188 1.7500 1.7344 0.0081 0.0156
7 1.7266 1.7344 1.7266 -0.0190 0.0078

onde N = numero da interagdo
an = extremo inferior do intervalo [a,, , by].
bn = extremo superior do intervalo [a,, , by, ].
xn = ponto médio do intervalo [a,, , b,].
f(xn) = valor da fun¢do em xn.
E = erro calculado pela expressao |x, — x;,,_1]|
Construcao da tabela
12 linha: Na iteracao inicial (N = 0) temos [a,b,] = [13] sendo o ponto médio x, = 2.
22 linha: ( N =1 ) Como f(a,).f(x,) <0, substituimos b; = x,, logo [a;b;] = [12]
sendo o ponto médio x; = 1,5.
32 linha: ( N = 2 ) Como f(x1).f(b1) <0, substituimos a, = x4, logo [a,b,] = [1,52]
sendo o ponto médio x, = 1,75.
82 linha: ( N = 7 ) Como f(ae).f(x¢) <0, substituimos a;, = x4, logo [a,;b;] =
[1.7188 1.7344] sendo o ponto médio x; = 1.7266.
Como o erro é menor que tolerancia (0.0078 < E) entdo a aproximacgdo final é x =

1,7266.
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PROGRAMA EM PYTHON

# Método da Bissecdo

# Entrada

a =1 # intervalo [a , Db]

b =3

tolerancia = 0.01 # toleradncia

nloop = 50 # numero maximo de loop

def f£(x):
return x**2 - 3

import math

print ("Método da Bissecao")

print ("

n a b X f(a) f(x) f (b) f(a)*f (x)
o")

n=1

fa = f(a)

fb = £ (b)

xm2 = (a + b)/2

fxm = f(xm2)

v = fa*fxm

erro = 10

print ("%$2d"%n, "%8.4f"%a, "%$8.4f"%b, "%8.4f"%xm2, "%8.4f"%fa,
"%8.4f"%fb, "%$8.4f"%fxm, "%$8.4f"%v, "%8.4f"%erro)

if v < 0: b = xm2
if v > 0: a = xm2

if v == 0: print ("o valor da raiz é %4.4f" %xm2)

while (erro > tolerancia):

xml = xm2

n=n+ 1.

xm2 = (a + b)/2

fxm = £ (xm2)

erro = math.fabs (xml - xm2)
v = fa*fxm

if v < 0: b = xm2
if v > 0: a = xm2
print ("%$2d"%n, "%8.4f"%a, "%8.4f"%b, "%8.4f"%xm2, "%8.4f"%fa,
"%8.4f"%fb, "%8.4f"%fxm, "%8.4f"%v, "%8.4f"%erro)
if(n == nloop):
break

23

err
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print ("\nA raiz aproximada é %4.4f" %xm2)
print ('Loop para com no maximo 50 interacdes')

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

xi = np.linspace(-10, 10, 100)

fig = plt.figure ()

plt.plot (xi, f£(xi), '-'")

plt.grid()

SAIDA DO PROGRAMA

Método da Bissecéo

n a b X f(a) f(x) f (b)
1 1.0000 3.0000 2.0000 -2.0000 6.0000 1.0000
2 1.5000 2.0000 1.5000 -2.0000 6.0000 -0.7500
3 1.5000 1.7500 1.7500 -2.0000 6.0000 0.0625
4 1.6250 1.7500 1.6250 -2.0000 6.0000 -0.3594
5 1.6875 1.7500 1.6875 -=2.0000 6.0000 -0.1523
6 1.7188 1.7500 1.7188 -2.0000 6.0000 -0.0459
7 1.7188 1.7344 1.7344 -2.0000 6.0000 0.0081
8 1.7266 1.7344 1.7266 -2.0000 6.0000 -0.0190

A raiz aproximada é 1.7266
Loop para com no maximo 50 interacgdes

100

80

60

40

20+

T T T T T
-10.0 -¥5 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

f(a) *f (x)
-2.
.5000
-0.
0.
0.
0.
-0.
0.

1

0000

1250
7188
3047
0918
0lel
0380

1

OO OO OO oo
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erro

.0000
.5000
.2500
.1250
.0625
.0312
.0156
.0078



Cdalculo Numérico com Python no Google Colaboratory 25

ATIVIDADE

(01) Calcular a raiz da equacido f(x) = 2x> — 10 com E < 0,01 utilizando o método da
bissecao. (Sugestao utilizar intervalo de busca [1,3]) Resposta: 2.2422

(02) Calcular a raiz da equagdo f(x) = 2x®> -5 com E < 0,01 utilizando o método da
bissecdo. (Sugestdo utilizar intervalo de busca [0, 3]) Resposta: 1.3535

(03) Calcular a raiz da equacio f(x) =x% — 16+ senx com E < 0,01 utilizando o
método da bissecdo. (Sugestdo utilizar intervalo de busca [3,5]) Resposta: 4.1016

(04) Calcular a raiz da equacio f(x) = x> — 5senx com E < 0,01 utilizando o método
da bissec¢do. (Sugestao utilizar intervalo de busca [1, 3]) Resposta: 2.0000

(05) Calcular a raiz da equagio f(x) = —x?+7 com E < 0,01 utilizando o método da
bissecdo. (Sugestao utilizar intervalo de busca [2, 4])

(06) Calcular a raiz da equacgdo f(x) =x2—4+cosx com E <0,01 utilizando o
método da bissecdo. (Sugestdo utilizar intervalo de busca [0, 2])

(07) Calcular a raiz da equagdo f(x) = x> —12 com E < 0,01 utilizando o método da

bissecdo. (Sugestdo utilizar intervalo de busca [1, 3])
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3.2. METODO DAS CORDAS

Este sera o segundo método numérico para o calculo de raizes que iremos estudar.
Para utilizarmos este método devemos primeiro isolar a raiz dentro de um intervalo
[a, b], isto é, devemos, novamente, utilizar o método grafico para aproximar visualmente
a raiz para em seguida isola-la pelo intervalo [a,b], sendo que a raiz pertenga ao
intervalo (a, b).

Para utilizarmos o método das cordas € necessarios que a funcdo f(x) seja uma
continua no intervalo [a,b] e que derivada segunda com sinal constante, sendo
f(a).f(b) < 0equesomente um numero € € [a,b]tal que f(e) =0

No método das cordas, ao invés de se dividir o intervalo [a,b] ao meio, ele é

dividido em partes proporcionais a razao —f(a)/f (b), ou seja

Ay
e C_I(;r:j; ________ : e ! A existéncia da corda da origem
hy //’ i a dois triangulos semelhantes,
/’/\\A /,/, E que permitem estabelecer a
- -— o ° > seguinte relacio:
b hy b—a
i —f@  fB)-f@
f@|--- esta relagdo nos conduz a um
valor aproximado da raiz
Xxp=a+h
Ay f(@)
o BT @ Y

v

o e e e e
- -

f(a)|----
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27

Ao se aplicar este procedimento ao novo intervalo que contém &, como mostra a

figura a seguir, ([a,x,] ou [x;,b]), obtém-se uma nova aproximagio x, da raiz pela

aproximacdo apresentada acima

f(b)

f(a)

XV

No método das cordas substituimos a curva y = f(x) por uma corda que passa

pelos pontos A(a, f(a)) e B(b,f(b))

Observe, nas figuras a seguir, como no método das cordas é escolhido o extremo do

intervalo [a, b] que deve ser igual ao valor x,,.

Ay AY
flo) === fla)f -~
:X
flay--- f(bf--------------------"==
f(x) >0 ) 0
fla) <0 e];(b) >0 (@) £ (()xz ;(b) -0
C =

c=a
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AY AY
fa)---- . f(b .
: | X
1 n O >
X. 1 //V N \\ 'X // //,Xl S~ - --b = Xo
------- -7 X1 Mo /l e &
8 \\ ,I//,
f(o)f --=====mmmmmmmmmmmmo oS f(a)f -~ --
fr(x) <0 f'(x) <0
f(@)>0ef(b)<O f@)<0ef(b)>0
c=b>b c=a

A féormula de recorréncia para a aproximacao da raiz enésima é

o few
et = Xn T T O

(x, —c), onden=0,1,2,..,
onde o ponto fixado ¢ (ou “a” ou “b”) é aquele no qual o sinal da func¢do f(x)
coincide com o sinal da segunda derivada f''(x), ou seja f"'(c). f(¢) > 0.
| Xn = Xn-1 | <E
| Xn |
Para vocé compreender melhor a aplicagdo do método das cordas, observe os

préximos exemplos numéricos, onde determinaremos as raizes das fungdes.

Exemplo:
(01) Calcular a raiz da equagdo f(x) = x> —3 comE < 0,01.
Solugao
Primeiro devemos determinar um intervalo onde esta a raiz que desejamos

calcular, para isto devemos fazer uma no seu grafico.
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A raiz procurada esta préxima de 2 e esta dentro do intervalo [1, 3]. Logo

onde

14

12

)
o

10 d

/ G

-4 -3

-2 -1

2 3

4

N an | bn | Xn | ) | E

0 1.0000 3.0000 3.0000 6.0000 1.5000
1 1.0000 1.5000 1.5000 -0.7500 0.3000
2 1.0000 1.8000 1.8000 0.2400 0.0857
3 1.0000 1.7143 1.7143 -0.0612 0.0226
4 1.0000 1.7368 1.7368 0.0166 0.0061

N = numero da interagdo

an = extremo inferior do intervalo [a,, , b,].

bn = extremo superior do intervalo [a,, , b, ].

xn = ponto médio do intervalo [a, , b,].

f(xn) = valor da fun¢do em xn.

E = erro calculado pela expressao |x, — x,,_1]|

Construcao da tabela

Comof"(x)=2 = f'3)=2>0e f3)=32-3=6>0

29

logo f"(3).f(3) > 0 de onde temos que ¢ = a = 1 usando a formula de recorréncia

1 = X T T ©

X1 =X
x2=x
x3:x

0

1

2

x4:x -

Como o erro é menor que tolerancia, entdo a aproximacdo é x = 1,7368.

3

f(xn)

f(xo)
fxo)-f(0)

f(x1)

flx)-f(D)
f(x2)

flx2)=f(D)

f(x3)
flx3)-f(1)

(x, —c) temos quex, = b =3

(xp—1) = 1.5000 = [a,b] =[1.0 1.50]

(x; —1) = 1.8000 = [a,b] =[1.0, 1.80]

(x,—1) =17143 = [a,b] =[1.0 1.7143]

(x3—1)=1.7368 = [a,b] =[1.0 1.7368]
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PROGRAMA EM PYTHON

# Método das Cordas

# Entrada

a =1 # intervalo [a , Db]

b =3

tolerancia = 0.01 # toleradncia

nloop = 50 # numero maximo de loop

def f£(x):

return x**2 - 3

def derl (x):
# Derivada de primeira ordem
dxdl = 0.0001
return ( f(x + dxdl) - f(x) ) / dxdl

def der2 (x):

# Derivada de segunda ordem
dxd2 = 0.0001
dll = ( £(x) - f(x - dxd2) ) / dxd2
dl2 = ( f(x + dxd2) - f(x) ) / dxd2
return ( dl12 - dl11 ) / dxd2

import math

print ("Método das Cordas")

print (" n a b XN f (xn)

vfa = 0

vfb = 0

vder2a = 0

vder2b = 0

if (f(a) >= 0):
via = 1

if (£(b) >= 0):
vifa = 1

if (der2(a) >= 0):
vder2a = 1

if (der2(b) >= 0):
vder2b = 1

if (vder2a == vfa):

erro")
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if (vder2b == vfb):

# Variaveis auxiliares
para = 0

xk = 0

h =20

erro = 10

if (vder2a == vfa):

print ("%$2d"%h, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%c, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%f (x0),
"$8.4f"%Serro)
if (vder2b == vfb):

print ("%$2d"%h, "%$8.4f"%c, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%f (x0),
"$8.4f"%Serro)

while (para == 0):

xk = xo0 - (f(x0)/ (f(x0)-f(c)))*(xo - c);
erro = abs(xk - xo0)

x0 = xk

h=h+ 1

if (vder2a == vfa):

print ("$2d"%h, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%c, "%$8.4f"%xo0, "%8.4f"%f (x0),
"$8.4f"%erro)
if (vder2b == vfb):
print ("%$2d"%h, "%$8.4f"%c, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%f (x0),
"$8.4f"%erro)
if ( erro < tolerancia):
if (h > 1):
para = 1

Qo

print ("\nA raiz aproximada é %4.4f \n" %x0)

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
xi = np.linspace(-10, 10, 100)

fig = plt.figure()
plt.plot(xi, f(xi), '-")
plt.grid()

31
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SAIDA DO PROGRAMA

Método das Cordas
n a b xn f (xn) erro

0 1.0000 3.0000 1.0000 -2.0000 10.0000
1 1.5000 3.0000 1.5000 -0.7500 0.5000
2 1.6667 3.0000 l.6667 -0.2222 0.1667
3 1.7143 3.0000 1.7143 -0.0612 0.0476
4 1.7273 3.0000 1.7273 -0.0165 0.0130
5 1.7308 3.0000 1.7308 -0.0044 0.0035

A raiz aproximada é 1.7308

100 A

80

60

40

20 A

-100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100
ATIVIDADE

(01) Calcular a raiz da equacdo f(x) = 2x> — 10 com E < 0,01 utilizando o método da
bissec¢do. (Sugestao utilizar intervalo de busca [1,3]) Resposta: 2.2308

(02) Calcular a raiz da equagdo f(x) = 2x3> -5 com E < 0,01 utilizando o método da
bissecao. (Sugestao utilizar intervalo de busca [1,3]) Resposta: 1.3545

(03) Calcular a raiz da equacdo f(x) =x% — 16+ senx com E < 0,01 utilizando o
método da bissecdo. (Sugestdo utilizar intervalo de busca [3,5]) Resposta: 4.1032

(04) Calcular a raiz da equacio f(x) = x? — 5senx com E < 0,01 utilizando o método
da bissec¢do. (Sugestdo utilizar intervalo de busca [2, 3]) Resposta: 2.0870

(05) Calcular a raiz da equacéo f(x) = —x?> + 7 com E < 0,01 utilizando o método das
cordas. (Sugestao utilizar intervalo de busca [2, 4])

(06) Calcular a raiz da equacgdo f(x) =x2—4+cosx com E <0,01 utilizando o
método das cordas. (Sugestdo utilizar intervalo de busca [1, 3])

(07) Calcular a raiz da equagdo f(x) = x> — 12 com E < 0,01 utilizando o método das

cordas. (Sugestao utilizar intervalo de busca [1, 3])
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3.3. METODO DE NEWTON

Iremos estudar agora, o método de Newton para o calculo de raizes de uma
equacdo que utiliza informacdo da primeira e segunda derivada. Semelhantes aos
meétodos da bissecdo e da corda, devemos primeiro isolar a raiz que desejamos procurar
dentro de um intervalo [a, b] utilizando para isto o método grafico.

Para utilizarmos o método de Newton é necessarios que a funcao f(x) seja uma
continua no intervalo [a, b] e que € o seu Unico zero neste intervalo; as derivada f'(x)
[f'(x) # 0] e f""(x) devem também ser continuas. Para se encontrar a expressio para o
calculo da aproximagdo x,, para a raiz € devemos fazer uma expansao em série de Taylor
para f(x) =0, de onde temos f(x)= f(x,) + f (x)(x —x,) se fizermos f(x) =
f(xn4+1) = 0 obteremos a seguinte expressdo f(x,) + f'(xp)(Xpe1 — xn) = 0, isolando o

t j— f(xn) d 4 . ~ d
ermo Xx,,; natemos Xx,,; = X, — 1,y € *n+1 € uma aproximacao de e.
n

Vocé sabia, que o método de Newton é equivalente a substituir um pequeno arco
de curva y = f(x) por uma reta tangente, tracada a partir de um ponto da curva?
Observe, nas figuras a seguir como, no método de Newton, é escolhido o extremo do
intervalo [a, b] deve ser igual ao valor x,. Para vocé compreender melhor a utilizagdo do

meétodo de Newton, observe os exemplos numéricos a seguir.

Exemplo:
(01) Calcular a raiz da equagdo f(x) = x> — 3 com E < 0,01.

Solucao
AY AY

() i f(a)

s 1

f(a) -~ f(b

f''"(x)>0 f'"(x)>0
f'(x)>0 f'(x)<0
b:XO a=Xg

><V
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Primeiro devemos determinar um intervalo onde esta a raiz que desejamos

calcular, para isto devemos fazer uma no seu grafico.

v X

AY AY
faf---- . f(b
|
1
I
1
I
1
1
1
& —
a X
floy---—-""-""""""77mmm oo f(a
f'"(x)<0
f'(x)<0
b = X0
14
12 Intervalo Raiz procura /%
10 de busca
N

” -3

A raiz procurada estd préxima de 2 e estd dentro do intervalo [1, 3]. Logo

-2

-1

X

2 3

4

N na | bn | Xn | ) | E

0 1.0000 3.0000  3.0000  6.0000

1 1.0000 2.0000 2.0000  1.0000 0.2500
2 1.0000 1.7500  1.7500  0.0625 0.0179
3 1.0000 1.7321  1.7321  0.0003 0.0001

Como f'(x) =2x = f'(3)=6>0ecomo f"(x)=2>0 logotemosxy, =b =3

_ f(xn)
fr(xn)

usando a expressao xX,,; = X,

X, =xp—L520 = 20000 = [a,b]=[L0 2.0]

f1(xo)

_ _ fx) _
Xy, =X Rt 1.7500 =

[a,b] =[1.0 1.75]

X3 =x, — 282 = 17321 = [a,b] =[1.0 1.7321]

fr(x2)

Como o erro é menor que tolerancia entdo a aproximacao final é x = 1,7321.

temos a seguinte recorréncia
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PROGRAMA EM PYTHON

# Método de Newton

# Entrada

a =1 # intervalo [a , Db]

b =3

tolerancia = 0.01 # toleradncia

nloop = 50 # numero maximo de loop

def f£(x):

return x**2 - 3

def derl (x):
# Derivada de primeira ordem
dxdl = 0.0001
return ( f(x + dxdl) - f(x) ) / dxdl

def der2 (x):

# Derivada de segunda ordem
dxd2 = 0.0001
dll = ( £(x) - f(x - dxd2) ) / dxd2
dl2 = ( f(x + dxd2) - f(x) ) / dxd2
return ( dl12 - dl11 ) / dxd2

import math

print ("Método de Newton")

print (" n a b XN f (xn)

vfa = 0

vfb = 0

vder2a = 0

vder2b = 0

if (f(a) >= 0):
via = 1

if (£(b) >= 0):
vifa = 1

if (der2(a) >= 0):
vder2a = 1

if (der2(b) >= 0):
vder2b = 1

if (vder2a == vfa):

erro")
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if (vder2b == vfb):

# Variaveis auxiliares
para = 0

xk = 0

h =20

erro = 10

if (vder2a == vfa):

print ("%$2d"%h, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%c, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%f (x0),
"$8.4f"%Serro)
if (vder2b == vfb):

print ("%$2d"%h, "%$8.4f"%c, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%f (x0),
"$8.4f"%Serro)

while (para == 0):

xk = xo0 - (f(x0)/derl (x0)):;
erro = abs(xk - xo0)

x0 = xk

h=h+1

if (vder2a == vfa):

print ("$2d"%h, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%c, "%$8.4f"%xo0, "%8.4f"%f (x0),
"$8.4f"%erro)
if (vder2b == vfb):
print ("%$2d"%h, "%$8.4f"%c, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%xo, "%8.4f"%f (x0),
"$8.4f"%erro)
if ( erro < tolerancia):
if (h > 1):
para = 1

Qo

print ("\nA raiz aproximada é %4.4f \n" %x0)

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
xi = np.linspace(-10, 10, 100)

fig = plt.figure()
plt.plot(xi, f(xi), '-")
plt.grid()

36
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SAIDA DO PROGRAMA

Método de Newton
n a b xn f (xn) erro
0 1.0000 3.0000 1.0000 -2.0000 10.0000
1 2.0000 3.0000 2.0000 0.9998 1.0000
2 1.7500 3.0000 1.7500 0.0625 0.2500
3 1.7321 3.0000 1.7321 0.0003 0.0179
4 1.7321 3.0000 1.7321 0.0000 0.0001

A raiz aproximada é 1.7321

100 +

80 A

60

40

20

T T T T T
-100 -7.5 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

ATIVIDADES

(01) Calcular a raiz da equacéo f(x) = 2x> — 10 com E < 0,01 utilizando o método da
bissecao. (Sugestao utilizar intervalo de busca [1,3]) Resposta: 2.2381

(02) Calcular a raiz da equagéo f(x) = 2x3 -5 com E < 0,01 utilizando o método da
bissec¢do. (Sugestao utilizar intervalo de busca [1,3]) Resposta: 1.7150

(03) Calcular a raiz da equacdo f(x) =x%2 —16+senx com E < 0,01 utilizando o
método da bissegdo. (Sugestdo utilizar intervalo de busca [3,5]) Resposta: 4.1035

(04) Calcular a raiz da equacio f(x) = —x?+ 7 com E < 0,01 utilizando o método de
Newton. (Sugestdo utilizar intervalo de busca [2, 4])

(06) Calcular a raiz da equacgdo f(x) =x2—4+cosx com E <0,01 utilizando o

método de Newton. (Sugestdo utilizar intervalo de busca [1, 3])
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COMPARAGAO DOS METODOS: BISSEGAO, CORDAS E NEWTON

Vocé observou que os exemplos utilizados nos trés métodos (bissecdo, cordas e de
Newton) sdo iguais? Fizemos isto, para que vocé percebesse melhor as diferencas entre
os trés métodos!

Retorne aos exemplos do método da bissecdo e verifique que este método tem
convergéncia lenta, embora este método nao necessite de informag¢des da primeira e
nem da segunda derivada.

Se vocé rever os exemplos do método da corda, observara que sua convergéncia
depende da proximidade de x, da raiz exata. Vocé, também ira perceber que este
método necessita que sinal da segunda derivada permanecga constante no intervalo, para
que haja convergéncia do resultado. J4 o método de Newton necessita da forma analitica

da primeira derivada, porém sua convergéncia e extraordindria.
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4. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
Em nosso dia a dia, a solugdo de muitos problemas, geralmente esta
relacionado com a resolucdo de um sistema. Um exemplo simples é a determinag¢do do

ponto de intersecdo de duasretas:y+x =5 e y—x = 1.

Para dar a solucdo deste problema, devemos resolver o seguinte sistema

P+x=5
y—x=1

que tem a seguinte solucdo é x =2 e y = 3. Onde o ponto (2,3) corresponde a
coordenada da intersecdo das duas retas.

Para problemas simples, que envolvem um ndmero reduzido de varidveis (2
ou trés variaveis), a solucdo pode ser facilmente obtida com procedimentos simples de
substituicdo ou comparacdo que aprendemos ao longo do nosso curso primario e
secundario. Porém, o grau de dificuldade, na resolugdo do sistema, aumenta
consideravelmente quando aumenta o nimero de variaveis (acima de 4 variaveis),
sendo inclusive necessario o uso de computador para a obtenc¢ao de sua solugao.

No dia a dia, sdo varios os problemas que envolvem sistemas com grandes
numeros de incognitas, como por exemplo, a tomografia médica, onde os sistemas
envolvidos chegam a ter mais de 5.000 incognitas.

Para entendermos os métodos de resolucdo de sistemas lineares, devemos
primeiro compreender que um sistema linear S,, é uma colecdo de n equacgdes lineares,
como mostraremos a seguir

a11X1 + 2%, + aq3x3+...+ax, = by

S _ alel + azzxz + a23X3+. . +a2nxn = bz
n=

An1X1 + ApaXy + Apzxz+... +appXx, = by
que pode, também, ser representado por
— n — L
Sp=Xi-1a;x; =b;, ondei=0,12,...,n

e na forma matricial o sistema S,, pode ser escrito como
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Ax =b
onde A é uma matriz quadrada de ordem n, x e b ndo matrizes n X 1, isto é, com n linhas

e uma coluna. A matriz A tem a seguinte forma

a;; A2 A3 ... Qqp

a1 Qpp Qz3 ... Ay
4 =

an1 an2 an3z e Ann

onde a;; ¢ chamado coeficiente da incognita x; e os b; sdo chamados termos
independentes. Com a matriz dos coeficientes e a matriz dos termos independentes

montamos a matriz B, denominada de matriz ampliada, que pode ser escrita por

B =[A:D]
ou seja
ai; Qi Qi3 ... Qip by
Q1 Qzz Qzz ... Qzpb,
Q:
an1  QApz dps Ann bn

Uma solucdo do sistema S,, , sdo os valores x4, x5, ..., X, , que constituem a matriz coluna

x, denominada de matriz solu¢ao que pode ser escrita por
X1
X2
xX=1 :
xn

Os sistemas lineares S,, podem ser classificados da seguinte forma:

H A , Determinado
omogéneo j Possivel :
Indeterminado
Sn = Impossivel
Ndo — Homogéneo , Determinado
Possivel :
Indeterminado

Certamente, vocé deve estar se questionando sobre alguns itens do diagrama

apresentado. Um sistema S,, (Ax = b) é denominado de homogéneo quando a matriz b,

dos termos independentes, é nula, isto é, quando

|

Um sistema S,, (Ax = b) é denominado de ndo-homogéneo quando a matriz b, ndo é

nula, isto é, existe pelo menos um termo em b, que ndo é nulo.
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Um sistema é dito impossivel quando ndo hd nenhuma solu¢do que satisfaca o
sistema, isto &, sua solucdo é o vazio. Um sistema é dito possivel quando ha, pelo menos,
uma seqliéncia de valores x;, x5, .., X, que satisfaca o sistema, isto é, a sua solug¢ao nunca
é o vazio. Se existir uma Unica seqliéncia de valores que satisfaca o sistema S,,, entdo este
sistema é dito Possivel e determinado, se existir mais de uma sequéncia de valores x;,
X3, ., Xy que satisfaca o sistema §,,, estdo podemos afirmar que o sistema é Possivel e

indeterminado.

TRANSFORMACOES ELEMENTARES

Vocé sabia, que o calculo da solugdo de sistemas através de métodos interativos,
consiste em uma seqiiéncia de transformagdes, onde um sistema mais complexo é
transformado em outro mais simples com a mesma solucao.

As transformacdes utilizadas para modificar os sistemas de equacgdes lineares sdo
formadas pelas seguintes operacdes elementares:
(1) Trocar a ordem de duas equagdes do sistema.
(2) Multiplicar uma equacdo do sistema por uma constante nao numa.

(3) Adicionar duas equacgodes do sistema.

A partir das operagdes apresentadas podemos transformar um sistema S; em um
sistema S,. Isto &, S; e S, sdo equivalentes.

Para que vocé possa entender bem estas transformagdes observe o exemplo a

seguir.
Exemplo:
xX+y+z=6
Calcule a solugao do sistema §; =4z =3
y+z=5
Solucao

Para obtermos a solugdo do sistema teremos que fazer uma seqiiéncia de

transformacdes no sistema, observe!

x+y+z=6
S;=qy+z=5
z=3

O sistema S, foi obtido do sistema S; a partir da operacdo: “Trocar a ordem de duas

equagoes do sistema”.
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O sistema S5 foi obtido do sistema S, a partir da operac¢do: “Multiplicar uma equagdo do
sistema por uma constante nao numa.” = Multiplicamos a segunda equagdo por (—1).

x+y+z=6

S3 =\Yy —Z= -5
z=3

0 sistema S, foi obtido do sistema S5 a partir da operagdo: “Adicionar duas equagdes do

sistema.” = Somamos a segunda com a terceira equacao de S; e colocamos a resposta na

segunda equacgao de S,.

Observe que é muito mais facil calcular a solu¢do do sistema S, do que a do sistema S;. E
ambos sistemas possuem a seguinte solucao: x =1,y =2ez = 3.
Se o sistema que vocé tiver trabalhando tiver 25 incdgnitas, como aplicar estas

transformacdes para calcular a solucao do seu sistema?

METODO DIRETO
Consiste de métodos que determinam a solu¢do do sistema linear com um nimero

finito de transformagdes elementares.

4.1. METODO DE GAUSS-JORDAN

Explicaremos o método de Gauss-Jordan com o auxilio do exemplo a seguir.

Exemplo 01 - Calcule a solugdo do sistema

2x—y+2z=6
3x+2y—z=4

{x +2y—z=2
Solugao
Para facilitar a aplicacdo do método de Gauss-Jordan devemos, primeiramente,

escrever o sistema na forma matricial, isto é:

XxX+2y—z=2 1 2 —1]rx 2
o sistema {Zx —y+ 2z =6 deve ser escrito por [2 -1 2 ] lyl = [6]

3x+2y—z=4 3 2 =11tz 4
onde

1 2 -1
2 —1 2 | éamatriz dos coeficientes e
3 2 -1

A:
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2
b= [6] ¢ a matriz dos termos independentes;
4

Com estas duas matrizes montamos a matriz ampliada B, onde iremos aplicar as

transformacdes elementares para obtengao da solugdo do sistema.
1 2 -1
B=[A:bl=|2 -1 2

2
6]
3 2 =114

As primeiras transformag¢des que iremos fazer tem como objetivo zerar as

posi¢des a,; = 2 e az; = 3 do sistema B.
D 2 -1]2
By = -1 2 6
3 2 -1 4
Para zerar a,; = 2, usaremos o elemento do pivd desta linha a;; = 1, para

determinar m§0):

©
—a -2 . . .
m® =220 =2 - _2 (0)= significa que tomaremos estes valores da matriz B,.
1 a© 1 5

__ —(valorquese desejazerar)

Observe que: m = —
(Valordopivénestacoluna)

apo6s determinar mgo)’ faremos a seguinte operacao
L(O) = tomaremos estes valores da matriz B,
1 - m@r9 4 1 » ] = tomaremos estes valores da linha 1 da matriz Bo.

L(l):> colocaremos estes valores na matriz B;.

? = colocaremos estes valores na linha 2 da matriz B;.

Observe que em todos os calculos serd obedecida esta sequéncia
D (0) 7 (0) (0
Ly,” »>m; Ly + L,
onde: L(10) é a linha onde esta o pivo

0) , s .
L(2 ) 6 alinha onde est4 o elemento que queremos zerar
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isto é, cada elemento da linha L(Zl) é obtido da combinacdo linear das linhas L(lo) e L(ZO)

uma matriz B, da seguinte forma:

a§11> = mgo).aﬁ) + agi) =—-2%x1+2=0

aglz) = m§°). agg) + agg) =-2x2+(-1)=-5
a%) = mgo). agg) + agg) ==-2*x(-1)+2=4

agi) = mio).aﬂ) + ag? =—-2x2+6=2

1 2 -1 2
B, =|0 -5 4 |2
3 2 -1|4

A . . 0
Para zerar az; = 3, usaremos o pivo desta linha a;; = 1, para determinar mg ),

1
2 -1 |4
(0)
0 a -3
mg) o =7 =3

. . m(® : ~
ap6s determinar 1 , faremos a seguinte operacio

L(s}) s rn(20)|_(10) 4 L(:?)
isto é, cada elemento da linha L(31) é obtido da combinacgao linear das linhas L(lo) e L(30)
uma matriz By, da seguinte forma:
a§11) = mgo).aﬁ) + ag(i) =-3%x1+3=0
a§12) = mgo).agg) + agg) =—-3%x2+2=—-4
a§13) = mgo). agg) + agg) =-3x(-1)+(-1)=2
(1) _

Az, = mgo).aﬁ) + ag? =—-3%x24+4=-2

1 2 -1
B, =0 -5 4
0 -4 2 -2
Vamos agora zerar o elemento as;, = —4, para isto, usaremos o pivo da segunda linha

1

a;, = —5,para determinarm, .
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1 2 -1 2
By =10 9 4 2
0 2 | -2

€3]
1) _ —az; _ —(-4) _ -4
m, "= a(i)z_ 5 5

22
’ . 1 . ~
ap0s determinar mg ), faremos a seguinte operagao

1D S LD 1 D

isto é, cada elemento da linha ng) ¢é obtido da combinacdo linear das linhas L(Zl) e L(;)

uma matriz By, da seguinte forma:

agzl) = mgl).agll) + a§11) = _?4* 0+0=0
2 1 1 1 -4
aly =mP.af) +afy = =+ (-5) + (-4 =0

a§23) =m§1).ag? +a§13) =_?4*4+2 =_?6

2 1 1 1 -4 —-18
a§4) = mg ).ag4) + a§4) =% 2+ (=2)= -

1 2 -1 2
B, =|0 -5 4 2
0 0 -6/5 | —18/5

Observe que as operagoes realizadas resultaram em um sistema cujos elementos abaixo

da diagonal principal (triangulo inferior) sdo iguais a zero.

2 -1 2

=5 4 2
-6/5 | —18/5

Agora 0 nosso objetivo € zerar o triangulo superior deste sistema

1 2
B, =|0 - 2

0 0 -6¥5 | -18/5

Para isto devemos primeiramente zerar o elemento a,; = 4, para isto utilizaremos o

pivo ag? = —6/5 para calcular m§2)
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apos determinar m; ) faremos a seguinte operagio

L(23) - mgz)L(;) + L(ZZ)

isto ¢, cada elemento da linha L(23) ¢ obtido da combinagdo linear das linhas L(ZZ) e L(32)
uma matriz B,, da seguinte forma:

aé‘? = mf) agzl) + a(z) 24040=0

ay, =mi”.a) +ay) =350+ (=5) =

ag33) = mgz) ag? + a(z) 2x (—=6/5)+4=0

al) =m®.a@ +a) =2« (~18/5)+2=-10

1 2 -1 2 ]
B, =|0 -5 0 ~10 |
0 0 -6/51| -18/5
Vamos, agora, zerar o elemento a;3 = —1, para isto utilizaremos o pivo a( ) = =—6/5

para calcular m( )

B, =[0 -5 0 10
0 0 _18/5
)

@ _ -a? 1 _ -

my = <5>3—_6/5—?

apos determinar m ), faremos a seguinte operagdo

19 - mPLP + 1P

isto é, cada elemento da linha L(f') é obtido da combinagdo linear das linhas L(12) e L(32)
uma matriz B,, da seguinte forma:

aﬁ) = ng) agzl) + agzl) =240+1=1
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ag) = ng).agzz) + aizz) = _?5* 0+2=2

3 2 2 2 -5 -5
a§3) = mg ).ag; + a§3) = -1+ (?) =0

ad =mP a2 +a? = Zy24 (_18) =5

4 " 5
1 2 0 5 |
B, =[0 -5 0 ~10
|0 0 -6/5| -18/5

Vamos agora zerar o elemento a,, = 2, para isto, usaremos o pivé da segunda linha

: 3
a,, = —5, para determinar mg ),

1 0 5
B, =|0 0 ~10
0 0 -6/5| -18/5

@) _-ay _-2_2

T TS
ap6s determinar mf), faremos a seguinte operacao

L9 @@ 4 @

isto é, cada elemento da linha L(14) é obtido da combinacgao linear das linhas L(13) e L(23)

uma matriz Bz, da seguinte forma:

0® = m®.a® +a® =2:0+1=1

o =m®.a$ + 0 =2 (-5) +2 =0
a® = mgg).ag? +a¥ = %* 0+0=0

13 13

agi) = mgg). agf? + aﬁ) = %* (-10)+5=1

(1 0 o0 | 1
B, =|0 -5 0 ~10
0 0 -6/5| -18/5

Observe que as operagoes realizadas resultaram em um sistema cujos elementos acima

da diagonal principal (triangulo superior) sdo iguais a zero.
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-10
—-18/5

Para obtermos a solu¢do do sistema divida cada linha pelo seu respectivo pivo, com isto

temos:
(4 4 (4) (4) (4) (4
& L _ L, &) Lk _ Ly ,6) L _ L3
Tt T T
Com esta operagao obtemos
1 0 0]1 x=1
Bs=10 1 02| = {y=2
0 0 113 z=73
PROGRAMA EM PYTHON
# Gauss - Jordan - Sistema
import numpy as np
# Entrada (sistema)
M = np.array (
[[2.0 g =0 , 1.0 , 3.01,
[1.0 0 2.0 , 1.0 , 8.01,
[2.0 0 1.0 , 2.0 , 10.011

print ("Gauss - Jordan - Sistema")
print ("Matriz Ampliada")
#print (D)

linha = np.size(M[:,1])
coluna = np.size(M[1,:])

for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , coluna , 1):
print ("$8.4f"$M[i,3j], end=" ")
print (" ")

print ('Linha: {:d}'.format (linha))
print ('Coluna: {:d}'.format (coluna))

# Zera Triangulo Infrerior
t =1
fm = 0
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for j in range(0 , linha , 1):
for i in range(t , linha , 1):

fm = - M[i,J1/M[J,3]
for k in range (0 , coluna , 1):
M[i , k] = fm * M[3 , k] + M[i , k]
t =t +1

print ("Zera Triangulo Inferior")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , coluna , 1):

print ("%8.4f"%M[i, 3], end=" ")
print (vv ")
t =1
fm = 0

for j in range(linha - 1 , 0 , -1):
for i in range(0 , linha - t , 1):
fm = - M[i,31/M[3,7]
for k in range (0 , coluna , 1):
M[i,k] = fm * M[j,k] + M[1i, k]
t =t +1

print ("Zera Triangulo Superior")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , coluna , 1):

print ("%8.4f"%M[i,j], end=" ")
print (" ")
fm = 0;

for i in range(0 , linha , 1):
fm = M[1i,1]
for j in range(0 , coluna , 1):
M[i,3] = M[i,]]/fm

print ("Matriz Normalizada")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , coluna , 1):
print ("$8.4£f"sM[1i,]3], end=" ")
print (" ")

print ("Solucdo do Sistema")
for i in range(0 , linha , 1):
print ("%$8.4f"$M[i , coluna-1])

49
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SAIDA DO PROGRAMA

Gauss - Jordan - Sistema
Matriz Ampliada
2.0000 -1.0000 1.0000 3.0000
1.0000 2.0000 1.0000 8.0000
2.0000 1.0000 2.0000 10.0000
Linha: 3
Coluna: 4
Zera Triangulo Inferior
2.0000 -1.0000 1.0000 3.0000
0.0000 2.5000 0.5000 .5000
0.0000 0.0000 0.6000 1.8000
Zera Triangulo Superior
2.0000 0.0000 0.0000 2.0000
0.0000 2.5000 0.0000 .0000
0.0000 0.0000 0.6000 1.8000
Matriz Normalizada
1.0000 0.0000 0.0000 .0000
0.0000 1.0000 .0000 .0000
0.0000 0.0000 1.0000 3.0000
Solucdo do Sistema
1.0000
2.0000
3.0000

o

ul

[t

(@)
N

ATIVIDADE

(01) Resolva o sistemas
x+y+z=6 x+2y—z=0
(a){x—y—z=—4 (b){x+y+z=7
x—y+z=2 —x+2y+3z=12
(02) Resolva o sistemas
x+2y+3z=-1 x+2y+3z=8
(a){—x+5y+22=5 (b){x+y+22=5
—2x+2y+z=0 —2x+y+z=1
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CALCULO DA INVERSA DE UMA MATRIZ
Usaremos, agora, o método de Gauss-Jordan para calcular a inversa de uma matriz.
Para que vocé entender facilmente explicaremos este método, de determina¢do da

inversa de uma matriz, utilizando um exemplo.

1 1 2
Exemplo 01 - Calcule a inversa da matriz M = [ 0 -1 4 ]
1 1 1

Solugio: No calculo da inversa de uma matriz (M '), a matriz ampliada B é montada
utilizando a matriz M e uma matriz identidade / da dimensao da matriz M. Isto é, a
matriz identidade [ substitui a matriz dos termos independentes b, utilizada na

resolucdo de sistemas lineares. Deste modo, a matriz B fica da forma: B = [M:[]

1 1 2 , 1 0 O —> _ao
B,=|{0 -1 4! 0 1 0 m®=_3L __4
20 . 1 (0)

Lo (1) ??»1 (0) , |0

1 1 2:10 0 — FTmhh

| 1
B,=| 0 -1 0 10 —> 1 _ -ay) _5
- : mETe T

0 0 -1:-101 ay]

2 1, (1 1

U1 010 o - P omP®.ay

| 1
B,=[0 -1 4 0 1 0 —» m(zl)z—a(zg _4
0 0 -1:-1 0 1 a$)
_ 2 D, (1 1

1 1 0 i -1 2 / L(2) - m(Z)L(g) + L(2)

B,=[0 -1 0 -4 1 4@
- | 2 _~%2 _
0 0 -1:-1 0 1 = my” = —2& 2 =1
‘1 0 01:-51 6 - 1O s mL@ 1@
B,=|0 -1 0! -4 1 4
By | (4 @
0 0-1:!-10 1 —> 16 L _ L
- a(4) 1

1 0! -5 1 6 B

B,=[0 1 0! 4-1-4 ' 1 L B
00011 10 -1 afy ~1
4 4

1 1 2 N 5 1 6 19 Ly
M=|0-1 4| e M?'=|4 -1 -2 (4) -1

1 1 1 1 0 -1



Cdalculo Numérico com Python no Google Colaboratory

PROGRAMA EM PYTHON

# Gauss - Jordan - Matriz Inversa

import numpy as np

# Entrada (matriz)

MM = np.array (

[[-1.0 5 2.0 , 1.01,
[-1.0 ; 1.0 , 1.01,
[-1.0 5 1.0 ;, —1.011
)
print ("Gauss - Jordan - Matriz Inversa")

linha = np.size(MM[:,1])
coluna = np.size (MM[1,:])

print ("Matriz a ser invertida")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , coluna , 1):
print ("$8.4f"$MM[1,3], end=" ")
print (" ")

print ('Linha: {:d}'.format (linha))
print ('Coluna: {:d}'.format (coluna))

M = np.zeros((linha , 2*1linha))

for j in range(0 , linha , 1):
M[: , j] = MM[: , 3J]

MO = np.eye(3)
for j in range(linha , 2*1linha , 1):
M[: , j] = MO[: , J - linha]

print ("Matriz a ser escalonada")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , 2*linha , 1):
print ("$8.4f"$M[i,]J], end=" ")
print (" ")

# Zera Triangulo Infrerior
t =1
fm = 0

for j in range(0 , linha , 1):
for i in range(t , linha , 1):

52
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fm = - M[i,31/M[3,3]
for k in range(0 , 2*linha , 1):
M[i , k] = fm * M[3 , k] + M[1i , k]
t =t + 1

print ("Zera Triangulo Inferior")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , 2*linha , 1):

print ("$8.4£f"$M[1i,j], end=" ")
print (" ")
t =1
fm = 0

for j in range(linha - 1 , 0 , -1):
for i in range(0 , linha - t , 1):
fm = - M[1i,3]/M[3,7]
for k in range(0 , 2*linha , 1):
M[i, k] = fm * M[j,k] + M[1i, k]
t =t + 1

print ("Zera Triangulo Superior")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , 2*linha , 1):

print ("$8.4£f"$M[1i,3], end=" ")
print (vv u)
fm = 0;

for i in range(0 , linha , 1):
fm = M[1i,1]
for j in range(0 , 2*linha , 1):
M[i,3] = M[i,]]/fm

print ("Matriz Normalizada")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , 2*linha , 1):
print ("$8.4£f"sM[1i,3], end=" ")
print (" ")

print ("Matriz Inversa")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(linha , 2*1linha , 1):
print ("$8.4f"$M[i,3], end=" ")
print (" ")
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SAIDA DO PROGRAMA

Gauss - Jordan - Matriz Inversa

Matriz a ser invertida
-1.0000 2.0000 1.0000
-1.0000 1.0000 1.0000
-1.0000 1.0000 -1.0000

Linha: 3

Coluna: 3

Matriz a ser escalonada

-1.0000 2.0000 1.0000 1.0000 0.0000
-1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 1.0000
-1.0000 1.0000 -1.0000 0.0000 0.0000
Zera Triangulo Inferior
-1.0000 2.0000 1.0000 1.0000 0.0000
0.0000 -1.0000 0.0000 -1.0000 1.0000
0.0000 0.0000 -2.0000 0.0000 -1.0000
Zera Triangulo Superior
-1.0000 0.0000 0.0000 -1.0000 1.5000
0.0000 -1.0000 0.0000 -1.0000 1.0000
0.0000 0.0000 -2.0000 0.0000 -1.0000
Matriz Normalizada
1.0000 -0.0000 -0.0000 1.0000 -1.5000
-0.0000 1.0000 -0.0000 1.0000 -1.0000
-0.0000 -0.0000 1.0000 -0.0000 0.5000
Matriz Inversa
1.0000 -1.5000 -0.5000
1.0000 -1.0000 -0.0000
-0.0000 0.5000 -0.5000
ATIVIDADE
(01) Determine a inversa das matriz abaixo
[ 1 1 1 1/2
(@) 1 -1 -1 Resposta = 1/2
L1 -1 1 0
[ 1 2 -1 -1/10
(b) 1 1 1 Resposta=| 2/5
[ -1 2 3 -3/10
(02) Determine a inversa das matrizes abaixo
1 2 3 1 2 3
@][-1 5 2 d]11 1 2
-2 21 -2 1 1

0.0000
0.0000
1.0000

0.0000
0.0000
1.0000

0.5000
0.0000
1.0000

-0.5000
-0.0000
-0.5000

1/2

1/2

4/5
-1/5

2/5

0
-1/2
1/2
-3/10
1/5
1/10
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CALCULO DO DETERMINANTE DE UMA MATRIZ

O método de Gauss-Jordan, também pode ser utilizado para calcularmos o
determinante de uma matriz. Para isto, devemos escalonar a matriz ampliada B, como
fizemos no calculo da solucdo do sistema e na determinagdo da matriz inversa, porém
ndo devemos fazer o dltimo passo, que é a normalizacdo da matriz pelos elementos da
diagonal principal. Para que vocé entender melhor observe o exemplo a seguir, onde

iremos calcular o determinante de uma matriz utilizando o método de Gauss-Jordan.

1 3 0
Exemplo 02 - Calcule o determinante da matriz M = [ 0 2 1]
1 2 -1

Solucdo: Observe que a matriz que iremos calcular o determinante é a mesma do
exemplo anterior. Fizemos isto, para que vocé entendesse melhor que os passos
utilizados no calculo do determinante sao os mesmo utilizados na inversa da matriz.

Devemos primeiramente montar a matriz ampliada B = [M:[]

1 3 0 0
—a
B.=|0 2 1 —> m® - 3L _ 1
=0 1= 0
1 2 -1 11
1 0), (0 0
LD 5 mOLO O
1
1 3 0 (1)_‘35%2) _
my” = ) =0.5
0O -1 -1 2 1), (1 1
LD 5 mOD @
[1.00 3.00 0 .
B,=| 0 200 1.00 , ng)Z_a(za) _ 5
| 0 0 -050 ald
_ _ 3 2), (2 2
100 3.00 0 / L(2)—>m(2(£|)—(3)+|-(2)
B,=| 0 200 0 —> m§3)=_aTl)2 = -15
0 0 -0.50 ay;
- N 4 3), (3 3
ol o - L4 > mBELE) (B
' 4
B,=| 0 |2.00 0
. 0 0 |-050]

det(M)= [1.00] * [2.00] * [(-0.50)] = -1.00
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PROGRAMA EM PYTHON

# Gauss - Jordan - Determinante
import numpy as np
# Entrada (sistema)

M = np.array (
[[1.0 5 2.0 , 2.01,
[2.0 g =20 p 2.0],
[2.0 g =iko0 , 2.01]

print ("Gauss - Jordan - Determinante")
print ("Matriz")

linha = np.size(M[:,11])
coluna = np.size(M[1,:])

for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , coluna , 1):
print ("%8.4f"%M[i,j], end=" ")
print (" ")

fprint ('Linha: {:d}'.format (linha))
#print ('Coluna: {:d}'.format (coluna))

# Zera Triangulo Infrerior
t =1
fm = 0

for j in range(0 , linha , 1):
for i in range(t , linha , 1):
fm = - M[i,31/M[3,3]
for k in range (0 , coluna , 1):
M[i , k] = fm * M[J , k] + M[1i , k]
t =t + 1

print ("\nZera Triangulo Inferior")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , coluna , 1):
print ("$8.4f"$M[i,3j], end=" ")
print (" ")
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for j in range(linha - 1 , 0 , -1):
for i in range(0 , linha - t , 1):
fm = - M[i,3]/MI[3,]]

for k in range (0 , coluna , 1):
M[i,k] = fm * M[j,k] + M[1i, k]
t =t +1

print ("Zera Triangulo Superior")
for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , coluna , 1):
print ("%$8.4f"%M[i,j], end=" ")
print (" ")

det = 1.

for i in range(0 , linha , 1):
det = det * M[1,1i]

print ("\nDeterminante: %$8.4f" %det)

SAIDA DO PROGRAMA

Gauss - Jordan - Determinante
Matriz
1.0000 2.0000 2.0000
2.0000 -2.0000 2.0000
2.0000 -1.0000 2.0000

Zera Triangulo Inferior
1.0000 2.0000 2.0000
0.0000 -6.0000 =-2.0000
0.0000 0.0000 -0.3333

Zera Triangulo Superior
1.0000 0.0000 0.0000
0.0000 -6.0000 0.0000
0.0000 0.0000 -0.3333

Determinante: 2.0000
ATIVIDADE
(01) Determine o determinante das matrizes abaixo

1 1 1 1
(a) 1 -1 -1 (b) 1

1 -1 1 -1
(02) Calcule o determinante das matrizes

1 2 3 1 2 3

@f-1 5 2 M1 1 2

-2 21 -2 11
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METODOS ITERATIVOS
A outra forma de se determinar a solu¢do de um sistema Ax = b, que é através dos
meétodos iterativos. Os métodos iterativos consistem em determinar uma sequéncia de
aproximacdes xP, x@, .., x® | para a solucido do sistema x, a partir de uma dada
aproximagao inicial g(o).
Segundo este raciocinio, o sistema Ax = b, é transformado em um outro sistema
equivalente com a seguinte forma
X0+ = pr® 4 g
onde F é uma matriz n X n, x e d sdo matrizes n x 1. x**1) ¢ uma aproximacio obtida a
partir da aproximacdo x®). Sendo a seqiiéncia de aproximacdes obtida da seguinte
forma
x® = Fx©® 4+ d
x® = Fx® +d
x® = Fx® 4+ 4
x0+D = px(0 4 g
As aproximacdes sdo calculadas até que se tenha

lx® —x|| = max{x(* - x]

O que garante que a sequéncia x®, x®, .., x® converge para a solucdo? Se

lim|[x® — x|| = 0, entdo a seqiiéncia x™, x®, ..., x® converge para a solugio x.

k— oo

O que diferencia um metodo iterativo de outro sao as de definirmos as matrizes F e
d. A seguir apresentaremos o metido de Jacobi que serd o nosso primeiro método

iterativo.

3.4. METODO DE JACOBI

Para entendermos o método de Jacobi tomemos o sistema

a11X1 + a12x2+. ' +a1nxn = b1
ay1X1 + a22x2+. . +a2nxn = b2

em cada equacao do sistema devemos isolar o valor de x;, isto é, na primeira equagdo
devemos isolar x;, na segunda equagdao devemos isolar x,, e assim por diante, com isto

teremos:
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fx _ b1 - (a12X2 + a13X3+. s +a1nxn)
L=
aiq
b, — (az1%1 + ay3x3+... +az,xy,)
(X2 =
az,
bp — (an1Xx1 + appXx; + ag3x3+... +app_1Xn_1)
=

aTLTL

E importante vocé observar que os elementos a; devem ser diferentes de zeros

a;; # 0,Vi, se ndo teremos divisdo por zero. Caso isto ndo ocorra devemos reagrupar o

sistema para que se consiga esta condi¢do

Podemos colocar o sistema na seguinte forma x ¥tV = Fx® + d, onde

by
aia
iy »
X=1. i = | G2z
Xn .bn
.
o, Gz @ an
aiy a1 aiz
(G G anm
azz azz azz
F=[_Gu  da 0 _%3n
ass ass ass
Can .
- ann ann aTLTL =

0 método de Jacobi funciona da seguinte forma:
12 Passo: Devemos escolher uma aproximacio inicial x(©,
22 Passo: Devemos gerar as aproximagcdes x®) a partir das iteragdes

£(k+1) — &(k) +d, k=01,2,..

32 Passo: Paramos de calcular as aproximag¢des quando um dos critérios de parada

abaixo for satisfeito.
g k+1 k , A .
19 critério: max|xi( ) xi( )| < E, ondeE é atolerancia.
1<isn — -
22 critério: k > M, onde M é o nimero maximo de iteragdes.

A tolerancia E fixa o grau de precisao das solugdes. Para vocé compreender melhor o

método de Jacobi observe o exemplo a seguir.
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Exemplo 01 - Resolva pelo método de Jacobi o sistema

2x1 - xz = 1 )
{x1+2x2=3 com E <10 ou k> 10.
Solucao

I[solando o valor de x; na primeira equacdo e x, na segunda equagao, temos as equagdes

de iteracdo

xk+ =21 4 xK)
k1 f K onde k=0,1,2,..
X2 =3 (3 —x1)

. . . 0
Utilizaremos como aproximacao inicial x(© = [0] para calcular x), como mostraremos

a seguir
Parak =0
1 1
X =2(1+x3) xi =2(1+0)=05 @ _ [0.5
1_1 0 = 1_1 _ = X = [1 5
x2—5(3—x1) x2—5(3_0)—1.5 "
Parak =1
x? == (1+x}) x} =>(1+0.5) = 1.25 o [1.25
2 _ 1 1 = 1_1 _ = X = [1 25
X35 —5(3—951) X5 —5(3—1.5)—1.25 :
repetiremos estes calculos para k = 2,3,.... e colocamos os valores obtidos na tabela
abaixo:
k x! x¥ E
0 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.5000 1.5000 1.5000
2 1.2500 1.2500 0.7500
3 1.1250 0.8750 0.3750
4 0.9375 0.9375 0.1875
5 0.9688 1.0313 0.0938
6 1.0156 1.0156 0.0469
7 1.0078 0.9922 0.0234
8 0.9961 0.9961 0.0117
9 0.9980 1.0020 0.0059
10 1.0010 1.0010 0.0029
como
-2
0.0029 < 10 } _ {xl =10010 _ 10010
ou =
x, = 1.0010 = [1.0010
k > 10? 2
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Exemplo 02 - Resolva pelo método de Jacobi o sistema

x1 —0.25x, — 0.25x3 +0 =0
—0.25x; + x, —0—0.25x, =0
—0.25x; + 0 + x3 — 0.25x, = —0.25
0—0.25x, + 0 + x4, = —0.25

com E<1072 ou k>10 e x =[0000].

Solucao

Isolando o valor de x; na primeira equacdo, x, na segunda equagdo, x; na terceira
equacdo e x, na quarta equacao, obtemos as equacgdes de iteracao

xftt = 0.25xK + 0.25xk%

XK+t = 0.25xF + 0.25xk

x¥+1 = 0.25xF + 0.25xF — 0.25
xf+t1 =0.25xF - 0.25

onde k=0,1,2,..

Utilizaremos como aproximagio inicial x(®) = [0000], com os valores das aproximagdes

montaremos a préxima tabela.

k xk xX x¥ xk E

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1.0000 0.0000 0.0000 -0.2500 -0.2500 0.2500
2.0000 -0.0625 -0.0063 -0.2562  -0.2500 0.0625
3.0000 -0.0656 -0.0219 -0.2719  -0.2516 0.0156
4.0000 -0.0734 -0.0227 -0.2727  -0.2555 0.0078
5.0000 -0.0738 -0.0247 -0.2747  -0.2557 0.0021
6.0000 -0.0749 -0.0249 -0.2749  -0.2562 0.0010
7.0000 -0.0749 -0.0251 -0.2751  -0.2562 0.0003

como
x; = —0.0749 —0.0749
-2
0.0003 < 10 _ )r=-00251  1-0.0251
Zu> . x3 = —0.2751 = |[-0.2751
. x, = —0.2562 —0.2562

PROGRAMA EM PYTHON

#Jacobi - Sistema
import numpy as np
# Entrada (sistema)

nloop = 50 # numero médximo de loop
erro = 0.001 # tolerancia
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M = np.array(

[[3.0 0 1.0 ;, 1.0 , 8.0],
[1.0 , —2.0 ;, 2.0 , 3.01,
[1.0 g =l,0 , 3.0 , 8.01]
)
print ("Jacobi - Sistema")
tole = 10
pare =
v =0
il =0
i2 =1
m = np.size(M[:,1])
n = np.size(M[1,:1])
print ("Matriz Ampliada")
for i in range(0 , m , 1):
for j in range(0 , n , 1):
print ("$8.4£f"$M[1i,3], end=" ")
print (" ")
#fprint ('m: {:d}'.format (m))
#fprint ('n: {:d}'.format (n))
R = np.zeros((nloop , m))
v = np.zeros((m))
va = 0;
k=0
print ('\n k x1 x2 x3 Erro')
while (pare == 0):
for i in range(0 , m , 1):
va = 0
for j in range(0 , m , 1):
if(i == 3):
va = va + 0.0
if(i !'= 3):
va = va + ( M[i,3] * R[il,3] )
R[i2,1i] = (1/M[i,1i])* (M[i,n-1]- va)
print ("%$2d"%k , "%$8.4f"%R[k , 0] , "%8.4f"%R[k ,
2] , "%8.4f"%tole)
tole = 10
if (k >= 0):
for i in range(0 , m , 1):
v[i] = abs(R[i2,1i] - R[il,1i]);
tole = max(v[:]);

if (tole < erro):

1]

14

"$8.4f"S%R[k ,
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print ("\nSolucdo do sistema")
for t in range(0 , m , 1):

print ("$8.2f"SR[1i2 , t], end=' ")
pare = 1
if (il == nloop):
pare = 1

il = 11 + 1
iz =12 + 1
k =%k +1

SAIDA DO PROGRAMA

Jacobi - Sistema

Matriz Ampliada
3.0000 1.0000 1.0000 8.0000
1.0000 =2.0000 2.0000 .0000
1.0000 -1.0000 3.0000 8.0000

w

k x1 X2 x3 Erro
0 0.0000 0.0000 0.0000 10.0000
1 2.6667 -1.5000 2.6667 2.6667
2 2.2778 2.5000 1.2778 4.0000
3 1.4074 0.9167 2.7407 1.5833
4 1.4475 1.9444 2.5031 1.0278
5 1.1842 1.7269 2.8323 0.3292
6 1.1469 1.9244 2.8476 0.1975
7 1.0760 1.9210 2.9258 0.0782
8 1.0510 1.9638 2.9483 0.0428
9 1.0293 1.9739 2.9709 0.0226
10 1.0184 1.9856 2.9815 0.0117
11 1.0110 1.9907 2.9891 0.0075
12 1.0067 1.9945 2.9933 0.0042
13 1.0041 1.9966 2.9959 0.0027
14 1.0025 1.9980 2.9975 0.0016

Solucdo do sistema
1.00 2.00 3.00

ATIVIDADE

(01) Resolva os sistemas, com x, = [000], E < 1072 ou k < 10, onde k iteracdes.

2x —y+z=2 4x —y+z=5
(@ix+2y+z=4% D) ix+2y+z=5

2x+y+2z=5 x—3y+3z=4
(02) Resolva os sistemas

3x+y—z=2 Ix—y+z=4
(@){x+5y+z =14 (b)i—x+4y+z=10

x—y—3z=-10 —-x—y+3z=6
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4.5. METODO DE GAUSS-SEIDEL
O método Gauss-Seidel é um outro método iterativo para calcular a solugdo de
sistemas lineares. Sua conversao é mais rapida do que o método de Jacobi .
0 método iterativo de Gauss-Seidel consiste em:
12 Passo: Definirmos uma aproximacio inicial x(©.
2° Passo: Calcula-se a sequéncia de aproximagdes xP, x®), ..., x® utilizando-se as

seguintes féormulas:

1
X§k+1) _ 1 [bl —a, X(2|<) —as X(3k) - a3 X(sk) — .. —ayp xgk)]

, an
l o

1 <
Xy == [bz — gy x{Y —aggx§) —apx§Y - - —ay X%k)] Q
az | t

I

-

k+1 1 k+1 k+1 K k
x§Y =—[b3—331><§ ) —ag x§ —ag x{9 - - —ag, X%)]
azs
k+1 1 k+1 k+1 k+1 k+1
Xr(1 ) :_[bn —an1X§ ) —ap2 X(z ) —ang XS, ) _an,n—lxg_l)
nn
Observe que no calculo da aproximacdo x,(lkﬂ), utilizamos as aproximacgodes xikﬂ),
xgkﬂ), -, xflk_“;l) . Isto faz com que este método tenha convergéncia mais rapida.

Explicaremos o método iterativo de Gauss-Seidel com o auxilio do exemplo a seguir.

Exemplo 01 - Exemplo 01 - Resolva pelo método de Jacobi o sistema

2x1—x, =1 ©) _ _2
{xl +2x, =3 comx*” = [00], E <10 ou k> 10.
Solugao

I[solando o valor de x; na primeira equacdo e x, na segunda equacao, temos as equagdes

de iteragao
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X+l = 1 (1 + x5

onde k=0,1,2,..
k+1 (3 +1)

O calculo das aproximacgdes é feito da seguinte forma

Para k = 0 (12 iteragao)

v _1 0 (1)
X0 =1 +x7) N (1+0)_05 _ x(l)zo_s]
i =23 -x) xél) =1@-05) =125 1.25
Para k = 1 (22 itera¢ao)
(2) _ )] (2)
Xy (1+x2 ) N (1+125) =1.125 L e _[1125
0 =23 - x?) (2) ~(3 - 1.125) = 0.9375 0.9375

repetiremos estes calculos para k = 2,3,.... e colocamos os valores obtidos na tabela a

seguir.
K XK x5 E
0 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.5000 1.2500 1.2500
2 1.1250 0.9375 0.6250
3 0.9688 1.0156 0.1563
4 1.0078 0.9961 0.0391
5 0.9980 1.0010 0.0098
6 1.0005 0.9998 0.0024
7 0.9999 1.0001 0.0006

como

0.0006 < 107 {x1=0.9999 _10.9999

Zu> 10? = l,=10001 — X7 {10001

Perceba que este método converge mais rapido, comparando este exemplo com o
primeiro exemplo do método Jacobi. Para facilitar a nossa comparacao entre os métodos
de Jacobi e Gauss-Seidel, resolveremos a seguir, pelo método de Gauss-Seidel, o exemplo

resolvido pelo método de Jacobi.
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Exemplo 02 - Resolva pelo método de Gauss-Seidel o sistema

x1 —0.25x, — 0.25x3 +0 =0
—0.25x; + x, + 0—0.25x, =0
—0.25x; + 0 + x3 — 0.25x, = —0.25
0—-0.25x, + 0+ x4 = —0.25

com E<1072 ou k>10 e x©® =[0000].

Solugao
Isolando o valor de x; na primeira equagdo, x, na segunda equacdo, x3 na terceira
equacgao e x, na quarta equacgao, obtemos as equagdes de iteracao
2 = 0.25x(7 + 0.25x
2y = 0.25x + 0.25x(
x{H = 0.25x%*P 4 0.25x( — 0.25
x(* = 0,255 — 0.25

onde k=0,1,2,..

Utilizaremos como aproximacio inicial x(®) = [0000], com os valores das aproximacdes

montaremos a préxima tabela.

koo 1 o | oo | o | E
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1.0000 0.0000 0.0000 -0.2500  -0.2500 0.2500
2.0000 -0.0625 -0.0219 -0.2719  -0.2555 0.0625
3.0000 -0.0734 -0.0247 -0.2747  -0.2562 0.0109
4.0000 -0.0749 -0.0251 -0.2751  -0.2563 0.0014
5.0000 -0.0751 -0.0252 -0.2752  -0.2563 0.0002

como
x; = —0.0751 —0.0751
-2
0.0002 < 10 I EA —0.0252 ., —|—0.0252
Zu> . x3 = —0.2752 = —0.2752
- x, = —0.2563 —0.2563

PROGRAMA EM PYTHON

#Gauss - Seidel - Sistema

import numpy as np

# Entrada (sistema)

nloop = 50 # numero médximo de loop

erro = 0.001 # toleréancia

M = np.array(
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[[2.0 g =l,0 ;, 2.0 , 6.0],
[1.0 0 .0 ;, 2.0 , 11.0],
[ ;. =l.0 ;, 3.0 , 8.0]1]
)
print ("Gauss - Seidel - Sistema")
tole = 10
pare =
v =0
il =0
i2 =1
m = np.size(M[:,1])
n = np.sizeM[1,:1])
print ("Matriz Ampliada")
for i in range(0 , m , 1):
for j in range(0 , n , 1):
print ("%$8.4f"%$M[i,j], end=' ")
print (" ")
#print ('m: {:d}'.format (m))
#fprint ('n: {:d}'.format (n))
R = np.zeros((nloop , m))
v = np.zeros((m))
va = 0;
k =0
print ('\n k x1 x2 x3
while (pare == 0):
for i in range(0 , m , 1):
va = 0
for j in range(0 , m , 1):
if(i == 3):
va = va + 0.0
if(i !'= 3):
if(i < J):
va = va + ( M[i,3] * R[il,3] )
if(i > J):
va = va + ( M[i,]J] * R[12,3]1 )
R[i2,1i] = (1/M[i,1])*(M[i,n-1]- va)
print ("%$2d"%k , "%$8.4f"%R[k , 0] , "%8.4

2] , "%8.4f"%tole)
tole = 10
if (k >= 0):
for i in range(0 , m , 1):
v[i] = abs(R[i2,1

2,1] - R[11l,1]);

Erro'")

"SR[k ,

1]

"$8.4f"%R[k ,
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tole = max(v[:]);
if (tole < erro):
print ("\nSolucdo do sistema")
for t in range(0 , m , 1):
print ("$8.2f"S$R[1i2 , t], end=' ")
pare = 1

if (il == nloop):
pare 1

il = il + 1

i2 = i2 + 1

k =k + 1

SAIDA DO PROGRAMA

Gauss - Seidel - Sistema

Matriz Ampliada
2.0000 -1.0000 2.0000 6.0000
1.0000 2.0000 2.0000 11.0000
1.0000 -1.0000 3.0000 8.0000

k x1 X2 x3 Erro
0 0.0000 0.0000 0.0000 10.0000
1 3.0000 4.0000 3.0000 4.0000
2 2.0000 1.5000 2.5000 2.5000
3 1.2500 2.3750 3.0417 0.8750
4 1.1458 1.8854 2.9132 0.4896
5 1.0295 2.0720 3.0142 0.1866
6 1.0218 1.9749 2.9844 0.0971
7 1.0031 2.0141 3.0037 0.0392
8 1.0034 1.9946 2.9971 0.0195
9 1.0002 2.0028 3.0009 0.0082
10 1.0005 1.9989 2.9994 0.0039
11 1.0000 2.0006 3.0002 0.0017

Solucdo do sistema
1.00 2.00 3.00

68
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ATIVIDADE
(01) Resolva o sistemas, com x, = [0, 0,0], £ < 1072 ou k < 10, onde k é o0 niimero

de iteracoes. Utilize o método de Gauss Seidel.

2x —y+z=2 dx —y+z=5
2x+y+2z=>5 x—3y+3z=4
Ix—y—z+t=2
3x —y—z=-2
2 =19
(©) {2x+5y+z= 15 (d) _ﬁcts‘ngzzttt: ~16
—x—y—3z=-12 "

x+2y+z+5t=28

(02) Resolva os sistemas, com x, = [0,0,0], E < 1072 ou k < 10, onde k é o nimero de

iteracoes. Utilize o método de Gauss Seidel.

x+y—z=2 3Ix—y+z=4
(a){x+5y+z=14 M) {—x+4y+2z=10
x—y—3z=-10 —-x—y+3z=6
3x+y—z+t=6
3x+ty—z=2 _
(c){—x+4y+22= 13 @ {¥rrere=1s
—x+y+2z=7 Y -

x+2y+z+5t=28
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5. AJUSTE DE CURVAS

Em muitas situagdes, principalmente as que estdo relacionadas com levantamento
de dados, conhecemos alguns valores da func¢do, s6 nos pontos amostrados, e na maioria
das vezes precisamos estimar o valor da fun¢do para pontos ndo amostrados. O exemplo

a seguir apresenta um problema desta natureza.

Exemplo - Em uma cidade A foi feito um foi feito um censo cujos resultado esta

mostrado na tabela a seguir.

Ano Numero de habitantes
1940 19600
1960 19800
1980 20000
1990 20100
2000 20200

Tabela 1 - Resultado do censo feito na cidade hipotética A.

Quantos habitantes havia na cidade A em 19707 Para resolver este problema
necessitamos estimar uma func¢ao que ajuste estes dados, e s6 entdo poderemos estimar

o nimero de habitantes no ano em que se deseja.

5.1. AJUSTE LINEAR

Para calcularmos o ndmero de habitantes no ano de 1970, devemos observar que
os dados possuem um comportamento linear, como mostra a Figura 1, logo estes dados
podem ser aproximados por uma reta da forma
y=ay+ ax,

onde a, e a; sdo denominados parametros do modelo.

194
1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Figura 1 - Representacao grafica dos dados da Tabela 1.
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Os valores de o, e a; que queremos estimar, para isto devemos fazer a seguinte

consideragdo que é ilustrada com o grafico da Figura 2.

L e e e e - - _____.

v

x

Figura 2 - As bolinhas representam os valores amostrados no campo e a reta
representa a fun¢do ajustada nos pontos amostrados. No ponto x; o valor y; representa o
valor amostrado, e y; o seu valor estimado pela funcao ajustada e d; =y, —J; é a
diferenca entre o valor amostrado (valor real do campo) e o valor estimado.

Como estimar a func¢do y = a, + a;x? Para estimarmos a fun¢do y = a5 + a;x, o
erro entre o valor amostrado y; e o valor estimado J; deve ser minimo, para isto a soma
dos quadrados do erro de todos os pontos deve ser a menor possivel.

Para vocé entender melhor, primeiro definiremos a fun¢ao que representa a soma
do quadrado dos erros:

D=3"10i— 9%,
onde temos n é o numero de pontos amostrados. A magnitude de D depende da reta
ajustada, ou seja, depende de ay e a;. Assim como y = a, + a;x, podemos escrever:
D(ag, a1) = Xieilyi — (ao + a1 )]

0 minimo de uma fungdo de duas variaveis D (g, @;) ocorre quando as suas derivadas

oOD(ap 1) e 0D (a,a1)

arciais
p day daq

sdo simultaneamente iguais a zero.

Entdo para determinarmos « e @; da funcdo y = a, + a,x, devemos fazer

0D(ap,a1) _

- )

0D(ao,at1) _ 0
aao 60(1

0 que resulta nas expressdes:

MY X Yi— N Xi e Vi o = Lyl x)ay
- 2 0o — .
n2?=1xi2—(2?=1xi) n

a1
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Explicaremos o uso destas formulas através de um exemplo e vocé percebera que sua

aplicacdo é simples.

Exemplo: Encontre o nimero de habitantes de uma cidade no ano de 1970 considerando

os dados do censo mostrado na Tabela 2.

_ Ano Nﬁmero de
| (x) habitantes
' i)

; 1940 19600
1960 19800

£3L 1980 20000

5 1990 20100
2000 20200

Tabela 2 - Censo feito na cidade hipotética A. E 0o mesmo dado da Tabela 1.

Para calcularmos a; e a, devemos primeiro completar a tabela com as colunas

contendo informagéo de x? e x;y; (ver Tabela 3)

_ Ano Namero de
i ) habitantes x? X; Vi
' 6]

1 1940 19600 3763600 38024000
2 1960 19800 3841600 38808000
3 1980 20000 3920400 39600000
4 1990 20100 3960100 39999000
5 2000 20200 4000000 40400000

Tabela 3 - Contém informagdes da Tabela 2 mais as colunas para x? e x;y;.

Agora calcularemos Y x;, Y.y, Xr.x? e XYM,x;y; que sdo obtidos

simplesmente pela soma dos elementos de cada coluna, como mostra a Tabela 4.

' Ano Nﬁmero de ,
i (x,) habitantes X; X Vi
' )
1 1940 19600 3763600 38024000
2 1960 19800 3841600 38808000
3 1980 20000 3920400 39600000
4 1990 20100 3960100 39999000
5 2000 20200 4000000 40400000
n n n n
Z x; = 9870 Z y; = 99700 Z x? = 19485700 Z x,y; = 196831000
=1 i=1 i=1 i=1

= 2 n n n 2 n
Tabela 4 - Estdo os valores de x;, y;, X{', X; Vi, 2iie1 Xi» Die1 Vi Die1 Xi € Dieq XiVi-
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Com os valores da Tabela 4 podemos calcular os coeficientes «, e ¢, da seguinte forma:

Y Xy — X X X, Y 5% 196831000 — 9870 * 99700
ConYh a?—(¥h,x)? 519485700 — 196831000

o,

Ly — (B x)a; 99700 — (9870)10

200
n 5

CZO =
Com isto a funcdo de ajuste é

$ =200 + 10x

cujo grafico esta mostrado na Figura 3 juntamente com os pontos amostrados.

"
X 10

1.94
1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Figura 3 - A reta representa o grafico da funcao ajustada y = 200 + 10x e os pontos os
valores amostrados. Podemos perceber o bom ajuste da curva.

O numero de habitantes em 1970 é obtido pela férmula y = 200 + 10x, da
seguinte forma:
¥y =200+ 10 * 1970 = 19900, logo tivemos 19900 habitantes em 1970.
Exemplo:
Com base dos dados amostrados dispostos na tabela a seguir encontre o valor quando

x = 3, segundo uma aproximacao linear.

i X; Vi

1 0.5000 2.5500
2 1.0000 4.5000
3 1.5000 5.6000
4 2.0000 7.0000
5 2.5000 9.2000
6 3.5000 11.0000
7 4.0000 13.0000
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Solugao

Devemos completar a tabela com os valores x?e x;y;

i Xi Yi xiz XiYi
1 0.5000 2.5500 0.2500 1.2750
2 1.0000 45000 1.0000 4.5000
3 1.5000 5.6000 2.2500 8.4000
4 2.0000 7.0000 4.0000 14.0000
5 2.5000 9.2000 6.2500 23.0000
6 3.5000 11.0000 12.2500 38.5000
7 4,0000 13.0000 16.0000 52.0000
n n n n
in =15 Zyi = 52.8500 inz =42 le-yi = 141.6750
i=1 i=1 i=1 i=1
De onde temos
MY XY — i X nie1 i 7 *141.6750 — 15 % 52.8500 > 8837
al = 2 = = .
"Z?=1xi2 -, x) 7 %42 —141.6750
n n
r Ly — Ok x)a; 52.8500 — (15)2.8837
q, = 2= et S P = 1.3707

n

Com isto a func¢do de ajuste é

y = 13707 + 2.8837x;

Logo quando x

ATIVIDADE

=3

-  $=100217

7

74

(01) Com base dos dados amostrados dispostos na tabela a seguir encontre o valor

quando x = 0.5, segundo uma aproximacao linear.

i X; Vi

1 0.0000 -0.2000
2 0.2000 0.8000
3 0.4000 1.8000
4 0.6000 2.8000
5 0.8000 3.8000
6 1.0000 4.8000
7 1.2000 5.8000




Cdalculo Numérico com Python no Google Colaboratory 75

5.2. AJUSTE POLINOMIAL

O ajuste linear é um caso particular do ajuste polinomial, onde ajustaremos aos
pontos amostrados um polinémio, ¥, de grau n.
J = ag+ ayx + ayx? + azx3+... +a,x".
Os sdo coeficientes @, @y, a5, a3, ..., &, sdo obtidos através de um sistema da forma:

XA=B

Para que vocé entenda claramente a construcdo deste sistema iniciaremos
abordando o ajuste linear segundo esta perspectiva.

Para ajustarmos uma reta (polindmio do 12 grau) y = oy + a;x, devemos

minimizar a fungdo D(ag, @;) = X4[yi — (ag + a;1x)]?, para isto devemos fazer

0D(ap,a1) __ n —_\yn

T =0 = nay + (Zi=1 xi)al - Zi=1 Vi
0D(ap.a1) _ 0 n n .2 _yvn
Txl — f— Qg Zizlxi + aq Zizlxi - Zi:lxiyi

Podemos escrever este sistema na forma matricial

n
PR
i=1 “0]= i=1
n a1 n
X lez
l

Comparando com o sistema X A= B, temos que:
n Yt oox; a no..
§=[n ;14, A=) e B=[z= ]
i=1Xi  Li=1%j 1 D=1 XiYi
Com a resolugdo do sistema, encontraremos A4 que possibilitara a determinacdao do

polinémio interpolador y = a, + a;x.
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Para entendermos como interpolar um polindmio de grau n, observe a tabela:

Polin6mio a interpolador

Sistema a ser determinado

- n - - n .
n a n
~ i=1 0 i=1
Y =y + a1x n n [al] n
2
Li=1 i=1 A Li=1 -
_ n n - - n E
2
i=1 i=1 i=1
n n n o n
§ = ag+ ayx + ayx? z X; Z x? z x| = Z X;Vi
i=1 i=1 i=1 a; i=1
n n n n
2 3 4 2
Li=1 i=1 i=1 Li=1 -
- n n n B - n
2 3
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
e e e e a e
~ 2 3 i=1 i=1 i=1 i=1 11 _|i=1
y=oay+ax+ ax° + azx n n n n a,| = |n
2 3 4 5 2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
3 4 5 6 3

Seguindo o raciocinio da tabela, podemos afirmar que para ajustarmos o polinémio:

J = ag+ ayx + ayx? + azx3+... +a,x"

Devemos resolver o sistema:
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M=
®

~.
1l
=

INgE
X,

~
1l
=

=1

2.

-i=1

n
Xi Vi

Para vocé entender como montar este sistema, observe o proximo exemplo.

77

Exemplo: Com base dos dados amostrados dispostos na tabela a seguir encontre o valor

quando X =3, segundo o polinémio interpolador § = ag + a;x + a,x2.

Solugao

| X Vi

1 0.5000 1.2500
2 1.0000 3.0000
3 1.5000 5.2500
4 2.0000 8.0000
5 2.5000 11.2500
6 3.5000 19.2500
7 4.0000 24.0000

Para montarmos o sistema devemos completar a tabela com as informacoes:

i Xi Vi xf x} X! XiYi x?y;
1 0.5000 1.2500 0.2500 0.1250 0.0625 0.6250 0.3125
2 1.0000 3.0000 1.0000 1.0000 1.0000 3.0000 3.0000
3 1.5000 5.2500 2.2500 3.3750 5.0625 7.8750 11.8125
4 2.0000 8.0000 4.0000 8.0000 16.0000 16.0000 32.0000
5 2.5000 11.2500 6.2500 15.6250 39.0625 28.1250 70.3125
6 3.5000 19.2500 12.2500 42.8750 150.0625 67.3750 235.8125
7 4.0000 24.0000 16.0000 64.0000 256.0000 96.0000 384.0000
n
Z 15 72 42 135 467.2500 219 737.2500
i=1

Desta forma o sistema para o ajuste do polinémio y = ay + ayx + a,x?, adquire a forma:

7

15

15
472

135
42 135 467.2500

-

219

737.2500



Cdalculo Numérico com Python no Google Colaboratory 78

De onde obtemos o seguinte polindmio $ = 0 + 2x + x2, cujo grafico estd mostrado na

Figura 4 juntamente com os pontos amostrado. Logo quandox =3 = J = 15.

o 05 1 15 2 25 3 35 4 5

Figura 4 - Polindmio interpolador § = 0 + 2x + x2 e pontos amostrados.

PROGRAMA EM PYTHON

# Ajuste Linear

import numpy as np

# Entrada
x0 = 3
p =2 # Grau do polindmio

print ("Ajuste Linear")

D = np.array (

[ .5000 5 1.250017,
.0000 5 3.00007,
.5000 5 5.250017,

.0000 5 8.00007,
.5000 , 11.25007,
.5000 , 19.250017,
.0000 , 24.0000711]

— e o/ o/ o/ e
Ssw DN RO

md = np.size(D[:,1])
nd = np.size(D[1,:])
pp = 2*p

xi np.zeros ((md , pp+l))
ssxi = np.zeros((l1 , pp+l))
sxi = np.zeros((1 , pp+2))
yi = np.zeros((md , pp+l))
syl = np.zeros((l , pp+l))

)

M = np.zeros((pt+tl , pt2)
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print (" b4 v'")
for i in range(0 , md , 1):

for j in range(0 , nd , 1):

print ("%8.4f"%D[i, 3], end=" ")
print (ll ll)
print ("\nf (%$8.4£f"%x0 , ") = ?27?2?2")

print ("Grau do polindmio: %d"%p + " grau")

for j in range(l , pp , 1):
for i in range(0 , md , 1):

xifi , j] = xi[i , 0]**(3+1)
s =0
for j in range(0 , pp , 1):
s =0

for i in range(0 , md , 1):

S s + xif[i, 7]

ssxi[0,3] = s

sxi[0,0] = md
for j in range(0 , pp , 1):
sxi[0,3+1] = ssxi[0, 7]

#print (" X x"2 x"3 xN4M)
#for 1 in range(0 , md , 1):
#for jJ in range(0 , pp , 1):
#fprint ("%10.4f"%x1i[i,3], end=" ")
#print (" ")

#for j in range(0 , pp , 1):
#print ("$10.4f"%$ssxi[0,]], end=" ")
#print (" ")

#for jJ in range(0 , pp+tl , 1):
#fprint ("%$10.4f"%sxi[0,3], end=' ")
#print (H u)

for 3 in range(l , p+l , 1):
for i in range(0 , md , 1):

yili , J1 = (xi[i1 , O]**(J))*yi[i , O]
s =0
for j in range(0 , p+l1 , 1):
s =0

for i in range(0 , md , 1):
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s = s + yi[i,J]
Syi[olj] = S

#print (" (x70)y (x*1)y (x72)y")
#for 1 in range(0 , md , 1):
#for j in range(0 , p+l1 , 1):
#print ("$10.4£"%yi[i, 3], end=' ')
#print (" ")

#for J in range(0 , p+l , 1):
#print ("%10.4£"%syi[0,3], end=' ')
#print(" vv)

k=0
for i in range(0 , p+l , 1):
for j in range(0 , p+3 , 1):
if(3+k <= p+2):
a = sxi[0, j+k]
if(j+k > p+2):
a =20
if(j < p+l1):
M[i,j] = a
k =k + 1

for i in range(0 , p+l1 , 1):
M[i,p+1l] = syi[0,1i]

print ("sistema")
for i in range(0 , p+l1 , 1):
for j in range(0 , p+2 , 1):
print ("$8.4£f"$M[1i,3], end=" ")
print (" ")

linha = np.size(M[:,1])
coluna = np.size (M[1,:])

#print ('Linha: {:d}'.format (linha))
#print ('Coluna: {:d}'.format (coluna))

# Zera Triangulo Infrerior
t =1
fm = 0

for j in range(0 , linha , 1):
for i in range(t , linha , 1):
fm = - M[i,31/M[3,3]
for k in range(0 , coluna , 1):
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M[i , k] = fm * M[§ , k] + M[i , k]

#print ("Zera Triangulo Infrerior")
#for 1 in range(0 , linha , 1):
#for j in range(0 , coluna , 1):
#print ("$8.4£f"¥M[i,J], end="' ")
#print (" ")

for j in range(linha - 1 , 0 , -1):
for i in range(0 , linha - t , 1):
fm = - M[i,31/M[3,3]
for k in range(0 , coluna , 1):
M[i, k] = fm * M[],k] + MI[i,k]
t =t + 1

#print ("Zera Triangulo Superior")
#for 1 in range(0 , linha , 1):
#for j in range(0 , coluna , 1):
#print ("$8.4£f"¥M[i,]J], end=" ')
fprint (" ")

fm = 0

for i in range(0 , linha , 1):
fm = M[i,1]
for j in range(0 , coluna , 1):
M[i,j] = M[i,3]1/fm

#print ("Matriz Normalizada")
#for 1 in range(0 , linha , 1):
#for j in range (0 , coluna , 1):
#print ("%$8.4f"¥M[i,]], end=" ')
fprint (" ")

print ("\nSolucédo")
print ("f(x)= a0 + al x + a2 x*2 + a3 x"3 + a4 x"4")
for i in range(0 , linha , 1):

print ("a%d"%i , "= %8.4f"%M[i , coluna-1])

fx0 = 0
for i in range(0 , linha , 1):

fx0 = £x0 + M[i , coluna-1] * xO0**i

print (" ")
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print ("f£f(%8.4f"%x0 , ") = %8.4f"%fx0)
print (" ")
print(" ll)

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

xii = np.linspace(-10, 10, 100)
nd2 = np.size(xii)

fxii = np.zeros((l1 , nd2))

for j in range(0 , nd2 , 1):
fxii[0,3] = 0
for i in range(0 , linha , 1):
fxii[0,3j] = fxii[0,3] + M[i , coluna-1] * xii[j]**i

fig = plt.figure ()
plt.plot(D[:,0], D[:,1], '*'")
plt.plot(xii[:], £xii[0,:])

plt.grid()

SAIDA DO PROGRAMA

Ajuste Linear

X y

0.5000 1.2500
1.0000 3.0000
1.5000 5.2500
2.0000 8.0000
2.5000 11.2500
3.5000 19.2500
4.0000 24.0000

f( 3.0000 ) = 272°?

Grau do polindmio: 2 grau

sistema

7.0000 15.0000 42.0000 72.0000
15.0000 42.0000 135.0000 219.0000
42.0000 135.0000 467.2500 737.2500

Solucéao

f(x)= a0 + al x + a2 x*2 + a3 x"3 + a4 x"4
a0 = 0.0000

al = 2.0000

az2 = 1.0000

£( 3.0000 ) = 15.0000
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ATIVIDADE
(01) Com base dos dados amostrados dispostos na tabela a seguir encontre o valor

quando X =3, segundo o polindmio interpolador § = a, + a;x + a,x2.

i X; Vi

1 0.5000 0.7500
2 1.0000 2.0000
3 1.5000 3.7500
4 2.0000 6.0000
5 2.5000 8.7500
6 3.5000 15.7500
7 4.0000 20.0000

(02) Com base dos dados amostrados dispostos

quando x = 0.3, segundo o polinémio interpolador § = a + a;x + a,x>.

i X Vi

1 0.0000 0.0000
2 0.2000 -0.1600
3 0.4000 -0.2400
4 0.6000 -0.2400
5 0.8000 -0.1600
6 1.0000 0.0000
7 1.2000 0.2400

(03) Com base dos dados amostrados dispostos na tabela a seguir encontre o valor

quando x = 0.7, segundo o polindmio interpolador § = a, + a;x + a,x>.

I X; Yi
1 0.0000 0.0000
2 0.2000 0.1200
3 0.4000 0.0800
4 0.6000 -0.1200
5 0.8000 -0.4800
6 1.0000 -1.0000
7 1.2000 -1.6800

(04) Com base dos dados amostrados dispostos na tabela a seguir encontre o valor

quando x = 0.5, segundo o polindmio interpolador § = ay + a;x + a,x? + azx3.

i X; Vi

1 0.0000 0.0000
2 0.2000 0.2320
3 0.4000 0.4960
4 0.6000 0.7440
5 0.8000 0.9280
6 1.0000 1.0000
7 1.2000 0.9120

na tabela a seguir encontre o valor
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6. INTERPOLACAO
Em um dado experimento foram feitas 4 amostras, cujos valores estdo dispostos na

tabela abaixo e cuja representacdo grafica esta na figura a seguir.

Tabela 1
Nudmero da amostra (i) X Vi
1 0.5 0.25
2 1.2 1.44
3 3.0 9.00
4 4.5 20.25
25 T T T T T
20 *
15
10+
[ 3
5 |-
| 3
0 A
5 r r r r r
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 1. Representacdo grafica dos dados da Tabela 1.

Quanto vale y; quando x; = 27

Semelhante a este problema, onde y = f(x), existem muitos outros, onde muitas
fungdes sao conhecidas apenas em um conjunto finito e discreto de pontos de um
intervalo [a, b].

Nestes casos, onde ndo se tem a forma analitica da funcdo y = f(x), devemos
substitui-la por outra func¢do g(x), que é uma aproximacao da funcdo y = f(x) e que é
deduzida a partir de dados da tabelados.

Para determinarmos o valor de y; quando x; = 2, iremos determinar a fungdo
g(x) = ax? + bx + ¢, que é denominada de polindmio interpolador. Para os dados da
Tabela 1, obteremos a fun¢io g(x) = 1x? + 0x + 0, cujo gréfico estd mostrado na figura

a seguir juntamente com os dados da tabela 1.
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25

g(x) = x*

20 f 1
15

101

r r r r r

-5
-1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 2. Gréfico da fun¢do g(x) = 1x? + 0x + 0 juntamente os pontos da tabela 1.

Substituindo x; = 2 no polinémio interpolador obtemos o valor de y; quando x; = 2.
g(2)=1-2240-24+0=4
Este tipo de solucao, também é utilizado quando se tém fungdes cuja forma
analitica é complicada e de dificil manuseio, nestes casos, devemos substituir a
expressao analitica por outra mais simples.
Como foi obtido o polindmio interpolador? Iremos explicar detalhadamente como

calcular o polinémio interpolador, mas primeiro devemos definir o que é interpolagao.

CONCEITO DE INTERPOLACAO

Seja a funcdao y=f(x), cujos valores estdo em uma tabela. Se desejarmos
determinar f(X) sendo:
(@) Xe(%,,X,) e XX ondei =0,12, ..,n
(b) X & (X,%,)
0 item (a) representa um problema de interpolacao, isto é, X esta dentro do intervalo
amostrado, logo devemos calcular um polindémio interpolador, que é uma aproximacao
da funcao tabelada.

O item (b) representa um problema de extrapolacdo, isto é, X estd fora do

intervalo amostrado. Nos trataremos apenas de problemas de interpolacdo neste

capitulo.
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6.1. INTERPOLACAO LINEAR
Para que vocé entenda claramente o que é interpolacdo, explicaremos interpolagdo

linear através de um exemplo pratico ilustrado a seguir.

(01) Na tabela esta a producao seguir esta assinalado o nimero de habitantes de uma

cidade A em quatro censos.

Tabela 1
ANO 1950 1960
N2 de Habitantes 352.724 683.908

Determinar o nimero aproximado de habitantes na cidade A em 1955. O grau do
polindmio interpolador é uma unidade menor que o nimero de pontos conhecidos
Solucao
Neste caso, o polindbmio interpolador tera grau 1, isto €, sera da forma

Pi(x) = a;x + ag

Para se determinar os coeficientes, a, e a, devemos fazer

{P1(x0) =aiXo+ag = Yo N {a1xo +ag=Yo
Pi(xy) =aix; +ag =y, a1 x1+ag =y,

Para x, = 1950 e y, = 352.724 temos que

a,1950 + ay = 352.724
Para x; = 1960 e y; = 683.908 temos que

a,1960 + a, = 683.908
Com isto temos o seguinte sistema

{a11950 + ao = 352724‘
a,1960 + a, = 683.908

onde a; = 33118,40 e a, = —64228156 logo teremos
P;(x) = 33118,40x — 64228156
como queremos saber o nimero aproximado de habitantes na cidade A em x = 1955,

temos

P;(x) = 33118,40 - 1955 — 64228156 = 518.316habitantes
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ATIVIDADE
Obs. Utilize o programa de ajuste linear e e faca a interpolagdo com o0 grau maximo que 0s
dados permitem.

(01) Na tabela a seguir esta a produgao de uma certa industria.

ANO 1990 2000
N¢ de pecas 340 680

Determinar o nimero de pegas no ano 1995.

(02) Com base na tabela a seguir encontre o valor de y para X=7.

X 2 10
Y 9 25

(03) Com base na tabela a seguir encontre o valor de y para Xx=5.

X 2 8
Y 2 20

(04) Com base na tabela a seguir encontre o valor de y para X=7.

X 2 5 9
Y -2 7 47
ERRO DE TRUNCAMENTO

Para que vocé entenda o erro de truncamento, observe o grafico mostrado a figura

a seguir.

Y1
Valor Aproximado
Yo

Valor real

]

»
»

X0 X X4
Figura - f(x) é a funcdo tabelada e P;(x) um polindmio interpolador de 12 grau.

Podemos observar que, neste caso, P;(x) ndo aproxima bem a solugao.
Teoricamente o erro de truncamento cometido no ponto X é dado pela féormula
Er(x) = (x —x0)(x —x1) - 4,

onde A é uma constante a determinar, como a fungao erro de truncamento.
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No célculo de 4, utilizaremos a fungao auxiliar G (t) definida por:
G(t) = f(t) — Pi(t) — Er(2).
Para que vocé tenha melhor entendimento, calcularemos o erro de polind6mio
interpolador do primeiro grau, onde
Pi(t) =agt+age Er(t) = (t —x9)(t —x1) - 4,
substituindo, obteremos:
G(t) =f(t) =P (t) = (t —x)(t —x1) - 4,

onde a funcao G (t) se anula em pelo menos em trés pontost =xy, t =x; e t = X.

TEOREMA DE ROLLE

Se a fung¢do f(x) é continua no intervalo [a,b] e diferenciavel no intervalo (a,b) e
f(a) = f(b), entdo, existe um ¢ € (a,b), tal que f'(§) =0

Consideracgoes:

Se f(t) é continua em [x,, x;] e diferenciavel em (x,,x;), pode-se concluir que G(t)
também o é, tendo em vista que P;(t) e Er(t) sdo fungdes polinomiais de 12 e 22 graus,
respectivamente, logo

Existe & € (xp, X) talque G(&;) =0 e

Existe &, € (X, x;) talque G(&;) =0

Aplicando o teorema de Rolle na funcio G'(t), teremos:

Existe & € (§;,§,) e portanto & € (x,, x1), tal que G"'(t) = 0, logo teremos

'O=1"®-24=0 = A=1E

de onde obteres a expressdo para o calculo do erro de truncamento

)
2

Er(t) = (x — x0)(x — x1) -
para algum ¢ € (x, x1).

Exemplo 1. Seja a fungdo f(x) = senx. Determine:

(a) O valor aproximado para f (g) a partir dos pontos (1,0;0,84) e (2,0;0,91).

(b) O erro de truncamento cometido no calculo do item anterior.

Solucao

(a) Para determinarmos f (g) devemos primeiro calcular o polinémio interpolador
Pi(x) = a;x + ay

Parax, = 1,0 e y, = 0,84 temos que
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a;1,0 +a, = 0,84
Parax; = 2,0 e y; = 0,91 temos que

a,2,0+a,=091
que resulta no sistema:

{al + ao = 0,84
2a1 + aO = 0,91

a, = 0,07

cuja solucao é {ao = 0,77

entdo teremos

P(x) =0,07x+077 = P (5)=007(5)+077 =088

(b) Para determinarmos o erro de truncamento devemos calcular a 12 e a 22 derivada da

funcao f(x)
f(x)=senx = f'(x)=cosx = f'"(x)=—senx
Er()] < ‘(5 —r)(E - x) L
(=1
£ (5)] < |(%— 1)(G-2) 5
ou seja

|Er (Z)| <012 ou -012<E(T)<012
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6.2. INTERPOLACAO DE LAGRANGE

As interpolagdes apresentadas anteriormente (interpolacdo linear) sdo casos
particulares da interpolacdao de Lagrange. Agora vamos determinar outra forma de se
obter o polindmio interpolador P(x) de grau menor ou igual a n, sendo dado para isto,

n + 1 pontos distintos.

Para podemos ter uma boa compreensao da interpolacdo de Lagrange, temos que

primeiro entender o teorema apresentado a seguir.

Teorema
Sejam (x;,¥;),i =0,1,2,...,n,n + 1 pontos distintos, isto é, x; # xj parai # j. Existe um
Unico polindmio P(x) de grau ndo maior que n, tal que p(x;) = y;, para todo i. O
polindmio P(x) pode ser escrito na forma:

P,(x) = ag + a;x + ayx? + azx3+... +a,x"

ou da seguinte forma

n

P.(x) = Z a;xt

i=0
Observe que P(x) €, no maximo, de grau n, se a,, # 0. Para determinar o polindmio

P(x) devemos conhecer os valores ag, a4, a,, ..., a,. Como P(x) contém os pontos (x;,y;)

podemos escrever p(x;) = y;, da seguinte forma

ag + a1xg + axé + azxd+...+a,xt =y,
Ao + a1x; + ax? + agxi+...+axf =y,
St ag+ ayxy + axx? + azxS+... taxt =y,

ag + a1 X, + ayx2 + azx3+... +a,xt =y,

A solugdo do sistema S sdo os valores ag,aq,a,,...,a,, com os quais determinamos o

polinémio B,(x) = ag + a1x + ax? + azx3+... +a,x™

O polindmio P(x) é unico? Para verificarmos que tal polindbmio é tunico, basta
calcularmos o determinante da matriz A (matriz dos coeficientes) e verificar que ele é

diferente de zero.
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2 n
1 x9 x5 ... Xg
a=11 x xf ... xf
2 2
ll Xn Xpo e an

Observe que a matriz 4, tem a forma da matriz de Vandermonte, também conhecida
como matriz das poténcias. Seu determinante, segundo a Algebra Linear, é dado pela
expressao:

det(A) = [li>j(x; — xj), comx; # x;

Sabemos que det( A) # 0, logo isto prova que P(x) é Unico.

Obtencao da Férmula

Para que vocé entenda a interpolacao de Lagrange é necessario que compreender
como é obtida a féormula de recorréncia deste método.

O teorema fundamental da Algebra garante que podemos escrever o polindmio
P(x) da seguinte forma

P(x) = (x —x0) (x — x1) (x — x2) (X — x3)... (X — xp)

onde xg,Xxq, X5, X3,...,X, S30 as raizes do polindmio P(x). Montaremos agora, uma
sequéncia de polinémios auxiliares da seguinte forma

19 polinémio: se retirarmos (x — x,) obteremos o polindmio

Po(x) = (X — x1)(x — x2) (X — x3)... (x — Xp)

22 polindmio: se retirarmos (x — x;) obteremos o polindmio

P1(x) = (x = x0) (x — x2) (x — x3)... (x — xpn)

32 polindmio: se retirarmos (x — x,) obteremos o polinémio

P2(x) = (x — x0) (x — x1) (X — x3)... (x — xp,)

Seguindo este raciocinio obteremos os polindmios py(x), p1(x),p2(x),...,pn(x). Estes

polindmios podem ser escritos na forma sintética:

pi(x) = [Tjoo(x — %)), (i=0,123,...,n)

j#i
Tais polindmios possuem as seguintes propriedades
(@) pi(x;) # 0, paratodo i
(b) pi(x;) = 0, paratodoj # i.
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e sdo conhecidos como polindmios de Lagrange. O polindmio P(x) pode ser escrito como

uma combinagdo linear dos polindmios py(x), p1(x), p2(x), ..., pn(x), da seguinte forma:

P(x) = bopo(x) + by1p1(X) + bypa(x)+... +bypr(x)

ou
PG = ) bipi(¥)
i=0

Mas, como p;(x;) = 0, paratodoj # i e p;(x;) # 0, para todo i, temos que
B (xn) = bppn(xn)

__ Pa(xpn)
logO bn - pn(xn)
o i
e como P, (x;) = y;, teremos by pi(x;)

substituindo este valor no somatorio sera

n

Yi
Pix)= Y ——pi(x
) e p;(X;) Pul)
=0
_\n ) pi(x)
de onde teremos P(x) = Xi=o Vi -

como p;(x) = [[j=o(x — x;) entdo
ji

pe) =] [
i=0

ig (i —xp)
j#i
denominada de féormula de interpolacao de Lagrange.
Calma! Parece complicado, mas garantimos que nao é! Acompanhe cuidadosamente o

proximo exemplo e vocé certamente entendera como interpolar com o método de

Lagrange.

Exemplo 1. A partir das informacgdes existentes na tabela, determine:

[ Xi Yi
0 0.0 0.000
1 0.2 2.008
2 0.4 4.064
3 0.5 5.125
(a) O polindmio interpolador de Lagrange
(b) P(0.3)
Solucao

(a) Como temos 4 pontos, o polinémio interpolador sera de grau 3, logo
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P3(x) = ?:03’1‘ H?:o %» ou seja
j#i
(x = 2x1) (x — x2) (x — X3)
xo — x1) (xo — x2) (X — X3)
(x = x0) (X — x2) (X — x3)
(1 = x0) (1 — x2) (%1 — x3)
(x = x0) (x — 1) (x — x3)
(22 = x0) (X2 — x1) (X2 — x3)
(x = x0) (x — x1) (x — x3)
(23 = %0) (X3 — x1) (X3 — X2)
substituindo os valores da tabela, teremos
(x—=0.2)(x—0.4)(x—0.5)
(0.0 -0.2)(0.0 - 0.4)(0.0 — 0.5)
(x—=0.0)(x —0.4)(x—0.5)
(0.2-0.0)(0.2-0.4)(0.2—-0.5)
(x—=0.0)(x —0.2)(x —0.5)
(0.4 —-0.0)(0.4—-0.2)(0.4 —0.5)
(x—=0.0)(x—0.2)(x—0.4)
(0.5-10.0)(0.5-0.2)(0.5-10.4)

P3(x) =YO(

+y1

tY2

tY3

P;(x) = 0.000

+2.008

+4.064

+5.125

simplificando a expressao, temos o seguinte polindmio interpolador
Py(x) = x3 + 10x
(b) P;(0.3) = 0.33 +10- 0.3 = 3.027

Exemplo 2. A partir das informagdes existentes na tabela, determine:

I Xi Yi
0 1 1
1 2 4
2 4 16

(a) O polindmio interpolador de Lagrange

(b) P(3)

Solugdo

(a) Como temos 3 pontos, o polinémio interpolador sera de grau 2, logo

(x—x;)
Py(x) = ?:03’1’ H?:o(x__x]_);
jei P

ou seja

(x —x)(x — x2) (x — x0) (x — x2) (x = x0)(x — x1)

P00 = 0 G T e — 1) T G = x)n — ) 2 G — %0 (e — 1)

substituindo os valores da tabela, teremos

93
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(x—=2)(x—4) x—1D(x-—-4) (x—1D(x-2)

Pz(x)=1(1_2)(1_4)+ (2—1)(2—4)+ (4-1(4-2)

que é o polindmio interpolador

_ 4 B-2B-9 | , B-DE-4) GB-1E-2)
(b) P,(3) =1 as T Yenew 16 (4-1)(4-2)

P,(3) =9

PROGRAMA EM PYTHON

# Interpolacdo de Lagrange
import numpy as np

# Entrada
x0 = 0.3

D = np.array(
[[0.0 0
[0.2 0
[0.4 0
[0.5
)

o s N O
(@)
(o)}
iNS

4

print ("Interpolagdo de Lagrange")
print (D)
#fprint (D[O, : 1)

# Varidveils auxiliares
s =0
p =1

# matriz linha X coluna
linha = np.size(D[:,11])
coluna = np.size(D[1,:])

#fprint (" [linha, coluna] = " + format([linha, colunal))

for i in range(linha):
p=1;
for 3 in range(linha):

((x0 - D[3,01)/(D[i,0] - D[3,01));
(i, 1] * p

94
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print ("\n interpolacao em x: {:.3f}" .format (x0))
print (" y interpolado: {:.3f}" .format(s))
SAIDA DO PROGRAMA
Interpolacdo de Lagrange
[[0. 0. ]
[0.2 2.008

]
[0.4 4.064]
[0.5 5.125]]
interpolacao em x: 0.300
y interpolado: 3.027

ATIVIDADE
(01) A partir das informacgdes existentes na tabela, determine:
i Xi Yi
0 0.0 0.0000
1 0.2 1.0400
2 0.4 2.1600
3 0.6 3.3600
(a) O polindmio interpolador de Lagrange (b) P(0.3)
(02) A partir das informacgdes existentes na tabela, determine:
i Xi Yi
0 0.1 0.1010
1 0.3 0.3270
2 0.5 0.6250
3 0.7 1.0430
(a) O polindmio interpolador de Lagrange
(b) P(0.4)
(03) A partir das informacgdes existentes na tabela, determine:
i Xi Yi
0 0.0 0.0000
1 0.2 0.4080
2 0.4 0.8640
3 0.6 1.4160
(a) O polindmio interpolador de Lagrange
(b) P(0.5)
(04) A partir das informacdes existentes na tabela, determine:
| X; Vi
0 0.1 0.0110
1 0.3 0.1170
2 0.5 0.3750
3 0.7 0.8330

(a) O polindmio interpolador de Lagrange (b) P(0.6)
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6.3. INTERPOLACAO DE NEWTON
Para que vocé tenha uma boa compreensdao do método de interpolagdao de Newton
com diferencas divididas, iniciaremos este tdpico, discorrendo sobre o conceito de

diferencas divididas.

CONCEITO DE DIFERENCAS DIVIDIDAS

Seja y = f(x) uma funcdo que contém n pontos distintos (x;,y;), onde i =
0,1,2,...,n. Representaremos diferenca divididas, por f[]. Definiremos diferenca
dividida de ordem zero a proépria funcao, isto é,
£l = () =y

A diferenca dividida de 12 ordem para os argumentos X, e x; € uma aproximag¢ado
da 12 derivada, isto €,

g, x,] = LEDT G

X1—Xo
onde temos a seguinte propriedade f[x;,xq] = f[xo, x1]- Considerando y; = f(x;),

podemos escrever as diferencas divididas de 12 ordem, de forma geral, por:

1Ta o — Yit17Yi
fHxi Xi44] Xir1—%i

A diferenca dividida de 22 ordem para os argumentos x,, x; e x, € dada por:

Fxqx2]—fx0.%4]

fz[xmxpxz] = o .

A diferenca dividida de 32 ordem para os argumentos x, x4, X, € x3 é dada por:

f2[x1,%2,%3]=f2[X0,%1,%7]

f3[x0,x1,x2,x3] = a2 .

Genericamente, a diferenca dividida de ordem n é dada por:

n
X0 Xiv1) Xigzs oo Xign] = , ) :
Xi+n—Xi
Para que vocé compreenda melhor como fazer estas diferencas dividida observe o
préximo exemplo numérico.

Exemplo 1. Dada a fungao tabelada calcule a diferenca dividida de segunda ordem.

' X Vi

0 0.3 3.09
1 1.5 17.25
2 2.1 25.41

Solucao
Devemos calcular as diferencas divididas de primeira ordem

fHxo 2] =220 = 22202 — 11,80

X1—Xo
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- 25.41-17.25
g, x,] =228 = = 13.60
X2—X1 2.1-1.5

com todas as diferencas divididas de primeira ordem calculadas, vamos entdo

calcular a de segunda ordem

fxsxz]=f xoxs] _ 13.60-11.80 _
X2=Xo T 21-03

1.0

fz[xo'xpxz] =

Para facilitar os procedimentos numéricos e organizar os nossos calculos

colocaremos na propria tabela o desenvolvimento do calculo da seguinte forma:

i Xi Yi [0 xi44] f2[x0, %3, %5]
0 0.3 3.09 0, %] f2[x0, %1, %3]
1 15 17.25 Fllxy, %]

2 2.1 25.41

Fazendo a substituicdo numérica temos:

i X; Vi 1 Xi1q] f2[x0, %1, %3]
0 0.3 3.09 11.80 1.00

1 1.5 17.25 13.60

2 2.1 25.41

Agora que ja sabemos como calcular as diferencas divididas, iremos nos concentrar
na férmula de recorréncia para interpolacdo de Newton.

A féormula de recorréncia de interpola, de Newton com diferencas dividida,
depende do nimero de pontos existente na tabela.
1¢ Caso: Existem s6 dois pontos na tabela
A férmula, de interpolacdo, é obtida a partir da expressdo de diferenca divididas de

primeira ordem,

_fG) = f ) _ fx0) = fGx)

X1 — Xo Xo — X1

f %0, 2]
onde isolando f(x), para obter a férmula de interpolagao:

f(xo) = f(x1) + (xo — x1) f M0, x1]

assumiremos x = x,, onde x é qualquer valor dentro do intervalo [x, x4].

22 Caso: Existem so6 trés pontos na tabela

7

A férmula de interpolagdo, neste caso, é obtida a partir da expressao de diferenca
divididas de segunda ordem,

FHx120]=f xox1] _ fxo.x1]—f[x1.%7] N

2 _ _
f[x0, %1, %2] = P = X

-

9
9
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onde isolando f1[x;, x,], obtemos:

fHx0 %1] = o, x2] + (x0 — x2) f2 [0, %1, X2]

Substituindo na primeira formula de interpolagao, temos
f(x0) = f(x1) + (x0 — x){f 21, 2] + (X0 — 22) f ?[%0, X1, %2}

que pode ser escrita por
f(xo) = f (1) + (xo — x1) f x4, X2] + (0 — x1) (X0 — X%2) f*[X0, X1, X2]

que é a formula de interpolacdo para este caso, onde assumiremos x = x,, onde x é

qualquer valor dentro do intervalo [xg, x5].

32 Caso: Existem s6 quatro pontos na tabela
A férmula de interpolacdo, neste caso, é obtida a partir da expressdo de diferenca

divididas de terceira ordem,

3 f2x1, %2, %3] = f2[X0, X1, %21 f2[%0, X1, %3] = f2[X1, X5, X3]
[ [x0, %1, %2, %3] = =
X3 — Xo Xo — X3

onde isolamos f?[x,, x;, x,] , para obter:
f2[x0, x1,%2] = f2[x1, %2, %3] + (X0 — %3)f> [0, X1, X2, X3]

Substituindo na segunda férmula de interpolagao, temos

f(x0) = f (1) + (x0 = x1)f Moy, x2] + (o — 1) (X0 — 22){f *[1, X2, x3] + (%o
— x3)f %[ X0, %1, X2, X3}
que pode ser expresso por:
f(x0) = f (1) + (xo — x1)f My, x2] + (o — x1) (%o — X2) f 2[x1, X2, X3] + (X0 — %1) (X0

— x2) (%o — x3) f *[%0, %1, X2, %3]

que é a formula de interpolagdo para este caso, onde assumiremos x = x,, onde x €

qualquer valor dentro do intervalo [x,, x3].

492 Caso: Generalizacdo para n pontos na tabela
Para uma tabela de n pontos, a formula de interpola¢do pode ser expressa, segundo o

mesmo raciocinio, por:
i-1

FOo) = Fr) + ) il | [oe=xp)
i=0

j=0

onde assumiremos x = x,, onde x é qualquer valor dentro do intervalo [x,, x,]-.
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Exemplo 1. Determinar o valor aproximado de f(0.4), usando todos os pontos
tabelados

| Xi Yi

0 0.0 1.008
1 0.2 1.064
2 0.3 1125
3 0.5 1.343
4 0.6 1512

Solugdo

o lyi=f0l 0 Freen Fen b

0.0000 1.0080 0.2800 1.1000 1.0000  -0.0000
0.2000 1.0640 0.6100 1.6000 1.0000 0.0000
0.3000 1.1250 1.0900 2.0000 0.0000 0.0000
0.5000 1.3430 1.6900 0.0000 0.0000 0.0000
0.6000 1.5120 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

B w N RO

Utilizamos os valores em azul no momento a substituicao
£(0.4) = f[1+ (04 —xo)f*[] + (04 — x0) (0.4 — x,)f?[] +
+(0.4 — x0)(0.4 — x1)(0.4 — x)f3[] + (0.4 — x4) (0.4 — x;)(0.4 — x,)(0.4 — x3) f*[]

£(0.4) = 1.2160

Exemplo 2. Determinar o valor aproximado de f(0.2), usando todos os pontos
tabelados

i X; Vi

0 0.0 1.000

1 0.1 2.001

2 0.3 4.081

3 0.6 8.296

4 1.0 21.000
i | x T yw=rm 1 0 T 20 1 g | £
0.000 1.0000 10.0100 1.3000 10.0000 10.0000

0.1000 2.0010 10.4000 7.3000 20.0000 0.0000
0.3000 4.0810 14.0500 25.3000 0.0000 0.0000
0.6000 8.2960 31.7600 0.0000 0.0000 0.0000
4 1.0000 21.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Utilizamos os valores em azul no momento as substituicao
£(0.2) = f1+ (02— xo)f*[1+ (0.2 — %) (0.2 — x, ) f*[] +
+(0.2 — x0)(0.2 — x1)(0.2 — x,) f3[] + (0.2 — x0) (0.2 — x1) (0.2 — x,)(0.2 — x3) f*[]
£(0.2) = 3.0160

wWwN = o

PROGRAMA EM PYTHON
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# Interpolacdo de Newton
import numpy as np

# Entrada
x0 = 0.4 #valor a ser interpolado

D = np.array(

[[0.0 , 1.0081,
(0.2 , 1.064],
[0.3 , 1.125],
[0.5 , 1.343],
[0.6 , 1.5121]

print ("Interpolacdo de Newton")
print ("Dado")

print (D)

#print (D[0, :])

# Varidveis auxiliares
s =0
p=1

# matriz linha X coluna
linha = np.size(D[:,1])
coluna = np.size(D[1,:])

fprint (" [linha, coluna] = " + format([linha, colunal))
s =0
shape = (linha, linha)

M = np.zeros (shape)

for j in range(0 , linha , 1):
t =t + 1
for i in range(l , linha - j , 1):
, M[i-1,3-1]1, D[i+3 , 0] , D[i+j-t , 011)
M[i-1,3+1] = (M[1 , J] - M[i-1 , J1) / (D[i+]j , 0] - D[i+j-t , 01)
#print ("%$2d"% (i-1), "%2d"%$(j+1), "%8.4f"sM[i-1,3+1], "%8.4f"sM[i ,
j1 , "%8.4f"sM[i-1 , J], "%8.4f"%D[i+] , 0], "%8.4f"%D[i+j-t , 0])

#prlnt([l ’ j ’ M[l,j—l]

print ("Tabela")
print (' £[] f17[] £21] £311] £4[]")
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for i in range(0 , linha , 1):
for j in range(0 , linha , 1):

print ("%8.4f"%M[i,j], end=" ")
print (" ")
s = M[0,0]
for j in range(l , linha , 1):
p=1;

for i in range (0 , 3 , 1):
p=p * (x0 - D[1 , 0] )
s = s + M[O, Jj] *p

print ('\nValor de x é: {:8.4f}"'.format (x0))

print ('Valor interpolado é: {:8.4f}'.format(s))

SAIDA DO PROGRAMA
Interpolacdao de Newton
Dado
[[O. 1.008]
[0.2 1.064]
[0.3 1.125]
[0.5 1.343]
[0.6 1.5127]
Tabela
1] f171] f2r1] £31]
1.0080 0.2800 1.1000 1.0000
1.0640 0.6100 1.6000 1.0000
1.1250 1.0900 2.0000 0.0000
1.3430 1.6900 0.0000 0.0000
1.5120 0.0000 0.0000 0.0000
Valor de x é: 0.4000
Valor interpolado é: 1.2160

ATIVIDADE

OO O oo

4[]

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

101
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(01) Determinar o valor aproximado de f(0.3), usando todos os pontos tabelados

i Xi Yi

0 0.0 0.0000
1 0.2 0.0480
2 0.4 0.2240
3 0.6 0.5760
4 0.8 1.1520

(02) Determinar o valor aproximado de f(0.4), usando todos os pontos tabelados

' Xi Vi
0 0.1 0.1010
1 0.3 0.3270
2 0.5 0.6250
3 0.7 1.0430
4 0.9 1.6290

(03) Determinar o valor aproximado de f(0.3), usando todos os pontos tabelados

i Xi Yi

0 0.0 0.1000
1 0.2 0.1080
2 0.4 0.1640
3 0.6 0.3160
4 0.8 0.6120
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7. INTEGRACAO NUMERICA
Ao se resolver certos problemas, sdo comuns solu¢des que recaiam no calculo de
area de figuras plana onde se conhece as equagdes que contornam a figura. O problema a

seguir, ¢ um bom exemplo desta situacao.

Exemplo 1. Um movel se desloca ao longo de uma trajetoria retilinea segunda a equacgao
horaria v = 4t — t2, onde o tempo é medido em segundos e a distancia em metros. O

grafico da funcao horaria esta mostrado a figura a seguir.

5

\Y

-1
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 1 - Gréfico da fungdo v = 4t — t?, onde o tempo estd em segundos e a velocidade

em m/s.

O deslocamento deste mdvel nos primeiros 4 segundos é determinado calculando a
area plana compreendida entre a equagdo v = 4t — t? e o eixo dos tempos, isto &,

determinar a area rachurada mostrada na figura 2.

5

v [
|
|
|

W

|
|
|
|
:

2.5

[

|
|
|
|
'

1.5

A I

|

|

|

|
4 '
-0.5 0 0.5

35 4

Figura 2 - Gréfico da fun¢do v = 4t — t?, onde o t é tempo (seg) e v é a velocidade (m/s).

A parte rachurada corresponde ao deslocamento do mével.
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Como calcular esta area? Se a funcdo f(x) é continua em um intervalo [a,b] e sua
primitiva F(x) é conhecida, entdo a area é calculada pela integral definida desta func¢do

no intervalo definido e é dada por:

b
[ reodx=ry - Fa

onde F'(x) = f(x).

Como é feito em situacdes praticas? Em muitas situagdes praticas, onde ndo se tem
uma férmula analitica para a fungao f(x), e sim uma tabela de pontos que expressao seu
comportamento, para calculamos a area através do valor da integra definida de f(x) é

necessario a utilizacdo de métodos numéricos.

7.1. REGRA DOS TRAPEZIOS
Neste método, substituimos a rachurada que se deseja calcular pela area de um

trapézio como ilustra a figura a seguir.

Ya Ya

(@)

Figura 3 - (a) Area rachurada compreendida pela fungio f(x) e o eixo do x no intervalo

[x0x1]- (b) Trapézio utilizado para aproximar a area rachurada do item (a).

0 trapézio utilizado para aproximar a area rachurada é determinado, utilizando os
dois pontos do intervalo, onde passamos uma reta. Da geometria sabemos que a area

deste trapézio é dada por:

h
A = STfGro) + £ ()]
A diferenga entre a integral exata de f(x) (drea sob a curva f(x)) e a integral
aproximada (4drea do trapézio) é denominada de erro de integracdo. A diferenca dos

resultados nao é muito grande?
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Uma forma de se melhorar o resultado estimado, isto é, diminuir a diferenca entre
o resultado estimado e o exato na regra do trapézio é subdividir o intervalo [x( ,x;] emn
intervalos de amplitude h e em cada intervalo aplica-se a regra dos trapézios, como

ilustra a figura 4.

Ya
f(X)

a=Xo X1 X2 X3 X4  Xn1b=Xxn x
Figura 4 - Area compreendida pela fungio f(x) e o eixo do x no intervalo [x,x;] é

aproximada pela soma de n areas dos trapézios de mesma base compreendidos no

intervalo [xgx; ]

Desta forma, a area aproximada é calculada pela expressao:

h h h
A =§(yo + y1) +§(y1 +yz)+---+§(yn_1 + V)

Que pode ser simplificado para

h
A= > Vo + 2y1 + 2y3+...+2yp_1 + Y1)

Onde E; é o erro cometido na aplicacdo da regra dos trapézios no intervalo cujos

extremos sao x; e X;,1, 0u seja,
3

E;=——f"(¢
Com isto o erro total cometido é a soma dos erros cometidos em cada intervalo,

logo

:__an f"(e)

e pela continuidade de f''(€), existe n em a < € < b, tal que

(b-a)®

E. = —
t 12n2

——f"(e),ondea < & < b.
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Exemplo 1 - Calcule a area entre o grafico v = 4t — t? e o eixo do x, dentro do intervalo
[0,4].

A precisdo do valor aproximado depende do niimero n de trapézios, observe

T
|
|
|

Resolucao analitica:
3
A= [t —tD)dt = (22 - D)

3 3
2
A=(2*42—%)—(2*02—0—) = A—33 =10.6667

Aproximacdo paran =2

h
AZE()’1+23’2+3’3) = A=8

(b-a)®

E=—
12n2

f'(e) = E =2.6667

Aproximacdo paran =4

A=2( +2y,+2y;+ 2y, +ys5) = A=10

_ -2 a)’
12n2

E=-"2f"e) = E=0.6667

Aproximacdo paran =6

h
A= 5()/1 + 2y, + 2y3 + 2y, + 2y5 + 2y6 + y7)
A= 103704

E=- (‘iz“z f'(e) = E =0.2963

Aproximagéo para n = 30

A =10.6548
E= “;2“3 f'(e) = E=00119

Figura 5 — Mostrando a aproximagcao pela regra dos trapézios para diferentes valores de n.
Comv'(t) = 4 — 2t,ecomo v"(t) = —2, logo f""(0) = —2 em todas as expressdes, onde

0<e<4.
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PROGRAMA EM PYTHON

# Regra dos Trapézios

# Entrada
xi = 0. # intervalo [xi , =xf]
xf = 4
n = 30 # numero de trapézios
def f(x):

return 4*x - x**2

print ("Integracdo Numérica - Método dos Trapézios")

print ('f(x) = 4*x - x**2")

import math
import numpy as np

# varidveils auxiliar

h =20

s =0

h = (xf - xi)/n

vx = np.zeros((n+l))

vy = np.zeros ((n+l))

vx[0] = xi

for i in range(l , n+l1 , 1):
vx[i] = vx[i-1] + h

vy[0] = £(vx[0])

vy[n] = f(vx[n])

for i in range(l , n , 1):
vyli]l = 2 * f(vx[i])

#print (vx([:])

#print(vy[:])

s =0

for i in range(0 , n+l , 1):
s = s + vyl[il]

s = (h/2) * s

print ("Numero de trapézios: " , "%d"%n)

print ("Intervalo: " ,"[" , "%$8.4f"%$xi

print ('Valor da Integral: {:8.4f}'.format (s

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

,"%8.4£"$xE,

107
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xi = np.linspace(xi, xf, 100)

fig = plt.figure ()
plt.plot (xi, f(xi), '-")
plt.grid()

SAIDA DO PROGRAMA

Integracdo Numérica - Método dos Trapézios
f(x) = 4*%x - x**2

Nimero de trapézios: 30

Intervalo: [ 0.0000 , 4.0000 ]

Valor da Integral: 10.6548

4.0

3.5 1

3.0 1

2.5

2.0 1

154

1.0+

0.5 1

0.0 4

T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

ATIVIDADE

108

(01) Dada a fungéo f(x) = x? calcular o valor da integral I = fosf(x)dx, usando a regra dos

trapézios e dividindo o intervalo em 6 partes.

(02) Dada a funcdo f(x) = Inx calcular o valor da integral I = f; f(x)dx, usando a regra

dos trapézios e dividindo o intervalo em 6 partes.

(03) Dada a funcdo f(x) = x3 calcular o valor da integral I = f; f(x)dx, usando a regra dos

trapézios e dividindo o intervalo em 6 partes.

(04) Dada a funcdo f(x) = e* calcular o valor da integral I = f: f(x)dx, usando a regra dos

trapézios e dividindo o intervalo em 6 partes.
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Vocé saiba que na regra dos trapézios, utilizamos uma aproximag&o de primeira ordem

do polindmio interpolador de Gregory-Newton B, (x) para representar a fungéo f(x).

z(z—1 zZ(z—1)(z—2
B, (x) = yo + 24y, +%*A2yo + ( 3)'( )*A3y0+...+
zz-1)(z—-2)*.x(z—-n+1)
* n+ D) 4%

Isto é, utilizamos na regra do trapézio, utilizamos P, (x) = y, + z4y, (n = 1), para aproximar

f(x), com isto a integral passou a ser determinada por

b b
1= [ feodx = [ o + zaldx

X—X
Como z=—=-

= dx = hdz,

e considerando a = x, € b = x, , temos que

parax = a = z=%=0,

e
parax =h = z="2=1

substituindo os limes na integral temos

b 1 ZZ 1
I = f [yo + z4y,ldx = f [yo + zAy,lhdz = h lzyo + ?Ayol
a 0 0

12 02
I=h[1*y0+74yol—h[0*yo +?Ayol

I=hlyo+34y] = 1=hlye+30 -0

I=h [@] foi esta a expressao utilizada no método dos trapézios.
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7.2. PRIMEIRA REGRA DE SIMPSON
A vantagem, de revermos o método dos trapézios usando o polindmio interpolador
de Gregory-Newton (P,(x)) e que na primeira regra de Simpson, utilizamos uma

aproximacao de 22 ordem deste polindmio, isto é, faremos:

X—Xo
h

f(x) = yo + 28y, + 224 A%y, ondez =

Com isto o valor da integral ser:

b b z(z-1)
sz f(x)dxzf [y0+ZAyO +T*A yo]dx
a a )

%0 =  dx = hdz,

Como z =
Para se aproximar a funcdo f(x) por um polindmio do 22 grau, serdo necessarios 3

pontos: x,, x; e x, (Figura 6).

Ya

Figura 6 - Grafico de f(x) juntamente com a aproximacao de segunda ordem P, (x).
Considerando a = x5 e b = x, , temos que :

XxX=a = z= =0,

a—-a
h
b—a
x=D>b = Z:TZZ

Com isto, a integral sera resolvida da seguinte forma

b 2 z(z—1)
I = f f(x)dx = J [yo + zAy, + — Azyo] hdz
a 0 '

Cujo resultado é:
1

Ayo = y1— Yo

Azyo =y — 2y, + V0 entdo com a substitui¢cdo teremos

Como babemos que {

I = % [yo + 4y, + y,] que é denominado de 12 regra de Simpson.
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I=h [%] foi esta a expressao utilizada no método dos trapézios.

Para diminuir o erro, isto é, a diferenca do valor estimado e do valor real, devemos

subdividir o intervalo de integra¢do, da mesma forma que fizemos no método dos
- : : b . .
trapézios, com isto, a integral I = fa f (x)dx, sera aplicada em cada dupla de intervalos

da seguinte forma:

h h h
I =§[)’o + 4y; +y,] +§[)’2 + 4y; + ya4l +---+§[)’n—2 +4yn_1 + Ynl

1%sub int ervalo 2%sub int ervalo ultimosub int ervalo

O erro total cometido serd a soma dos erros cometidos em cada aplicagao da 12

regra de Simpson nas duplas de subintervalos e sdo determinados por:

_ —(b-a)®

180n4 f@(e),ondea < & < b.

Exemplo 1. Calcule o valor da integral fol %, come < 1074

Solugao
Calcular esta integral significa calcular a a&rea compreendida entre o grafico e o eixo x,

como mostra a figura a seguir.

0.8

06

0.4

02

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
1+x2’

Figura 7 - Grafico da funcao f(x) = onde a drea rachurada representa o resultado

dx
1+x2

da integral [ 01

Devemos definir qual dever ser o nimero n de subintervalos devemos usar, para isto

utilizaremos a nossa formula do erro total

_ —(b-a)®
~ 180n*

Como f(x) =

fU")(e),ondea < & < b.

1
1+x2’

entao temos que
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v _ 24 288x7 384x* <<
()= T e + PYIE, onde0<e<1

Sabemos que o maior erro total serd obtido quando x = 0,logo |f" (x)|max €

considerando € < 1074, entdo temos:

-(1-0)°
180n%

£24<107% = n* 2%104 = n > 6.042

Isto é, devemos escolher um niimero de subintervalos maior que 7, e escolheremos para

este cason = 8. 0 valor da aproximacao foi obtido, para n = 8, a partir da tabela a

seguir.

i Xi Yi ‘ Ci
0 0.0000 1.0000 1
1 0.1250 0.9846 4
2 0.2500 0.9412 2
3 0.3750 0.8767 4
4 0.5000 0.8000 2
5 0.6250 0.7191 4
6 0.7500 0.6400 2
7 0.8750 0.5664 4
8 1.0000 0.5000 1

Tabela 1- ci sdo os coeficientes que devem ser aplicados yi para determinar a

aproximacao do valor da integral.

Para calcularmos o valor da integral pela seguinte expressao

b odx 1
J T2~ p Yot 4+ 2y, +4ys+ 2y, +4ys + 2y + 4y7 + s}
0 x

dx

Substituindo os valores da tabela teremos |, 01 .z = 0.7854

PROGRAMA EM PYTHON

# Primeira Regra de Simpson
# Entrada

xi = 0. # intervalo [x1 , =xf]

n = 8 # ntmero de intervalos (deve ser um numero maior que 7)

def f(x):
return 1/(1 + x**2)

print ("Integracdo Numérica - la regra de Simpson")
print ('f(x) = 1/(1 + x**2)")

import math
import numpy as np
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# varidvels auxiliar

h =20
s =0
h = (xf - xi)/n

vx = np.zeros((n+l))
vy = np.zeros((n+l))

vx[0] = xi
for i in range(l , n+l1 , 1):

vx[1i] = vx[i-1] + h
vy[0] = £(vx[0])
vy[n] = f(vx[n])

for i in range(l , n , 1):

vy[i] = f£(vx[i])

#fprint (vx[:])
#fprint (vyl[:])

s =0
for i in range(0 , n , 2):

s = s + (h/3)*(vyl[il+4*vy[i+1l]+vy[i+2])
#s = (1/h) * s
print ("Numero de intervalos: " , "%d"%n)
print ("Intervalo: " ,"[" , "%8.4f"%xi , ",
print ('Valor da Integral: {:8.4f}'.format(s))
print (" ")

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

#xi = np.linspace(-10, 10, 100)
xi = np.linspace(xi, xf, 100)

fig = plt.figure()
plt.plot (xi, f(xi), '-")

plt.grid()

SAIDA DO PROGRAMA

Integracdo Numérica - la regra de Simpson
f(x) = 1/(1 + x**2)

Nuimero de intervalos: 8

Intervalo: [ 0.0000 , 1.0000 ]
Valor da Integral: 0.7854

,"%8 .43 E,

113
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1.0 4

0.9

0.8

0.7 A

0.6

0.5 1

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0

ATIVIDADE
(01) Calcule a integral fol 1:129;2’ com £ < 107%, usando a 12 regra de Simpson.

(02) Calcule a integral flz In(1+ x)dx, com € < 107*, usando a 12 regra de Simpson.

dx
1+2x3’

03) Calcule o valor da integral ! com € < 1074, usando a primeira regra de
g 0 p g
Simpson.
04) Calcule o valor da integral g In(1+ x?)dx, com € < 104, usando a primeira regra
( gral | p g

de Simpson.
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7.3. SEGUNDA REGRA DE SIMPSON
Na segunda regra de Simpson utilizamos uma aproximagdo de terceira ordem no

polindmio interpolador de Gregory-Newton (P,(x)) o que resulta na expressao:

B(x) = yo + z4y, + Z(szl) * A%y, + Z(Z%)'(z_z) * A3y,, onde z = x_hx".
Com isto o valor da integral ser:
b b z(z—-1 z(z—1)(z—-2
1= [ reodx= [ [rotzayy + 22 sty + D gy
a a 2! 3!
como z = x_hi = dx = hdz,
Desta forma a solugao da integral é:
3h
I'= gb’o +3y1 + 3y2 + ys]

0 erro total neste método é dado pela expressao

—3x5

E=——
80

fV(e), a<e<h.

Para diminuir o erro quando o intervalo nao for muito pequeno, devemos

subdividir o intervalo de integra¢do da seguinte forma:

3h

IZ@[)’0+33’1+3)’2 + y3]

1%sub int ervalo

3h 3h
t3g [y3 + 3ys + 3ys + Y6l +... t35 [Vn—3 + 3Yn—2 + 3¥n_1 + ¥l

2%sub int ervalo ultimosub int ervalo

Exemplo 1 - Calcule o valor da integral I = ff In(x3 + e*)dx

Solucao

Calcular esta integral significa determinar a area compreendida entre o grafico e o eixo
X, como mostra a Figura 8. O valor da integral é obtido pela seguinte expressao:

4 3h
f ln(x3 + e*)dx = g{% + 3y, + 3y, + 2y5 + 3y, + 3ys + 2y + 3y + 3yg + Yo}
1

Os valores de yq, ¥4, Y2, ---, ¥n S0 obtidos na tabela a seguir,
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Figura 8 - Gréfico da fungéo f(x) = In(x> + e*), onde a drea rachurada representa o

resultado da integral ff In(x3 + e*)dx.

0 valor da aproximacao foi obtido, paran = 9, a partir da tabela a seguir.

i Xi Yi ‘ Ci
0 1.0000 1.3133 1
1 1.3333 1.8187 3
2 1.6667 2.2950 3
3 2.0000 2.7337 2
4  2.3333 3.1362 3
5 2.6667 3.5072 3
6 3.0000 3.8520 2
7  3.3333 4.1754 3
8 3.6667 4.4821 3
9 4.0000 4.7757 1

Tabela 2 - ci sdo os coeficientes que devem ser aplicados yi para determinar a

aproximacgdo do valor da integral.

Substituindo os valores da tabela teremosff In(x3 + e*)dx = 9.6880

PROGRAMA EM PYTHON

# Segunda Regra de Simpson

# Entrada

xi = 0. # intervalo [xi1 , xf]

xf =1

n =29 # numero de intervalos (deve ser um numeto maior que 8)
def f(x):

return 1/ (1 + x**2)

print ("Integracdo Numérica - 2a regra de Simpson")
print ('f(x) = 1/(1 + x**2)")

import math
import numpy as np

# varidvels auxiliar
h =0

s =0

h = (xf - xi)/n

VX np.zeros ((n+1))

vy = np.zeros((n+l))

vx[0] = xi
for i in range(l , n+l1 , 1):
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vx[i] = vx[i-1] + h

vy[0] f(vx[0])
vy [n] f(vx([n])
for i in range(l , n , 1):

vy[i] = f£(vx[i])

#print (vx[:])
#fprint (vy[:])

s =0
for i in range(0 , n-2 , 3):
S = s + (3*h/8)*(vy[i]+3*vy[i+1]+3*vy[i+2]+vy[i+3])
print ("Numero de intervalos: " , "%d"%n)
print ("Intervalo: " ,"[" , "%8.4f"%xi , "," ,"%8.4f"%xf,

(
(
print ('Valor da Integral: {:8.4f}'.format(s))
print (' ")

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

#xi = np.linspace(-10, 10, 100)

xi = np.linspace(xi, xf, 100)

fig = plt.figure()
plt.plot (xi, f(xi), '-'")
plt.grid()

SAIDA DO PROGRAMA

Integracdo Numérica - 2a regra de Simpson
f(x) = 1/(1 + x**2)

Numero de intervalos: 9

Intervalo: [ 0.0000 , 1.0000 1]

Valor da Integral: 0.7854

1.0+

0.9 4

0.8 1

0.7 4

0.6

0.5 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

"]")
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ATIVIDADE
(01) Calcule o valor da integral fol %, com £ < 1074, usando a segunda regra de

Simpson.
(02) Calcule o valor da integral ff In(1+ x)dx, com € < 107%, usando a segunda regra
de Simpson.

(03) Calcule a integral [ —=

0 142x3’

com ¢ < 1074, usando a 22 regra de Simpson.

(04) Calcule a integral flz In(1+ x?)dx, com ¢ < 10~*, usando a 22 regra de Simpson.
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