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CARTA AO ALUNO

Caro(a) aluno,

E com grande entusiasmo e dedicagdo que trazemos até vocé este material
abrangente e completo sobre nimeros complexos e polindmios. Nossa missdo é
proporcionar a vocé uma jornada matemdtica enriquecedora, preparando-o(a) ndo
apenas para enfrentar desafios em exames e concursos, mas também para
desenvolver habilidades matemdticas sélidas que serdo essenciais em sua jornada

académica e profissional.

Compreendemos que o estudo de matemdtica, especialmente quando se trata
de tépicos mais avangados como nimeros complexos e polindmios, pode ser
intimidante para muitos estudantes. No entanto, acreditamos firmemente que, com
uma abordagem cuidadosa e gradual, esses conceitos podem ser dominados de

forma gratificante e enriquecedora.

Este trabalho foi concebido com o objetivo de atender as necessidades ndo
s6 dos alunos que se preparam para o Exame Nacional do Ensino Médio (Enem), mas
também daqueles que buscam ingressar em academias militares renomadas, como
o Instituto Tecnoldgico da Aerondutica (ITA), o Instituto Militar de Engenharia
(IME) e a Escola Naval (EN). Sabemos que esses concursos representam um
desafio significativo no campo da matemdtica, uma vez que apresentam questdes
de alto nivel, muitas vezes inspiradas na renomada Olimpiada Internacional de
Matemdtica (IMO). Ao dividir o contelido em capitulos, com um periodo de um més
para a aplicagdo de cada um, visamos permitir um estudo aprofundado e gradual
dos conceitos. Nossa intengdo € que vocé possa absorver o conhecimento de
maneira sélida, garantindo uma compreensdo plena dos nimeros complexos e dos

polindmios.



O capitulo dedicado aos nimeros complexos é especialmente importante,
pois ele estabelece as bases fundamentais para o entendimento dos conceitos que
serdo abordados ao longo do trabalho. Exploramos as operagdes bdsicas, como
adigdo, subtragdo, multiplicagdo e divisdo, bem como a forma polar e
trigonométrica dos ndmeros complexos. Além disso, abordamos as raizes da
unidade, o conceito de conjugado e as propriedades das poténcias de nimeros
complexos. Um destaque especial é dado ds férmulas de De Moivre e de Euler, que
sdo essenciais no estudo dos nimeros complexos, mas muitas vezes sdo pouco
trabalhadas no ensino médio regular. Ao apresentar essas férmulas com detalhes
sobre sua origem e importdncia, buscamos proporcionar uma compreensdo mais

profunda e aplicdvel desses conceitos.

O capitulo dedicado aos polindmios com coeficientes complexos € igualmente
relevante, jd que os polindmios sdo uma ferramenta poderosa para a resolugdo de
problemas matemdticos complexos. Iniciamos com a definicdo de polinomios e
apresentamos os diferentes tipos, como os polindmios lineares, quadrdticos e
clbicos. A partir disso, exploramos as operagdes bdsicas de adigdo, subtragdo,
multiplicagdo e divisdo de polindmios, bem como as propriedades dessas operagdes.
O Teorema do Resto e o Teorema de D'Alembert sdo abordados, pois sdo
importantes ferramentas no estudo dos polinomios. Dedica-se também uma segdo
para discutir as raizes e os zeros de um polindmio, incluindo o Teorema
Fundamental da Algebra, que estabelece a existéncia de raizes complexas para
qualquer polindmio com coeficientes complexos ndo nulos. Ndo deixamos de
apresentar o Teorema de Briot-Ruffini e sua aplicagdo na divisdo de polinomios.
Finalmente, exploramos tépicos avangados, como a derivada de um polindmio e o
conceito de polindmios reciprocos, além de abordar as técnicas de fragdes parciais,
transformadas aditivas, multiplicativas e simétricas, que sdo ferramentas valiosas
no estudo e na manipulagdo de polindmios com coeficientes complexos.

Acreditamos que essa abordagem ampla dos polindmios proporcionard a vocé uma



compreensdo solida e preparard adequadamente para o ensino superior, em
especial para a drea de ciéncias exatas, onde muitos estudantes apresentam um

déficit no conhecimento de nimeros complexos.

Um aspecto fundamental desta obra € a selegdo cuidadosa e organizagdo dos
exercicios ao longo dos capitulos. Os exercicios foram elaborados para estimular
a aplicagdo dos conceitos aprendidos, promovendo o desenvolvimento do
pensamento logico e a capacidade de resolver problemas relacionados aos nimeros
complexos e polindmios. Por meio da prdtica continua, vocé terd a oportunidade de
desenvolver suas habilidades matemdticas de forma progressiva, comegando por
problemas mais simples e avangando para desafios mais complexos. Acreditamos
que essa abordagem gradativa e desafiadora contribuird significativamente para

o seu aprendizado e crescimento como estudante de matemadtica.

Para a construgdo deste material, atentamos aos requisitos dos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) e seguimos as diretrizes da Universidade Federal
do Parand, garantindo que nosso contetdo seja adequado e eficaz para o ensino dos
ndmeros complexos e polinomios. Queremos que este material seja uma fonte
valiosa de conhecimento e aprendizado, ndo sé para vocé, mas também para
professores e instituigdes de ensino que desejam elevar o nivel de educagdo em

matemadtica em nosso pais.

Nossa maior aspiragdo € que, ao abordar os nlimeros complexos e polindmios
de forma ampla e aprofundada, este trabalho ndo apenas o prepare para o sucesso
em exames e concursos, mas também o ajude a desenvolver habilidades
matemadticas essenciais para sua formagdo académica e profissional. Acreditamos
que a compreensdo desses temas ird capacitd-lo(a) a resolver problemas de forma
eficiente e aprimorar suas capacidades analiticas, proporcionando uma base sélida

para o seu sucesso académico e profissional.



Lembre-se de que o conhecimento adquirido por meio deste trabalho ndo é
apenas uma preparagdo para provas, mas sim uma ferramenta valiosa para a vida.
A matemdtica estd presente em diversas dreas do conhecimento e a capacidade
de resolver problemas matemdticos complexos é uma habilidade altamente

valorizada em muitas carreiras e campos profissionais.

Ao longo de sua jornada com este material, esperamos que vocé perceba que
a matemdtica é muito mais do que apenas nidmeros e férmulas. Ela é uma linguagem
universal que nos permite compreender o mundo ao nosso redor e resolver
problemas de maneira légica e estruturada. Além disso, a matemadtica é uma
ferramenta poderosa para desenvolver o pensamento critico e analitico,

habilidades que serdo Uteis em todas as dreas da sua vida.

Ndo subestime o valor de cada conceito e tépico abordado aqui. Cada
detalhe, cada férmula e cada exercicio proposto foram pensados para proporcionar
a vocé uma formagdo completa e sdlida em matemdtica. Sabemos que o caminho
pode ser desafiador, mas também acreditamos que vocé é capaz de superar cada

obstdculo e alcangar seus objetivos académicos e profissionais.

Queremos enfatizar que, ao longo deste trabalho, estaremos ao seu lado
para apoid-lo(a) em sua jornada de aprendizado. Caso surjam ddvidas ou
dificuldades, ndo hesite em procurar ajuda. Seja conversando com seus
professores, colegas de estudo ou buscando recursos adicionais, o importante é
que vocé ndo desista diante dos desafios. A persisténcia e o esforgo sdo
fundamentais para alcangar o sucesso em qualquer drea da vida, e com a

matemdtica ndo é diferente.

Além do aspecto académico, encorajamos vocé a ver a matemdtica como uma
fonte de prazer e satisfagdo intelectual. A medida que aprofundamos nosso
conhecimento em matemdtica, comegcamos a descobrir sua beleza e elegdncia,

encontrando solugdes para problemas que, a primeira vista, pareciam insoliveis. A



matemdtica € uma aventura intelectual, e esperamos que este trabalho desperte

em vocé o interesse e a curiosidade para explorar esse mundo fascinante.

A medida que avanga em seus estudos, lembre-se de manter a mente aberta
para hovos conhecimentos e perspectivas. A matemdtica é uma ciéncia em
constante evolugdo, e sempre hd algo novo a aprender. A sede de conhecimento e
a busca pelo aperfeicoamento sdo caracteristicas essenciais para aqueles que

desejam se destacar e contribuir de forma significativa para a sociedade.

Ao concluir este trabalho, esperamos que vocé se sinta mais confiante e
preparado(a) para enfrentar os desafios que o aguardam, tanto em exames e
concursos como em sua vida académica e profissional. Nosso objetivo é que vocé
se torne um(a) estudante de matemdtica dedicado(a) e apaixonado(a), capaz de

utilizar esses conhecimentos para fazer a diferenga no mundo.

Agradecemos sinceramente pela oportunidade de acompanhd-lo(a) nesta
jornada. Saiba que estamos torcendo pelo seu sucesso e que acreditamos no seu
potencial. Lembre-se sempre de que vocé é capaz de alcangar grandes conquistas,
e que o aprendizado € um processo continuo e enriquecedor. Desejamos a vocé uma
experiéncia gratificante e proveitosa com este material, e que ele seja apenas o
comego de uma jornada matemdtica incrivel. Estamos aqui para apoid-lo(a) em cada

passo do caminho.

Atenciosamente,

Pedro Henrique Soares Rodrigues da Silva



CARTA AO PROFESSOR

Prezado(a) Professor(a),

7/

E com um enorme prazer que venho compartilhar com vocé, caro colega,
algumas sugestdes fundamentais para a utilizagdo do material diddtico que
desenvolvi, focando nos capitulos de Nimeros Complexos e Polindmios. O objetivo
¢ contribuir para uma experiéncia de aprendizado enriquecedora e eficaz para
nossos alunos, permitindo-lhes explorar com profundidade e compreensdo esses

conceitos essenciais da matematica.

Para garantir uma base sélida e contextualizar a importdncia dos Polinomios
e Niumeros Complexos, é fundamental incluir uma abordagem histérica. Propomos
reservar um tempo especifico, talvez em uma aula introdutéria, para apresentar
aos alunos a fascinante evolugdo desses tépicos ao longo do tempo, desde suas
origens até as aplicagdes mais contempordneas. A historia por trds desses
conceitos matemadticos pode despertar o interesse e a curiosidade dos alunos,

aproximando-os da disciplina de forma significativa.

O Cronograma abaixo € apenas uma sugestdo, pois sabemos que o
desenvolvimento dos capitulos e segdes a serem trabalhados depende de alguns
fatores, como o nivel de compreensdo e absorgdo de cada turma e o nivel de
dificuldade de cada segdo proposta. Levando isso em consideragdo, propomos que
cada segdo seja dada em uma aula (50 min) ho minimo, exceto a aula 1, pois nessa
aula serd trabalhado todo o primeiro capitulo sobre a histéria dos polindmios e dos

ndmeros complexos em uma aula.



Cronograma
Aula 1 - histéria dos polindmios e dos nimeros complexos.
Nimeros Complexos (Capitulo 2)
Aula 2 - O conjunto dos nimeros complexos
Aula 3 - O conjugado de um ndmero complexo.
Aula 4 - O médulo de um nimero complexo
Aula 5 - Plano de Argand-Gauss e forma trigonométrica
Aula 6 - Multiplicagdo e divisdo na forma trigonométrica
Aula 7 - Radiciagdo - 2% férmula de De'Moivre
Aula 8 - As raizes enésimas da unidade.
Aula 9 - Férmula de Euler
Polinomios (Capitulo 3)
Aula 10 - Conceitos bdsicos de Polindmios complexos em uma varidvel
Aula 11 -Teorema do resto de D'Alembert
Aula 12 - O teorema fundamental da dlgebra.
Aula 13 -Teorema das raizes racionais, conjugadas e relagdo de Girard.
Aula 14 - Polindmios reciprocos e auto reciprocos.
Aula 15 - A derivada de um polingmio.
Aula 16 -Transformadas aditiva, multiplicativa, simétrica e reciproca.
Aula 17 - Férmula de Taylor
Aula 18 - Decomposigdo de uma fungdo racional em uma soma de fragées

parciais
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Ao longo do curso, abordaremos os recursos de Nimeros Complexos e
Polindmios de forma progressiva, visando proporcionar uma experiéncia de
aprendizado gradual e enriquecedora para nossos alunos. Iniciaremos com os
Conceitos Iniciais de Nidmeros Complexos, explorando desde a definigdo e
operagdes bdsicas até a forma trigonométrica e suas aplicagdes prdticas. A sequir,
iremos para os Topicos Intermedidrios, aprofundando-se na abordagem do
Teorema de De'Moivre, raizes enésimas da unidade e férmula de Euler, entre
outros conceitos essenciais. Posteriormente, nos dedicaremos aos Topicos
Avancados de Numeros Complexos, incluindo exigidos em concursos militares e
aplicagées mais complexas, desenvolvendo assim habilidades analiticas e
resolutivas em nossos alunos. Em seguida, daremos inicio aos Conceitos Iniciais de
Polindmios, abordando definigdes, graus e operagdes bdsicas, de forma clara e
diddtica, com exemplos prdticos que aproximam os conceitos do cotidiano dos
estudantes. Progressivamente, passaremos para os Tépicos Intermedidrios,
explorando o teorema do resto, teorema fundamental da dlgebra e relagées de
Girard, permitindo uma compreensdo mais profunda das propriedades dos
polindmios. Por fim, concluimos o estudo dos Polindmios com os Tdpicos Avangados,
que envolve polindmios reciprocos, derivadas, transformadas e outras aplicagdes
relevantes, proporcionando aos alunos uma abordagem mais sofisticada e
preparando-os para desafios académicos e profissionais. Ao seguir essa sequéncia
cuidadosamente iniciada, buscamos garantir o desenvolvimento consistente e
aprofundado dos conhecimentos em Nimeros Complexos e Polinémios em nossos

alunos.

E importante destacar que os exercicios propostos foram cuidadosamente
selecionados e organizados em ordem crescente de dificuldade. Essa abordagem
permite que os alunos desenvolvam suas habilidades matemdticas de forma
progressiva, sentindo-se confiantes e preparados para enfrentar desafios cada

vez maiores.
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Para tornar as aulas mais interativas e envolventes, proponho o uso de
recursos visuais, como grdficos, esquemas e simbolos analdgicos para representar
conceitos abstratos. A exploragdo de recursos tecnoldgicos, como softwares de
matemadtica e aplicativos educacionais, também pode ser uma excelente forma de

consolidar o entendimento dos alunos sobre os polindmios e os nimeros complexos.

Além disso, incentivo a criacdo de momentos de debate em sala de aula, onde
os alunos podem discutir e trocar ideias sobre os conceitos estudados. Essa
abordagem colaborativa contribui para o desenvolvimento do pensamento critico e

para a consolidagdo do conhecimento.

Para avaliar o progresso dos alunos, sugiro a aplicagdo de estimativas
periddicas que reflitam os diversos niveis de complexidade estudados em sala de
aula. Dessa forma, serd possivel identificar os pontos fortes e as dificuldades dos
alunos, permitindo que o ensino seja adaptado para melhor atender as suas

necessidades individuais.

Outro aspecto relevante € incentivar a resolugdo de problemas do cotidiano
que envolvem polindmios e nimeros complexos, mostrando aos alunos a aplicagdo
prdatica desses conceitos em situagdes reais. Desafios e exemplos
contextualizados aproximam os alunos da matemdtica, tornando o aprendizado

mais significativo e motivador.

No que diz respeito aos alunos que se preparam para concursos militares e
para aqueles que ingressaram recentemente na graduagdo, é fundamental oferecer
suporte adicional. Proponho a realizagdo de sessdes de tutoria ou plantagdes de
dividas, onde esses alunos podem reforgar seu conhecimento nos requisitos
exigidos hos exames e desenvolver habilidades especificas para obter sucesso em

suas jornadas académicas e profissionais.

Por fim, ressalto que a motivagdo dos alunos é um fator-chave para o sucesso

do processo de ensino e aprendizagem. Como cuidamos, temos o papel de inspirar
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e encorajar nossos alunos a se dedicarem aos estudos e perceberem a beleza e a

utilidade da matemdtica em suas vidas.

Espero que estas sugestdes sejam Uteis para a preparagdo das aulas e para
o planejamento do ensino dos capitulos de Polindmios e Nimeros Complexos. Tenho
a intengdo de que, com dedicagdo, empenho e uma abordagem pedagdgica
cuidadosa, nhossos alunos alcangardo um entendimento sélido desses temas

importantes da matemdtica.

Estou a disposigdo para dialogar sobre quaisquer ajustes ou melhorias que
possam ser feitas ao longo do curso, bem como para colaborar em atividades
extracurriculares relacionadas @ matemdtica. Juntos, podemos proporcionar uma

experiéncia educacional valiosa e transformadora para nossos alunos.

Atenciosamente,

Pedro Henrique Soares Rodrigues da Silva
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1. UM POUCO DA HISTORIA DOS POLINOMIOS E DOS
NUMEROS COMPLEXOS.

1.1. A histéria das equagdes polinomiais

Provavelmente um dos feitos matemdticos mais extraordindrio do século
XVI foi a descoberta, por matemdticos italianos, da solugdo algébrica das equagdes
clbica e qudrtica. Logo de inicio, a equagdo do 3° grau mostra em um de seus
aspectos notdveis o enigma histérico envolvendo a sua solugdo. Os babildnios ja
sabiam resolver a equagdo do 2° grau 1700 a.C., foi necessdrio esperar mais de
3000 anos até que Scipione Del Ferro (1465 -1526) resolvesse a equagdo do 3°
grau e logo em seguida, Ludovico Ferrari a do 4° grau.

Matematicos como Niccolé Tartaglia (1499-1557) e Ludovico Ferrari (1522-
1565) contribuiram para a resolugdo das equagbes cubicas e qudrticas,
respectivamente. No entanto, somente em 1545, sem o consentimento de Tartaglia
que Girolamo Cardano (1501-1576) publica "Ars Magna” com a resolugdo dessas
equagdes, constituindo-se num marco importante para os algebristas da época.

A resolugdo das equagdes cubicas e qudrticas, divulgada com a publicagdo,
em 1545, da obra “"Ars Magna”, foi talvez a maior contribuigdo dada a dlgebra,
desde que os babilonios, quase quatro milénios antes, aprenderam a completar o
quadrado para a resolugdo das equagées quadrdticas. Este fato tdo imprevisto e
notdvel, causou tal impacto que o ano de 1545 pode ser considerado como o inicio
do periodo moderno da Matemdtica.

As descobertas publicadas em "Ars Magna"” deram um enorme impulso a
pesquisa e a dlgebra e naturalmente o estudo das equagbes caminhou para a
generalizagdo, de modo a incluir equagdes polinomiais de qualquer ordem. Embora
o resultado ndo fosse o esperado no campo de resolugdo das equagdes, houve um

grande desenvolvimento do cdlculo algébrico nos dois séculos seguintes.
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Ao se falar da obra de Cardano, a ordem cronoldgica foi um pouco avangada,
entdo € hora de voltar, até uns anos antes de 1545, para mencionarmos o que disse
Pacioli nessa época e entdo, a partir dai, tentar prosseguir sem dar mais saltos
durante essa jornada referente a histéria e resolugdo da equagdo do 3° grau. Em
1494, Frei Luca Pacioli, amigo de Leonardo da Vinci, renomado professor de
Matemdtica, tendo ensinado em diversas Universidades da Itdlia, depois de
ensinar, sob forma de versos, a regra para resolver a equagdo do 2° grau, Luca
Pacioli afirmava que: "ndo podia haver regra geral para solugdo de problemas do
tipo x3 + mx = n" (equagdo chamada por eles da época de clbica comprimida).

Por volta de 1515, Scipione Ferro, Professor de Matemdtica da Universidade
de Bolonha, resolveu algebricamente a equagdo clbica x* + mx = n, com men
pertencente aos reias, baseando seu trabalho provavelmente em fontes drabes.
Apesar da ndo publicagdo da sua solugdo, ele a revelou dando a regra e ndo a prova
ao seu discipulo Antonio Maria Fiore. Tartaglia ha época anunciou ter descoberto
uma solugdo algébrica para a equagdo clbica x* + px? = n, com p e n pertencente
aos reais. Na época, era normal acontecer duelos intelectuais, e esses duelos eram
cercados de rituais, presididos por alguma autoridade e muitas vezes assistidos
por uma numerosa audiéncia. Achando que a revelagdo de Tartaglia era um
equivoco, Fiore teve a infeliz ideia de desafiar Tartaglia para um duelo, uma
disputa matemadtica. Na troca dos problemas desafios, Tartaglia encaminhou uma
lista de 30 problemas cobrindo diversos tépicos de Matemdtica, enquanto os 30
propostos por Fiore terminavam, cada um, exigindo a solugdo de uma equagdo
clbica comprimida, aquele tipo de equagdo que Ferro tivera descoberto um modo
de resolugdo. Tartaglia resolveu facilmente todos os problemas de seu desafiante,
que, por sua vez, sendo menos talentoso, fracassou na maioria dos problemas que
Ihe foram propostos.

Essas noticias sobre o concurso e a natureza dos problemas resolvidos junto

a vitéria esmagadora de Tartaglia rapidamente chegaram em Mildo, onde vivia o
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Matemadtico Girolamo Cardano, que ficou muito curioso para saber como fora
conseguido aquilo que Pacioli julgara impossivel. Cardano ouvira as histérias sobre
o desafio e ficou interessado em aprender as maravilhosas técnicas de Tartaglia.
Influente e insinuante como era, com uma maneira ardilosa, Cardano conseguiu que
Tartaglia Ihe revelasse o segredo da regra da resolugdo, mas sua demonstragdo foi
omitida. Em troca, Cardano, em juramento prometeu ndo divulgar a regra.

Mas em 1542, Cardano e Ferrari visitaram Bolonha e ld obtiveram permissdo
de Della Nave para examinar os manuscritos de Ferro, olhando para eles
encontraram a solugdo da equagdo x3 + px = g. Cardano sentiu-se desobrigado
de manter o juramento, pois estava proibido de publicar a solugdo de Tartaglia,
mas ndo a de Ferro, obtida alguns anos antes. A partir dai, voltou-se, com energia
a preparagdo de seu grande livro "Ars Magna“, que foi publicado em 1545. Essa
publicagdo foi recebida favoravelmente pelos entendidos, mas provocou reagdo
bem desfavordvel em Tartaglia jd que revelaria o segredo tdo guardado por ele.

Mesmo Cardano tendo dado os merecidos créditos a Tartaglia nessa
resolugdo das equagdes do terceiro grau e so ter tido publicada ela apés ter visto
a solugdo parcial da equagdo do 3° grau por Ferro, em alguns de seus manuscritos
isso gerou para Cardano uma enorme disputa com Tartaglia. Com efeito, no ano
seguinte da publicagdo do "Ars Magna" Tartaglia publica os "Quesite e Inventioni
Diverse"”, no qual ele, além de apresentar solugdes para vdrios problemas que lhe
foram propostos, ja que esta disputa publica dele com Fiori ndo foi a sua primeira,
ele jd havia participado de outras disputas de mesma natureza antes, em seu livro
ele descreve fatos autobiogrdficos e conta a histéria de suas relagdes com
Cardano, atacando-o asperamente pela quebra do juramento solene. Apesar de
todo esse descontentamento de Tartaglia junto com a sua publicagdo, mais a
publicagdo anterior de Cardano, tudo isso junto deu um enorme impulso no
desenvolvimento da Matemdtica. Cardano, dedicou grande parte da sua vida a

dlgebra e ao reconhecimento da importancia das raizes negativas, chamadas por
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ele de "ficticias". Embora falasse das raizes quadradas dos nimeros negativos, ndo
chegou ao conceito dos imagindrios. A continuidade de seu estudo foi realizada por
Rafael Bombelli.

Depois da publicagdo nho "Ars Magna" da solugdo da equagdo do 3° grau, esta
férmula para resolugdo ficou conhecida como férmula de Cardano por ter sido
publicada pela primeira vez em seu livro, muito embora ele tenha dito que a formula
fora descoberta por Ferro e redescoberta por Tartaglia. Com a publicagdo dos
"Quesiti”, Ferrari em defesa de seu mestre respondeu por um panfleto, ja que
Tartaglia atacava diretamente Cardano, esse panfleto provocou uma réplica de
Tartaglia, iniciando-se uma polémica que durou mais de um ano e produziu os doze
panfletos, conhecidos como “Cartelli di Sfida Mathematica”, que no final acabou
gerando um debate matemadtico entre Tartaglia e Ferrari em Mildo. O resultado
desse debate ndo ficou muito claro, mas as autoridades universitdrias de Brescia,
para onde Tartaglia acabara de se transferir, ndo ficaram satisfeitas com o seu
desempenho e cortaram seu confrato. Ele regressou a Veneza, onde morreu,
humilde e obscuro, nove anos depois.

Em 1545, Cardano propds o célebre problema "Divida 10 em duas partes de
modo que seu produto seja 40". Embora ele préprio tenha dado o resultado 5 +
V-5e 5 — v=5, qualificou-o de “tdo sutil quanto indtil". Em seguida Cardano

deparou-se com raizes de niimeros negativos ao resolver equagdes do 3° grau, como

x3- 15x- 4 = 0, cuja solugdio era indicada por x = /2 + V=121 + /2 — V—121.
Dizer que a solugdo da equagdo x* - 15x - 4 = 0 ndo existia (pois V—121 ndo
existia) ele ndo quis dizer, pois sabia que 4 era uma solugdo dessa equagdo. Essa
situagdo intrigante Cardano ndo resolveu, mas teve o mérito de ter dado atengdo
a ela.
Foi Rafael Bombelli (1526-1573), em 1560, que percebeu que as expressdes
debaixo das raizes cubicas diferiam apenas por um sinal e teve a feliz ideia (e

depois provou-a) de que as proprias raizes cubicas fossem do mesmo tipo e
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diferissem apenas por um sinal. De fato, ele mostrou que as raizes cubicas

encontradas por Cardano eram 2 ++v—1 e 2 —+v—1, que, somadas, ddo 4.
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1.2. A historia de V-1

Em 1637, Descartes jd havia usado o termo “real” e “imagindrio”, no trabalho
La Géométrie, considerando os nimeros complexos como solugdes de equagdes.
Para ele os nimeros imagindrios eram os complexos a + bi com b z 0.

Leibniz (em 1702), Euler (em 1770) e Gauss este Ultimo também chamado de

o principe dos matemdticos chegaram a trabalhar com os nimeros na forma

a + bV—1, sempre intrigados, pois, embora o simbolo V-1 ngo tivesse sentido,
sempre que operavam com nhdmeros na forma a + bv—1, obtinham resultados
corretos. Atribui-se a Gauss a brilhante ideia de substituir o simbolo a + bv—1
por um par ordenado de nimeros reais (a,b), possibilitando, a partir dai, a
visualizagdo no plano cartesiano dos nimeros entdo chamados "sofisticos”, “sem
sentido” ou “imagindrios".

O simbolo V=1 passou a ser substituido pelo par (0,1) e foi chamado por
Euler, em 1748, de i. E o nimero complexo (a,0) passou a ser identificado como o

ndmero real a, como identificamos hoje o nimero racional % com o hdmero inteiro

a.

O primeiro a representar graficamente os nimeros complexos, desenhando
uma reta perpendicular a reta real, o eixo imagindrio foi Caspar Wessel em 1797
num artigo cientifico intitulado “Sobre a Representagdo Analitica da Diregdo” onde
ele utiliza seus resultados para resolver poligonos planos e esféricos, além de
demonstrar alguns teoremas conhecidos da Algebra. Um matemdtico amador
chamado de Jean Robert Argand, nascido na Suica em 1768, ficou famoso pela sua
interpretagdo geométrica dos nlimeros complexos, onde i € interpretado como uma
rotagdo de 90°. A representagdo no plano dos nimeros complexos é conhecida
como plano de Argand-Gauss. Cada nlimero complexo é associado a um dnico ponto
P do plano cartesiano. A parte real do complexo é representada por um ponto do

eixo horizontal, que passa a ser denominado de eixo real, e a parte imagindria, por
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um ponto no eixo vertical, que passa a denominar-se eixo imagindrio. O ponto P,
correspondente do nidmero complexo z = a + bi, € denominado de imagem ou

afixo de z.

Em 1821, Cauchy (1789-1857) introduziu os termos “conjugado” e "mddulo”.

Em 1822, Gauss (1777-1855) introduziu o nome "ndmero complexo”.

O tratamento rigoroso moderno dos nimeros complexos como pares de
ndmeros reais foi apresentado por Hamilton, em 1853. Mais tarde ele estendeu
esses ndmeros ao espago de quatro dimensdes sobre os nimeros reais, no trabalho

Lectures on Quaternions [7].

1.3. Resolugdo de equagdo polinomiais de grau 3

Agora, chegamos ao grande momento, a hora de mostrar como se deu a
férmula de resolugdo por radicais da equagdo do 3° grau, veremos que toda equagdo
do 3° grau é facilmente transformada haquela equagdo clbica comprimida que
vimos no decorrer de nosso texto, entdo, vamos ver como fazer esta

transformagdo e como chegar a resolugdo.

Podemos escrever uma equagdo do 3° grau assim:

ax>+ bx*+ cx +d = 0.
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C.

~ . . . bx? d .
A equagdo acima € equivalente a x* + % t— to = 0. Logo, basta considerarmos

equagdes em que o coeficiente de x3 seja igual a 1.

Dada a equagdo x3+ ax?+ bx + ¢ = 0, a serd feita uma substituigdo da

varidvel x por umay e tal que x = y —%, isso transformarad a equagdo em:

desenvolvendo os produtos notdveis e simplificando vem:

2 2a3 ab

y3+ (b—a?)y +?—?+ c =20,

que é uma equagdo onde o termo do segundo grau € nulo. Portanto, é suficiente
estudar equagdes do terceiro grau desse tipo, ou seja, aquelas que podem ser

escritas dessa maneira:
x3+ px + q = 0.

Para resolver esta equagdo, escrevemos x = u + v. Substituindo esta Ultima

igualdade na equagdo que nos propulsemos a resolver, temos:

ud+ v3+ 3utv+ 3uvi+ p(u +v)+ q = 0,
isto é:

ud+ v3+ Buv + p)u +v)+q = 0.

Portanto, se conseguirmos achar nimeros u, v tais que:

w4+ v3= —q,ouseja, u+ v:i= —q
3
wy = -2 5 33 = -,
3 27

entdo x = u + v serd raiz da equagdo x* + px + q = 0.
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Ora, o problema de achar u?® e v3® conhecendo a sua soma e o seu produto €, como

sabemos, de fdcil solugdo: u® e v3 sdo as raizes da equagdo do 2° grau:
g9

3

p
2 =
w*e + qw 57

Utilizando a formula resolutiva para resolver esta equagdo, obtemos:

3 _ _4 /q_z P’ 3-_4_ /q_z p®
uw = = + " +27 ev’=—2 " +27 , € consequentemente,
: q 2 p®  ° q q*> |, p?
x=u+v= |-+ [F+=+ |—— [—+=(1)
2 4 27 2 4 27

Assim,x = u + v, dada pela férmula acima, é uma raiz da equagdo expressa por

x3+ px + q = 0.

Esta é a formula de Cardano, que ndo foi descoberta por ele, mas sim por

Tartaglia.

A férmula acima trouxera inicialmente mais perguntas do que respostas, pois
quando sua aplicagdo era feita numa equagdo do 3° grau, muitas vezes fazia
aparecer um hovo e misterioso tipo de nimero e que ndo se conseguia conciliar a
férmula de Cardano com exemplos prdticos de equagdes do 3° grau que exibiam 3

raizes.

Esses problemas se devem raizes quadradas negativas e para resolver esse

problema, serd usado métodos desenvolvidos por Euller para as raizes complexas.

1.4. Método de Euller

Para elucidar o problema que emerge na segdo anterior, o qual foi o maior
problema do século XVI, entra em campo o brilhantismo de Euller. Euller mostra

que podemos encontrar os valores de x utilizando a extragdo de raizes cubica e,
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portanto, femos 3 alternativas. Assim, sdo 9 os valores possiveis da soma u + v,

sendo 3 deles raizes legitimas e 6 raizes estranhas.
Veja que destacando na formula (1), o radicando D = q; + g—;, temos:
1° caso: Se D > O a equagdo tem uma raiz real e duas raizes complexas
conjugadas;
Demonstragdo: Tomando z como uma das solugdes complexas de

x3 + px + q = 0. As trés raizes cubicas de x> + px + q = 0sdo z,wz,wz

onde w = ei'(z?n) = cos (2?") + isen (2?”) = —% + i? ¢ uma raiz cubica da

unidade. Pela férmula de Cardano e da hipétese de D > 0, u® e v* sdo reais.

Denotamos por u, e v; suas raizes cubicas reais, os trés valores de u e v sdo:
Ug; WUy, WUy, Vg WUy 5 WDy

onde w e w sdo as raizes cubicas da unidade.

Para que u - v seja real, as possibilidades para u e v sdo as seguintes:

U = wuy; v = wiy

uUu=u,;,v ="V
U = wuy; v = wu,

Portanto as trés raizes da equagdo y*> + py + q = 0 sdo dadas por:

Yo, = wu + wv,
VY3 = Wuq + wug

{ Y1 = Uy +v;
Note quey, = wu; + wv; = y;

Provando assim o seguinte fato:

Se D > 0 a equagdo tem uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.



23

2° caso: Se D = O a equagdo tem trés raizes reais, sendo uma repetida;
Demonstragado:
Entdo u; = v, e as raizes sdo:
Y1=u; +v; = 2uy

y2=ys=(WHw)u = -y
Onde u1 € a raiz cdbica de —2.
Provando assim o seguinte fato:
Se D = 0 a equagdo ¥* + py + q = 0 tem trés raizes reais, sendo uma
repetida;
3° caso: Se D < O a equagdo tem trés raizes e distintas.
Demonstragado:

Quando D<0, a férmula exprime x = u + v como soma de duas raizes cubicas

de ndmeros complexos

Neste caso usaremos a chamada solugdo trigonométrica da equagdo

3

polinomial do terceiro grau, quando u® e v? nas férmulas sdo ndmeros

complexos e conjugados.

Fagamos:
_gi iv—D = p (cosO + isend)

desta igualdade e do fato que u?.v3 = —’2’—; tiramos:



Como u.v =—§ é real temos:

( 1
y1 = 2p3cos <3
1 0+ 2m
1V, = 2p3 cos(
1 0+ 4n
V3 = 2p3 cos(

Provando assim o seguinte fato:

N————
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N———
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Se D <0 entdo as trés raizes da equagdo y* + py +q =0 sdo reais e

distintas.

Apés a descoberta da resolugdo por radicais da equagdo do 3° grau, logo em

seguida apareceu tfambém a solugdo da equagdo do 4° grau, essa ja tem mais

algumas manipulagdes a serem feitas, no entanto, também podem ser resolvidas

por meio de radicais.
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Depois disso, as coisas ficaram mais lentas praticamente na inércia em se
tratando das resolugdes por radicais de equagdes, agora para graus maiores do que
4 e durante trés séculos, buscou-se um processo de resolugdo para equagées do 5°

grau ou de grau superior através de radicais.

A questdo foi resolvida por Abel e Galois no século XIX, que demonstraram
a impossibilidade de se ter uma férmula geral para resolver equagdes de grau
superior a 4. Como ocorre muitas vezes em Matemdtica, apesar de a resposta a
respeito da possibilidade de resolver tais equagdes por radicais ser negativa, a
busca ndo foi infrutifera: a teoria desenvolvida por Galois e sua demonstragdo

gerou infeira e extensa drea de desenvolvimento na Algebra.

O fato de ndo possuirmos férmulas algébricas de resolugdo para equagdes
de grau superior a 4 ndo significa que ndo possamos resolver tais equagdes, isto €,
calcular raizes reais e complexas. Os processos de resolugdo, ho entanto, envolvem
métodos numéricos de aproximagdo que ndo serdo discutidos nesse trabalho. Na
verdade, mesmo equagdes de grau 3 e 4 ndo sdo, na pratica, resolvidas através de
suas formulas algébricas de resolugdo, preferindo-se, ha maior parte das vezes,

recorrer a métodos numéricos.

Apesar da inexisténcia de férmulas de resolugdo para equagdes de grau
maior ou igual a 4, determinadas equagdes particulares de grau n podem ser

resolvidas algebricamente.

Embora ndo se constitua em uma forma prdtica para resolver equagdes do
3° grau, a formula de resolugdo, desenvolvida por Del Ferro e Tartaglia e publicada
por Cardano, tem valor historico. Ela ajuda, também, a entender a origem de certos

problemas que podem parecer misteriosos, como por exemplo, mostrar que o

3\/2+\/§ + 3{/2—\/5

ndmero ¢ inteiro. Certamente, esta expressdo representa um

ndmero real que igualando a x, elevando ambos os lados ao cubo e simplificando,



26

chegaremos a uma igualdade do tipo x* + 3x- 4 = 0, é imediato verificar que 1 é
uma raiz da equagdo, e logo em seguida ela pode ser escrita como (x - 1)(x? + x +
4) = 0o fator do 2° grau ndo possui raiz real e como sabemos que o nimero dado
¢ real e raiz da equagdo, ele s6 pode ser 1; portanto, apesar das aparéncias, o
niimero dado € inteiro. E bom observar que todas as equagdes daquela época eram
numéricas, o uso de letras para representar niimeros em Algebra teve inicio com
Francgois Viete, em 1591. Portanto, a rigor, ndo havia férmulas e sim receitas ou
regras, explicadas com exemplos huméricos para cada tipo de equagdo do 3° grau

proposta.
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2. NUMEROS COMPLEXOS

Ha mais de uma maneira de iniciarmos este assunto, no entanto, vamos nos

ater a ordem histérica.

Ao tentar determinar as raizes de uma equagdo como x?+ 2x + 2 = 0,
percebemos que seu discriminante é negativo. Ja sabemos que, neste caso, a
equagdo ndo possui raizes reais. Mas se usdssemos a formula de Bhaskara assim

mesmo?

—2+v—4 . ’ ~
/-4 Veja que, de fato, esse nlimero ndo pertence

Assim, chegariamos a ”

ao conjunto dos Reais, jd que hd ali umv—4. Se pudermos escrever v—4 = 2v—1,

teremos que—1 + v—1.

Veja que este nimero possui uma parte que € real - 1 e também uma parte

que ndo é V—1.

Portanto, se faz necessdrio definir um novo “tipo” de nimero o qual

chamaremos de unidade imagindria
i=+v-1.

Observe que i hdo € um ndmero real pois i = —1 < 0.
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2.1. O conjunto dos nimeros complexos
Definimos C= {a + bi | a, b € R} como o conjunto dos nidmeros complexos.

Para um elemento z = a + bi, com a e b reais, denotamos por:
Re(z) = a (partereal de z)
Im (z) = b (parte imaginaria de z)

Se Im(z) = 0, temos que z € real (ou seja, o conjunto dos complexos contém o dos

reais).
Se Re(z) = 0elm(z) # 0, dizemos que z € um imagindrio puro.

Abaixo definiremos as operagoes de adigdo, subtragdo, multiplicagdo e divisdo nos

ndmeros complexos:
Sejam z = a + biew = c + di € C. Defina:
1 - Adigdo e Subtragdo

z+tw=(atc)+ b+ di
Ex:z=2+4i,w=3 -2i, logo
Z+w=0Q2+3)+ @+ (-2)i=5+2i
z-w=2-3)+ (4 - (-2))i = -1+ 6i

2 - Multiplicagdo

z -w = (ac- bd) + (bc + ad)i
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Ex:z =2 +4i,w = 3-2i

z-w=(2.3-4.(-2)) + (4.3 + 2.(=2))i = 14 + 8i

3 - Divisdo

z _ ac+bd bc—ad .

w c2+d? c2+d?

Ex:z=2+4i, w=3-2i

z 23+4-(-2) 43-2-(-2) 2 16

w32 (=22 T 3ry(—22 ‘T 13713

Sejam z e w nimeros complexos tais que z=a+biew=c+di, coma, b, c e d reais.

Dizemos que z = w se, e somente se,a=ceb =d.
Observagdo:

Em muitas situagdes, € necessdrio elevar i a um expoente demasiadamente grande.

Note que:
021, =i, i2=-1, ¥ =i%i = -i, i*= ()% = 1
Sendo assim, do fato de para todo k € Z, (i*)=(i*) =1, temos:
jAkH0 _ j4ki0 _ q
4k+1 _ :4k:1 _
jAk+2 —

j4k+3 — j4k;3 —

i i —i

Ou seja, basta deixar no expoente o seu resto na divisdo por 4.

EXJ i273 - i4468+1 - il =i
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Exercicios:

1) Calcule a soma dos seguintes ndmeros complexos: (2 + 3i) + (4 — 5i)

2) Calcule a subtragdo dos seguintes nimeros complexos: (5 + 2i) — (3 — 4i)
3) Calcule a multiplicagdo dos seguintes nimeros complexos: (2 + i) x (3 — 2i)
4) Calcule a soma dos sequintes nimeros complexos: (—4 + 6i) + (2 — 3i)

5) Calcular a multiplicagdo dos seguintes nimeros complexos: (1 + i) x (1 — i)

6) Determine o resultado de i%4°¢
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2.2. O conjugado de um ndmero complexo.

Se z

a + bi € um nimero complexo, definimos como Z = a — bi o seu

conjugado.

Propriedades do Conjugado:

I

Z=12z
Demonstragdo.

Seja z= a + bicomaeb €R.

Z=a+hi=a—-bi=a+bi=z

Ex.: Sendo z = 2 + 4i, determine Z.

IT.

IIT.

Zz=2+4i=>7=2—-4i =7z=2+4+4i=1z

Z+w=2zZ+wz
Demonstragdo.

Sejamz = a + bi,comaeb€Rew = c+ dicomced € R.Entao,

z+w=(a+b)+(c+d)=(a+c)+(b+dn=(@+c)—(b+d)i=
a-bi +c-di=z+w

Ex.: SendoZ = 2 +4iew =3+ 2i, determinez + w

ztw=zZ4+w=02 +4i))+(3+2i)=5+6i
W=7z W

Demonstragdo

Sejamz = a + bi,comaeb€Rew = c+ dicomced € R.Entao,

Z-w= (a+b1):(c+d) = ac+adi + cb1 — bd = (ac — bd) + (ad + cb)1=
(ac- bd) - (ad + cb)i = ac- adi- cbi-bd = (a- bi)-(c-di)=z-w
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Sendo Z = 2 +4iew =3+ 2i, determine Z.w

Zw=Z.w=2-3-4-2)+2-24+4-3)i=-2+16i

Demonstragdo

Sejamz = a + bi,comaeb€Rew =

# 0,istoé,ced

c+ dicomced €ERe w

nao sao simultaneamente nulos, teremos:

w c+di)  (c+d)(c—dy)

B (ac + bd) — (bc — ad)i B

c? 4+ d?

(ac+bd)+(ad—bc)i_(a—bi)+(c+di)_(a—bi)_c+di

@:<a+bl)_(a+b1)-(c—d1)_ (ac + bd) + (bc — ad1

c? + d>

c?+d? c?+d?

“c—di) c+di

Ex: Sendoz = 2 +4iew = 3 + 2i, determine (g)

—(W)_Z_2+4i .(3-2i) _14+8 14 8i
z) W B

3+2i-(3—2i)

Re(z)=%z_ elm(z) = Zz;lz_

Demonstragdo

Sejaz = a + bicomaeb € R.Entdo:

z+z‘_(a+bi)+(a—bi)_2_a

2 2

z—7Z (a+bi)—(a—>bi) 2bi

2i 20

13

2

20

BEERIEE)

= a = Re(2)

b =Im(z)

Ex.: Sabendo que z + Z = 4 e z — Z = 10i, determine z.

Re(z) =

z+Zz
2

N

=2

z
w

32
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Portanto, z = 2 + 5i.

Zérealez=1z

Demonstragdo

Suponha que z sejareal.Entdao:z = a + 0i = a- 0i,a €ER,istoé,z=2

reciprocamente, suponha que z = zZ. Entdo da propriedade anterior temos:

Z+Z__Z+Z_ZZ

Re(z) = =y =5 =7
]
Ex.: Sabendo que z = a + bi e que Z = z, determine b.
sez=z & z € R, como z € real, logo ndo possui parte imagindria
portanto b = 0.
z é imagindrio puro & z=—z2
Demonstragdo
Suponha que z seja imagindrio puro. Entdo,z = 0+ bi = —(0—bi) =
—Z,bER,istoé,z=—-2
Reciprocamente, suponha que z = —Z.Sejaz = a+ bicomaeb €
R, entdo a + bi =z = —Z = —a + bi. Logo 2a = 0 isto &,z = bi.
]

Ex.: Sabendo que z = a + bi e que —Z = z, determine a.

Se —7Z = z & z é imagindrio puro, logo ndo possui parte real portanto
a=0.



Exercicios

Dado o nimero complexo z = 3 + 2i, realize as seguintes operagdes:

1) Calcule o conjugado de z.

2) Calcule o valor de z2.

3) Determine o produto de z pelo seu conjugado.

4) Divida z pelo seu conjugado e represente na forma algébrica.
5) A soma de z com seu conjugado resulta em um real puro.

34
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2.3. O mddulo de um nimero complexo

Dado um complexo z = a + bi, definimos o médulo de z como |z| = Va? + b?, com
aeb €eR

Propriedades:
l. |z| € R,
Demonstragdo:

Sejaz = a + bi, definimos o médulo de z como |z| = Va? + b?, com
aeb €ER,

Note que a? + b? € Ry, portanto Va? + b? € R,.

|
Exemplo: Sendo z = 3 + 4i, determine se o modulo de z € R,
Solugdo:
Izl =32 +42=5€R,
II. izl = |z|?
Demonstragdo:
Sejaz = a + bi, definimos o médulo de z como |z| = Va2 + b2, com
aeb €R.
Note quellz|| = \/m =a% + b? com (a? +b?) eR, e|z|? =
(VaZ5b2)° = a? + b2, com (a® + b?) € R,, por conseguinte [iz]| = |z|2
|

Exemplo: Sendo z = 4 + 3i e |z| = V32 + 42 determine se o ||z|| = |z|?

Solugdo:

llzll = \/(42 + 32)2 = <J42 + 32>2 = |2|?



Solugdo:
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Iz[=12|
Demonstragdo:

Sejaz = a + bieZ=a— bi e definimos o médulo de z como |z| =

va? + b?,comaeb € R.

Note que temos |z| = Va? + b? e |Z] = \/az + (=b)2 =Va? + b2, logo |z|=|z|

u
Exemplo: Determine o modulo de z, sabendo que |z|=7.
Solugdo:
I|>e|la propriedade demonstrada anteriormente temos que [z|=|z|, portanto
zl =17.
|z|? = z-Z
Demonstragdo:
Sejaz = a + bieZ=a— bi e definimos o médulo de z como |z| =
Va2 + b2, comaeb €R.
Note quez- z= (a + bi)(a—bi) = a?®— (bi)? = a* + b* = |z|*
u

Exemplo: Sendo |z| = 4, determine o produto z - Z.

Pela propriedade acima foi provado que z- Z = |z|* = 4% = 16

lzw| = |z||w]

Demonstragdo:
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Sejaz = a + biew = c+di e definimos o médulo de z como |z| =

va? + b?, comaeb € R.

Note que z-w = (ac — bd) + (ad + bc)i, |z| =Va? + b? e|w| =Vc?2+d? ,
portanto femos:

lzw| = y/(ac — bd)? + (ad + bc)? = J (ac)® + (bd)? + (ad)® + (bc)? =

JaZ(cz +d*) + b*(c? +d*) = J(az +b%) (2 +d*) =(VaZ + b2 ) -
(VeZ+d?) = |z||w|

n
Exemplo:
Sabendo que |z;| = 3 e |Z,| = 4, determine |z;2z,|.
Pela propriedade acima temos que |z,z,| = |z||z,| =3 -4 =12
z,_lz
=1 = ]
Demonstragdo:
Sejaz = a + bi,w = c +di edefinimos o mddulo de z como |z| =
va? + b%?,comaeb €R.
z _a+bi- (C - di) __ (ac=bd)+(ab+bc)i _ (ac—bd) |, (ad+bc) .
Note que — = i (c—di) v == T a2, L porfanto
teremos:
2 2
|Z| _|{(ac = bd) N (ad +bc)\"  [(ac)? + (bd)? + (ad)? + (bc)?
wl c%+d? c? + d? B (c? +d?)? B
_|a¥(c2+d®) +b°(c2+dY) (@ +bD)(c2+d)  |(a®+D7)
- (c? + d?)? - (c? + d?)? | (¢ +4d?)
_Va?>+Db? |z
Ve +dz |wl
n

Exemplo:
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Sejam z; e z, nimeros complexos, tais que |z;| = 4 e z, = |2|, determine
o valor de

z
Z2
Solugdo:

Pela propriedade anterior, temos que:

Z1

|z 2

Z3
|z + w| < |z| + |w]| (desigualdade triangular)
Demonstragdo:

Note que o mddulo de um nimero complexo z = a + bi é dado por:

|z| = /(az + b?)

Agora, suponha que temos dois ndmeros complexos z; = a +bie z, = c +
di. Observe que:

|z + 25| < |z1] + |2z,]

Ja@+ 2+ (b + d)2<(a + b2 + (2 + d?)

(@+ )+ (b + d)? < (a®+ b?) +2y/(a? + b2)(c? + d?) + (¢? + d?)

a? + 2ac + c? + b? + 2bd + d?
< a?+2ab + b? + 2/ (a? + b2)(c? + d?) + c? + 2cd + d?

(ac + bd)? < (a®? + b?)(c? + d?)
a?c? + 2acbd + b%d? < a?c? + a?d? + b%c? + b?d?
2achd < a?d? + b%c?
a?d? — 2acbd + b%c? > 0
(ad — bc)? =0

Portanto, a desigualdade triangular é demonstrada.

Exemplo: Determine o valor minimo da soma de |z | + |z;|, sabendo que
|Z1 + Z2| = 7
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Solugdo:
Pela desigualdade triangular temos que |z;| + |z3| > |z; + z;| dai temos:
|z1| + 22| = 7
Logo o valor minimo para a soma de |z;| + |z,| €7
Exercicios

1) Dado o ndmero complexo z = 3 + 4i, calcule o médulo de z.

2) Dado o nimero complexo z = -2 - i, calcule o médulo de z.

3) Dado o nimero complexo z = 2i, calcule o médulo de z.

4) Sabendo que |z,| = 3 e |Z,| = 4, determine |z;z,].

5) Seja z um nimero complexo com mddulo 4. Se |z + 3| = 2, determine o valor
de z.

6) Seja z um nimero complexo tal que |z - 2| = |z + 2|. Determine o conjunto
de valores possiveis para z.
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2.4. Plano de Argand-Gauss e forma trigonométrica

Como cada complexo z = a + bi estd definido por 2 parametros (a e b) de forma
dnica, podemos fazer uma associagdo direta entre nlimeros complexos e pontos

no plano:
a+bi - (a,b)

Assim, representaremos cada complexo z = a + bi por um ponto no chamado plano

de Argand-Gauss.

A forma trigonométrica

Como os nlmeros complexos sdo pares ordenados, cada nimero complexo Z =
(a,b) = a+ bi é representado por um Unico ponto do plano cartesiano (R* =
R x R) ; além disso, cada ponto do plano é a imagem de um Unico ndmero complexo

(par ordenado)

As partes a (real) e b (imagindria) sdo as coordenadas cartesianas do ponto
P (a,b), denominado afixo ou imagem geométrica do nimero complexo Z =
(a,b) = a + bi, e o plano assim considerado passa a ser chamado de plano
complexo ou plano de Argand - Gauss. Além do plano de Argand - Gauss e do afixo

P, fambém merecem destaque:

+ O eixo Ox, chamado eixo real, e indicado por Re (z)
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» O eixo Oy, chamado eixo imagindrio, e indicado por Im(z)

- A distancia do afixo P a origem O (0, 0), chamada médulo ou norma do nimero

complexo Z = a + bi, e indicada por |z|, onde |z| € R,

- O dngulo 6 formado pelo segmento OP e pelo eixo Ox, medido no sentido anti-
hordrio, a partir do semieixo positivo x, 0 < 6 < 2m, chamado argumento

principal do nimero complexo Z
Definigdo

O argumento de um ndmero complexo z, arg(z), € o dngulo que esse nimero forma

com o eixo real positivo, medido no sentido anti-hordrio.

Dado um ndmero complexo z = a + bi, seu argumento pode ser calculado a partir da

relagdo trigonométrica:

b
arg(z) = arctan <a)
Definigdo

O maédulo de um ndmero complexo z, o qual chamaremos de p, ¢ a distancia de z até

a origem do plano complexo. é dado por:

p=|z| =Va* + b*

O médulo de um ndmero complexo é uma medida da sua magnitude ou famanho, e
pode ser interpretado geometricamente como o comprimento do vetor que

representa o nimero complexo no plano de Argand- Gauss.
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Argumento (6)

L=

or

0<0<2nm

(]
o
[

Py

Maédulo (p)
p =+ a?+ b?

a
cos(@) = ’ — a = p.cos (0)

b
sen (0) = l_) - b = p.sen(0)

Dai,z = a + bi = pcosf + ipsend , é natural definir cis@ = cosd + isenf. Esta
maneira de escrever é chamada de forma trigonométrica de um nimero

complexo.
z = p.cis(0)

Ex.: Determine a forma trigonométrica do complexo z =1+

p =12 + 12 =+/2, cos(0) =%=g, sen(@) = 12 =g=>9 =% entao:

Sl

(0
z =1+ i érepresentado na forma trigonomética por z =2 - cis (Z)

O Conjugado na Forma trigonométrica
Dado z = p - cisf, observe que seu conjugado é dado por z = p - cis(-0).
Para provar a afirmagdo acima, basta lembrar:

cos(—60) = cos B e sen(—60) = —sen@
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A Igualdade na Forma trigonométrica
Sendo z; = p; - cisO; e z, = p,.cis O, temos que:
Z=w S p;=p,el,—0,= 2kn,k € Z

Exercicios

1) ProvequecisO=1e cisg =i
2) Prove que cisa - cisp = ciz(a + )
3) Prove que cis(—a) = ——

cisa
4) Prove que % = cis(a — B)
5) Dado o nimero complexo z = 2 cis (g) , encontre todos os nimeros complexos w
que se encontramem w* = z.
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2.5. Multiplicagdo e divisdo na forma trigonométrica
Sejam z e w nlimeros complexos tais que z; = p;cisf; e z, = p,cish,
Multiplicagdo

Antes de efetuarmos a multiplicagdo de ndmeros complexos, convém

relembrar as seguintes férmulas trigonométricas.

e sen(a + b) = sena - cosb + senb - cosa
e sen(a-b) = sena - cosb-senb - cosa
e cos(a+ b) =cosa-cosb-sena - senb

e cos(a-b) = cosa - cosb + sena - senb

Observe agora que:
(cos@,+ i - sen6,;) - (cosB, + i - senB,) = (cosO,cosb,- senb, -
sen 8,) + (sen 84 cos 8, + sen B,cos 6;)i = cos (6, + 0,) + sen (6, + 6,)
Dai, podemos calcular o produto dos ndmeros complexos tomando z; =
p1(cos@;+ i - senb;) ez, = p,(cosB, + i - senH,) temos:
zy -2, = py(cos@; + i - senB,) p,(cosB, + i - sen6,)
Zy " Zy = p1pa(cosB, + i - sen ;) (cosB, + i - sen0,)
7y 25 = p1pz[ cos (6, + 0,) + sen (6, + 6,)]

zy 23 = p1p2-cis(01 + 63)
Divisdo
Considere z;, z, e w nimeros complexos ndo nulos, onde w € o quociente de

z, por z,, tais que 6,, 6, e 6,, sejam seus argumentos e p,p; e p,, seus médulos,

respectivamente. Temos:

Z1 Z1
_:W:>Zz'_:ZZ'W:>21:ZZ'W
27 Z)

Pela multiplicagdo de nimeros complexos, obtemos:



45

91=02+9W:91_92=9W

P1=P2"Pw == Pw
P2
Dai temos:
Z1 P11 .
r—=—"-cis (0, —0
Z P, (61 —063)

Poténcia (1 Férmula de De'Moivre)

Em geral, se z = pcis(0) temos paran € Z:

Ao fazermos z" comn € Z,e aplicando a propriedade da multiplicagdo teremos:

z2t=222zz=p-p-p--plcos(0 +0+0--4+0)+ isen(@ +6 +6--+06)]
= p™[cos(nB) + isen (nh)]

Ao fazermos z" comn € Z_e aplicando a propriedade de divisdo temos:

N = 1 — 1 [cos(nB) + isen (n6)]

z ™ p~[cos(—n@) + isen (—nB)] [cos(nb) + isen (nh)] = p".cis(nf).

Logo z" = p™.cis(n@),vV n € Z.

Exercicios

1) Dado os nimeros complexos z; = 2cis (g) ez,

3cis G) calcule o

produto z; -z, e represente-o na forma polar

, . 3 . 2
2) Dado os nimeros complexos z; = 4 cis (T") ez, = 2cis (?”) calcule o

produto z; -z, e represente-o na forma polar.



A

3) Dado os ndmeros complexos z; = 5 cis (g) ez, = 2cis (— Z)' calcule o

quociente ZZ—1 e represente-o na forma polar.
2
=TT

4) Dado os nimeros complexos z; = 3cis (g)e Z, = 4cis (T) calcule o

quociente ~* e represente-o na forma polar.
2

5) Dado os niimeros complexos z; = 2 cis (%) ez, = 3cis (_?”) calcule o

produto z; -z, e represente-o na forma polar.

46



47

2.6. Radiciagdo - 2% formula de De'Moivre
Considere o nlimero complexo z, ndo nulo, dado na forma trigonométrica
z = p.cis(6)

Definimos como uma raiz enésima de z, um nimero complexo w = p,,.cis(6,,) tal

que:
w=RvVzeowt=z2
Dai resulta:
pucis(nb,,) = w" =z = pcis(0)
E, portanto:
pw =p = py = Y/p,poisp,ep€R;
nb, =0+ 2kn = 6,, = #,com k€{0,12,..,(n—1)}

Assim:

n

wy = tfp.cis (M) ,comk €{0,1,2,...,(n— 1)} logo, podemos ver que existem

exatamente n raizes enésimas que sdo descritas abaixo:

° Sek=0:>w0:’(/ﬁcis(

s}
N——

n

. Sek=1=w1=’i/5.cis(

D
+
iS
S
N——



6+2nm 0 0
= - + 2w =

T n

Observe que se k = n = w, = wy, pois

n + 1,k = n + 2, e assim por diante, recairemos em raizes jd obtidas.

Logo temos a formula de radiciagdo conhecida por 2% formula de De'Moivre.

0+ 2km
n

w='{/§=’{/ﬁcis( ),comke{O,l,Z,...,(n—l)}

Exemplo: Determine a raiz terceirade z = 1+

=@+ 0 = TTF IR =2

1 2 1 V2

co0s@=—=—cesen=—=—=0 =

T
VZ 2 N 4

Logo temos que z = 1 + i na sua forma trigonométrica é representdo por z =

V2 .cis G)

2k
Tomando w = /z = 3\/ V2.cis <4+ n) = ¥2.cis ("+8k”) ,comk e {0,1,2}

3 12

° Sek=0=>w0=§/§.cis(1—”2)

° Sek=1:>W1=§/§.cis(j—;r)

° Sek=2:w2:W.cis(%T)

Logo temos como raizes os seguintes elementos do conjunto S =

{i/f cis (l), V2. cis (9—”), V2. cis (11:)}

12 12 12

Exercicios:

,logo para k =n,k =

48

1) Dado o nimero complexo z = 4cis (g) encontre todas as raizes quadradas de

z na forma polar



2)

3)

4)

5)

Dado o nimero complexo z
na forma polar.

Dado o ndmero complexo z
de z na forma polar.

Dado o ndmero complexo z
z na forma polar.

Dado o ndmero complexo z

na forma polar.

49
9cis (g) encontre todas as raizes ctbicas de z
16cis (3?") encontre todas as raizes quadradas
25cis (— E) encontre todas as raizes cubicas de

64cis (g) encontre todas as raizes quartas de z
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2.7. As raizes enésimas da unidade.

As raizes da unidade no conjunto dos nimeros complexos sdo os valores

complexos que satisfazem a equagdo:
z"= 1,onden € Z}
A solugdo para esta equagdo € dada por:
Z, = cos (%) + isin (%) = cis (%) onde keZek=1{0,1,2,..,(n—1)}

Essas raizes podem ser representadas como os vértices de um poligono regular
de n lados inscrito em um circulo de raio unitdrio no plano de Argand Gauss. Isso
ocorre pois os argumentos das raizes formam uma progressdo aritmética (P.A.)

~ 2T . .
de razdo — e primeiro elemento zero.

Exemplo: Determine o conjunto solugdo da equagdo abaixo.

Solugdo:

Tomando z° =1 = cis = 0°= cis () onde k€ Ze k = {0,1,2,3,4}

S€k=0=>ZO=1

. Sek=1=>21=cis(2?”)

Representagdo Geométrica

° Sek=2:>22=cis(4?n)

61

° Sek=3:>z3=cis(?)

° Sek=4:>z4=cis(8?")




Exercicios:

1) Encontre todas as raizes 4-ésimas da unidade.
2) Determine todas as raizes 6-ésimas da unidade.
3) Calcule todas as raizes 8-ésimas da unidade.

4) Encontre todas as raizes 10-ésimas da unidade.

5) Determine todas as raizes 12-ésimas da unidade.

51
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2.8. Formula de Euler

A férmula de Euler para nimeros complexos é:

e = cos(0) + i.sin(8) = cis (0)

onde i € a unidade imagindria, definida por i> = —1,0 é um ndmero real e "e" é a

constante de Euler, aproximadamente igual a 2.71828.

Essa formula relaciona a fungdo exponencial com as fungées trigonométricas seno
e cosseno, permitindo que nimeros complexos sejam escritos em sua forma polar,

ou seja, como um nimero com um modulo e um argumemto.

Observe que na formula de Euler temos uma poténcia com expoente complexo, mas
fungdes complexas fogem do curriculum base de matemdtica, por este motivo

somente utilizaremos o resultado abaixo sem dar maiores detalhes.
Defini¢do
e = cis(9)
Veja que as propriedades dos cis sdo compativeis com as da exponencial.
cis(a + B) = e'(@B) = elatih = elaelb = (s q, cisp

Exercicios:

in
1) Cadlculo do valor de e3.
2) Determine o valor de z = cos G) + isin (%) na base de Euler.
m i
3) Encontre o valor de es + e .

4) Cadlculo do valor de [cos (3?”) + isin (3?”)] - [cos (2?”) + isin (zf)]na base de

Euller.



i
5) Determine o valor de ez -

in
e+,

53
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3. POLINOMIOS COMPLEXOS EM UMA VARIAVEL

3.1. Conceitos basicos

1.1 Definigdo:

Define-se um polindmio na varidvel x com coeficientes no conjunto dos
ndmeros complexos, denotando por p(x), toda expressdo algébrica da forma:

p(x) = Apx™ + Ay x™ L+ Ao x™2 4 +4,, isto €,

p(x) = X, Arx®, em que os coeficientes Ay, Ay, A3, ... , A, sdo nimeros
complexos e os expoentes na varidvel x sdo inteiros ndo negativos. O grau do
polindmio serd dado pelo maior expoente na varidvel x em uma parcela ndo nula.

Exemplos: p1: (x) = x> +3x% +2x + 1

Exemploz p2: (x) = x* + 5x% — (2 + \/§)x +2+3i

Exemplozps : (x) = 7 , chamamos de polindmio constante os polindmios da
forma p

Observagdor: Chamamos de polindmio constante, os polindmios da forma
p(x) =k, onde k € C (conjunto dos nimeros complexos).

1.2 Definigdo:

O grau do polindmio serd dado pelo maior expoente na varidvel x em uma
parcela ndo nula. Denotamos o grau do polindmio pelo simbolo dp.

Nos exemplos anteriores temos:

op1=3

op2=4

op3=0

Observagdoz: Por definigdo dizemos que o polindmio identicamente nulo, p(x)
=0, ndo possui grau.

1.3 Propriedades do grau

Sejam os polindmios p(x) e q(x na varidvel x e com coeficientes complexos,

tem-se:
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I graulp(x) - q(x)] = grau[p(x)] + grau[q(x)]
II. graulp(x) + q(x)] < max{graulp(x)], grau[q(x)]}

1.4 Valor numérico

O valor numérico de um polindmio em xo € C € dado por p(x,) , isto é&,
substituindo x por x, ho polindmio

Exemplos: Determine o valor de p(x) = x> —5x+ 6, para x = 2.

p(2) =22-524+6=0
p(2) =0
Exemploz: Determine o valor de p(x) = x*+ 2, para x = i
p(i) =i3+2
p(i)=—i+2

1.5 Definigdo

Dizemos que a € C é uma raiz de p(x), quando p(a) = 0

Exemploi: O 1 é uma das raizes do polindomio p(x) = x* + x* + x- 3, pois
P(1) = 0

Exemploz: O i,—i,1 e -1 sdo raizes do polindmio p(x) = x* — 1

Exemplos: O Polindmio p(x) = 5i, ndo possui raizes.

Observagdos: Note que dependendo do polindmio pode ndo existir raizes

1.6 Definigdo

Dizemos que dois polindmios sdo idénticos se, e somente se, possuem o
mesmo grau e os coeficientes dos termos de mesmo grau sdo iguais. Quando dois
polindmios p(x) e q(x) sdo idénticos, escrevemos p(x)=q(x)

Exemplor: Descubra os valores de g, b e ¢ tais que os polindmios abaixo sdo
idénticos.

p(x) =ax3+3x?>—-2x+c eQ(x) =bx*—2x—5
Solugdo:
Primeiramente os polindmios devem possuir o mesmo grau, isto €, P(x) tem

que fer grau 2. Logo, a= 0.
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Agora, temos que igualar os coeficientes dos termos de mesmo grau, ou seja,

p(x)=q(x).
p(x)=q(x) ®3=bh,—2=-2ec=-5

Portanto a = 0,b =3 ec = -5

1.7 Definigdo

Para somar ou subtrair dois polindmios, basta somar ou subtrair os termos
de mesmo grau.

nAXY+YR BXi= YY" (A;+B;).X', ondem>ned; =0,Vi>n

Exemplor: Sejam os polindmios p(x) = x® + 5x% + 2x + 1 e q(x) = 2x? + 5x —

2, determine o polindmio gerado por p(x) + q(x).
P(x)+Q(x) =(x3+5x2+2x+1)+ (2x?> +5x — 2)

PX)+Qx)=(1+0)x3+G+2)x2+2+5).x+(1-2)
Px)+Qx)=x3+7x2+7x—1

Exemplor: Sejam os polindmios p(x) = x*+ 3ix> + 5x% + 2x + 4i e q(x) = x* +
2ix — 2, determine o polindmio gerado por p(x) + q(x).
P(x)+0Q(x) = (x*+ 3ix3 + 5x2 + 2x + 4i) + (x? + 2ix — 2)
PO)+Qx)=0Q+0x*+@Bi+0)x>+ G+ Dx?+ (2 +2i).x+ (4i — 2)
P(x)+0(x) =x*+3ix3+6x2+@Q2+2)x+4i—2

1.8 Definigdo

A multiplicagdo de polindmios é efetuada a partir da propriedade
distributiva, ou seja, deve-se multiplicar cada termo de um polindmio com cada
termo do outro e depois reduzir aos termos de mesmo grau.

Exemplor: Sejam os polindmios p(x) =x + 1 e q(x) = 2x — 2, determine o
polindmio gerado por p(x) - q(x).

P(x)-Q(x) =(x+1)-(2x—2)
p(x) - q(x) =2x%2 -2
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Exemploz: Sejam os polindmios p(x) = x? —2x + 3 e q(x) =, determine o

polinomio gerado por p(x) - q(x).
P(x) - Q(x) = (x> —2x+3)-(x+1+1i)
P(x)-Q(x) =x3—2x?+3x —x?> +x2—2x + 3 +ix? — 2ix + 3i
Px)-Qx)=x3-Q2-Dx*+(1—-20)x+3+3i

Divisdo de polindmios

Método da divisdo

Para dividirmos dois polindmios, usamos o que chamamos de método das
chaves. Este método se parece com o método para divisdo de nimeros inteiros,
aquele a que vocé jd estd acostumado, no qual buscamos descobrir o quociente e o
resto da divisdo de um dividendo por um divisor.

Ex.: Determine o resto da divisdo do polindmio P(x) = x3 — 2x? + 3x — 6 por

D(x)= x+6
X% —2%x* +3x—6 X+6
x3 -6 x2 -8x + 51 (quociente)
-8x%+3x-6
+ 8x% +48x

+5lx -6
-51x - 306

- 312 (resto)

Logo o resto é - 312.
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Exercicios:

1) Considere os polinomios P(x) = 2x3 + 5x? — x + 3eQ(x) = x? — 4x + 1.
Calcule a soma P(x) + Q(x).

2) Dado o polingmio R(x) = 3x* — 2x3 + x? + 5, determine o valor de R(2).

3) Seja o polindmio S(x) = 4x3 — 6x2+ 2x + 7. Calcule o produto S(x) - 2x.

4) Considere os polindmios T(x) = x®> — 4x*+ 3x — le U(x) = 2x*+ x — 5
Calcule o quociente da divisdo T(x) + U(x)

5) Dado o polinomio V(x) = 2x* — 3x3+ 5x% — x + 2, encontre o resto da
divisdo de V(x) por (x — 1).
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3.2. Teorema do resto de D'Alembert

O resto da divisdo de um polindmio p(x) por um polindmio ax + b, com a

a,be(Ceathéigualap(—g).

Demonstragdo:

Como o grau do resto € menor do que o grau do divisor, tem-se que na divisdo
de p(x) por ax + b, o resto, R, deve ter grau zero (logo este serd uma constante)
ou ser o polindmio identicamente nulo. Se o quociente é g(x), temos que a divisdo

pode ser representada pela seguinte equagdo:

p(x) =(ax+b)-q(x)+R
Tomando x = — Z, temos:

by b b R
p(=2) =la-2) +b]-q) +

p(—%)zo-q(x)+R

(4=

Coroldrio: Se o nlimero complexo a é raiz de um polindmio p(x), entdo p(x) é
divisivel por (x-c).

Tomando @ como raiz de p(x) teremos:
pla) =0
p(x) = (x—a).q(x) + R
p(a) =(@—a).q(@) +R
0 =p(a) =0.q(a) +R
Logo temos R = 0.

]
Algoritmo de Briot-Ruffini

Considere-se um polindmio p(x) de grau m, isto &, p(x) = Yrt, Axx* e se
fizermos a divisdo por x —a, entdo p(x) =q(x) - (x-a) +R em que q(x) =

Y Bix¥; da identidade acima obtém-se as seguintes igualdades:
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Bn1=An-1+a-Ap
Bn2=Anm-—2+a.Bp1

Blel‘l‘a'BZ
R:Ao‘l‘ a'Bl

Essas igualdades permitem efetuar a divisdo de P(x) por x-a por meio do
dispositivo denominado algoritmo de Briot-Ruffini, ou seja:

IAm Am—l Am—z Al AO

a IAm By, Bn., -~ B R

Exemplor: Determine o resto e o quociente da divisdo do polindmio p(x) =

2x3 —5x% + 3x — 4 por d(x) = x — 2.

Solugdo:
| 2 5 3 —4
2 | 2 1 1 -2
q(x) = 2x*> —x + 1 > quociente
r(x) = —2-> Resto
Exercicios

1) Determine se o polindmio P(x) = 2x3 — 5x? + 3x — 1 tem raiz igual a 2
utilizando o teorema de D'Alembert.

2) Calcule o valor do resto da divisdo do polindmio Q(x) = 3x* — 2x3 + 5x% —
x + 2por(x + 1) .

3) Usando o método de Briot-Ruffini, encontre o quociente e o resto da
divisdo do polindmio R(x) = 4x3 — 3x% + 2x — 1por (x — 2).

4) Verifique se o polindmio S(x) = x* + 3x® + 2x%* — 4x + 1 possui raiz igual
a 3 usando o teorema de D'Alembert.

5) Encontre o valor do resto da divisdo do polindmio T(x) = 2x> + 3x* —

5x2+ x — 2por (x + 2) utilizando o método de Briot-Ruffini.
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3.3. O teorema fundamental da dlgebra.

Teorema Fundamental da Algebra

Todo polindmio com coeficientes complexos de grau maior ou igual a 1 possui
pelo menos uma raiz complexa.

Do Teorema Fundamental da Algebra, se p(x) é um polinémio de grau n = 1
tal que a; € uma raiz, pela fatoragdo vista no coroldrio anterior temos:

p(x) = (x-a)p;,(x)

e esse polindmio p;(x) possui graun - 1.

Repetindo o mesmo processo, mas agora para p;(x) , se este ainda possuir
grau maior ou igual a 1, p;(x) teria, pelo Teorema Fundamental da Algebra, teria
a, como um raiz, sendo possivel escrever p;(x) da seguinte forma:

p1(x) = (x -az)p,(x)
logo teremos:

p(x) = (x —ay)(x - ay)p,(x)

Observe que os polindmios  p;(x),p,(x) tém graus decrescentes.
Prosseguindo desta forma, construiremos polindmios p;(x),p,(x),-,p,(x). Esse
processo ird ser interrompido quando o préximo polindmio construidop,,(x) for
um polindmio constante, isto €, p,1(x) =k com k € C ,ou seja, o grau de p,,(x)
serd nulo. Portanto, podemos escrever p(x) da seguinte forma:

p(x) = Alx -a;)(x -az) -+ (x-ay)

Veja-se que ay, a,, - a, sdo as raizes e que A é o coeficiente lider de p(x),
ou seja, o coeficiente do termo de maior grau do polinomio. Esta é considerada a
forma fatorada de p(x)

A seguir vamos enunciar uma proposigdo que associa o grau de um polinomio
com seu nimero de raizes, sendo elas distintas ou ndo.

Proposigdo 1: Sejam p(x) e g(x) polinémios com coeficientes complexos. Os

seguintes resultados ocorrem:
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I Se p(x) é um polindmio de grau > 1, entdo o ndmero de raizes de p(x) é
igual ao grau de p(x).
IT. sep(x) = q(x) para uma quantidade de valores de x maiores do que os

graus de p(x) e q(x), entdo p(x) e q(x) sdo idénticos, isto €, p(x) = q(x).

Demonstragdes: (I) decorre imediatamente da forma fatorada.

(II) Basta considerar o polindmio h(x) = p(x) - q(x) tem grau m =
max{dp(x),dq(x)}, mas, por hipotese, possui um nimero de raizes que m.
Contradizendo (I), consequentemente h(x) tem grau O ou é o polindmio

identicamente nulo, mas a Unica possibilidade € h(x) = 0, isto &, p(x) = q(x).

Exercicios
1) Determine o nimero de raizes complexas da equagdo do polinomial x* —
5x2+ 6 = 0.
2) Quantas raizes reais tém a equagdo polinomial 2x3 — 4x%* + 2x — 1 = 0?
3) Encontre todas as raizes complexas da equagdo polinomial x° + 3x* —
2x3+ 4x2—5x + 1 = 0.
4) Encontre todas as raizes complexas equagdo polinomial 4x* — 6x + 3 = 0?
5) Encontre todas as raizes complexas da equagdo polinomial x® — 2x* +

x%2 -4 =0.
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3.4. Teorema das raizes racionais, conjugadas e relagdo de Girard.

Teorema das raizes conjugadas
Seja p(x) um polindmio de coeficientes reais que possui uma raiz complexa

da forma a + bi (a e b reais), entdo fambém admite a raiz complexa conjugada

a - bi.
Demonstragdo: Basta ver que p(x) = p(x) para polindmios com coeficientes
reais.
|
Teorema das raizes racionais
Seja o polindmio P(x) = Apx™ + Ay x" 1+ ... +A4, x + 4,, de

coeficientes inteiros. Se esse polindmio possui uma raiz racional, da forma § (peg

inteiros e com g # 0 e ha forma irredutivel, isto é, mdc(p,q) = 1), entdo:
I. pédivisorde4,

IT. qédivisorde 4,

Demonstragdo:
Suponha que temos um polindmio de grau n com coeficientes inteiros,
representado por:
P(x) = Apx™ + Ay x™M 1+ ..+ 41 x + A
Onde A,, Ap—q, ..., A; e Ay sdo coeficientes inteiros e A, # 0.

Suponha que existe uma raiz racional g (onde p e q sdo inteiros relativamente

primos) para esse polinémio. Isso significa que:

p p\" p\" ! p
P(—)zA (—) + AL (—) P (-)+A =0
q n q n—1 CI 1 q 0

Multiplicando toda a equagdo por g™, obtemos:

Ap™+ Ap_p™ g+ ..+ Apqt T+ Agq"t = 0
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Agora, observamos que todos os termos da equagdo acima sdo mdltiplos de
q, exceto o primeiro termo (4, p™). Portanto, q deve ser um divisor de A, p™.
Além disso, sabemos que Z ¢ uma raiz racional, entdo g também é uma solucdo
para a equagdo:
P(x)= Apx™ + A x™ I+ ... +Ax + 4p= 0

Substituindo x = 5 nessa equacdo, obtemos:

p\" p\" ! P

Multiplicando toda a equagdo por g™, obtemos:
Ap™+ Ay p™ g+ ...+ Ap g+ Ayg" = 0
Novamente, notamos que todos os termos da equagdo acima sdo multiplos de
p, exceto o Ultimo termo A, q™. Portanto, p deve ser um divisor de 4, q™.

Dessa forma, concluimos que se 5 ¢ uma raiz racional de P(x), entdo p deve

ser um divisor do tfermo independente 4, e q deve ser um divisor do coeficiente

principal 4,

Observagdo: Se A,= 1, entdo qualquer raiz racional da equagdo ¢é inteira
(testam-se os divisores de A,,)
Relagoes de Girard
Considere-se um polindmio, de grau n maior ou igual a 1, p(x) = 4, x™ +
A x4+ Ajx + Ay, e suas n raizes xq,x,, -+, x,distintas ou ndo.
e Soma
01 =X1+tXp+ =+ Xx,
e Soma dos produtos 2 a 2
Oy = X1X3 + X1X3 + -+ Xp_1X,
e Soma dos produtos 3 a 3
03 = X1X2X3 + X1XX4 + -+ + Xp_2Xp_1Xn
e Soma dos produtos n a n, ou seja, produto

Op = X1X3 """ X
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As relagdes de Girard afirmam que: o, = (—1)1%, o, = (—1)? AZ—_Z, e, Op =
—_1)n 4o
(-1 .

Demonstragado:

Dadas as raizes de p(x), tem-se sua forma fatorada:

p(x) = Ap(x — x1) (x — x3) -+ (x — xp)

Observando a forma fatorada de p(x), nhotamos que o coeficiente de x* serd
dado por(—1)"7*. o,,_;A,. Logo todo o coeficiente de p(x),4; com i =0,1..,n—1
serd dado por:

A= (D", Ay

Consequentemente temos:

O = (—1)%%, comi=01,..,n—1

2i, -2i,1

Exemplo: Determine a soma, a soma do produto 2 a 2 e o produto das trés
raizes do polindmio abaixo:

p(x) =x3—-2x2+x—4
Exercicios
1) Considere o polindmio P(x) = 3x3 — 4x% + 2x — 1. Determine se as raizes
sdo conjugadas, racionais ou ambas.
2) Encontre todas as raizes do polindmio Q(x) = 2x* — 5x3 + 3x? — 2x + 1.
Classifique-as como conjugadas, racionais ou nenhuma das duas.
3) Determine as raizes racionais do polinomio R(x) = x> — 2x? + 3x —

2 usando o Teorema de Gauss.

4) Calcule o valor de k para que o polindmio S(x) = x* — 3x% + 5x + k tenha
uma raiz racional.

5) Considere o polinomio T(x) = x?> — (a + b)x + ab, onde a e b sdo nimeros
reais. Usando uma relagdo de Girard, encontre a soma e o produto das

raizes do polindmio em termos de a e b.
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3.5. Polinomios reciprocos e auto reciprocos.

Polindmios reciprocos
Seja p(x) um polindmio de coeficientes complexos de grau n, com n > 1.
Chamamos o reciproco do polindmio p(x), como sendo o polindmio p*(x) da seguinte

forma:

1

pr(x) = x”m(;)

Um polindmio p(x) de grau n,com n > 1 é auto reciproco quando p(x) =
p*(x) e por consequéncia disso, se a é raiz do polindmio auto reciproco, i também
serd.

Classificagdo dos polindmios auto reciprocos

Polinomios auto reciprocos de Primeira Espécie

Nesse tipo de polindmio, os coeficientes das parcelas equidistantes dos
extremos sdo iguais, quando ordenados segundo as poténcias decrescentes da
variavel.

Exemplo: P(x) = 12x* — 56x3 + 89x% — 56x + 12

Polinomios auto reciprocos de Segunda Espécie

Nesse tipo de polindmio, os coeficientes das parcelas equidistantes dos
extremos sdo simétricos, quando ordenados segundo as poténcias decrescentes da
varidvel.

Exemplo: p(x) = —2x> — 5x* — 11x3 + 11x? + 5x + 2

Propriedades de polindmios auto reciprocos

I. Polinomio auto reciproco de primeira espécie
e Se o polinomio auto reciproco p(x) for de grau impar o -1 serd raiz;
e Se o polindmio auto reciproco p(x) for de grau par, nada se pode afirmar

sobre suas raizes;

IT. Polindmio auto reciproco de segunda espécie

e Se o polindmio auto reciproco p(x) for de grau impar o 1 é raiz;
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e Se o polindmio auto reciproco p(x) for de grau par o -1 e o 1 sdo raizes.

Exemplo: Resolva a equagdo auto reciproca 72x*- 6x3- 181x%- 6x+ 72 = 0
Solugdo: Essa é uma equagdo auto reciproca de primeira espécie (os
coeficientes equidistantes do termo médio sdo iguais). A ideia para resolver esse
tipo de equagdo é primeiro verificar por meio das propriedades se 1 ou -1 sdo
raizes, para simplificar a equagdo. Nesse caso, ndo hd como fazer uso dessas

propriedades. Feita essa etapa, a ideia é dividir a equagdo dada por x?, obtendo
72 (xz +xiz) — 6(x +§) — 181 = 0. Agora fazendo x+%= t tem se que x? +x12=
t? — 2, assim podemos reescrever a equagdo da seguinte forma 72t2- 6t- 325 = 0,

e

)

. , ~ 25 13 . ~ 4
cuja as raizes sdo - e - dessa forma os possiveis valores para x sdo —-, —

»lw
N W
wIN

Exercicios:
1) Qual das seguintes opgdes representa um polindmio auto reciproco de grau
22a)3x%+ 2x + 1
b) x? — 5x + 2
c)2x?—3x + 4
d)x?+x + 1
2) Determine o polindmio auto reciproco de grau 3 com coordenador do termo
de grau maior igual a 1.
a)x3+ x2+x + 1
b) x3+ x2+ 2x + 1
c)x3+2x?+x + 1
d)xd—x2+x +1
3) Qual das seguintes opgdes representa um polindmio auto reciproco de grau
4 com inteiros?
a) 2x* + 3x3 + 4x%+ 5x + 1
b)x*+ 2x3+ 3x%2+ 4x + 5

c)4x*+ 3x3+ 2x*+ x + 1
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dx*+ 23+ x2+x + 1
4) Determine um polinémio auto reciproco de grau 2 cujos inscritos sejam
ndmeros reais.
a)x?+ 2x + 1
b)x?— x + 1
x4+ x —1
d)x?+ 3x + 2
5) Qual das seguintes opgdes representa um polindmio autor reciproco de grau
3 com raizes puramente imagindrias?
a)x3—2x2+ x + 1
b)x3— 3x2+ 2x — 1
c)x3— 4x%2+ 3x — 2

d)x3+ 2x2—x — 1
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3.6. A derivada de um polindmio.

A derivada de uma fungdo polinomial € uma outra fungdo que fornece a taxa
de variagdo instantdnea da fungdo original em cada ponto.

A derivada de um polindmio e definida da seguinte forma:

Dado p(x) = a,x™ + ap,_1x™ *+...4+ a;x + a, um polindmio de grau n, entdo
a sua derivada p'(x) como:

p'(x) = na,x™ U+ (n—Da,_x" 24 .. + 2ax + a4

Em outras palavras, a derivada do polinmio € um novo polindmio cujos
coeficientes sdo obtidos multiplicando cada termo do polindmio original pelo seu
respectivo expoente, e em seguida reduzindo uma unidade do expoente k.

A derivada é muito importante em muitas dreas da matemdtica e da ciéncia,
incluindo cdlculo, andlise matemdtica, fisica e engenharia. E uma ferramenta
essencial para entender e modelar o comportamento de muitos fendmenos naturais
e artificiais que variam ao longo do fempo ou do espago.

Raizes multiplas

Um ndmero r € dito raiz de multiplicidade m de um polindmio p(x), se existir
um polindmio q(x)tal que p(x) = (x-r)™q(x), em que r hdo € raiz de q(x).

Se r ndo € raiz de p(x), diz-se que r tem multiplicidade O em relagdo a p(x).
Além disso, raizes de multiplicidade 1, 2 e 3 sdo chamadas de raizes simples, duplas
e triplas, respectivamente.

Exemplo:

Teorema (Teste de Multiplicidade de raiz usando derivada)

Um nldmero r € Cé raiz de multiplicidade m de um polindmio p(x) , se e
somente se, p(r) =p'(r) =p"(r) =...=p™ V() =0, em quep denota a
primeira derivada do polinomio, p” denota a segunda derivada (isto ¢, a derivada
de p’) Em geral, p® denota a k-ésima derivada do polindmio p(isto €, a derivada de
p*).

Exemplo:
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Exercicios

1) Considere o polindmio P(x) = (x - 2)*(x + 1)2. Determine a multiplicidade
daraizx = 2.

2) Considere o polindmio P(x) = (x — 1)3(x + 3)°, qual é a multiplicidade da
raizx = —3?

3) Determine a multiplicidade da raiz x = 0 para a fungdo h(x)=
x®(x - 1D%*(x + 2)3.

4) Considere a fungdo polinomial P(x) = x7 + 11x° — 3x® — 25x* + 40x3 —
56x2 + 48x — 16. Qual é a multiplicidade da raiz x =1?

5) Encontre todas as raizes do polindmio P(x) abaixo e suas respectivas

multiplicidades. P(x) = x7 + 11x® — 3x% — 25x* 4+ 40x3 — 56x% + 48x — 16

3.7 Transformadas aditiva, multiplicativa, simétrica e reciproca.

E possivel transformar uma equagdo polinomial p(x) = 0 (equagdo primitiva)
em uma outra equagdo polinomial g(y) = 0 (equagdo transformada) de modo que as
raizes de q(y) estejam relacionadas com as raizes de p(x) por meio da fungdo y =
@ (x) (fungdo transformatriz).

A seguir vamos definir algumas fungdes transformatrizes que sdo utilizadas
com grande frequéncia.

Transformada aditiva

As raizes da nova equagdo sdo obtidas somando k unidades ds raizes de uma
equagdo original. Se p(x) € um polindmio, o polindmio q(x) = p(x-k)possui como
raizes de p(x) aumentadas de k unidades.

Exemplo: Considerando a equagdo polinomial x3+ 5x%+ 4x-8 = 0,
determine a equagdo polinomial cujas raizes sejam obtidas somando duas unidades

as raizes da equagdo dada.
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Solugdo: A ideia € trocar x por x- 2.
q(x) = (x- 2)3+ 5(x- 2)? + 4(x- 2)- 8 = x3-x%-x- 4
Seja q(x) = p(x-2). Portanto, trocando x - x - 2, fem-se q(x + 2) = p(x).
Dai, observa-se que, se a € raiz de P, entdo a+ 2 € raiz de Q.
Portanto, o polindmio procurado é:

q(x) = (x- 2)3 + 5(x- 2)?2 + 4(x- 2)- 8 = x3-x%-x- 4

Transformada multiplicativa
As raizes da nova equagdo sdo obtidas multiplicando por k unidades as raizes
~ .« . / - A . - A . X .
de uma equagdo original. Se p(x) € um polindmio, o polindmio q(x) =p (;) possui
como raizes as raizes de p(x) multiplicadas por k unidades
Exemplo: Considerando a equagdo polinomial x* + 5x* + 4x- 8 = 0,

determine a equagdo polinomial cujas raizes sejam os triplos das raizes da equagdo

dada.
~ (X 3 X 2 X _ 3 2 _
Solugdo: (£) + 5(%) + 4(%)-8=00 x+15x> + 36x - 216 = 0
Observagdo: Quando k =-1 chamamos a transformada multiplicativa de
transformada simétrica

Transformada reciproca

As raizes da nova equagdo sdo os inversos das raizes da equagdo original Se

. c A . c A . 1 . , .

p(x) € um polindmio, o polindmio q(x) = x™p (;) possui como raizes o inverso das
raizes de p(x).

Exemplo: Considerando a equagdo polinomial x3+ 5x%+ 4x- 8 = 0,
determine a equagdo polinomial cujas raizes sejam os inversos das raizes da
equagdo dada.

~ 3 ((1\3 1)2 1 3

Solugdo: Deve-se encontrar x ((;) + 5(;) + 4(;)— 8) =0 -8x° +

4x’>+ 5x+ 1 = 0.
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Exercicios:

1) Considerando a equagdo polinomial x* + 4x*+ 5x- 8 = 0, determine a
equagdo polinomial cujas raizes sejam obtidas somando duas unidades as
raizes da equagdo dada.

2) Considerando a equagdo polinomial x* + 10x* + 8x — 16 = 0, determine a
equagdo polinomial cujas raizes sejam obtidas somando duas unidades as
raizes da equagdo dada.

3) Considerando a equagdo polinomial x* + 5x? + 3x- 8 = 0, determine a
equagdo polinomial cujas raizes sejam os triplos das raizes da equagdo dada.

4) Considerando a equagdo polinomial x3 + 6x% + x- 16 = 0, determine a
equagdo polinomial cujas raizes sejam os quddruplos das raizes da equagdo
dada.

5) Considerando a equagdo polinomial x>+ 10x* + 8x - 16 = 0, determine

a equagdo polinomial cujas raizes sejam os inversos das raizes da

equagdo dada.



74

3.8. Formula de Taylor

Desenvolvimento em poténcias (x — a).

Utilizagdo do algoritmo de Briot-Ruffini Considere-se o polinomio, de grau
n, p(x) Dividindo esse polindmio por x- a, encontram-se um quociente g, (x) de grau
n- 1e um resto R,. Dividindo g;(x) por x-a, encontramos um quociente do grau
n- 2 e um Resto R, e assim sucessivamente. Tem-se:

p(x) = (x-a)q,(x) + Ry
q1(x) = (x-a)q,(x) + R,
g, (x) = (x-a)qz(x) + R,

Qn—l(x) = (x_ a)CIn(x) + Rn—l
gn(x) = (x-a)q,.0 + R,

(g, (x) possui grau zero)

Multiplicando-se a segunda igualdade por x-a, a terceira por (x-a)?, assim
por diante e somando membro a membro, o resultado é: p(x) =R, + Ry(x-a) +
Ry(x-a)?+...+R,(x-a)", formula que permite desenvolver p(x) em poténcias de
X-a.

Exemplo: Desenvolver p(x) = x* + 5x3 + x?- 2x + 1 em poténcias de x- 2

Solugdo: Aplicando o algoritmo teremos:

1 5 1 -2 1

2
2
2 |11 55
2
2
Logo temos p(x) = 57 + 94(x- 2) + 55(x- 2)% + 13(x- 2)3 + (x- 2)*

Utilizagdo da formula de Taylor
Se na férmula do item anterior: p(x) = Ry + R;(x-a) + R,(x-a)? + ... +
R, (x- a)™ assumindo x = a, encontra-se P(a) = R, ao se derivar, obtém-se:

p'(x) =Ry +2Ry,(x —a) + 3R;(x — a)? + ... + nR,(x-a)"
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Assumindo x = a, serd encontrado P’(a) = R;; derivando novamente:

p"(x) =2R, +2-3R3(x —a) + 3 4R, (x —a)? ... + (n— DnR, (x-a)" 2

Assumindo x = a ,P"(a) = 2 - R,, analogamente teremos:

P’(@)=2-3-R3,..,P™(@=2-3-4-..-n-R,, ou Seja, R,=
P(a),R, = P'(a),

_p'@ _ P3(a)

_ P'(a)
R, = 21 23T 3

o, Ry = logo podemos reescrever p(x)

n '

11(a) n k
p(x) = p(a) + P’(a)(x— a) + PT(X— a)z + ..+ PT(f) (x_ a)n - ﬁzopk(!a) . (x _

a)* que é a férmula de Taylor para polinémios.

Exemplo: Desenvolver p(x) = x* + 5x3 + x?- 2x + 1 em poténcias de x - 2

p(x) =x*+ 5x3+x%-2x+ 1->p2) = 57

p'(x) = 4x3+ 15x% + 2x- 2> p'(2) = 94

p"(x) = 12x%+ 30x+ 2 - p”"(2) = 110
p”(x) = 24x+ 30 ->p”(2) = 78
pP(x) = 24 -5pW(2) = 24

Logo, p(x) = p(x) =57 + 94(x- 2) + 55(x- 2)* + 13(x- 2)3 + (x- 2)*

Exercicios:
1) Desenvolver p(x) = x* 4+ 5x3 + x?- 2x + 1 em poténcias de x- 2
2) Desenvolver p(x) = x® + 4x?- 2x + 1 em poténcias de x- 3
3) Desenvolver p(x) = x° + 4x?- 2x + 1 em poténcias de x + 5
4) Desenvolver p(x) = x* + 5x3 + x?- 2x + 1 em poténcias de x + 2

5) Desenvolver p(x) = 5x3 + x*- 2x + 1 em poténcias de x- 1
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3.9. Decomposigdo de uma fungdo racional em uma soma de fragdes parciais.

Decomposicdo de uma funcéo racional em uma soma de fracdes parciais
FracOes parciais

Da-se o nome de fragbes parciais a fracbes do tipo

A A Ax+B Ax+B

2 7
o' G P ipxtd’ R prt emque A,B,a,p,qe RneN,n=>2ex*+px+qgeéum

trinbmio irredutivel (A< 0)

Funcéao racional

E toda funcdo ftal que f(x):% em quep e g sao polinbmios e o

denominador néo é identicamente nulo.

Teorema

Toda funcdo racional com grau do numerador menor do que o grau do
denominador pode ser decomposta de maneira Unica numa soma de fracdes parciais.
Se o0 grau do numerador for maior do que o grau do denominador, dividem-se 0s
polinbmios e, assim, obtém-se um polindmio mais uma nova funcao racional que recai
no caso anterior.

Método para decomposicdo de uma fracdo racional em uma soma de
fracOes parciais

Deve-se fatorar ao maximo o denominador no conjunto dos nameros reais e,
entao, observar as seguintes regras:

I. A cada fator simples (x — a) , no denominador corresponde uma fragéo parcial
. A
do tipo -

II. A cada fator simples (x — a)™, no denominador corresponde uma fracéo parcial

ing AL 42 _A4n
do tipo x—a’ (x-a)2’ ' (x-a)"

.  a cada fator irredutivel simples no denominador do tipo x?+ px+

Ax+B

q corresponde uma fragdo parcial do tipo p——

IV. a cada fator irredutivel repetido do tipo (x2+ px + q)™, no denominador

correspondem n fragdes parciais do tipo 2228 _A2x*Bz - AnxtBn
P ¢ P P x2+px+q’ (x2+px+q)2 T (x2+px+q)"
Exercicios:
- .. ~ . . 2x+5
1) Decomponha em fra¢des parciais a fracéo polinomial eI
3x2+4x—1

2) Decomponha em fragOes parciais a fragao polinomial Y T



0 iai = : L x3-2x+1
3) Decomponha em fragfes parciais a fragao polinomial —To1s
4) Decomponha em fracBes parciais a fragao polinomial Z—7
P ¢ P caop x3+x2-2x

x*4+4x3-3x%2-10x+8

5) Decomponha em fragOes parciais a fracao polinomial ="

77
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CONVERSA FINAL COM O LEITOR

Ao chegarmos ao final deste trabalho, tenho a esperanga sincera de que ele seja
de grande contribuigdo para vocé, estudante que deseja se preparar para o Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) e também para aqueles que t€m o objetivo de
prestar os vestibulares das academias militares renomadas, como o Instituto
Tecnoldgico da Aerondutica (ITA), o Instituto Militar de Engenharia (IME) e a
Escola Naval (EN).

Durante a elaboragdo deste material, nosso principal objetivo foi fornecer a
vocé um recurso completo e abrangente, que o auxilie de forma efetiva no processo
de preparagdo para essas importantes provas. Buscamos abordar os conteldos de
forma clara e detalhada, com a intengdo de garantir que vocé adquira um
conhecimento sdlido e aprofundado nas dreas especificas exigidas nos exames. E
importante destacar que esse material serd utilizado tanto nas escolas onde atuo
como professor, quanto hos cursos preparatérios aos quais estou vinculado.
Acreditamos que o feedback valioso dos alunos e colegas professores serd

fundamental para atualizar e aperfeigoar continuamente o conteldo, tornando-o

ainda mais relevante e eficaz.

Acreditamos firmemente que a preparagdo para o Enem e para os vestibulares
militares requer uma abordagem diferenciada, que vd além dos conteldos
apresentados no ensino médio convencional. Por isso, procuramos oferecer a vocé
um material completo, que engloba os assuntos exigidos nos exames de forma
aprofundada e com exercicios de hiveis de dificuldade progressiva, preparando-o

para enfrentar com confianga os desafios académicos.

No futuro, nossa intengdo é continuar interagindo com vocé e outros alunos,
identificando suas necessidades e adaptando o material de acordo com suas

demandas. Queremos garantir que o conteldo sempre esteja alinhado com suas
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expectativas e necessidades, auxiliando-o de forma personalizada em sua jornada

educacional.

Por fim, acreditamos que este trabalho poderd fazer a diferenga em sua
preparagdo, fornecendo-lhe as ferramentas necessdrias para alcangar o sucesso
nos exames e construir uma base sdlida para o ensino superior. E uma grande
satisfagdo para nds poder contribuir para a sua jornada educacional, ajudando-o a

atingir seus objetivos e conquistar um futuro promissor.

Desejamos a vocé muito sucesso em seus estudos e que alcance todos os seus
sonhos e metas académicas. Lembre-se sempre que estamos aqui para apoid-lo em

cada passo do caminho.
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