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APRESENTACAO

Caro(a) Docente,

Este Caderno de Atividades € produto de uma Dissertacdo intitulada "Congruéncias Mo-
dulares: Aplicacoes em Problemas de Olimpiadas de Matemdtica e Chave Piiblica RSA", rea-
lizada no Ambito do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) da
Universidade do Estado de Santa Catarina (UDESC) sob a orientacdo da Professora Doutora
Ligia Liani Barz e coorientagdo do Professor Doutor Fernando Deeke Sasse.

O presente caderno € voltado ao professor(a) e contém uma sequéncia de exercicios que
podem ser aplicados em sala de aula, como uma proposta de aula diferenciada, ou em oficinas
de treinamento para alunos que desejam participar de Olimpiadas de Matematica.

As atividades foram escolhidas de modo a oferecer subsidios que podem contribuir na
ampliacdo de conhecimento de professores e no aprimoramento de suas aulas em torno de pro-
blemas cujas resolu¢des envolvem um tnico conteido: congruéncias modulares. Embora essa
temadtica ndo seja trabalhada em sala de aula no Ensino Bésico, a teoria necessdria para sua
compreensdo ¢ amplamente discutida nos Anos Finais do Ensino Fundamental. A Base Nacio-
nal Comum Curricular (MEC (2017)) inclui como habilidades a serem desenvolvidas no sexto
ano a classificacdo de nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relacdes entre mul-
tiplos, divisores e fatores, critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 100 e 1000, além
de resolver e elaborar problemas que envolvam ideia de multiplo e divisor. Estes conceitos tra-
balhados no Ensino Fundamental sdo conhecimentos prévios necessdrios para iniciar o estudo
das congruéncias modulares.

Desejamos que o docente faca um bom uso desse material tornando suas aulas mais desa-
fiadoras com o objetivo de motivar seus alunos para que juntos possam construir o conhecimento

matematico escolar necessario.

Rejeane de Lima
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1 QUESTOES DE OLIMPIADAS DE MATEMATICA

Neste capitulo apresentamos uma sequéncia didatica de exercicios, retirados do banco de
questdes da OBMEP e da OBM, para que o professor possa trabalhar com seus alunos. Os
enunciados foram transcritos como aparecem nos bancos de questdes. No proximo capitulo

serdo apresentadas as resolucdes destes problemas usando a teoria de congruéncias modulares.

Questao 1 (OBM (2003a)) - Seja n = 9867. Se vocé calculasse n®> — n? vocé encontraria um

nimero cujo algarismo das unidades é:

a) 0
b) 2
c) 4
d) 6
e) 8

Questao 2 (OBM (2003b)) - Considere a sequéncia oscilante: 1,2, 3,4, 5,4,3,2,1,2,3,4,5,
4,3,2,1,2,3,4, ... 020032 termo desta sequéncia é:

a) 1
b) 2
c) 3
d) 4
e) 5

Questao 3 (OBM (2000)) - Se os nimeros naturais sao colocados em colunas, como se mostra

abaixo, debaixo de que letra aparecerd o numero 20007

A/'B|C|D|E | F |G H|I
1 2 3 4 5
9 8 7 6
10 11 12 13 14
18 17 16 15

19 20 21

a) F
b) B
c) C
d) D



e) I

Questao 4 (OBM (2017)) - Sejam m e n dois inteiros positivos primos entre si. O Teorema
Chinés dos Restos afirma que, dados inteirosie jcom 0 <i<me 0 < j < n, existe exatamente
um inteiro a, com 0 < a < m-n, tal que o resto da divisdo de a por m € igual a i e o resto da
divisdo de a por n € igual a j. Por exemplo, param =3 e n =7, temos que 19 € o tnico nimero

que deixa restos 1 e 5 quando divididos por 3 e 7, respectivamente. Assim, na tabela a seguir,

cada numero de 0 a 20 aparecerd exatamente uma vez.

0/1(2/3(4|5
0
1 19
2

Qual a soma dos nimeros das casas destacadas?

Questao 5 (OBMEP (2009)) - Joao mora em Salvador e seus pais em Recife. Para matar
a saudade, ele telefona para seus pais a cada trés dias. O primeiro telefonema foi feito no
domingo, o segundo telefonema na quarta feira, o terceiro telefonema no sdbado, e assim por

diante. Em qual dia da semana Joao telefonou para seus pais pela centésima vez?

Questao 6 (OBMEP (2005)) - Distribuimos os niimeros inteiros positivos em uma tabela com

cinco colunas, conforme o seguinte padrao.

A/ B |C|D|E
1

2 13

4 15]6
7181910
111121314 |15
16

17 | 18

19 |20 | 21

22 123124 |25
26 | 27 | 28 | 29 | 30
31

32|33




Continuando a preencher a tabela desta manteira, qual serd a coluna ocupada pelo nimero

2005?

a) coluna A
b) coluna B
¢) coluna C
d) coluna D

e) coluna E

Questao 7 (OBMEP (2012a)) - Cinco cartas, inicialmente dispostas como na figura, serdo
embaralhadas. Em cada embaralhamento, a primeira carta passa a ser a segunda, a segunda
passa a ser a quarta, a terceira passa a ser a primeira, a quarta passa a ser a quinta e a quinta

passa a ser a terceira.

A 2* 3* 4** s**
<o ) L L.
vl ”z“ 'bs 'i"i'v‘ 'b'b&
Posicao inicial
3 & A 5** ’2* ‘4**
Lo L L] )
P [ ||,

Posi¢cdo apos o primeiro
embaralhamento

Qual serd a primeira carta ap6s 2012 embaralhamentos?
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Questao 8 (OBMEP (2012b)) - Estefania tem cinco cartas marcadas com as letras A, B, C, D
e E, empilhadas nessa ordem de cima para baixo. Ela embaralha as cartas pegando as duas de
cima e colocando-as, com a ordem trocada, embaixo da pilha. A figura mostra o que acontece

nas duas primeiras vezes em que ela embaralha as cartas.

Se Estefania embaralhar as cartas 74 vezes, qual carta estard no topo da pilha?

a) A
b) B
¢c) C
d) D
e) E

Questao 9 (OBMEP (2012c¢)) - Um quadrado de lado 1 cm roda em torno de um quadrado de
lado 2 cm, como na figura, partindo da posi¢do inicial e completando um giro cada vez que um

de seus lados fica apoiado em um lado do quadrado maior.

o
.'.rb ‘:h':bl
: \
posicio posicao aphs poOsicA0 apds
inicial a 1% giro o 2 girg

Qual das posigdes a seguir representa a posi¢do dos dois quadrados apds o 2012¢ giro?



Questao 10 (OBMEP (2016)) - Juca possui menos do que 800 bolinhas de gude. Ele gosta de
separar as bolinhas em grupinhos com a mesma quantidade de bolinhas. Ele percebeu que se
formar grupinhos com 3 bolinhas cada, sobram exatamente 2 bolinhas. Se ele formar grupinhos
de 4 bolinhas, sobram 3 bolinhas. Se ele formar grupinhos de 5 bolinhas, sobram 4 bolinhas. E,

finalmente, se ele formar grupinhos com 7 bolinhas cada, sobram 6 bolinhas.

a) Se Juca formasse grupinhos com 20 bolinhas cada, quantas bolinhas sobrariam?

b) Juca possui quantas bolinhas de gude?



2 RESOLUCOES DOS PROBLEMAS

Neste capitulo sao apresentadas as resolugdes detalhadas dos problemas através da apli-

cacdo de congruéncias modulares.

Questao 1 - Para determinarmos o digito das unidades de um nimero, podemos fazer a anélise

da congruéncia desse nimero em moddulo 10. Assim, para n = 9867, temos:

9867 =7 mod 10,

9867% = 7°mod10

ecomo72=49e49=9 mod 10, segue que

9867 =9 mod 10.
Das Congruéncias (2.1) e (2.3), temos que

9867%-9867=9-7 mod 10.

De9-7=63¢63 =3 mod 10, segue que

9867° =3 mod 10.
Das congruéncias (2.3) e (2.5), temos que

9867° —9867° =3 -9 mod 10.

Como —6 =4 mod 10, obtemos

9867° — 98672 =4 mod 10.

O algarismo das unidades € o 4, portanto a resposta correta € o item "c".

2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

Questao 2 - Podemos observar que a sequéncia € infinita e podemos identificar que o bloco 1,

2,3,4,5,4, 3,2, formado por 8 termos, se repete. Para determinar o termo que estd na 2003¢

posicdo devemos encontrar o resto da divisao de 2003 por 8, isto €, o nimero que € congruente

a 2003 modulo 8. Temos que
10=2 mod8,

102=2>=4 mod 8,

(2.8)

(2.9)



102-10=4-2 mod 8. (2.10)
Como 8 =0 mod 8, temos que
10°=0 mod 38, (2.11)
2-10°=2-0 modS8, (2.12)
2000=0 mod 8. (2.13)

Como 3 =3 mod 8, da congruéncia (2.13) segue que
2000+3=0+3 mod8, (2.14)

ou seja, 2003 =3 mod 8. Assim, o 20032 termo da sequéncia serd igual ao terceiro termo, ou

seja, o numero 3. Portanto, a resposta correta € o item "c".

Questao 3 - Escrevendo a sequéncia, temos : A, C, E, G, I, H, F, D, B. J4 que a sequéncia
se repete a cada 9 termos, para determinar a coluna em que estard o nimero 2000, devemos

encontrar o resto da divisdao de 2000 por 9, isto €, o nimero que é congruente a 2000 modulo 9.

Temos que
10=1 mod9, (2.15)
10°=1> mod9, (2.16)
2-10°=2-1 mod9, (2.17)

isto €, 2000 =2 mod 9. Portanto, o nimero 2000 estard na mesma coluna que o nimero 2, ou

seja, na coluna C. Portanto, a resposta correta € o item "c".

Questao 4 - Para encontrar a soma das casas destacadas, precisamos descobrir qual nimero que

ocupa cada casa. Considere a Tabela (2.1)

Tabela 2.1 — Resolugdo problema 4

0|12/ 3|4|5]|6
0 A B
1 C 19 | D
2 E F

Para determinar A, temos que

A=0 mod3 (2.18)

A

I mod7 (2.19)



o)

Pelo Teorema Chinés dos Restos, temos a; =0,ay =1,m; =3 emy ="7. Assim,M =21,M| = 23—1 =T7eM,

Precisamos agora determinar y; e y, tais que

Tyr=1 mod3 (2.20)

3y,=1 mod7. (2.21)

Analisando as congruéncias (2.20) e (2.21), por inspe¢do, obtemos y; = 1 € yo = 5. Assim, uma

solugdo do sistema € dada por
A=7-0-14+3-1-5=15 (2.22)

Portanto, j4 que A € um ndmero entre 0 e 20, temos que A = 15.

Podemos observar que, uma vez que a questdo trata de nimeros pequenos, o aluno pode
chegar ao resultado simplesmente por inspecao das congruéncias (2.20) e (2.21), ndo havendo
necessidade da aplicacdo rigorosa do Teorema Chinés dos Restos. Porém, isso mostra aplicagao
deste teorema em problemas de olimpiadas de matematica de nivel basico.

De forma andloga ao célculo anterior, obtemos os resultados de B, C, D e F.

Para determinar B, temos que B=0 mod3e B=5 mod 7 entdo, B = 12.

Para determinar C, temos que C=1 mod3e C =3 mod 7 entdo, C = 10.

Para determinar D, temosque D=1 mod3 e D=6 mod 7 entdo, D = 13.
Para determinar E, temos que E =2 mod3e £ =1 mod 7 entdo, E = 8.

Para determinar F, temos que F =2 mod3 e F =4 mod 7 entdo, F = 11.

Portanto, a soma das casas destacadas € A+B+C+D+E+F =15+12+10+13+8+
11 = 69.

Questao 5 - Vamos listar os dias em que aconteceram as primeiras chamadas:

Primeira chamada: domingo
Segunda chamada: quarta feira
Terceira chamada: sdbado
Quarta chamada: terca feira
Quinta chamada: sexta feira
Sexta chamada: segunda feira

Sétima chamada: quinta feira
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Oitava chamada: domingo

Nona chamada: quarta feira

Como os telefonemas sdo realizados a cada trés dias, a sequéncia de dias da semana
se repete a cada 7 telefonemas entdo, para determinar o dia da centésima ligacdo, devemos
encontrar o resto da divis@o de 100 por 7. Isto €, devemos encontrar o niimero que é congruente

a 100 médulo 7. Temos que

10=3 mod?7, (2.23)
10°=3> mod7. (2.24)

De 9 =2 mod 7, segue que
100=2 mod?7. (2.25)

Assim, o centésimo telefonema seré realizado no mesmo dia da semana que o segundo telefo-

nema, isto é, em uma quarta feira.

Questao 6 - A cada 15 termos a sequéncia se repete. A sequéncia € formada pelos termos A, A,
B,A,B,C,A,B,C,D, A, B, C, D, E. Para determinar a coluna que serd ocupada pelo nimero

2005, devemos calcular o nimero que € congruente a 2005 médulo 15. Temos que

10=10 mod 15 (2.26)
e
200=5 mod 15. (2.27)
Entao,
10-200=10-5 mod 15, (2.28)

isto é, 2000 = 50 mod 15. Como 50 =5 mod 15, segue que

2000=5 mod 15. (2.29)

Também,
5=5 modl15. (2.30)

Das congruéncias (2.29) e (2.30), concluimos que

2005=5+5=10 mod 15. (2.31)
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Logo, a coluna ocupada pelo nimero 2005 serd a mesma ocupada pelo nimero 10, isto é, a

coluna D. Portanto, a resposta correta € o item "c".

Questao 7 - Apds o primeiro embaralhamento, a sequéncia de cartas serd: 3, A, 5, 2, 4.

Ap6s o segundo embaralhamento, a sequéncia de cartas serd: 5, 3, 4, A, 2.

Ap6s o terceiro embaralhamento, a sequéncia de cartas serd: 4, 5, 2, 3, A.

ApO6s o quarto embaralhamento, a sequéncia de cartas serd: 2, 4, A, 5, 3.

Ap6s o quinto embaralhamento, a sequéncia de cartas serd: A, 2, 3, 4, 5.

Podemos perceber que a cada cinco embaralhamentos a sequéncia de cartas se repete. Entdo,
para determinar a primeira carta da sequéncia apos 2012 embaralhamentos, devemos determi-

nar o nimero que € congruente a 2012 mddulo 5.

Temos que
2012=2 modS5. (2.32)

Portanto, ap6s 2012 embaralhamentos a sequéncia de cartas serd a mesma que depois de 2 em-
baralhamentos. Sendo assim, a primeira carta da sequéncia serd o 5. Entdo o item que apresenta

a resposta correta ¢o'e".

Questao 8 - Apds o primeiro embaralhamento, a sequéncia de cartas serd: C, D, E, B, A.

Ap6s o segundo embaralhamento, a sequéncia de cartas seréd: E, B, A, D, C.

Ap6s o terceiro embaralhamento, a sequéncia de cartas serd: A, D, C, B, E.

Ap6s o quarto embaralhamento, a sequéncia de cartas serd: C, B, E, D, A.

ApO6s o quinto embaralhamento, a sequéncia de cartas sera: E, D, A, B, C.

Ap6s o sexto embaralhamento, a sequéncia de cartas serd: A, B,C, D, E.

Podemos perceber que apds 6 embaralhadas a sequéncia se repete. Entdo, para determinar a
carta que estard no topo da pilha apds 74 embaralhadas, devemos encontrar o nimero que €

congruente a 74 modulo 6. Temos que
74 =2 mod 6. (2.33)

Logo, ap6s 74 embaralhadas, a sequéncia de cartas serd a mesma que depois a segunda emba-

ralhada. Logo, a carta que estard no topo, serd a de letra E, que se encontra no item "e".

Questao 9 - Girando o quadrado menor em volta do maior, podemos perceber que apds o oitavo

giro, o quadrado menor volta a sua posicdo inicial e, entdo, a sequéncia de imagens se repete.
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Portanto, para determinar a posi¢cdo do quadrado menor no 2012¢ giro, devemos encontrar o

ndmero que é congruente a 2012 moédulo 8. Temos que
10=2 mod 8, (2.34)

10°=2% modS. (2.35)

De 2> =8,e8=0 mod 8, segue que 1000 =0 mod 8. Entio,
2-1000=2-0 mod 8. (2.36)

Como 12 =4 mod 8, segue que
2012=4 mod8. (2.37)

Portanto, apds o 20122 giro, a posi¢ao do quadrado menor serd a mesma do quarto giro, ou seja,

n_n

a resposta correta € o item "a".

Questao 10 - Para resolver esta questdo € mais interessante iniciarmos pelo item "b", uma vez
que podemos usar a resposta desse item para concluir a resolug¢do do item "a".

b) Queremos determinar o nimero x tal que satisfaca o sistema

x=2 mod3 (2.38)
x=3 mod4 (2.39)
x=4 mod5 (2.40)
x=6 mod7. (2.41)

Podemos resolver esse problema utilizando o Teorema Chinés dos Restos. Assim, temos que
ar=2,ap=3,a3=4,a4,=6,m; =3, my=4, m3=5,mg =7 ComoM =my-mp -m3-my,
segue que M =3-4-5-7 = 240. Além disso, M; = % entdo, M| = 140, M, = 105, M5 = 84
e M4 = 60. Para determinar yy, y2, y3 € y4, temos que encontrar as solu¢des de cada uma das

congruéncias abaixo:

140y; =1 mod 3 (2.42)
105y, =1 mod 4 (2.43)
84y3; =1 mod5 (2.44)

60y =1 mod?7. (2.45)
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Assim, por inspec¢do, temos que y; =2, yo = 1, y3 =4 e y4 = 2. De acordo com o Teorema

Chinés dos Restos, uma solu¢do do sistema é dado por
xo = Myary1 +Maazy, +M3azys + Myagys. (2.46)
Sendo assim, temos
x0=140-2-24+105-5-3484-4-4460-2-6 =560+ 315+ 1344 +720 =2939. (2.47)
A solucdo geral do sistema é dada por
x(t) = xo + Mt, (2.48)

entao, temos
x(t) =2939+4420¢t, t€Z. (2.49)

Como o nimero procurado é menor que 800, devemos resolver a inequagao 2939 +420¢ < 800,

obtendo o resultado t < —35. Portanto, para t = —6, obtemos
x=2939+(—6)-420 =419 (2.50)

Isto €, Juca possui 419 bolinhas de gude.

a) Como o total de bolinhas € 419 e 419 =20-20+ 19, temos que ao formar grupinhos com 20

bolinhas cada, sobrariam 19 bolinhas.
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