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Enunciado-1:

Considere 0 Modelo de Michaelis-Menten, um modelo utilizado para cinética de
reacOes enzimaticas sem competicdes ou inibicoes.

Vamos mostrar as principais expressoes que definem esse modelo, e trabalhar com
aplicacdes e desafios.
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Proposta de trabalho:

Fazer a leitura e compreensao dos passos mostrados na FT para se deduzir as expressdes
do Modelo de Michaelis-Menten.

Motivacoes:

1- as expressdes deduzidas serdo usadas como ferramentas para a resolucdo de
problemas propostos.

2- a situacao-problema € relativamente simples.

3- temos 3 abordagens de resolucéo: linearizacdo, inversao de variaveis, resolugcdo com
a Funcdo W de Lambert.

4- validacdo de dados com alta precisao.
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A representa o substrato, E é a enzima, X é o complexo enzima-substrato e R é 0
produto. Entdo, temos:

A+E<-->X<-->R+E (equagédo geral)

As constantes de velocidade das reac6es, no sentido de formacéo do produto (R) séo k1
e k3. As constantes de velocidade das reacGes inversas, a partir do produto (direita), séo
k4 e k2, contudo k4 € desprezivel para nossa analise.
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Hipoteses:

C(E0) = C(E) + C(X)

C(EO) = constante e, portanto, dC(E0)/dt = 0 e dC(E)/dt = 0 j& que supomos a formacéo
rapida (da ordem de micro segundos) e reversivel do complexo enzima-substrato X.

Ou seja, supomos dC(X)/dt = 0 (estado estacionario, no qual a concentracdo dos
intermedidrios é constante, enquanto as concentragdes dos demais reagentes mudam).

Portanto, o problema de valor inicial - PVI considerado, apds as manipulagdes
algébricas necessarias, é:

dC(A) / dt = - k3. C(E0) . [C(A) / (C(M) + C(A))]

C(A), 1(0) = C(A0)

Qual o problema a resolver?

Queremos estimar k3 e C(M).
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A Lisozima é encontrada nas lagrimas e no muco dos seres humanos. Ela digere certos
carboidratos de alto peso molecular; assim as bactérias que contém esses carboidratos
na estrutura de sua parede celular desintegram-se ou partem-se sob a acéo da lisozima.

A sua acdo se deve a hidrdlise das ligagdes glicosidicas beta 1,4 entre residuos do acido
N-acetilmuramico e N-Acetil-D-glucosamina num pepitideoglicano.
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Em um reator de bancada, sob determinadas condi¢bes, 2,5 mmol/L de N-
acetilmuramico séo colocados em contato com 0,3 mmol/L de Lisozima. Aliquotas da
solugéo sdo retiradas a cada hora para monitorar as concentracfes do substrato, da
enzima e de produto, que neste caso é um OH-, um H+ e o restante do peptideoglicano.

Os dados sdo apresentados abaixo.

t(h) C_A(mmol/L)

0 25

1 1,52

2 0,66

3 0,209

4 0,035

5  0,0064
S #

H*

A partir do PVI mostrado acima, fazemos a integracdo dos dois membros da EDO (que
é separavel), e determinamos a constante de integracdo para t(0) = 0. Obtemos, entédo, a
expressao:

C(M) * In(C(AQ)/C(A)) + C(A0) - C(A) = k3 * C(E0) * t (Eq.1)
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Dividimos agora todos os termos desta expressdao por In(C(AQ0)/C(A)), obtendo a
expressao:

{[C(A0)-C(A)I/[In(C(AD)/C(A)1} = [k3.C(EQ)I*[t/(In(CAQ)/C(A)] - [CM)]  (Eq.2)

Portanto, a partir dos dados linearizados, com os valores das constantes C(A0Q) e C(EO0),
da inclinacéo A e intercepto B, estimam-se k3 e C(M).
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B #

clear

clearvars

clc

t=10.001, 1, 2, 3, 4, 5]; # tempo ; obs.: usamos 0.001 para célculo

C_A=]25,1.52,0.66,0.209, 0.035, 0.0064]; # concentracao do substrato

C_A0=C_A(1) +0.001; # concentracao inicial do substrato
C E0=0.3; # concentracdo inicial da enzima
pkg load optim # Carregando o pacote OPTIM

pkg load gsl # Carregando o pacote GNU Scientific Library - GSL
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X =t./[log(C_A0./C_A)];

Y =[C_A0 .- C_A]./[log(C_A0./C_A)];

e

ST

a = ones(1,length(t));
V =[a; X];
V1=V*V,
V2 =V'*Y",

p = VI1\V2; # inclinagdo: A = p(2) e intercepto: B = p(1)

I+

H*

disp ("Parte 1:");
k3=p(2)/C_EO

C_ M=-pQ1)

H*

H*
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r = corrcoef(X,Y);

RR =1(1,2) " 2

):9,9.9.9.9.9,9.9.9.9.9,9.9.9,.9.9,0.9.9.0.9,90.9.9.0.9,90.9.9.0.9,.0.9,90.0.9,0.9,9.0.9,9.0.9,.0.9,0.0.
# Tarefa 1: explicar o porqué da Eq.(1), como chegamos a ela?

):9,9.0.9.9,9,9,9,9,9.0.9.9,9,9,9,9.9.9.9.9,9,9,9,0,9.0.9.9,9,9.9.9.0.9.9,9,9,9,9,9,9,0.0.9,9,9,0.¢

Resposta:

Iniciamos a explicagdo considerando o problema de valor inicial — PVI obtido da teoria
da cinética de Michaelis-Mentes (1913), de acordo com a expressao dada por:

dCy c Cy
dt — T Cy+ ¢y
Ca(to) = Cao
Lembramos que estas consideraces pressupdem um modelo de reagfes enzimaticas

sem competi¢des ou inibi¢des. A condicdo inicial € a concentracdo inicial de substrato
(C40), conforme observamos na Figura 1.

Concentracoes

tempo

Figura 1: Concentrag¢Oes do substrato (Ca) e do produto (Cg).

Temos ainda:
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dCq Cy
— = = k3. Cpp.———
dt EC Cy + Gy

Cr=Cho—Cy

dCx  dCy
dt ~  dt

E, a partir do PVI acima, podemos integrar os dois membros e resolver a constante de
integracdo para o valor inicial dado, obtendo (siga as cores!):

d L ,
dt 3 * Lo RN
( (to) = Cyo

Resolvendo a EDO separavel:

Cp + (
M,_ +dCy = —k3 - Cgo - dt

oy
fM— dc, = J —~k3 « Cgg - dt

(:M bt ln(' ) + { + C = _/\f_; e (]“ Y t
Resolvendo a constante de integracéo, temos (para a condicao inicial dada):

CM . ln(C‘Ao) + CAO + C= _1\’3 . (‘>},’(I -0
C = —Cy - In(Cyo) — Cyo

Substituindo a constante de integragéo, temos:

Cy In(Cy)+C4p—Cpp - In(Cyp) — Cho = —k3* Cpp + L
Cum +In(Cyo) — Cpy + In(Cy) + Coo — C4 = k3 - Cpp - L
E, finalmente, escrevemos:
Cop. I (@) 4 Cho— () = k. Cport

Esta expresséo é justamente a Equagéo (1).
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# Tarefa 2: mostrar a deducdo da Eq. (2), explicando em seguida como substituimos
alguns termos para obter a equacdo linear Y = A.X + B.

:9,9,9,9,9,9,9,9,9,9,9.9,9,9,9,9.9.9,9,9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.9.90.9.9.0.0.0.0.9.0.0.0.0.9.0.0.0,.0,.0.¢

Resposta:

Vamos iniciar a explicacdo com a ultima expressao da Tarefa 1, ou seja, a equacao:

C
CM' ln (ﬁ) + CAO - = k3. CEO' t

Fazemos agora a divisao dos termos dessa equacao por In (@) obtendo:

CAO e 'l‘:i = t
CM+—:I(3.(’EO.T
in (42)

n (G2}

Substituindo os termos para obter a equacéo linear, temos:

C _f<: t
%:l‘é‘cgo' C —Cy
ln(#) —iy— l“(K_A.O)
Al, | A,
Y = 4 - X +B

Agora podemos, a partir dos dados linearizados, estimar os valores de ks e Cp:

A
“EQ
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Linearizacao para PVI - Michaelis-Menten
4 T T T T T

>
1 .
0 0.5 1 1).(5 2 25 3
figure(1);
plot(X, Y, 'sr');
hold;
X =10, X, 3];
yy =p(2) .* X +p(1); # reta ajustada

plot(X, yy, 'LineWidth', 1);

grid on;

title('Linearizacdo para PVI - Michaelis-Menten’);
xlabel("X");

ylabel("Y");
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# Grafico de C_A e C_R simulados com a
# equacdo diferencial da cinética de Michaelis-
# Menten (Runge-Kutta h automatico, até t = 6h),

# junto com os dados originais.

S — #
Respostas das concentracdes e simulacéo
3 T T T T
—=—Ca
—&— Cg
250 ) =
N Simulagao
Y
\,
NN
\,
S 5
E 15 N
E
O
AN
1 -
05 s
\
S
B
"'—._____‘\
ocd I e fau:
0 1 2 3 4 ) 6
t(h)
figure(2);

C_R = zeros(1,length(t));
for i=1:(length(t)-1)
C_R(i+1) = C_R(i)+(C_A(i) - C_A(i+1));
end
plot(t, C_A, '-sr', 'LineWidth', 1);
hold;
plot(t, C_R, "-sb', 'LineWidth', 1);
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hold;

hold;

title('Respostas das concentracGes e simulacdo’);
xlabel('t(h)");

ylabel('C(mmol/L)");

#dC(A)/dt = -k3 . C(EO) . [C(A)/(C(M)+C(A))]
# C(A),1(0) = C(A0)

#

# portanto,

#

#C A=-k3*C E0O* (C_A/(C_M+C_A));

#C_A(0) = C_AO;

fmm1 = @(t1,C_A) -k3 * C_E0 .* (C_A ./ (C_M .+ C_A));

[t1,y] = ode45(fmm1,[0,6],C_A0);

grid on;
plot(t1, y, -sg', 'LineWidth', 1);

legend ("C_A", "C_R", "Simula¢do");
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):9,9.9.9.9.9,90.9.9.9.9,90.9.9,.0.9,0.9.9.0.9,90.9.9.0.9,0.9.9.0.9,.0.9,.90.0.9,0.9,9.0.9,0.9.0.0.9,0.0.
#

# Tarefa 3: Estudo paramétrico

#

# O estudo da variacdo dos valores de C_AQ e C_EO é muito relevante para o problema,
# ou seja, alterando-se os valores das concentrac6es iniciais do substrato e da enzima,

# podemos alterar a resposta do problema. A ideia é alterar esses valores e plotar os

# gréficos correspondentes, para visualizacdo e interpretacéo.

#

# Outra ideia € utilizar diferentes substratos e/ou enzimas para o estudo da reacdo

# enzimatica. Pesquise e proponha um desafio para os colegas.

#
):9,9.9.9.9.9,90.9.9.9.9,9.9.9,.9.9,0.9.9.0.9,90.9.9.0.9,0.9.9.0.9,.0.9,90.0.9,0.9,9.9.9,0.9.9.0.9,0.9,¢

Resposta:

Apresentamos em seguida alguns dados gerados com as parametrizacdes pedidas, para
discussdo e interpretacdo. Trabalhamos com a estratégia de linearizacdo, conforme
apresentado na Parte 1 deste script.

Inicialmente, variando-se o valor de C_EOQ, entre 0.1 e 0.7 (ou seja, entre 10% e 70%),
observamos (Tabela 1), que o valor de k3 tem uma grande variacdo: de 12.584 (10%)
até 1.7977 (70%). Contudo, os graficos ndo se alteram, pois dependem da inclinagdo e
do intercepto, e os dados relativos a t e C_A ndo foram modificados nesse caso.
Portanto, os valores de C_M = 0.5909 e de RR = 0.996 permaneceram iguais durante as
simulagoes.

A variacdo de C_AO deveria, de acordo com nossa expectativa inicial, proporcionar
uma variacdo também dos demais valores do vetor C_A. Isso porque hd uma
dependéncia desses valores em relacdo aquela concentracdo inicial (do substrato).
Porém, para as nossas simulacfes, alteramos apenas o valor de C_AO e deixamos o
vetor C_A com os mesmos valores dados pelo problema (ou seja, a partir de C_A(2) até
0 ultimo elemento desse vetor, os valores ndo foram modificados).

Observamos nesse caso, variagdes em k3 e em C_M conforme apresentado na Tabela
1.0s gréficos, nesse caso, também resultaram bem diferentes da resposta original. Para
efeito de discussdo, podemos comparar os graficos das Figuras 2 (C_AQ = 2.5), 3
(C_A0 = 2.8) e 4 (C_A0 = 3.0). Conforme a linearizacdo fica mais comprometida
(Figuras 5, 6 e 7), as curvas das concentrages do substrato se afastam das curvas
simuladas (em verde).
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Respostas das concentragées e simulagao

3 T T
—5—Ca
! —8— Cy |
25 —=— Simulagao
2 - .
o
°
E 15} |
£
O
1 L 4
05 1
OLI 1 1 I
0 1 2 3 4 L] 6
t(h)
Figura 2: Simulacao para C_A0 = 2.5.
Respostas das concentragbes e simulagéo
3
{ —=— Ca
—=— Cp
25+ . - |
—— Simulagdo
2 | 4
<
°
E 15} i
E
(@]
1 | 4
051 .
ot ! * ‘ H5ae5680-0—@
0 1 2 3 4 5 6
t(h)

Figura 3:

Simulacdo para C_A0 = 2.8.
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Respostas das concentragdes e simulagao

35 T

30

257+

C(mmol/L)

—=— CA
—&=— Cr 4
——— Simulagao

i
{
o B
m
i

Figura 4: Simulacao para C_A0 = 3.0.

Linearizagéo para PVI - Michaelis-Menten

0 0.5

Figura 5: Linearizacdo para C_A0Q

2 25 3

2.5.

15

Este trabalho esta licenciado com uma Licen¢a Creative Commons - AtribuicAo-Compartilhalgual 4.0 Internacional,



http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

16

Linearizacao para PVI - Michaelis-Menten
4 . : :

Figura 6: Linearizagdo para C_A0 = 2.8.

Linearizacdo para PVI - Michaelis-Menten

Figura 7: Linearizagdo para C_A0 = 3.0.
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Tabela 1: Resultados das simulac6es para C_EO e C_AO.
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Respostas das simula¢cdes PVI — Michaelis-Menten

C_EO C_A0
k3 CM RR k3 CM RR

01 12584 05909 09960 | 25 41946 05909  0.9960
02 62919 05909 09960 | 2.6 41934 05259  0.9772
03 41946 05909 09960 | 2.7 41031 04284  0.9472
04 31460 05909 09960 | 2.8 39724 03190 09145
05 25168 05909 09960 | 29  3.8308 02079  0.8837
06 20973 05909 09960 | 3.0  3.6936 0.1061  0.8567
07 17977 05909  0.9960 - - - -

H*

H
™

# Resolucdo usando INVERSAO DE DEPENDENCIA DAS VARIAVEIS -

# PARTE 2

H

3+

A inversdo de dependéncia das variaveis se da quando isolamos a variavel independente

t, ja que neste caso nao € possivel isolar C_A.

Vamos determinar k3 e C_M a partir das constantes C_AO e C_EO, e do ajuste de

{(C_A).

Reescrevemos a Eg.1, C(M). In(C(AQ0)/C(A))+ C(A0) - C(A) =k3. C(EQ) . t, como:

t = [C(M) . In(C(A0)/C(A))+ C(AQ) - C(A)] / [k3 . C(E0)]

Este trabalho esta licenciado com uma Licen¢a Creative Commons - AtribuicAo-Compartilhalgual 4.0 Internacional,
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Portanto,

{(C_A) = (C_M/(k3*C_EO0)) * (log(C_AO/C_A) + ((C_A0-C_A)/(k3*C_E0))

C Am=0;

for i=1:length(t)
C_Am=C_Am + C_A(i);

end

C_Am = C_Am/length(t);

X =log(C_A0./C_A);
Y = (C_M/k3*C_E0) .* X + ((C_A0.-C_A)/(k3*C_E0));

S — #
# Célculosde Ae B

S — #

a = ones(1,length(t));

V =[a; XT;

V1=V™*V,

V2 = VY

p =V1\WV2; # inclinagéo: A = p(2) e intercepto: B = p(1)

18
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e #
# Estimativasde k3e C_M
USRS —— #
disp ("Parte 2:");

k3 = (C_A0-C_Am)/(p(1) * C_EO0)

C M=p(2)*k3*C_EO
e #
# Melhorando as estimativas de k3e C_M

Hmmmm e #

Definindo as fungbes

leasqrfunc = @(X, q) ((9(2)/((g(1).*C_E0)) .* (log(C_A0./x))) .+ ...
((C_A0.-x)./(q(1).*C_EQ)));

leasqrdfdp = @(x, f, q, dp, func) [(-q(2)/(q(1)"2)*C_EO .* ...
log(C_A0./x) .+ (-(C_A0.-x)./((q(1)*2).*C_EQ))), ...
(1/(q(1).*C_E0) .* log(C_A0./X)];

rnd = [0.352509; 0.040607; 0.867061; 0.561283; 1.473191; 0.580767];

19
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gerando ruido

# wtl = 1 /sqrt da variancia dos dados

# 1/ wtl = sqrt da variancia = desvio padréo

tinverso = t";
wtl =1 ./ sqgrt (tinverso);

tinverso = tinverso .+ 0.05 .* rnd ./ wtl;

F = leasqgrfunc;

dFdp = leasqrdfdp; # derivadas exatas

# dFdp = dfdp; # estimativas das derivadas
dp =[0.01; 0.01];

pin = [4.5; 0.5]; # chute inicial (k3 e C_M)
#pin = [4.8; 0.8];

stol = 0.0001;

niter = 50;

minstep = [0.0001; 0.0001];

maxstep = [0.9; 0.9];

options = [minstep, maxstep];

global verbose;

verbose = 1;
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Ajuste da curva t(C,) via minimos quadrados (Inversao)
6 T T T T

+ data
fit

0 0.5 1 15 2 25
Ca(mmol/L)

figure(3);

[f1, p1, kvgl, iterl, corpl, covpl, covrl, stdresidl, Z1, r21] = ...
leasgr (C_A' tinverso , pin, F, stol, niter, wtl, dp, dFdp, options);

grid on;

title("Ajuste da curva t(C_A) via minimos quadrados (Inverséo)";

ylabel('t(h)");

xlabel('C_A(mmol/L)";

k3 = p1(1)
C_M=pl(2)

r21
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Linearizacao para Solucéo por Inversdo

35

0 2 ‘ 6 5
Ca(mmol/L)

figure(4);

X =log(C_A0./C_A);

Y = (C_M/K3*C_E0) .* X + ((C_A0.-C_A)./(k3*C_E0));

plot(X, Y, 'sr');

hold;

a = ones(1,length(t));

V= [a; X];

V1=V*V,

V2 =V'*Y",

p =V1\WV2; # inclinagdo: A = p(2) e intercepto: B = p(1)

X1 =10, X, 8];

yy =p(2) .* X1 + p(2); # reta ajustada

plot(X1, yy, ‘'LineWidth', 1);

title('Linearizacao para Solugéo por Inversao’);

xlabel('C_A(mmol/L)";

ylabel('t(h)";

22
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# Gréfico de t(C_A) simulado com a
# equacdo diferencial da cinética de Michaelis-
# Menten (Runge-Kutta h automatico, até t = 6h),

# junto com os dados originais.

- S _— #
™ ™
Respostas das concentracoes e simulacao
6
| ——=— C, Inversado
s —5-Cr
l\ Simulacéo
i
R
\
— 3y
N
2 \x\
1 By
\
‘-.._L__“\
C‘Ll 1 I I L = oa]
0 0.5 1 1.5 25
C(mmol/L)
figure(5);

C_R = zeros(1,length(t));
for i=1:(length(t)-1)
C_R(i+1) = C_R(i)+(C_A(i) - C_A(i+1));
end
plot(C_A, f1, sr', 'LineWidth', 1);
hold;

plot(C_R, f1, -sb’, 'LineWidth', 1);

23
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hold;

hold;

title('Respostas das concentracGes e simulacdo’);
ylabel('t(h)";

xlabel('C(mmol/L)");

fmm2 = @(t3,C_A) -k3 * C_E0 .* (C_A ./ (C_M .+ C_A));

[t3, y3] = 0de45(fmm2,[0,6],C_A0);

grid on;
plot(y3, t3, -sg', 'LineWidth', 1);

legend ("C_A Inversao”, "C_R", "Simulacdo");
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*

# Resolucdo usando a Funcdo W de Lambert - PARTE 3

++
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+*

Esta funcdo foi originalmente desenvolvida por Johann Heinrich Lambert em 1758. De
maneira geral, ela resolve y em uma equacéo do tipo y * e * y = x. Uma das formas de
representa-la € a partir de uma série de Taylor em torno de algum valor x0.

Programas como Maple e Origin a utilizam com o nome LambertW(x). No Excel, é
necessario instalar um suplemento para que a funcdo esteja disponivel. No Octave a
funcdo esta disponivel a partir de alguns pacotes, como o GSL e o Symbolic, como
apresentado a seguir.

Com o uso desta fungéo, a solucéo do PVI fica
C AM=CM*
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gsl_sf_lambert WO((C_AO0./C_M).* eM((-k3.*C_EO0.*t.+C_A0)./C_M))

Desta maneira, os dados originais podem ser ajustados diretamente para a determinacao
de k3 e C_M, a partir do conhecimento das constantes C_AO e C_EO.

Valores iniciais de k3 e C_M: calculados na Parte 2.

Usando o pacote Symbolic obteremos a mesma solucdo:

# pkg load symbolic
# flam = lambertw ((C_A0./C_M) .* e.A((-k3.*C_EO0.*t.+C_A0)./C_M))

#C_A=C_M *flam

Fazer o ajuste dos dados com a solugdo construida a partir da funcdo W de Lambert para
estimar os valores de k3, C_M e R"2aj. Para isso usaremos a funcdo leasqr para a
aproximag&o via minimos quadrados.

arg_L = (C_A0/C_M) .* eN((-k3*C_EO0.*t.+C_A0)./C_M);
flam = gsl_sf_lambert_ WO(arg_L);

C_A=C_M .*flam;

Testes da funcdo de Lambert

#  fori=1:length(t)

#  ifarg_L(i) < (-1/e)

#  disp("CUIDADO! VALOR DE W NAO REAL™);
#  endif

# endfor
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Grafico da funcdo W de Lambert, x >=-1/e

15

05

W(X)

-05 -

# Subdominio (ramo) principal de W, denominado WO:

# teste = [-1/e:0.2:10];

# figure (10);

# plot (teste, gsl_sf _lambert_ WO(teste), LineWidth', 1);
# grid on;

# title('Grafico da funcdo W de Lambert, x >= -1/e");

# xlabel ("X");

# ylabel("'W(X)";

H*

R ———— #
X =t./log(C_A0./C_A);
Y =(C_A0 .-C_A) ./ (log(C_A0./C_A));
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e

a = ones(1,length(t));
V=[a X];
V1=V*V,
V2 =V'*Y",

p=VI1V2; # inclinagdo: A = p(2) e intercepto: B = p(1)

H

H*

disp ("Parte 3:");
k3 =p(2)/C_EO

C_M=-p(1)

H*

H*
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1

+*

r = corrcoef(X,Y);

RR = r(1,2)"2
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++

e

Definindo as funcbes

leasgrfunc = @(x, q) (q(2) .* gsl_sf_lambert WO((C_A0/q(2)) .* ...
e M(-q(1)-*C_EO0.*x.+C_A0)./q(2))));

leasgrdfdp = @(X, f, q, dp, func) [(q(2) .* ...
(gsl_sf_lambert WO((C_A0/q(2)) .* ...
e N(-q(1).*C_EO0.*x.+C_A0)./q(2)))/ ...
(((gsl_sf_lambert_ WO((C_A0/q(2)).* ...
eN(-q(1).*C_E0.*x.+C_A0)./q(2)))) .+ 1) .* ...
((C_A0/g(2)) .* eA((-q(1).*C_E0.*x.+C_A0)./q(2)))) .* ...
((C_A0/q(2)) .* e((-q(1).*C_E0.*x.+C_A0)./g(2))) * ...
(-C_E0 .*x ./ q(2)), ...
((gsl_sf_lambert_ WO((C_A0/q(2)).* ...
e.A((-q(1).*C_EO0.*x.+C_A0)./q(2))).+ ...
(a(2) .* (gsl_sf_lambert WO((C_A0/q(2)) .* ...
e M(-q(1).*C_EO0.*x.+C_A0)./q(2)))/ ...
(((gsl_sf_lambert_ WO((C_A0/q(2)).* ...
e M(-q(1).*C_EO0.*x.+C_A0)./q(2)))) .+ 1) .* ...
((C_A0/q(2)) .* eA((-q(1).*C_E0.*x.+C_A0)./g(2)))) .* ...
((C_A0/g(2)) * eA((-q(1).*C_E0.*x.+C_A0)./q(2))))) .* ...
((-C_A0/(q(2))*2) .* e.A(-q(1).*C_E0.*x.+C_A0)./q(2)) .+ ...
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(C_A0/q(2)) .* e.A((-q(1).*C_E0.*x.+C_A0)./q(2)) .* ...

(a(1) .* C_E0 .* x .- (C_A0/(a(2))"2)))];

rnd = [0.352509; 0.040607; 0.867061; 0.561283; 1.473191, 0.580767];

gerando ruido

# wtl = 1 /sqrt da variancia dos dados

# 1/ wtl = sqrt da variancia = desvio padréo

C_Alambert=C_A";
wtl =1 ./sqrt (C_Alambert);

C_Alambert = C_Alambert .+ 0.05 .* rnd ./ wtl;

F = leasqgrfunc;

dFdp = leasqrdfdp; # derivadas exatas

# dFdp = dfdp; # estimativas das derivadas
dp =[0.01; 0.01];

pin = [k3; C_M]; # chute inicial (k3 e C_M)
#pin = [4.5; 0.6];

stol = 0.0001;

niter = 50;

minstep = [0.0001; 0.0001];

maxstep = [0.9; 0.9];

options = [minstep, maxstep];
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global verbose;

verbose = 1;

Ajuste da curva C,(t) via minimos quadrados (Lambert)

+ data
fit

25F

Ca(mmol/L)
o
+

05

t(h)

figure(6);

[f1, p1, kvgl, iterl, corpl, covpl, covrl, stdresidl, Z1, r21] = ...
leasqr (t', C_Alambert, pin, F, stol, niter, wtl, dp, dFdp, options);

grid on;

title("Ajuste da curva C_A(t) via minimos quadrados (Lambert)");

xlabel('t(h)");

ylabel('C_A(mmol/L)");

k3 = p1(1)
C_M=pl(2)

r21
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1:9.9,9.9.9.9.9,.9.9,9,0.9.9,9,0.9.9,9.9.9.9,0.0.9,9,0.0.9,9,.0,0.9,0.0.9.9,0.9.9.9.0.9.9,.9.0.9.9,0.¢
# Tarefa 4:

#

# A funcdo W de Lambert tem diversas aplicacGes interessantes.

# A tarefa € realizar uma pesquisa para descobrir quais aplicacdes encontramos na

# literatura sobre o assunto e escolher um exemplo para explicar para os colegas e

# professores.

#

# Também vale trazer alguma curiosidade sobre essa funcdo, ou uma propriedade

# matematica importante. Consulte as referéncias dadas neste trabalho.

#
1:9.9,9.0.9.9,9,.9.9,9.0.9.9,9,0.9.9,9.9.9:9,90.9.9,.9,0.0.9,9,.0,9.9,0.0.9.9,0.9.9.90.0.9.9,9.0.9.0,0.¢

Resposta:

Neste trabalho utilizamos as respostas reais da fun¢cdo W no subdominio x >= -1/e, ou
seja, estamos interessados no ramo principal, chamado WO da fungdo W de Lambert. A
Figura 8 apresenta o grafico desta regido, feita para teste da funcdo e esta disponivel
neste script.

Grafico da fungao W de Lambert, X >=-1/e
2 T T T

051

W(X)

-0.5

2 0 2 s 5 5 10
X
Figura 8: gréafico de WO.

O grafico de W, incluindo o ramo secundario, pode ser observado na Figura 9.
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Figura 9: ramo secundério da funcdo W (tracejado).

As aplicacOes desta funcdo sdo muito diversas. Por exemplo, Dence, Thomas P. (2013)
sugere algumas aplicacdes em Calculo e Algebra, e no item 5 traz referéncias diretas
sobre diversas aplicacdes em andlise de algoritmos, matematica, fisica e outras.

Corless, R.M. et all. (1996) apresentam uma série de exemplos de aplica¢6es da fungdo
W: analise combinatoria, calculo de potenciacéo iterada (infinita), solucdo de equacdes,
problema de consumo de combustivel em avides, modelo de combustdo, solucdo de
problemas de cinética enzimatica e varios outros. Em relacéo as aplicacdes pedagdgicas,
estes autores afirmam existirem muitas maneiras de usar a funcdo W na sala de aula ou
ambientes de aprendizagem: trabalhar com funcBes implicitas, diferenciacdo destas
funcBes, série de Taylor, problemas de determinacdo de raizes usando métodos
numericos, discussao sobre condicionamento de funcéo (a funcdo W é mal condicionada
para valores proximos de x = -1/e), exemplo de aplicacdo do teorema da funcéo inversa
de Lagrange, analise assintdtica.

As atividades propostas a partir dessas aplicacfes podem servir de motivacdo para 0s
estudantes, e as ferramentas usadas podem se aproximar das reflexes do cotidiano com
0 objetivo de valorizar o conhecimento cientifico. O professor podera trabalhar a
resolucdo dos problemas e, ao mesmo tempo, explora-los para a formacao cidadad do
estudante.
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Gréficos da solugéo

Linearizacao para Solucao por Lambert
4 T T T T

X
figure(7);
plot(X, Y, 'sr');
hold;
X1 =10, X, 3];
yy =p(2) .* X1+ p(); # reta ajustada

plot(X1, yy, ‘'LineWidth', 1);

grid on;

title('Linearizacdo para Solugéo por Lambert’);
xlabel("X");

ylabel("Y");
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# Gréfico de C_A e C_R simulados com a
# equacdo diferencial da cinética de Michaelis-
# Menten (Runge-Kutta h automatico até t = 6h),

# junto com os dados originais.

R #
Respostas das concentragdes e simulagao
3
—=— Ca Lambert
2507 R
N Simulagdo
\\

2b
- \
° AV
£ 15+ L
£
o R

1 \

i
05 \
\E\_
-\"--ﬂ -
Or—l I | [v=m —— = ]
0 1 2 3 4 )
t(h)
figure(8);

C_R = zeros(1,length(t));
for i=1:(length(t)-1)
C_R(i+1) = C_R(i)+(f1(i) - f1(i+1));
end
plot(t, f1, -sr', 'LineWidth', 1);
hold;
plot(t, C_R, '-sb', 'LineWidth', 1);

hold;
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hold;

title('Respostas das concentracGes e simulacédo’);
xlabel('t(h)");

ylabel('C(mmol/L)");

#

# dC(A)/dt = -k3 . C(EQ) . [C(A)/(C(M)+C(A))]

# C(A),t(0) = C(A0)

# portanto,

#C _A'=-k3*C_EO*(C_A/(C_M+C_A));

#C_A0=C_A(L);

fmm3 = @(t4,C_A) -k3 * C_E0 * (C_A / (C_M .+ C_A));

[t4,y4] = ode45(fmm3,[0,6],C_AO0);

grid on;
plot(t4, y4, -sg', 'LineWidth', 1);

legend ("C_A Lambert”, "C_R", "Simulagao");
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#

# Dicionario de variaveis:

#

#t [h]
#C_A [mmol/L]
#C_AO0  [mmol/L]
#C_EO  [mmol/L]
#X

#Y

# k1 [1/9]

# k2 [1/9]
#k3 [1/5]
#V

#V1

#\V2

#C_M [mmol/L]
#p

#q

# X1

# X2

#Y2

#11

#y

#yl

tempo

concentragédo do substrato

concentrag&o inicial do substrato
concentracgéo inicial da enzima
termo para linearizacédo (olhar Eq.2)
termo para linearizacéo (olhar Eq.2)
constante de velocidade

constante de velocidade

constante de velocidade
vetor auxiliar
matriz auxiliar
matriz auxiliar

concentracdo de Michaelis-Menten
vetor auxiliar

vetor auxiliar

vetor auxiliar

vetor auxiliar

vetor auxiliar

variavel auxiliar

variavel auxiliar

variavel auxiliar
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#y2
#y3
#vy4
#12

#13

#14
#pl
#fmm (1,2¢e3)
# flam
#yy

# rnd
#a

#r
#RR
#C_Am

#arg L

variavel auxiliar

variavel auxiliar

variavel auxiliar

vetor auxiliar

vetor auxiliar

vetor auxiliar

vetor auxiliar

funcéo diferencial

fungéo de Lambert

vetor auxiliar

vetor auxiliar

vetor auxiliar

coeficiente de correlacéo
coeficiente de determinacdo (r"2)
varidvel para célculo da médiade C_A

argumento da funcdo Lambert

# f1, p1, kvgl, iterl, corpl, covpl, covrl, stdresidl, Z1, r21

#

variaveis de saida da funcao leasqr

# C_Alambert, tinverso, pin, F, stol, niter, wtl, dp, dFdp, options

#

#

argumentos da funcdo leasqr

S T T T
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R R
#

# Sugestoes para DESAFIOS:

#

# obs.: para gerar graficos diversos use o comando

# “figure(N);” antes do comando plot

#

# Desafio-1:

# Apresente um grafico de C_A e C_R simulados com a mesma funcgéo (até t = 6 h),
# junto com os dados originais. Estime os valoresde C AeC _Rnotempot=1,5h.
#

# Desafio-2:

# Estime o tempo para o substrato cair a 1% do seu valor inicial.

#

# Desafio-3:

# Estime o valor de C_EO para que o tempo de reducao a 1% do substrato seja de 2 h.
#

# Desafio-4:

# Considere uma nova reacdo nas mesmas condi¢cdes com C_A0 = 10 mmol/L. Estime o
# valor de C_EOQ para o tempo de reducéo a 1% do substrato seja de 1,5 h.

#

# Desafio-5:

# Considere uma nova reacdo nas mesmas condi¢cbes com C_EO = 0,1 mmol/L. Estime
# o valor de C_AO para que em 5 h de reagéo se tenha 3 mmol/L de substrato.

#

# Desafio-6:

# Na Parte 2 e na Parte 3 deste script foram utilizadas as derivadas parciais relativas a
# k3 e a C_M das respectivas fungdes, para a implementacao do ajuste de minimos

# quadrados, na fungéo leasqrdfdp. Verifique as expressdes usadas, mostrando 0s

# calculos das derivadas.

#

HHHHHH R

Referéncia para o Octave:

John W. Eaton, David Bateman, S@ren Hauberg, Rik Wehbring (2021).
GNU Octave version 6.4.0 manual: a high-level interactive language
for numerical computations.

URL https://octave.org/doc/v6.4.0/
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