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APRESENTACAO

O produto educacional evidenciado em questdo esta vinculado a uma
sequéncia didatica para o ensino de produtos notaveis que surgiu como
desdobramento da dissertacdo de mestrado associada ao Programa de Pos-
Graduacdo em Ensino de Matematica (PPGEM) da Universidade do estado do Para
(UEPA).

Este produto € destinado a professores e alunos do Ensino Fundamental Il para
ensino e aprendizagem de produtos notaveis no ambito escolar. Trata-se de um
recurso didatico validado experimentalmente, por um grupo de professores que atuam
na Educacao Bésica, que apresentou potencialidades associadas ao seu objetivo que
€ 0 de ensinar o conteldo em destaque para alunos do 8° ano por meio da
interatividade dialégica promovida pelo espirito investigativo, de comunicacédo e
argumentacdo em lingua materna e da linguagem matematica de forma interligada.

A elaboracéo deste constructo foi baseada em um campo de pesquisa da area
da Educacdo Matematica, denominado Didatica da Matemética. Com o qual,
elencamos como cabedal teérico para subsidiar as correlagdes entre o professor, 0
aluno e o saber a Teoria das Situacdes Didatica (TSD) de Brousseau (1996). Bem
como, nos embasamos nas percepcles de Zabala (1998) acerca da definicdo de
sequéncia didatica. Para sua elaboracdo nos apoiamos nos pressupostos das
Unidades Articuladas de Reconstrugéo Conceitual (UARC) de Cabral (2017). Assim,
como no entendimento dos materiais manipulaveis nos embasamos em Lorenzato
(2006).

Tinhamos como pretensao, utilizar as perspectivas da Andlise Microgenética
de Goes (2000) e Analise do Discurso de Montiman e Scott (2002). Entretanto, devido
as circunstancias ocasionadas pela pandemia da COVID-19 houve a necessidade de
um redirecionamento do processo de aplicacdo e validagdo da sequéncia didatica
coma alunos para uma turma de professores por meio da avaliacdo de um
guestionario.

Preliminarmente a estruturacédo da sequéncia didatica, buscamos realizar uma
revisdo de estudos afim de compreender os tipos e niveis de abordagens do objeto
matematico por outros pesquisadores. Além disso, buscamos entender as
perspectivas de alunos egressos, bem como, de professores a respeito do conteudo.

Assim como, de que forma os livros didaticos o abordam, se os niveis de exercicios



correspondem as definicbes propostas. Paralelamente elaboramos, um tratamento
matematico afim de subsidiar a elaboracéo do constructo, bem como, apresentar aos
professores correlagcdes do objeto matematico como outros conteudos em diversos
niveis (Ensino Fundamental, Médio e Superior).

De posse de todo esse levantamento e compreensdes realizadas acerca do
objeto, elaboramos a sequéncia didatica, ramificada em 4 atividades denominadas de
UARC-1, UARC-2, UARC-3 e UARC-4. Isto para abarcar as identidades associadas
ao quadrado da soma de dois termos, cubo da soma de dois termos, produto da soma
pela diferenca de dois termos e quadrado da diferenca de dois termos, juntamente
COmo 0s seus respectivos kits manipulaveis que auxiliam na construcdo do conteudo.

Sugerimos aos professores que antes da sua utilizagao seja realizado com a
turma um teste de conhecimentos minimos necessarios para a construcao do
conteudo da sequéncia didatica, como: as operacdes com expressdes algébricas
(adicdo, subtracao); potenciacdo (definicdo e propriedades); propriedade distributiva
do produto em relacdo a adicdo e em relacdo a subtracdo (expressdes algébricas
envolvendo a multiplicacéo); calculo de area (quadrado e retangulo) e de volume
(paralelepipedo e cubo).

Caso o professor note que os alunos apresentam dominio, pode prosseguir
com a sua utilizacdo. Entretanto, em caso de dificuldades dos alunos, indicamos que
seja feita uma oficina de conhecimentos basicos destes conteudos para preparar
cognitivamente os estudantes para os novos conhecimentos desenvolvidos na
execucao das atividades.

Portanto, apresentamos a seguir 0 material necessario para utilizacdo deste
produto educacional. Sua fundamentacao tedrica, bem como, a sequéncia didatica
elaborada na versédo dos alunos, assim como, as orienta¢des de utilizagdo de para
sua construcdo com foco aos professores e o tratamento matematico acerca do objeto

da sequéncia didatica.

Lucas Antonio Mendes de Lima

Miguel Chaquiam



1. APORTES TEORICOS E METODOLOGICOS

Neste capitulo foram abordadas questdes concernentes ao aporte teérico que
fundamentou a construgédo da sequéncia didatica abordada como ponto principal do
produto educacional. No tocante a este aspecto, foi elucidada a Teoria das Situacbes
Didaticas (TSD) de Guy Brousseau (1986), associada a Sequéncia Didatica (SD) na
concepcao de Zabala (1998). O modelo estruturante das Unidades Articuladas de
Reconstrugcdao Conceitual (UARC) de Cabral (2017). Os materiais concretos

manipulaveis sob a perspectiva de Lorenzato (2006).

1.1. TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS (TSD)

Inicialmente evidenciamos a Didatica da Matematica, enquanto campo tedrico
de investigacdo da Educacao Matematica que se preocupa e propdem uma série de
conceitos frente ao processo de ensino e aprendizagem em Matematica. Com isso,

destacamos a nogéao citada por D’Amore (2007), onde ele afirma que:

Didatica da Matematica: é a disciplina cientifica e o campo de pesquisa cujo
objetivo € o de identificar, caracterizar e compreender os fenbmenos e 0s
processos que condicionam o ensino e a aprendizagem da Matematica.
Educacdo Matemética: é o sistema social complexo e heterogéneo que inclui
teoria, desenvolvimento e prética relativo ao ensino e aprendizagem em
Matematica. Inclui a Didatica da Matematica como subsistema. D’Amore
(2007, p. 97)

Diante disso, a Teoria das Situacfes Didaticas (TSD) surge enquanto um
cabedal tedrico que fundamentou este estudo e que faz parte do campo de
investigagdo maior, vinculado a Didéatica da Matematica. Sobre a TSD, apontamos
seus conceitos a partir dos estudos propostos por Brousseau (1986), assim como,
suas correla¢cdes com a intencionalidade da pesquisa.

A TSD teve sua origem na Francga, especificamente na década de 70 por Guy
Brousseau. Esta ganhou destaque, por ser um modelo teérico que trata de formas de
apresentacdo dos conteudos matematicos, a alunos, como uma possibilidade de
melhor compreender o fenbmeno da aprendizagem matematica. Ou seja, ha uma
valorizac&o dos conhecimentos mobilizados pelos alunos para a constru¢do do saber

matematico, assim como, do trabalho do professor, enquanto profissional que
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proporciona condi¢cBes para que os alunos se apropriem dos conteudos. (FREITAS,
2010, p. 77)

Para que ocorra este cenario, deve ser organizado um meio, afim de que a
aprendizagem seja efetivada por parte dos alunos. O qual, a partir da concepcéo de

Freitas (2010), é definido da seguinte forma:

O meio € onde ocorrem as interagdes do sujeito, € o sistema antagonista no
gual ele age. E no meio que se provocam mudancas visando desestabilizar o
sistema didatico e o surgimento de conflitos, contradicGes e possibilidades de
aprendizagem de novos conhecimentos. Freitas (2010, p. 79)

A partir das nogdes preliminares esbogadas sobre a teoria. Destacamos de
acordo com as concepcdes de Brousseau (1986), a no¢cdo de situacdo didatica. A
qual, caracteriza-se pelas multiplas relacbes pedagdgicas estabelecidas entre um
aluno ou um grupo de alunos, num certo meio (eventuais instrumentos e objetos), o
professor e o saber com a finalidade de desenvolver atividades que visem alcancar o
processo de aprendizagem sobre 0s contelldos matematicos.

Estes trés elementos sdo de fundamental importancia para teoria, visto que
caracterizam o espaco vivo da sala se aula. Contudo, eles ndo sdo suficientes para
abarcar toda complexidade do fendbmeno cognitivo. Por isto, de acordo com Pais
(2008), eles devem estar associados a outros elementos como: métodos, recursos
didaticos, posicbes tedricas, dentre outros.

Neste sentido, o papel do professor frente as situacbes didaticas é
recontextualizar, repersonalizar e temporalizar o saber. Desse modo, o professor
busca ndo apresentar resultados imediatos e formalizados. Pelo contrario, constroi
situacdes para que o0s alunos possam vivenciar momentos de investigacdo no
ambiente da sala de aula.

Quando o aluno toma para si 0 problema ou a situacao proposta pelo professor,
€ neste momento que a aprendizagem vai ser efetivada. Porém, vale ressaltar que
entre a aceitacdo do problema e a aprendizagem, diversa etapas e variaveis sao
envolvidas.

Das quais, Brousseau (1986) destaca outra categoria frente a teoria, que séo
as situacdes adidaticas. Evidenciadas como situacdes caracterizadas pela existéncia
de determinados aspectos da aprendizagem que o professor ndo possui uma

intencionalidade pedagogica de intervencdao frente a situacédo vivenciada pelos alunos.
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Ou seja, os proprios alunos colocam em funcionamento o conhecimento que eles
mesmos construiram, sem nenhuma intervencao docente.

Freitas (2010), destaca que as situacdes adidaticas representam os momentos
mais importantes da aprendizagem, visto que os proprios alunos constroem e
sistematizam de suas maneiras o conhecimento diante do que foi proposto. Assim,
elas também ndo podem ser confundidas com as situa¢cdes nao-didaticas, pois nestas
ndo ha um planejamento que visa a aprendizagem.

No mais, Brousseau (1986) aponta uma tipologia de situacdes que estao
presentes ao longo do processo entre as atividades de ensino com as diversas
possibilidades de uso do saber matematico frente a um problema escolhido de acordo
com nivel intelectual do aluno. As quais, foram descritas sobre os olhares de Freitas
(2010) e Pais (2008) e denominam-se por: agdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizacao.

Na situacdo acao, o aluno realiza procedimentos imediatos para a solucdo da
atividade ou problema que |he foi proposto por influéncia mais experimental e intuitiva
do que propriamente tedrica. Ou seja, realiza determinadas ac6es mais imediatas, que
resultam na producdo de um conhecimento de natureza mais operacional.

Na situacdo formulacdo, o aluno passa a utilizar um conhecimento mais
elaborado do que na situacdo anterior, com uso de procedimentos e alguns modelos
ou esquemas tedricos explicitos, podendo ainda utilizar uma linguagem mais
apropriada para viabilizar o uso da teoria. Contudo, ndo tem a intencao de julgar a
validade do conhecimento utilizado.

Na situacéo de validacdo, o aluno utiliza mecanismos de prova e o saber ja
elaborado por ele passa a ser usado com uma natureza essencialmente tedrica, o que
caracteriza um argumento racional pelo aluno. Estas situacdes estao relacionadas ao
plano da racionalidade e diretamente voltadas para o problema da verdade. Além
disso, elas servem para rejeitar ou mesmo para contrapor determinas proposigoes.

Por fim, na situacao de institucionalizacdo, o aluno tem como intuito buscar o
carater objetivo e universal do saber cientifico com a passagem do plano individual
para o plano geral, histdrico e culturalmente construido. Neste sentido, o saber tem
uma funcgéo de referéncia cultural, ou seja, que vai para além da limitacdo do contexto
pessoal e localizado.

Os autores que fundamentaram tal discussao sobre a TSD, afirmam que as trés

primeiras situagdes (acao, formulagéo e validagcdo) podem ser consideradas como
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situacOes adidaticas, enquanto a ultima (institucionalizacdo) pode ser considerada
com uma situacao didatica, visto que, o professor pode realizar intervencdes afim de
que sejam estabelecidas generalizagcbes dos conceitos por parte dos alunos. Tal
afirmativa, pode ser corroborada na figura 01 a seguir:

Figura O1: Etapas da TDS

1. Contextualizacao

+ devolugao E PROFESSOR
2. Situacao adidatica

INOS A0
ALUNO: —> Formula¢ao
\ Validacao

J
R Gy PROFESSOR E
3. Institucionalizacao ALUNOS

Fonte: Freitas, 2010, p. 103

De posse da compreensdo da TSD, consequentemente das tipologias de
situacbes que a compde, entendemos que tal teoria corrobora 0 pensamento e
construcdo deste produto. Visto que as situacdes didaticas preocupam-se com a
apresentacao do conteudo, de modo a ter um contexto significativo para os alunos e
que também precisa de métodos e recursos didatico para contemplar as relacdes
entre professor, aluno e saber frente a um determinado meio. Com isso, elucidamos
a seguir, um instrumento didatico escolhido para compor junto da TSD a base para

esta pesquisa, que foi a sequéncia didatica.

1.2. SEQUENCIA DIDATICA

A respeito da Sequéncia Didatica (SD), enfatizamos a seguir sua origem, assim
como, o surgimento das discussdes sobre este “instrumento didatico” no Brasil, as
defini¢cdes de tedricos da area como Zabala (1998), Pais (2008) e Cabral (2017). Além
de citar a algumas distingdes que sao feitas com relacdo a sua utilizagdo a exemplo
da abordagem de cunho tedrico e outra de cunho pedagdgico.

Nesse sentido, de acordo com os estudos de Cabral (2017) e Nunes e Nunes

(2019), as Sequéncias Didaticas surgem no cenario nacional a partir das pesquisas
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desenvolvidas polo grupo de Genebra frente as acfes de diversos pesquisadores,
como Jean - Paul Bronckart, Bernard Schneuwly, Joaquim Dolz, A. Pasquier, Sylvie
Hallerforam, com isso foram introduzidas nos anos de 1980, na formacao dos Liceus
profissionais. Além disso, foram difundidas em diversos paises, mas especialmente
na Franca elas tiveram um maior destaque.

Assim as investigacdes produzidas por este grupo possuiam direcionamento
para aprendizagem da lingua francesa no sentido de minimizar as dificuldades
recorrentes da producdo da lingua escrita. Teoricamente, sob os pressupostos do
Interacionismo Socio-Discursivo (ISD). Ou seja, as Sequéncias Didaticas, foram
inicialmente trabalhadas diante da lingua materna, para posteriormente se estender a
outras areas. (CABRAL, 2017, p. 32).

Segundo o autor supracitado, 0 assunto chegou ao Brasil a partir da década de
90, com a publicagao dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) como “projetos”
e “atividades sequenciadas”. Assim como na Francga, foi desenvolvida primeiramente
no ambito da linguistica e posteriormente estendeu-se a outras areas da ciéncia, como
por exemplo a Matematica.

Com isso, ao compreender sua origem com influéncia significativamente
francesa, assim como, o0 surgimento das primeiras discussbées no Brasil.
Apresentamos a seguir definicbes por meio de teéricos que a discutem, afim de
entender sua composicéo e de que forma elas podem ser estruturadas. Dentre os
quais, ressaltamos as concepcdes de Pais, Cabral e Zabala respectivamente.

Na concepcdo de Pais (2008), a SD é desenvolvida a partir da seguinte
definicéo:

E formada por um certo nimero de aulas planejadas e analisadas
previamente com a finalidade de observar situagbes de aprendizagem
envolvendo os conceitos previstos na pesquisa didatica. Essas aulas sdo
também denominadas de sec¢bes, tendo em vista seu carater especifico para
pesquisa. [...] € preciso estar atento ao maior nimero possivel de informagdes

gue podem contribuir para o desvelamento do fenémeno investigado. (PAIS,
2008, p. 102)

Para Cabral (2017) o termo “Sequéncia Didatica” voltado para processo de

ensino e de aprendizagem de conteudos matematicos, foi definido da seguinte forma:

Um conjunto articulado de dispositivos comunicacionais de natureza escrita
ou oral que sistematiza as intervencdes de ensino com a intencionalidade
objetiva de estimular a aprendizagem de algum conteldo disciplinar de
Matematica a partir da percepcao de regularidades e do estabelecimento de
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generalizacBes adotando-se uma dinamica de interac6es empirico-intuitivas.
(CABRAL, 2017, p. 13)

Além desta, também elucidamos a concepcéo de Zabala. Visto que sequéncia
didatica foi definida por este autor como sendo “um conjunto de atividades ordenadas,
estruturadas e articuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais, que tém
um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos”.
(ZABALA, 1998, p.18).

De acordo com o mesmo autor, as sequéncias didaticas séo divididas nas

seguintes fases:

a) Atividade motivadora relacionada com uma situacdo conflitante da
realidade experiencial dos alunos. b) Explicagéo das perguntas ou problemas
gue esta situagdo coloca. ¢) Respostas intuitivas ou "hipoteses". d) Selecao
e esboco das fontes de informacdo e planejamento da investigacdo. e)
Coleta, selecao e classificacdo dos dados. f) Generaliza¢do das conclusfes
tiradas. g) Expressao e comunicagdo. (ZABALA, 1998, p.55)

Além disso, 0 autor expde uma série de etapas que compdem os modelos de
sequéncias com referéncias as areas mais procedimentais como é o caso da
Matematica, pautado nas seguintes etapas: apresentacdo de situacdo problematica;
busca de solucbes; exposicdo do conceito e algoritmo; generalizacdo; aplicacao;
exercitacdo; prova ou exame e avaliacdo. (ZABALA, 1998, p.60)

A partir das definicbes e do entendimento das etapas que as compdem,
ressaltamos que € importante se planejar para utiliza-las. Visto que devem ser levadas
em consideracao as relacdes professor e aluno, aluno e aluno, aluno e conhecimento.
Assim como, tempo e espaco a ser utilizado, organizacéo dos recursos didaticos e a
avaliacdo dos discentes diante do processo.

Além disso, os objetivos tracados também devem estar claros tanto para o
professor, quanto para os alunos. Deve também, ser visto como um instrumento de
reflexdo sobre a pratica docente através da observacdo do seu processo de
desenvolvimento e interacédo entre todos os envolvidos.

No mais, vale ressaltar que a SD possui uma classificagdo, em duas grandes
dimensdes, sdo elas estrito senso e lato senso. A primeira, refere-se ao cunho tedrico
que foi difundida na Franca e na Espanha. A segunda, refere-se ao cunho pedagdgico,
a qual Brousseau (2006) denomina de modelo didatico espontaneo, possui um
direcionamento tanto para sala de aula, quanto para o enfoque de pesquisas

cientificas. (NUNES e NUNES, 2019, p. 151)
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Por fim, elucidamos que a partir da leitura das obras dos autores citados pode-
se perceber que a Didatica da Matematica oferece uma gama de teorias que
possibilitam a construcdo de Sequéncias Didaticas. Como a Teoria das Situagfes
Didéticas (TSD) de Brousseau, a Dialética-Ferramenta-Objeto de Regine Douady, o
Registro de Representacdo Semiotica de Raymond Duval, a Teoria Antropoldgica do
Didatico (TAD), a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud.

Embora existam todas estas possibilidades de correlagbes, optamos nesta
pesquisa por construir a SD com base nas Unidades Articulaveis de Reconstrucéo
Conceitual (UARC) com fundamentacdo da Teoria das Situacdes Didaticas de
Brousseau.

As discussdes estabelecidas no texto supradito foram de fundamental
importancia para a compreensdo macro do que é este instrumento didatico. Assim
como, possibilitaram a compreensdo e necessidades de correlacbes com outras
teorias como € o caso da UARC para sua construcao e posterior utilizacdo em sala de

aula.

1.3. UNIDADE ARTICULAVEL DE RECONSTRUCAO CONCEITUAL - UARC

Esta teoria surge de uma motivagao do préprio autor, Cabral (2017), enquanto
docente do curso de licenciatura, assim como, de sua trajetdria profissional percorrida
como docente da educacao basica, ao longo de anos de labor. Com isso, houve a
necessidade desenvolver uma possibilidade alternativa para o exercicio docente, uma
pratica pautada num discurso dialégico promotor de interacfes verbais reflexivas afim
de gerar condicbes para os alunos explorarem regularidades, mesmo que
intuitivamente, pudessem perceber a necessidade do estabelecimento de
generalizagdes.

Com este formato de abordagem do conteddo o aluno sai da posicao de
receptor do conhecimento, enquanto sujeito que apenas tem o papel de repetir um
processo, sem por vezes ter a compreensao do motivo pelo qual esta ocorrendo.
Passa entdo a exercer um novo papel em sala de aula, o de investigar a partir de seus
conhecimentos a situacdes propostas para se construir com a medicagao do professor

0 conhecimento novo.
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Com isso, Cabral (2017), prop6em um construto tedrico voltado para a
reconstrucdo de conceitos durante as aulas de Matematica. O qual, denominou de
Unidade Articulavel de Reconstrucao Conceitual (UARC) consolidado a partir de uma
série de categorias de Intervenc¢des Estruturantes. Tal construto € utilizado com
referéncia para a elaboracdo de Sequéncias Didaticas.

Para reconstruir um conceito, o autor da teoria, propée que o professor crie a
primeira destas unidades, denominada de Unidade Articulavel de Reconstrugcéo
Conceitual de primeira geracdo (UARC-1) que serve como ponto de partida e ndo
necessariamente deve ser iniciada com um problema, ela é também denominada de
primeira escolha.

Ap@s, deve ter uma outra unidade vinculada com a primeira denominada de
Unidade Articulavel de Reconstrucdo Conceitual de segunda geragdo (UARC-2). O
mesmo critério € adotado para as demais geragdes e a medida em que as UARC'’s
sao trabalhadas o conceito tende a ser reconstruido. Ou seja, a cada uma delas faz
com que o conceito se potencialize de tal modo que na ultima, a reconstrucao é
atingida. Assim, Cabral (2017), propdem seis categorias estruturantes que
materializam o texto de uma Sequéncia Didatica.

As intervencdes propostas pelo autor, estdo elucidadas da seguinte maneira:
Intervencdo Inicial (li), Intervencdo Reflexiva (Ir), Intervencdo Exploratoria (le),
Intervengdo Formalizante (If), Intervencdo Avaliativa Restrita (IAr) e Intervengéo
Avaliativa Aplicativa (IAa). As quais, apresentamos uma breve descricdo a seguir a
partir das concepc¢des evidenciadas pelo autor.

A Intervencao Inicial (li), € a primeira peca do jogo na esfera do discurso
dialégico-didatico, onde o professor estimula os alunos a partir de uma verdade do
pensamento matematico a perceber de maneira empirico-intuitiva as regularidades do
conceito que articuladas as outras percepcdes pode exercer um papel facilitador na
reconstrucao conceitual pretendida.

A Intervencao Reflexiva (Ir), se materializa por meio de um questionamento, o
qual, refere-se a um ou mais aspectos relacionados ao conceito objeto de
reconstrucdo. Onde o aluno é estimulado a refletir sobre o fazer e suas
consequéncias, ou seja, 0 aluno é levado a levantar hip6teses, fazer conjecturas,
verificar possibilidades e estabelecer consequéncias.

Intervencg&o Exploratoria (le), tem por objetivo aprofundar o olhar dos alunos a

respeito das respostas obtidas pela (Ir). Elas seréo trabalhadas a partir da solicitagao
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do professor aos alunos para executarem os procedimentos, com isso, eles fazem
simulacdes, experimentacbes, descricbes e observacdes. Esta intervencdo
juntamente com a anterior possuem um papel fundamental, de acordo com o autor,
para a percepc¢ao de regularidades no processo de reconstrugédo conceitual.

A partir das generalizagcdes desenvolvidas nas intervencfes anteriores, o
professor que orienta o pensamento mediado pela sequéncia didatica se apropria das
verdades empirico-intuitivas para enunciar a Intervencdo Formalizante (If). A qual,
possui por objetivo reelaborar as verdades redescobertas pelos alunos e consolida-
las em uma linguagem mais abstrata como um saber disciplinar formal, axiomatico
préprio da natureza da Matemaética.

Apds este momento, o professor pode fazer as IntervencBes Avaliativas
Restritas (IAr) com um intuito de estabelecer uma primeira afericdo de aprendizagem
do conceito objeto de reconstrucdo. Nela, os alunos irdo justificar os procedimentos
adotados com base nas verdades empirico-intuitivas estabelecidas nas reconstrucdes
conceituais. Ela analisa a aprendizagem com dois enfoques, o primeiro conceitual
(significado e o sentido do objeto matematico estudado) e o segundo para justificar os
algoritmos (propriedades e operacoes).

Por fim, as IntervencBes Avaliativas Aplicativas (IAa) buscam a partir da
resolucao de problemas de aplicacdo mobilizar as no¢des conceituais associadas as
propriedades operacionais decorrentes de diversos contextos. Entre os quais, sao
evidenciados contextos reais e/ou abstratos, desde que estejam adequados aos niveis
de ensino trabalhados.

Estas Intervencfes Estruturantes sédo divididas em pré-formal (Intervencéao
Inicial (Ii), Intervencdo Reflexiva (Ir), Intervencdo Exploratéria (le)), formal com a
Intervencdo Formalizante (If) e pos-formal (Intervencdo Avaliativa Restrita (lAr) e
Intervencédo Avaliativa Aplicativa (I1Aa).

Neste sentido, destacamos a afirmativa feita pelo autor, de que as Intervencdes
Estruturantes consolidam o texto de uma Sequéncia didatica para o ensino de
conteados matematicos. A qual, € desenvolvida inicialmente por meio de duas
modalidades da Intervencao Inicial, denominadas de “Exploracdo Potencial’ e
“Conexao Pontual”’, assim como, as demais Intervengdes Estruturantes materializam
a SD escrita.

Associada a elas também foi destacado um tipo oculto de intervencéo,

denominada de Intervencbes Orais de Manutencéo Objetiva (IOMO) que sustenta o
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discurso do professor ao longo do processo de ensino e aprendizagem e Ihe permite
direcionar os alunos para a reconstrucéo conceitual.

Neste sentido, o autor descreve a primeira modalidade de Intervencgao Inicial,
Exploragéo Potencial, como sendo o inicio de uma Sequéncia Didéatica motivada por
meio da apresentacdo de um jogo, uma situacao-problema, um quebra-cabeca, um
desafio de natureza aritmética, algébrica ou geométrica ou ainda de natureza hibrida.

Ela permite ao professor:

[...] desencadear, a partir de diversos questionamentos aos alunos, uma série

de procedimentos investigativos, simula¢gBes, conjecturas, hipoteses,

analogias, empirias, que sao procedimentos tipicos de construcéo do saber

matematico. [...] Quanto mais ricas forem essas possibilidades, maior sera o

“potencial” exploratorio da Intervencéo Inicial adotada. (CABRAL, 2017, p. 46)

A segunda modalidade de Intervencdo Inicial, Conexdo Pontual, é
apresentada a partir de um comando dado ao aluno que € estimulado a desenvolver
um procedimento a partir de seu conhecimento prévio. Este procedimento n&o
necessariamente tem uma relacao direta com o seu objeto conceitual em processo de

reconstrucdo. Assim, o autor caracteriza esta modalidade da seguir forma:

Em termos gerais a partir dessa Intervencéo Inicial concebida na modalidade
“ Conexao Pontual ” [li — CP] que sera adotado pelo professor um conjunto
finito de comandos procedimentais pontuais como os elos interligados de uma
corrente. Cada procedimento operacional solicitado ao aluno deve estar
irremediavelmente ligado ao procedimento anterior. A conexdo de n
procedimentos pontuais cria, em tese, condicbes para a percepgdo de
regularidades e do estabelecimento de generaliza¢cdes empirico - intuitivas
fundamentais no processo de aprendizagem do pensamento matematico.
(CABRAL, 2017, p. 61)

Além disso, foram criadas categorias que evidenciam as potencialidades da
Intervencéo Inicial, que sé@o todas as outras intervengdes mencionadas anteriormente.
Este conjunto de intervengdes que potencializam a intervenc¢ao inicial foi denominado
de “Intervengdes Auxiliares” e todas elas compdem o texto da Sequéncia Didatica.
Para além destas seis intervencgdes, foi criada uma sétima de nominada de IOMO,
cujo objetivo € manter a objetividade planejada, ela funciona ainda como uma espécie
de Sequéncia Didatica implicita.

A respeito da IOMO, Cabral (2017) as enfatiza com sendo dotada de uma
natureza caotica com relacdo a dois aspectos. O primeiro, gira em torno da frequéncia,
uma vez que pode acontecer em qualquer momento da aplicacdo da Sequéncia

Didatica. O segundo, estd associado com a intensidade, ou seja, ao nivel de
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aprofundamento, assim como, o nivel de envolvimento dos alunos com o objeto
estudado.

Além disso, os contornos das a¢fes dos alunos em relacdo as intervencgdes
estruturantes da Sequéncia Didética dirigida pelo professor ocorrem por meio destas
intervencdes orais de manutencao objetivas e sao caracterizados de acordo o a sua
frequéncia de utilizacédo pelas Zonas de Tenséao Discursivas (Alfa, Beta e Gama).

A primeira Zona de Tenséo Discursiva, denominada de Alfa, se caracteriza
pelas “primeiras articulagdes argumentativas propostas em direcdo aos objetos de
aprendizagem”. Elas tendem a serem mais acionadas, visto que quanto menor
dominio sobre os objetos, maior sera o direcionamento do professor por meio das
intervencgoes.

A segunda, denominada de Beta, esta associada a uma zona de tencao
discursiva menos intensa. Visto que os alunos apresentam uma maior autonomia
diante do objeto. Por sua vez, a Gama, tende a avaliar os alunos por meio de
indagagOes e questionamentos e situagdes mais complexas, afim de verificar se o
objeto foi de fato aprendido por eles.

Neste sentido, para ilustrar as definicdes que compéem as UARC’s, assim
como, os demais elementos do construto tedrico de Cabral (2017) expomos a figura

02 seguir que foi apresentada pelo autor e sintetiza todas as suas etapas.

Figura 02: Unidade Articulavel de Reconstru¢cao Conceitual (UARC)

Intervencéo Inicial (l;)

Pré-formal — Intervencio Reflexiva (Ir)
Intervengéo Exploratéria (le)
ESCRITAS 4  Formal — Intervengao Formalizante (I}
INTERVENGCOES __| i T T SR —— + | UARC
ESTRUTURANTES

Intervencéo Avaliativa Restritiva (l1Ar)
Intervengio Avaliativa Aplicativa (1Aa)

Pés-formal —

ORAIS —[ Intervengéo Oral de Manutencéo Objetiva (IOMO)

Fonte: Cabral, 2017, p. 97.

Diante da figura supracitada, vale ressaltar que uma UARC é composta pelas
quatro primeiras intervencdes, ou seja, pelas etapas pré-formal e a formal, como se
pode facilmente perceber pela figura. Dessa forma, apresento a seguir a defini¢cao

proposta pelo autor sobre a UARC.
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E justamente na consolidacdo das Intervengdes Formais que as UARC'’s tém
0 seu ciclo completado. Cada UARC é, portanto, definida pelo conjunto de
argumentacdes empirico-intuitivas construido por todas as Intervengdes
Estruturantes pré-formais que antecedem e inclui alguma Intervencao
Formalizante. (CABRAL, 2017, p. 59)

Portanto, a UARC foi abordada enquanto construto tedrico que vai subsidiar a
construcdo da Sequéncia Didatica deste produto. Visto que, a partir dela, foram
construidas as UARCs (atividades da sequéncia didatica), que serviram de roteiro
para os alunos para a reconstrucao das identidades dos produtos notaveis. Associada
a ela utilizamos também os materiais manipulaveis (como uma forma de Exploragéo

Potencial) enquanto instrumento facilitador para o estudo do objeto estudado.

1.4. MATERIAIS DIDATICOS MANIPULAVEIS

A partir desta derivagcdo de ensino, destacamos a utilizacdo dos materiais
didaticos manipulaveis. Materiais estes que de acordo com o estudo de Fiorentini e
Miorim (1990), tiveram suas primeiras abordagens e utilidades nas propostas de
Pestalozzi (1746-1827) e de seu seguidor Froebel (1782-1852), ao instituirem um
curriculo em que nas atividades propostas, os alunos deveriam trabalhar com o uso
de materiais manipulaveis, onde as descricbes deveriam preceder as definicdes de
modo que o conceito nasce da experiéncia direta com os objetos.

Assim como, em Mentessori (1871-1832), que desenvolveu diversos materiais
manipulativeis para trabalhar com criancas com deficiéncia, que apds compreender
seu forte apelo visual e tatil estende sua utilizacdo para os alunos do ensino regular.
Entre seus materiais, destacamos: “material dourado”, “triangulos construtores” e
“cubos para composigcao e decomposicao de bindmios e trindbmios”.

Castelnouvo (1970), compreende que o material manipulavel deve ter uma
dupla finalidade: “exercitar as faculdades sintéticas e analiticas da crianca”, sintética,
afim de que o aluno construa um conceito a partir do concreto e analitica, pois a
crianca compreender o objeto para constituir a globalizacéo.

Com isso, a partir dos tedricos citados nota-se que a utilizacdo dos materiais
manipulaveis vem favorecendo desde séculos passados até os dias atuais o processo
de ensino e aprendizagem em Matematica. Assim, de acordo com Lorenzato (2006),

o surgimento das discussfes em torno destes materias no Brasil ocorreu na década
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de 90. Especificamente sobre a influéncia de nomes como Julio Cesar de Mello e
Souza em 1957 com a obra “Técnicas e procedimentos didaticos no ensino de
matematica”. Assim como, com Manoel Jairo Bezerra com a obra intitulada por: “O
material didatico no ensino de matematica”.

Neste sentido, para Bittar e Freitas (2005) o material didatico deve ser
interpretado como um instrumento facilitador da aprendizagem. Porém, “nao se trata
de um instrumento mégico com o qual tudo podera ser entendido e assimilado pelo
aluno”. Ou seja, é necessério que o professor tenha um papel de mediador para que
estes materiais sejam utilizados de forma critica pelos alunos.

Além das assertivas dos autores supracitados, Lorenzato (2006), define os
materiais didaticos como “qualquer instrumento utii ao processo de ensino-
aprendizagem. Portanto, pode ser um giz, uma calculadora, um quebra-cabeca, um
jogo...”.

Por sua vez, os Materiais Didaticos Manipulaveis, de acordo com 0 mesmo
autor, podem ser classificados em estaticos e dindmicos a partir de sua composi¢ao
e forma com que é utilizado. Por um lado, os estéticos sdo assim denominados por
nao possuirem modificacdes em suas formas e por vezes possibilitam apenas a
visualizacdo, como € 0 caso dos solidos geométricos em madeira. Porém, existem
outros que possibilitam uma maior participacao dos alunos, como é o caso do abaco,
material dourado, entre outros.

Por outro lado, os dinamicos, sao materiais que permitem transformagoes por
continuidade. Com isso, facilitam as redescoberta por parte dos alunos, assim como,
auxiliam na percepcéo de propriedades e a construcdo de uma efetiva aprendizagem.
Vale ressaltar que um material estético pode ser transformado em dindmico, desde
gue sejam feitas as devidas alteracdes.

A partir da compreensdo do surgimento, assim como, de sua defini¢éo,
Sarmento (2010) evidencia uma série de vantagens para a aprendizagem das
criangas com utilizacdo dos materiais manipulativos, das quais: a) Propicia um
ambiente favoravel a aprendizagem, pois desperta a curiosidade das criancas e
aproveita seu potencial ludico; b) Possibilita 0 desenvolvimento da percep¢do dos
alunos por meio das interagbes realizadas com os colegas e com o professor; c)
Contribui com a descoberta (redescoberta) das relacbes matematicas subjacente em
cada material; d) E motivador, pois dar um sentido para o ensino da matematica. O
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conteudo passa a ter um significado especial; e) Facilita a internalizacdo das relacdes
percebidas.

Dessa forma, o mesmo autor propde uma sequéncia de ensino com base na
manipulagéo de recursos materiais, dispostas da seguinte forma: a) Inicialmente os
alunos manuseiam liviemente 0s objetos concretos. Nesta etapa pretende-se
aproximar os estudantes dos materiais que serdo utilizados, € um momento de
exploragéo, visualizagéo e reconhecimento; b) S&o realizadas as a¢gfes programadas
visando a obtencéo das rela¢des qualitativas e/ou quantitativas preditas nos objetivos;
c) Por meio das interacGes aluno-objeto-contetdo-professor buscar a interiorizacao
das relacBes percebidas na fase anterior; d) Aquisicdo e formulacdo do conceito
buscando relacionar com os conceitos anteriores e aplicando-os em outras situagoes.

Diante do exposto, fica evidente a relevancia que estes materiais tém sobre o
processo de ensino e aprendizagem em Matematica. Porém, eles devem ser
pensados com antecedéncia pelo professor para que o trabalho com os alunos seja
bem direcionado e extrapole a ilustracéo dos conceitos apenas e passe a ser utilizado
como um instrumento de redescoberta.

Neste sentido, a definicAo de Materiais Didaticos Manipulaveis Dinamicos
impulsionou a construcdo de um kit para esta pesquisa para abordar os produtos
notaveis. O qual, estimula juntamente com o texto da sequéncia didatica e o processo
dialégico professor a construcado pelos alunos das identidades que compdem o
conteudo.

Diante desta fundamentacao, acerca das teorias que subsidiaram a elaboracéo
da sequéncia didatica, bem como, a construcdo deste produto. Ressaltamos que
foram mencionadas em Lima (2022) como metodologias de interpretacdo dos dados
gerados pela aplicacéo da sequéncia didatica com os alunos, a Analise Microgenética
e a Analise do Discurso. Entretanto, devido as circunstancias educacionais e sociais
ocasionadas pela pandemia da COVID-19, houve um redirecionamento da aplicacéo,
bem como da validacdo do constructo com um grupo de professores por meio de um
guestionario. Com o qual, confirmamos que a sequéncia elaborada tem potencial para
ser utilizada no processo de ensino e aprendizagem dos produtos notaveis.

Neste sentido, apresentamos a seguir a sequéncia didatica a ser utilizada
pelos alunos, bem como, esbocamos em seguida orienta¢des para utilizacao e etapas
construtivas a serem desenvolvidas para se alcancar os objetivos desejados por cada

atividade.
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2. SEQUENCIA DIDATICA: VERSAO DO ALUNO
2.1. UARC-1

Objetivo: Identificar a relacdo existente entre o quadrado da soma de dois termos e a soma do
guadrado do primeiro termo, com o dobro do produto entre o primeiro e 0 segundo termo, mais
0 quadrado do segundo termo.

Material: Papel, lapis ou caneta, borracha e material didatico manipulavel (Kit Geométrico),
régua graduada e o roteiro da atividade.

Procedimento:

[ll— EP] Com uso do material do kit Geométrico, construa um quadrado de acordo com as
recomendacdes fornecidas. Num segundo momento determine a area do quadrado. Para isso,
responda as seguintes perguntas.

[Ir = 01] Que tipo de figuras planas podem ser identificadas no conjunto de pecas fornecidas?

[le — 02] Determine as dimensfes (Largura e Comprimento) e as areas correspondentes de
cada uma das figuras identificadas.

[le — 03] Represente por meio de letras as dimensdes de cada uma das pecas (verde-laranja-
azul), tendo em vista as medidas obtidas. Num segundo momento, calcule a &rea de cada uma
das figuras utilizando as letras atribuidas.

[le — 04] Faca uma composicao utilizando todas as pecas fornecidas de modo a obter uma das
figuras planas identificadas anteriormente. Num segundo momento, identifique as dimensdes
e calcule a area da figura construida.

[le — 05] Estabelegca uma relagdo entre a area da figura formada e as anteriores.
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[lF] Dadosaeb,comaebeQ
Representacao algébrica / geométrica:

(a+b)>=a*+2ab+b*ou a*+2ab+b*=(a+b)?

Representacdo na Lingua Materna:

O quadrado da soma de dois termos é numericamente igual a soma do quadrado do primeiro
termo, com o dobro do produto entre o primeiro e 0 segundo termo, mais o quadrado do
segundo termo.

[lar] Utilize a definicdo acima para completar os itens abaixo.

a) (x+y)?z= ) (5x+y)2=

b) (x+3)2= d) m?+2.m.n+n?=
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2.2. UARC 2

Objetivo: Identificar a relacdo existente entre o cubo da soma de dois termos e a soma do cubo
do primeiro termo, com o triplo do produto do quadrado do primeiro com o segundo termo, mais
o triplo do produto do primeiro com o quadrado do segundo termo, mais o cubo do segundo
termo.

Material: Papel, lapis ou caneta, borracha e material didatico manipulavel (Kit Geométrico),
régua graduada e o roteiro da atividade

Procedimentos:

[l = EP] Com uso do material do kit Geométrico, construa um cubo de acordo com as
recomendacgdes fornecidas. Num segundo momento determine o seu volume. Para isso,
responda as seguintes perguntas.

[IrR — 01] Que tipos de solidos geométricos podem ser identificados no conjunto de pecas
fornecidas?

[IR — 02] Determine as dimensdes (Largura, Comprimento e Altura) e os volumes
correspondentes de cada um dos sélidos identificados.

[Ir — 03] Represente por meio de letras as dimensfes de cada uma das pecas, tendo em vista
as medidas obtidas. Num segundo momento, calcule o volume de cada um dos solidos
utilizando as letras atribuidas.

[Ir — 04] Faca uma composicao utilizando todas as pecas fornecidas de modo a obter um dos
sélidos geométricos identificados anteriormente. Num segundo momento, identifique as
dimensdes e calcule o volume do sélido construido.

[Ir — 05] Estabeleca uma relacéo entre o volume do solido formado e os anteriores.
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[lrF] Dadosaeb,comaebeQ.

Representacao algébrica / geométrica:
(a+b)3=a®+3a’bh+3ab*+b3oua+3a’b+3ab’*+b*>= (a+b)3

(@a+b)2= a® + 3a2b + 3ab? +
O cubo da soma de dois termos é numericamente igual a soma do cubo do primeiro termo, com
o triplo do produto do quadrado do primeiro com o0 segundo termo, mais o triplo do produto do
primeiro com o quadrado do segundo termo, mais o cubo do segundo termo.

Representacdo na Lingua Materna:

[lar] Utilize a definicdo acima para completar os itens abaixo.

2) (x +) * = C) (x+ 5y) * =

b)(x+1)3%= d) 22+ 3.22w + 3.zw? + w®
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2.3. UARC 3

Objetivo: ldentificar a relagdo existente entre o produto da soma e da diferenca de dois termos
com a diferenca entre o quadrado do primeiro termo com o quadrado do segundo termo.

Material: Papel, lapis ou caneta, borracha e material didatico manipulavel (Kit Geométrico),
régua graduada e o roteiro da atividade.

Procedimentos:
[Ir — 01] Que tipo de figuras planas podem ser identificadas no conjunto de pecas fornecidas
(azul e amarelo)?

[le — 02] Determine as dimensfes (Largura e Comprimento) e as areas correspondentes de
cada uma das figuras identificadas.

[le — 03] Represente por meio de letras as dimensdes de cada uma das pegas, tendo em vista
as medidas obtidas. Num segundo momento, calcule a &rea de cada uma das figuras utilizando
as letras atribuidas.

[le — 04] Com o uso da tesoura, recorte um quadrado num dos cantos de uma das figuras de
cor azul e calcule a area do quadrado obtido. Num segundo momento atribua letra as
dimensdes do quadrado recortado e calcule a area utilizando a letra atribuida.

[le — 05] Calcule a area da figura resultante, apés a retirada do quadrado, a partir das areas dos
guadrados azuis anteriores, tanto numericamente quanto com as letras.

[le — 06] Repita o recorte nos cantos das pecas de cor amarela com mesmas dimensodes do
guadrado azul recortado. Num segundo momento identifique as dimensdes com as letras
utilizadas inicialmente nas pecas resultantes de cor amarela.

[le — 07] Faga apenas um recorte numa das pegas amarelas resultantes de modo que as duas
pecas formem um retangulo. Num segundo momento, calcule a area desse novo retangulo,
tanto numericamente quanto com uso das letras.

[le — 08] Estabeleca comparacédo, tanto numérica quanto com letras, entre a figura azul apés a
retirada do quadrado e a figura retangulo amarelo obtido apds o recorte.
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[IF] Dadosaeb,comaebeQ.

Representacao algébrica / geométrica:

(a +b).(a —b) =a*—-b*oua’?—-b*= (a +b).(a —b)

Representacéo na Lingua Materna:
O produto entre a soma e a diferenga de dois termos é numericamente igual a diferenca entre
0 quadrado do primeiro termo com o quadrado do segundo termo.

[IAR] A partir do que foi trabalhado, complete as igualdades frente as seguintes alternativas.

a) (x+y).(x-y) = b) (x-3).(x+3) =
c)(2+y).(2-y)= d)ym2—n2=
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2.4. UARC 4

Objetivo: Identificar a relacdo existente entre o quadrado da diferenca de dois termos com a
diferenca do quadrado do primeiro termo e o dobro do produto entre o primeiro e o segundo
termo, mais o quadrado do segundo termo.

Material: Papel, lapis ou caneta, borracha e material didatico manipulavel (Kit Geométrico),
régua graduada e o roteiro da atividade.

Procedimentos:

[ll— EP] Com uso do material do kit Geométrico, construa um quadrado de acordo com as
recomendacdes fornecidas. Num segundo momento determine a area deste quadrado. Para
iISS0, responda as seguintes perguntas.

[Ir = 01] Que tipo de figuras planas podem ser identificadas no conjunto de pecas fornecidas
(azul e amarelo)?

[le — 02] Determine as dimensfes (Largura e Comprimento) e as areas correspondentes de
cada uma das figuras identificadas.

[le — 03] Atribua letras aos lados dos quadrados de maior area e menor area.

[le — 04] Faca uma composicao das figuras de modo a obter uma figura equivalente ao quadrado
de maior area.

[le — 05] A partir das letras atribuidas acima, represente as dimensdes das demais figuras e
calcule suas respectivas areas.

[le — 06] Como obter a area do quadrado intermediario a partir de retiradas de areas do
guadrado grande.

[le — 07] Represente algebricamente a situagao anterior.




30

[lrF] Dadosaeb,comaebeQ.
Representacao algébrica / geométrica:

(a—b)>=a*-2ab+b*oua®*—-2ab+b*=(a-b)?

Representacdo na Lingua Materna:

O quadrado da diferenca de dois termos é numericamente igual a diferenca do quadrado do
primeiro termo e o dobro do produto entre o primeiro e o segundo termo, mais o quadrado do
segundo termo.

[lar] Utilize a definicdo acima para completar os itens abaixo.

a) (x-y)?= b) (x—5y) 2=

c)(x-1)2= d) a?—2.a.b + b?
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3. SEQUENCIA DIDATICA: VERSAO DE ORIENTACOES AO PROFESSOR

Neste capitulo apresentamos orientacdes para o professor com relacdo a
construgdo a ser realizada com os alunos ao longo de suas aulas frente as
intervencdes presentes em cada UARC que compdem a sequéncia didatica

apresentada anteriormente.

3.1. ORIENTACOES INICIAIS

Conforme mencionado na apresentacdo deste produto, o professor antes de
iniciar o processo de utilizacdo da SD, deve ter convic¢cdo de que a turma possui 0s
conhecimentos minimos necessarios. Visto que, uma das intencionalidades da SD é
que os alunos facam a construcdo de um conhecimento novo, baseado em
conhecimentos ja adquiridos por eles. Dentre os quais, destacamos: operac¢des com
expressdes algébricas (adicdo, subtracdo), potenciacéo (definicdo e propriedades),
propriedade distributiva do produto em relacdo a adi¢cdo e em relagdo a subtracéo
(expressOes algébricas envolvendo a multiplicacdo), area (quadrado e retangulo) e
volume (paralelepipedo e cubo).

De posse deste entendimento, destacamos que a SD evidenciada foi pensada
para ser aplicada com estudantes do 8° ano do Ensino Fundamental IIl. Como
dindmica para realizacéo das atividades, sugerimos que os alunos sejam divididos em
grupos para que realizem as tarefas propostas de maneira coletiva e colaborativa com
uso do material manipulavel (os quais podem ser elaborados pelo professor com
folnas de EVA e de Isopor) de modo que o professor promova momentos de
socializacéo das conclusdes dos grupos.

Estes momentos de discussbes, sao relevantes para 0 processo, ao
considerarmos que a partir das diversas opinides dos alunos, bem como, as
colocacdes do professor com as Intervencdes Orais de Manutencéo Objetiva (I-OMO),
busca-se chegar a um consenso do saber de modo que seja possivel o professor fazer
a formalizagdo dos conceitos pretendidos para a respectiva atividade.

Sobre a I-OMO, conforme menciona Cabral (2017), destacamos como um
recurso de improviso discursivo fundamental para que 0S conceitos sejam
formalizados de maneira gradual, preenchendo lacunas de situacfes nao previstas na

elaboracdo da sequéncia. Embora muito importante, essa intervencédo deve acontecer
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apenas quando necessario para resolver impasses que 0s alunos nao consigam
resolver entre si, preservando a autonomia do estudante e possibilitando futuras
reformulagdes no texto utilizado que media a aprendizagem.

Em relagdo as intervengbes presentes nas atividades, ressaltamos que a
sequéncia didatica na versdo do aluno, apresenta propositalmente uma distribuicdo
apenas das intervencdes reflexivas e exploratorias nas primeiras paginas das
UARC'’s. Isto, para que o aluno ndo tenha contato direto com a intervengao
formalizante e com as representacfes geométricas das identidades dos produtos
notaveis a serem construidas. As quais, constam apenas nas paginas subsequentes,
visto que neste momento o professor, com base no consenso de todos faz a
formalizagéo.

Ao final de todo o processo de construcado do conhecimento de cada atividade
da SD, sdo propostas intervencdes avaliativas restritivas que nada mais sdo do que
uma verificagdo de aprendizagem imediata com intencéo de avaliar a apreensao do
aluno sobre o conhecimento adquirido e assim poder corrigir algum erro conceitual.
Bem como, consta na dissertagdo a avaliagdo aplicativa, com questdes
contextualizadas e desafios a serem resolvidos pelos alunos como forma de explorar
ainda mais o conhecimento adquirido apds a conclusdo das 4 UARC’s presentes na
sequéncia.

Neste sentido, apresentamos a seguir orientacbes referentes as quatro
atividades que compdem a sequéncia didatica. Afim de que o professor tenha uma
compreensao ainda melhor dos processos de utilizacdo do texto, bem como, dos

materiais manipulaveis.

3.2. ORIENTACOES PARA UARC-1

Esta atividade tem por objetivo identificar a relagdo existente entre o quadrado
da soma de dois termos e a soma do quadrado do primeiro termo, com o dobro do
produto entre o primeiro e o segundo termo, mais o quadrado do segundo termo. Isto,
com base na utilizacdo do texto, do kit de material manipulavel construido em EVA,
bem com, dos demais materiais apontados.

Desta maneira, no item de procedimento ressaltamos que deve ser construido

um quadrado de acordo com as recomendacdes fornecidas pelas intervengdes, sejam
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elas exploratorias ou reflexivas. Com este entendimento, o professor, entrega os kits
aos grupos. Na intervencéo inicial eles devem fazer o reconhecimento dos tipos

figuras geométricas que compdem o kit. Conforme ilustrado a seguir:

Na intervencao exploratoria 02, os grupos devem determinar numericamente
com uso de régua as dimensdes das figuras e areas correspondentes de cada uma
(por este motivo, indicamos que o material deve ser confeccionado com dimensdes
precisas pelos professores).

De posse dos resultados dos grupos, na intervencdo seguinte, eles iréo
representar as dimensfes encontradas, bem como, suas areas por meio de letras.
Neste momento, é de fundamental importancia que o professor faca intervencées
orais, se necessario para que os alunos identifiquem que o lado do quadrado azul é
igual ao comprimento dos retangulos laranja (logo devem ser representados pela
mesma letra), assim como, a largura dos retangulos laranja coincide com o lado do
quadrado verde (por isso também devem ser representadas pela mesma letra).

Na intervencdo 04, os grupos devem fazer uma composicdo de modo a
construir de uma das figuras do kit (retangulo ou quadrado). Isto foi pensado
intencionalmente para que os alunos reflitam sobre as possibilidades e cheguem as
proprias conclusbes (que s6 possivel formar um outro quadrado com as pecas,
conforme indicado na figura a seguir). Como continuidade, eles devem identificar
numericamente as dimensdes formadas pelo novo quadrado e, a partir disso, devem
realizar o calculo da area total (obtida pelo produto entre os lados), em seguida devem
utilizar as letras escolhidas na intervencéo anterior e repetir o processo.
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Na intervencdo 05, o0s grupos devem realizar uma comparacdo e
estabelecerem uma relacéo entre a area do novo quadrado (obtido na intervencao 04)
com as figuras anteriores (obtidas na intervencédo 03), para que percebam que a area
do novo quadrado é igual a soma das quatro figuras. Com isso, esperamos que 0S
alunos cheguem intuitivamente a uma pré-formalizacao que devem ser externalizadas
na socializacdo dos grupos com a turma.

Apoés este momento o professor dever fazer a formalizagdo, mostrando que a
area do quadrado novo é pode ser representada por (a + b)? e que a soma das figuras
pode ser expressa por a’+2ab+ b?> 0 que caracteriza portanto a igualdade
(a + b)?> = a*? + 2 a b + b? vinculada a identidade do produto notavel do quadrado da
soma de dois termos. Além disso, deve mostrar que independente das letras adotadas
pelos grupos a identidade sempre sera a mesma. De posse da formalizacdo do
professor, os alunos devem virar a pagina para visualizarem as representacdes
algébrica, geométrica e na lingua materna e suas correlacdes com a identidade
formada.

Por fim, para garantir que os conceitos foram devidamente compreendidos e
gue os alunos se apropriem das representacdes, propomos as avaliagcdes restritivas
com quatro alternativas de tal modo que foram indicadas diferentes letras e

possibilidades de construgfes de respostas.
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3.3. ORIENTACOES PARA UARC-2

A segunda atividade teve por objetivo, identificar a relagdo existente entre o
cubo da soma de dois termos e a soma do cubo do primeiro termo, com o triplo do
produto do quadrado do primeiro com o segundo termo, mais o triplo do produto do
primeiro com o quadrado do segundo termo, mais o cubo do segundo termo. Isto, com
base na utilizagdo do texto, do kit de material manipulavel construido em isopor, bem
com, dos demais materiais apontados.

No item de procedimento, evidenciamos que deve ser construido um cubo de
acordo com as recomendacdes fornecidas pelas intervengdes, sejam elas
exploratorias ou reflexivas. Com este entendimento, o professor, entrega os kits aos
grupos. Na intervencao inicial eles devem fazer o reconhecimento dos tipos de sélidos

geométricos que compdem o kit. Conforme apontamos de forma ilustrativa, a seguir:

Na intervencdo exploratoria 02, os grupos devem determinar numericamente
com uso de régua as dimensofes dos solidos e os volumes correspondentes de cada
um (por este motivo, indicamos que o material deve ser confeccionado com dimensdes

precisas).
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De posse dos resultados dos grupos, na intervencdo seguinte, eles irdo
representar as dimensdes encontradas, bem como, os volumes dos solidos por meio
de letras. Neste momento, € de fundamental importancia que o professor faca
intervencdes orais, se necessario para que os alunos identifiquem que a aresta do
cubo vermelho € igual a ao comprimento e altura dos paralelepipedos rosa, bem como,
ao comprimento dos paralelepipedos roxos (logo devem ser representados pela
mesma letra). Assim como, a aresta do cubo azul é igual largura do paralelepipedo
rosa, bem como, a largura e altura do paralelepipedo roxo (por isso também devem
ser representadas pela mesma letra).

Na intervencdo 04, os grupos devem fazer uma composicdo de modo a
construir de um dos sélidos do kit (cubo ou paralelepipedo). Isto foi pensado
intencionalmente para que os alunos reflitam sobre as possibilidades e cheguem as
préprias conclusdes (que so6 possivel formar um outro cubo com as pecas, conforme
indicado na figura a seguir). Como continuidade, eles devem identificar
numericamente as dimensdes formadas pelo novo cubo e, a partir disso, devem
realizar o célculo do volume total (obtido pelo produto entre suas arestas), em seguida

devem utilizar as letras escolhidas na intervencéo anterior e repetir o processo.

Na intervencdo 05, o0s grupos devem realizar uma comparacdo e
estabelecerem uma relagéo entre a area do novo cubo (obtido na intervencéo 04) com
os solidos (obtidas na intervencao 03), para que percebam que o volume do novo cubo
€ igual a soma de todos os sélidos. Com isso, esperamos que 0s alunos cheguem
intuitivamente a uma pré-formalizacdo que devem ser externalizadas na socializagéo

dos grupos com a turma.
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ApoOs este momento o professor dever fazer a formalizacdo, mostrado que o
volume do cubo novo pode ser representado por (a + b)3 e que a soma dos demais
sélidos pode ser expressa por a3 + 3 a®b + 3 a b> + b3 0 que caracteriza portanto a
igualdade (a+ b)3 = a®+ 3 a?b + 3 ab?+ b*> vinculada a identidade do produto
notavel do cubo da soma de dois termos. Além disso, deve mostrar que independente
das letras adotadas pelos grupos a identidade sempre sera a mesma. De posse da
formalizacdo do professor os alunos devem virar a pagina para visualizarem as
representacfes algébrica, geométrica e na lingua materna e suas correlagbes com a
identidade formada.

Por fim, para garantir que os conceitos foram devidamente compreendidos e
gue os alunos se apropriem das representacdes, propomos as avaliagdes restritivas
com quatro alternativas de tal modo que foram indicadas diferentes letras e

possibilidades de construcfes de respostas.

3.4. ORIENTACOES PARA UARC-3

A terceira atividade teve por objetivo, identificar a relagdo existente entre o
produto da soma e da diferenca de dois termos com a diferenca entre o quadrado do
primeiro termo com o quadrado do segundo termo. Isto, com base na utilizacdo do
texto, do kit de material manipulavel construido folhas de EVA, bem com, dos demais
materiais apontados.

No item de procedimento, apontamos que deve ser construido um retangulo de
acordo com as recomendacdes fornecidas pelas intervencdes, sejam elas
exploratorias ou reflexivas. Com este entendimento, o professor, entrega os kits aos
grupos. Na intervencéao inicial eles devem fazer o reconhecimento dos tipos de figuras

geométricas que compdem o kit. Conforme apontamos de forma ilustrativa, a seguir:
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Na intervencao exploratoria 02, os grupos devem determinar numericamente
com uso de régua as dimensdes das figuras e as areas correspondentes de cada uma
(por este motivo, indicamos que o material deve ser confeccionado com dimensdes
precisas). Cabe ressaltar que o professor deve ter ciéncia e comunicar aos alunos se
necessario que embora os quadrados possuam cores diferentes, mas as dimensdes
sao iguais.

Na terceira intervencdo, os grupos devem representar por meio de letras as
dimensfes de cada uma das pecas, em seguida devem realizar o calculo das suas
areas com as letras adotadas (como as dimensdes sao iguais, as letras utilizadas para
a area dos dois quadrados deve ser a mesma). Na intervencao seguinte, 0s grupos
devem realizar com uso de uma tesoura o recorte de um quadrado num dos cantos
de uma das figuras de cor azul e calcular numericamente a area obtida (devem utilizar
a régua para medir os lados). Em seguida, precisam atribuir uma letra para o quadrado

obtido e representar a sua area. Conforme representado na figura ilustrativa a seguir:

Na quinta intervencao, os grupos devem realizar o calcula da area da figura
resultante, tanto numericamente, quanto com uso de letras. Desta forma, supondo que
um dos grupos tenha considerado o lado do quadrado maior com a e 0 menor como b
(logo sua area é b?). Portanto, devem chegar para area da nova figura em a? — b?. Na
sexta intervencgdao, eles devem repedir 0 mesmo recorte num dos cantos da figura de
cor amarela com as mesmas dimensdes do quadrado azul obtido, apds, devem

identificar as dimensdes dos lados com a letra escolhida para a peca de cor amarela.




39

Para exemplificar, consideremos que um grupo tenha utilizado a letra a para
representar o quadrado azul inicial, o amarelo também deve possuir a mesma
representacdo (ja que ele tem as mesmas dimensfes do quadrado azul). Assim como,
dever ser adotado a mesma analogia para o quadrado recortado azul e o amarelo
(portanto, podemos considerar como a letra b). Neste sentido, apontamos que eles
chegariam na mesma relacéo apresentada anteriormente a? — b* para a nova figura.
Ao identificarem as dimensdes com letras, devem chegar as respostas: trés lados
representados por a e dois lados representados a — b. De tal modo que a? — b* da
diferenca dos quadrados azuis é igual a a? — b? da diferenca dos quadrados amarelos.

Na sétima intervencao, os grupos devem realizar apenas um recorte numa das
pecas amarelas resultantes de modo que as duas formem um retangulo (neste
sentido, ressaltamos que o professor pode intervir oralmente, se hecessario para que
os alunos identifiquem que a peca a ser recortada dever ser a peca que foi retirada o

guadrado amarelo menor). Conforme ilustrado a seguir:

Com isso, devem calcular tanto numericamente quando por meio das letras
atribuidas a area do retangulo. Neste sentido, ao considerarmos o grupo que adotou
as letras a e b, ressaltamos que os alunos devem obter como como resposta:
b. (a—-Db). Onde b representa a largura e (a — b) o comprimento do retangulo.

Na ultima intervencdo, os grupos devem estabelecer uma relacdo tanto
numerica quanto com uso das letras atribuidas entre a figura azul apos a retirada do
guadrado com a figura representada pelo retangulo amarelo ap6s o recorte. O
professor deve orientar os grupos que como a retirada dos quadrados menores
possuem o0 mesmo tamanho, significa que a area azul é igual ao novo retangulo obtido.

Portanto, resulta na identidade a? — b*> = (a + b).(a — b).
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ApoOs este momento o professor dever fazer a formalizacdo, caracterizando de
fato a identidade a? — b? = (a +b).(a — b), vinculada ao produto da soma pela
diferenca de dois termos. Além disso, deve mostrar que independente das letras
adotadas pelos grupos a identidade sempre sera a mesma. De posse da formalizacao
do professor, os alunos devem virar a pagina para visualizarem as representacdes
algébrica, geométrica e na lingua materna e suas correlagbes com a identidade
formada.

Por fim, para garantir que os conceitos foram devidamente compreendidos e
gue os alunos se apropriem das representacdes, propomos as avaliagdes restritivas
com quatro alternativas de tal modo que foram indicadas diferentes letras e

possibilidades de construgdes de respostas.

3.5. ORIENTACOES PARA UARC-4

Esta atividade tem por identificar a relacdo existente entre o quadrado da
diferenca de dois termos com a diferenca do quadrado do primeiro termo e o dobro do
produto entre o primeiro e o segundo termo, mais o quadrado do segundo termo. Isto,
com base na utilizacdo do texto, do kit de material manipulavel construido em EVA,
bem com, dos demais materiais apontados.

Desta maneira, no item de procedimento ressaltamos que deve ser construido
um quadrado de acordo com as recomendacdes fornecidas pelas intervengdes, sejam
elas exploratorias ou reflexivas. Com este entendimento, o professor, entrega os kits
aos grupos. Na intervencéo inicial eles devem fazer o reconhecimento dos tipos

figuras geométricas que compdem o kit. Conforme ilustrado a seguir:
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Na intervencdo exploratéria 02, os grupos de alunos formados devem
determinar numericamente com uso de régua as dimensdes das figuras e areas
correspondentes de cada uma (por este motivo, indicamos que o material deve ser
confeccionado com dimensdes precisas).

De posse dos resultados, na intervencdo seguinte, eles atribuir letras aos
quadrados de menor e maior &rea. Na intervencdo 4 eles devem realizar uma
composicdo das figuras amarelas de modo a obter uma figura equivalente ao

guadrado de maior area que é o azul. Com isso devem obter a composicéo ilustrada

a sequir:
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Na quinta intervencao, os alunos devem reconsiderar as letras atribuidas aos
guadrados de menor e maior area na intervencdo 03 e com isSso representar as
dimensfes das demais figuras, bem como, realizar o calculo de suas respectivas
areas. Na intervencdo seguinte, eles devem ser direcionados pelo professor, ne
necessario, sobre como podem obter a area do quadrado intermediario a partir da
retirada de areas do quadrado grande.

Portanto, ao considerarmos que um grupo utilizou a? para area do quadrado
grande e b? para area do quadrado pequeno, subentende-se que o quadrado
intermediario pode ser representado por (a — b)? e calculado como a? (como area do
quadrado maior) —a.b e — a.b (retirada da area dos dois retangulos e — b? (retirada da
area do quadrado pequeno). Com isso, esperamos que 0s alunos cheguem
intuitivamente a uma pré-formalizacdo que devem ser externalizadas na socializagéo
dos grupos com a turma da identidade (a — b)? = a? —2a b + b

ApGs este momento o professor dever fazer a formalizagdo, mostrado que a
area do quadrado novo é pode ser representada por (a—b)? é dada por
a? — 2 a b + b?* vinculada a identidade do produto notavel do quadrado da diferenca
de dois termos. Além disso, deve mostrar que independente das letras adotadas pelos
grupos a identidade sempre sera a mesma. De posse da formalizacdo do professor
os alunos devem virar a pagina para visualizarem as representacdes algébrica,
geomeétrica e na lingua materna e suas correlagdes com a identidade formada.

Com isto, para garantir que os conceitos foram devidamente compreendidos e
gue os alunos se apropriem das representacdes, propomos as avaliacdes restritivas
com quatro alternativas de tal modo que foram indicadas diferentes letras e
possibilidades de construgdes de respostas.

Por fim, ressaltamos que deve ser utilizada ap6s a conclusao das construcdes
referentes as quatro UARC’s a avaliacdo aplicativa como possibilidade dos alunos
aprofundem a compreensdo do conteldo por meio da resolugdo de questbes
contextualizadas, bem como, com questdes desafiadoras, a exemplo da questdo
envolvendo o quadrado da soma de trés termos (a qual os alunos devem mobilizar os

conhecimentos adquiridos ao longo das UARC'’s para soluciona-la).
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4. PRODUTOS NOTAVEIS: UM TRATAMENTO MATEMATICO

Neste capitulo, abordamos um tratamento matematico sobre produtos notaveis,
com o qual foi destacada inicialmente uma breve histéria dos produtos notaveis. Assim
como, niveis de abordagens que perpassam desde os enfoques evidenciados pelos
livros didaticos associado ao Ensino Fundamental Il em sua relagdo com a Geometria,
fatoracdo e completamento de quadrado a outros casos nao usuais e inter-relacoes
deste com outros conteudos matematicos.

Dos quais destacamos em ambito do Ensino Médio (como € o caso do Binbmio
de Newton e Triangulo de Pascal). Além de correlacBes e aplicacdes deste conteudo
com tépicos do Ensino Superior como Célculo (Limite, Derivada e Integral) e Anélise
Real (Limites de Sequéncias Numéricas).

Vale ressaltar que estas correlacdes foram estabelecidas, pois tivemos a
pretensdo de apresentar os produtos notaveis com maior aprofundamento para os
professores no intuito de situa-lo e caracterizar as possibilidades de interligacdo a
outros contetdos ou mesmo evidencia-lo de uma forma para além da apresentada
pelos livros didaticos. Além de ter consolidado matematicamente a construcado da

sequéncia didatica.

4.1. UMA BREVE HISTORIA DOS PRODUTOS NOTAVEIS

Os gregos se destacaram guanto as formas de abordagens quando o assunto
estava relacionado as identidades e operacdes algébricas, especificamente os
produtos notaveis. De acordo com Eves (2004), eles partiam do pressuposto da
representacdo de um numero por meio de um comprimento para efetuaram tais
operacoes.

Assim, foram atribuidas aos pitagéricos tais proezas que se encontram
espalhadas em varios dos primeiros Livros de Euclides. Especificamente no Livro II,
visto que este contém varias proposi¢cfes, as quais, caracterizam-se no fundo como
identidades algébricas envolvidas numa terminologia geométrica. Para ilustragéo,
Eves (2004) aponta o método na proposic¢ao 4 do Livro II: “Dividindo-se uma reta em
duas partes, o quadrado sobre a reta toda € igual a soma dos quadrados sobre as

partes juntamente com o dobro do retangulo contido pelas partes”.
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Em suma tal enunciado diz respeito a identidade associada ao quadrado da
soma de dois termos ou (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 A qual pode ser interpretada
geometricamente a partir da ilustracédo proposta por Euclides, como temos a seguir na
figura 1:

Figura 04: Geometria da identidade (a + b)?

a b

Fonte: Eves, 2004, p.108.

Além desta, também foram abordadas outras identidades algébricas que
posteriormente receberam o tratamento geométrico que estdo contidas no livro Os
Elementos de Euclides. A parti disso, apresentamos a seguir um tratamento
matematico por meio de situacdes acerca de construcdes da propria algebra, assim
como, da correlacdo apresentada anteriormente. Além de relacdes entre os produtos

notaveis com topicos de diferentes niveis de ensino.

4.2. TOPICOS DO ENSINO FUNDAMENTAL (CASOS ELEMENTARES)

Inicialmente desenvolvemos situagcdes acerca de produtos polinomiais de um
modo geral, consequentemente a evidéncia das identidades proporcionadas por eles.
As quais podem ser verificadas por meio da utilizagdo de propriedades de
potenciacdo, assim como, a distributividade do produto em relacdo a adicdo e

subtracdo de mondmios.
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Dados ae b € R, considere os produtos a seguir:

a) 3a?(4a® —12a + 3) = 3a%.4a® — 3a%.12a + 3a?.3 = 12a® — 36a® + 9a?

b) (4a+b)(9a—7b+2)=4a(Qa—7b+2)+b(9a—7b+2)
=4a.9a + 4a.(—7b) + 4a.2 + b.9a + b(—=7b) + b.2
= 36a% — 28ab + 8a + 9ab — 7b% + 2b
= 36a* + 8a — 19ab + 2b — 7b?

Diante disso, ressaltamos adiante outros casos de produtos polinomiais que
séo utilizados com maior frequéncia em diversos niveis de ensino e abordagens. Os
quais, sdo denominados de produtos notaveis, devido sua importancia para esta

pesquisa, 0s apresentamos associados as respectivas interpretacdes geoméetricas.
) Quadrado da Soma e da Diferenca de dois termos

(a+b)? =(a+b)(a+b)=a?+2ab + b?

Figura 05: Geometria de (a + b)?2

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

(a—b)? = (a—b)(a—b) =a?—2ab + b?
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Figura 06: Geometria de (a — b)?

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

1)) Cubo da Soma e da Diferenga de dois termos

(a+b)®=(+b)a+b)(a+b)=a®+3a?b + 3ab? + b3

Figura 07: geometria de (a + b)3

Fonte: https://matematicabasica.net/produtos-notaveis/

(a—b)2=(a—-b)(la—-b)(a—>b) =a®—3a?b + 3ab? — b3

11)) Produtos da Soma pela Diferenca

(a+ b)(a—b) = a? - b?
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Figura 08: Geometria de (a + b).(a — b)

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

IV)  Outros casos

Nestes, ndo serdo abordados a interpretacdo geométrica, devido a dificuldade
existente para tal elaboracdo. Com isso, buscamos apenas apresenta-los diante de

suas respectivas verificacdes.

(a+b+c) =(@+b+c)(a+b+c)=a?+b?*+c?+ 2ab + 2ac + 2bc

(a—=b-c)>=(a—-b—-c)a—b—c)=a?+b?+c?—2ab—2ac + 2bc + b?

(a+b+c)® =(a+b+c)a+b+c)a+b+c)
=a*+b3+c3+3(a+b)(a+c)(c+b)

4.3. PRODUTOS NOTAVEIS E FATORACAO

De acordo com Boulos (2001), fatorar significa escrever uma expressao (um
polinbmio) em forma de produto. Em outras palavras a fatoracdo se desenvolve de
modo contrario aos produtos notaveis. Pois enquanto este chega-se a parti de um
produto num polinbmio, a fatoragéo transforma um polinbmio num produto. Dessa

forma, o mesmo autor ressalta alguns casos como:

Caso 1. a? + 2ab + b? = (a + b)?
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Neste caso basta notar o trindmio quadrado perfeito, pois a partir dele pode-se
facilmente efetuar a troca com a identidade supracitada. De modo analogo ao caso 1,
observa-se que também pode ser utilizada a seguinte identidade: a’ — 2ab +

b? = (a — b)?. Além disso, acrescentamos outras identidades:

a3 + 3a?b + 3ab? + b3 = (a + b)3 a® —3a?b + 3ab? — b3 = (a — b)3

Caso 2. a’+ (m+n)a+mn = (a+m)(a+n), onde m e n sdo inteiros tais que

(m + n) formam o coeficiente de a e mn o termo independente.

Exemplo: Para fatorar x2? + 8x + 12, devemos acharmentaisque m.n=8em+n
=12. Como 12 tem fatores 1 e 12, 2 e 6, 3 e 4, observa-se que 2 e 6 também forma 8.

Donde conclui-se que m =2 e n = 8. Entao,

x2+8x+12=(x+2)(x + 6)

Caso 3. a? — b? = (a + b)(a — b). Ao notar que se trata de uma situacao caracteristica

da diferenca de dois quadrados pode-se tranquilamente efetuar a permuta.

Caso4. a®*+b3>=(a+b)(a’?—ab+b*)e a®>—b3=(a—b)(a*+ab+ b?)

Diante do exposto, fica evidente a correlacdo direta existe entre os conteudos.
Além disso, ressaltamos a importancia destas relacbes frente a simplificacdo de

expressodes algébricas.

4.4. PRODUTOS NOTAVEIS E O COMPLETAMENTO DE QUADRADO

Segundo Boulos (2001), uma equac¢ao na incognita x € chamada de equacgao
quadratica se puder ser colocada na forma ax?+ bx +c =0, onde a,bec € R,
coma # 0. Dessa forma, quando b = 0 ou ¢ = 0 a equacao é considerada como

incompleta. Nesse sentido, ao considerar os dois casos de equagdes incompletas o
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autor afirma que € possivel determinar o método por meio do completamento de
quadrado. Para uma melhor compreensao desta técnica, segue um exemplo.

Dada a expressdo x? + 7x, vamos Supor que seja necessario escrevé-la na
forma (x +m)? +n, onde m e n sdo numeros a determinar. Igualando ambas e

desenvolvendo o segundo membro chega-se a:
x2+7x=x>+2mx+m?+n

Da igualdade conclui-se que 7 = 2m, logom = % Além disso, igualando-se 0s

termos independentes e substituindo o0 m = % obtém-se n = _749. Portanto, a

expressao fica na forma:

7)2 49
4

2
+7 =( +=
X X X )

Diante disso, aborda-se a técnica de um modo geral a partir da expressao
y=x%+kx
- K\ 2 R
Agora, ao dividir k por 2 e somar (5) chega-se a :

2 2

y+<§) =x2+kx+<§)
CR)

Portanto,

=t vk (o) -(5)
y=x x=\x+7 >

Esta técnica é utilizada para determinar as raizes de qualquer equacao
quadratica. A exemplo da seguinte equacdo: 2x? + 3x = 27. Para resolvé-la por

completamento de quadrado divide-se ambos os membros por 2.
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Como o coeficiente do x € 3/2, deve-se dividi-lo por 2. Com isso, chega-se a

3/4. Ao elevar ao quadrado e somar a ambos 0os membros nota-se
2,3 +(3)2 _27+(3)
) T2

(+3)2_225
*T4) T e

Dai resulta em, x'ex'" =3

2

Fato que corrobora a eficiéncia da técnica, consequentemente a utilizacdo do
quadrado da soma de dois temos (produto notavel) para a solu¢cdo de qualquer
equacao quadratica.

4.5. BINOMIO DE NEWTON E TRIANGULO DE PASCAL

Neste topico destacamos a relacdo estabelecida entre os produtos notaveis
com o Binbmio de Newton e Triangulo de Pascal. Visto que a parti do desenvolvimento
destes, podemos elaborar generaliza¢des de diversos casos dos produtos notaveis, a
exemplo de (a+b)*(a+b)..,(a+b)" Vn € N. Nesse sentindo, o0s

apresentamos seguidos de suas respectivas demonstracoes.

) Bindmio de Newton

Segundo Avila (2005), o desenvolvimento de (a + b)", paran € Naeb € Ré

dado por:

n(n-1)

n (n—l)(n;z)(n—r+1) a

(a+b)*=a"+na" b+ a™ ?b% + -+ TTHT 4 ™ (%)

Para demonstra-lo, devemos utilizar o principio da inducdo matematica. Nesse

sentido, inicia-se com os chamados coeficientes binomiais

(n)zn(n—l)(n—Z)(n—r+1)

- - ,r=1,2,..,n.

Ao multiplicar o numerador e denominador por (n — r)!, obtemos:
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!
(:‘l) - n! (:— r)!

Neste sentido, em termos de coeficientes binomiais, (*) assume a forma:

(a+b)" = (g) am + (711) a™ b+ + (2) b" = 2;0 (7) a™ I p™ (**)

A expressdo acima, caracteriza uma proposicdo que denota-se por P (n).
Agora, objetivamos provar que ela implica em P (n + 1). Para isso, multiplica-se a
expressao (**) por (a + b). De onde obtém-se por um lado:

(@+b)* = (@+b)|(5) @ +(}) @b +-+(7) b7

@+ byt = () a4 (o) + (D] b+ [( 2 )+ ()b + () o7

Por outro lado,

n n nn—-1)..n—-r+1) nnh-1)..(n—r)
(r)+(r+1) - l + r + 1)

(n)+( n )_n(n—1)...(n—r+1).<1+n—r)

r r+1/) r r+1

(n)+( n )_(n+1)n(n—1)...(n—r+1)

r r+1) (r+ 1)! 5 ()

Isto €,
+G4)=C30)
Daqui e do fato de ser
()=("5=1e (=G =1

Observa-se que (***), se escreve como:

(a+ b)) = (Tl‘(|)'1) an+1+(n1-1) anb_l_____l_(:ll:::i) pn+l
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O que caracteriza o P (n + 1). Ou seja, P (n) implica no P (n+1), que completa
a demonstracao. Visto que P (1) é verdadeira, por inspec¢éo, conclui-se que P (n) é

verdadeira para todon > 1, desde que n € N.
1)) Triangulo de Aritmético de Tartaglia-Pascal.

De acordo com Hazzan (2004), é uma tabela que podemos dispor

ordenadamente os coeficientes binomiais (r)

Isto é:
A 12linha contém o coeficiente binomial n = 0.
A 22linha contém o coeficiente binomial n = 1.
A K2 linha contém o coeficiente binomial n = k.

Com isso, pode-se reescrever o Triangulo de Pascal com 0s respectivos

coeficientes binomiais, da seguinte forma:
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Vale ressaltar que ndo ha necessidade de se calcular os coeficientes binomiais.

Basta que sejam consideradas as seguintes propriedades:

P1) Em cada linha do triangulo o primeiro elemento vale 1, pois qualquer que seja a

n

O)VnEN.

linha o primeiro elemento é o (

P2) Em cada linha do triangulo o ultimo elemento também vale 1, pois é sempre da

forma (Z),Vn € N.

P3) A partir da terceira linha cada elemento (exceto o primeiro e o ultimo) é obtido pela
soma dos elementos da linha anterior, imediatamente acima dele. Esta propriedade é

conhecida com relacao de Stifel e afirma que:

n n—1 n—1
(p)_(p—1)+( p )‘"22
Demonstracéo do teorema citado anteriormente:

Seja A um conjunto com n elementos, agora tome a € A. Com isso, pode-se
calcular o numero de combinacdes dos elementos de A, formados de P a P de dois

modos:
. . . . (M
1° modo) Diretamente pela formula, isto €, (p) (%).
2° modo) calcula-se o nimero de combinacdes que ndo possuam o elemento a.
. ,m—1
Tal nUmero é ( ? )

Em seguida calcula-se o nUmero de combinagcfes que possuem o elemento a

gue € descrito por:

("5 )+ (o)

De (*) e (**) conclui-se que:

)=o)+ ()
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P4) Numa linha, dois coeficientes equidistante dos extremos sao iguais

Demonstracao:

(Z) - n!(:—!p)! € (nﬁp) - (n—r;!)!n!

De onde conclui-se que

(;) - (n . P)

Portanto, a partir do exposto nota-se que cada linha contém os coeficientes dos

respectivos desenvolvimentos dos produtos notaveis do tipo (a + b)"vn € N.

A parti do supracitado acerca da compreensao do Bindbmio de Newton e do
Triangulo de Pascal podemos desenvolver com certa razoabilidade os seguintes

casos:
(a + b)* = a* + 4a3b + 6a?b? + 4ab® + b*
(a +b)° = a® + 5a*b + 10 a®b? + 10a?b® + 5ab* + b°

Além disso, de acordo com Quinet (1970) quando encontram-se casos do tipo
(a — b)™ basta utilizar as técnicas dos casos anteriores com a alternancia dos sinais.

Inicia-se sempre pelo positivo, seguido do negativo e assim sucessivamente.
(a —b)? = a® — 2ab + b?
(a —b)3 = a3 —3a?b + 3ab? — b3
(a — b)* = a* — 4a3®b + 6a?b? — 4ab3 + b*
(a —b)° = a® — 5a*b + 10 a®b? — 10a?b3® + 5ab* — b>

Por fim, elucidamos com a observacédo de que a formula do Binémio de Newton
possui restricdes quando pensamos para além dos nameros reais. Um destes casos,

€ com relacéo as matrizes, como temos no seguinte enunciado.

Sejam X eY e M(R)y .y, VEjJamos que a identidade a seguir ndo é valida para

este espaco. Pois ao desenvolvermos o binbmio, observa-se que:
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X+Y)2=X+VX+Y)=X>+XY+YX +7Y?

Como, o produto matricial X.Y ndo é comutativo, ndo pode-se generalizar a

seguinte identidade neste caso.
X+Y)2=X+Y)X+Y)=X?>+2XY +Y?

Além disso, no contexto da Algebra Abstrata ou Moderna também temos o
seguinte pensamento. Seja (A, +, . ) um anel comutativo com unidade, sem divisores
de zero e de caracteristica 2, ao determinarmos as expressées dos seguintes casos,

observa-se que:
(a+b)?> =(a+b)(a+b)=a®+2ab + b? = a? + b?

A partir das situagOes supracitadas observa-se que as generalizacbes das
identidades sao validas em sua totalidade para os numeros reais. Contudo quando
ampliamos para o campo das matrizes e outras situacées no contexto da Algebra, elas

se apresentam de forma limitadas.

4.6. PRODUTOS NOTAVEIS: APLICACOES DE CALCULO |

Adiante ressaltamos algumas aplicacdes referentes aos produtos notaveis em
topicos de Célculo (Limite Derivada e Integral). Com as quais sédo destacadas ao longo
do processo de suas solucbes a utilizacdo enquanto ferramenta de manipulacao
algébrica. Fato que caracteriza a relevancia deste tema também frente ao Ensino

Superior.

I) Questdes de limite de funcdo de uma variavel, Guidorizzi (2002).

- 2 —
x“+4 — I (x+2)(x-2) _ limx +4 — lim (x+2)(x-2)

2
Exemplo 1: lim
x—2 X—2 x—2 xX—2 x—2 X—2 X—2 x=2

L VX—=1 Vx -1 Y 1 1
Exemplo 2: )lcl_r)ri = }Cl_rg(\/i—1)(\/2+1) —chl_r)r%\/z_l_1 = 3
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o=z x-d2 ¥x -2 1
Exemp|03.3161£r% s = Im———= ng(%_w)(w+m+w)_ T

II) Questéo sobre derivada de uma fungédo de uma variavel de Flemming e Goncgalves
(2007).

Dada fungéo f(x) = i—:z encontre f'(x)

Solucéo:

fx+Ax)—f(x)

Pela definicdo temos que f'(x) = Alim0 Ax
X—>

Decorre, portanto, ao seguinte:

x+Ax—2_x—2
x+Ax+3 x+3
Ax

Freo= o,

(x+Ax—2)(x+3)—(x+Ax+3)(x —2)
(x+Ax + 3)(x + 3)Ax

o=

) = i 5Ax
f1e = Ax0 (x+Ax + 3)(x + 3)Ax
5
[0 =y

[11) Questéo sobre integral de uma funcédo de uma variavel de Flemming e Goncalves
(2007).

Resolva

j dx
x?+ 6x + 13
Solucéo:
Para resolver esta integral devemos completar o quadrado do denominador da
seguinte maneira: x2 + 6x +13 = (x2+6x+9) —9+ 13 = (x + 3)? + 4

Portanto,

J dx _J dx
x2+6x+13 ) (x+3)2+4

Chama-se u = x + 3 e du = dx, com o qual obtemos:
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j‘ dx _.[‘ du _1 . u+ _
X +6x+13 Jur+3 29957

1 ; x+3
2arc g >

+c

Neste sentido, ressaltamos a importancia de se compreender historicamente o
objeto de estudo. Visto que favorece o entendimento sobre as intercorréncias e
influéncias perpassadas ao longo de sua construcdo e evolugcdo. A exemplo das
contribuicdes dos gregos que permanecem até os dias atuais com a relacdo entre a
algebra e geometria.

Além disso, frente ao que foi evidenciado com o tratamento sobre os produtos
notaveis destacamos sua relevancia para a Matemética. A qual foi evidenciada com
as relacdes estabelecidas frente aos conteddos dos trés niveis de ensino. No
Fundamental Il, com a fatoracdo e o completamento de quadrado, no Médio, com o
Binbmio de Newton e Triangulo de Pascal e suas restricbes, assim como, no Superior
em questdes de limite, derivada, integral.

Também elucidamos que tal tratamento transcende abordagem dos livros
didaticos. Pois, trouxemos com ele discussdes e acréscimos para os discentes e
principalmente para os docentes que forem utilizar esta pesquisa como embasamento
para sala de aula e para pesquisas acerca do conteudo e suas correlacées com 0s

demais temas.
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