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1. INTRODUCAO

O referido Produto Educacional foi desenvolvido como resultado de uma
dissertacao escrita por Lobato F.S (2022) em que teve como objetivo identificar as
potencialidades didaticas de uma Sequéncia Didatica elaborada com base nas
Unidades Articulaveis de Reconstrucdo Conceitual (UARC’s) especificamente para o
ensino-aprendizagem do conceito de funcéo periodica.

As teorias que tive como suporte para o desenvolvimento da dissertacao e do
produto educacional, neste sentido, apresento inicialmente uma discussao em relagao
a Teoria das Situacdes Didaticas desenvolvida por Brousseau (2008); as Unidades
Articulaveis de Reconstrugcao Conceitual (UARC’s) de Cabral (2017), em relacdo ao
uso da Analise Microgenética proposta por Goés (2000) e, por fim, a Andlise do
Discurso na perspectiva de Mortimer e Scott (2002).

As consideracdes de Brousseau (2008) corroboraram para a compreensao das
contribuicdes do uso da sequéncia didatica no processo de ensino e aprendizagem
de matemética. Cabral (2017) aborda sobre a estrutura e organizagdo de uma
sequéncia didatica e atuou como referencial para proposta de instrumento de
investigacdo. As explanacfes da analise microgenética de Goés (2000) e da analise
do discurso de Mortimer e Scott (2002) referem as formas de captacdo e analise de
dados no desenvolvimento de uma pesquisa qualitativa, que o leitor pode aprofundar
quando necessario no capitulo 1 da dissertacdo que gerou esse produto educacional.

A estrutura desse produto educacional é composta por 5 capitulos, no qual se
tem Orientacdo para o Professor, Orientacdo para o Aluno, Sequéncia Didéatica,
Contetudo Matemaético, e as Consideracdes finais.

No capitulo 2 e 3 desse produto educacional, sao orientacdes para o professor
que pretende utilizar esse produto educacional para o ensino de funcao periédica, e
orientacdes para o aluno seguir no momento da aplicacdo da sequéncia didatica,
respectivamente, e no capitulo 4 e 5, é feito uma explicagéo sucinta sobre Sequéncia
Didatica e as Unidades Articuladas de Reconstrucao Conceitual(Uarc’s), e € descrito
de maneira aprofundada o conteddo matematico, respectivamente, e por fim as
consideracdes finais e caso seja necessario pode-se acessar a dissertacdo para tirar

possiveis duvidas que venham a surgir na leitura desse produto educacional.



2. ORIENTACAO AO PROFESSOR

Professor fica ao seu critério a melhor forma de aplicar esse produto
educacional, conforme a organizacao curricular de sua escola o conteido matematico
proposto aqui pode sofrer algumas mudancas. O conteudo de funcdo periddica
comumente é trabalhado nos livros didaticos no 2° ano do Ensino Médio, nos topicos
referentes as func¢des trigopnométricas.

Em geral nos livros didaticos do 2° ano do Ensino Médio ndo é dado muita
énfase no conceito de funcdo periddica, sendo focado apenas nas func¢des seno,
cosseno e tangente, e com esse produto educacional o professor tem a oportunidade
de ensinas antes das funcbes trigonométrica, o conceito de funcdo periodica,
propriedades acerca do periodo e outras funcfes periddicas ndo trigonométricas.

Alguns alunos quando chegam no Ensino Médio apresentam muitas
dificuldades em Matemética béasica, e essas dificuldades se mantém no 1° ano do
Ensino Médio, gerando assim outras dificuldades, como por exemplo nas funcdes em
gerais, que sao conhecimentos necessarios para uma boa compreenséao das fungdes
periddicas.

Costa (1997) identificou que os grupos de alunos da aplicacdo tiveram
dificuldades em estabelecer conexdao entre fenbmenos periddicos e a funcgéo
trigonométrica. Os alunos no pré-teste e no pés-teste demonstraram dificuldades e
até mesmo deixaram em branco as questdes envolvendo dominio, imagem e Periodo
de funcdo seno e cosseno.

A Sequéncia Didatica foi desenvolvida a partir do levantamento da revisédo de
literatura das 10 dissertacdes analisadas e as dificuldades dos alunos identificadas
nas funcbes trigonométricas, sendo um ponto de partida para compreender as
dificuldades inerentes nas Func¢des Periddicas. A Sequéncia Didatica disponibilizada
nesse produto educacional com a finalidade de novas aplicacdes por parte dos
professores e assim observarem uma melhoria no processo de ensino-aprendizagem
das funcdes periddicas e assim confirmar os resultados encontrados pela dissertacéo
desenvolvida ou até mesmo outras contribuicdes ndo destacadas nesta pesquisa.

E importante que o docente siga as etapas da aplicacdo do Produto
Educacional conforme a seguinte ordem: Teste de verificagcdo de conhecimentos
basicos, Oficina de conhecimentos necessarios para a Sequéncia Didatica, a

Sequéncia Didatica para o ensino do conceito de Funcéo Peridédica com 3 UARC's e
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por fim, o Teste de verificacdo de aprendizagem. E para se ter um baixo custo nessa
aplicacao o professor pode imprimir em papel A4 essas atividades para aplicacéo.

No primeiro momento é importante aplicar o teste de verificacdo de
conhecimentos basicos que € composto de 10 questdes conforme pode ser observado
no subcapitulo 4.1 deste produto educacional e tem por objetivo verificar se os alunos
possuem 0s conhecimentos necessarios para aprendizagem do conceito de fungdes
periddicas, uma vez que, se teve por finalidade identificar as potencialidades da
sequéncia didatica e os indicios de aprendizagem.

O objetivo das questdes do teste de verificacdo de conhecimentos basicos &
verificar se o aluno ainda lembra dos conteudos relacionados as funcdes, como a ideia
de dominio, imagem e valor numérico das func¢des polinomiais do 1° e 2° grau,
coordenadas cartesianas e montar a partir do gréafico fornecido na questdo o modelo
matematico que representa o grafico.

Vale ressaltar que se caso as turmas tenham desempenho desfavoravel é
importante uma oficina de nivelamento para o ensino destes conhecimentos
necessarios para em seguida ser aplicada as propostas metodologicas.

A oficina de conhecimentos necessarios é composta por 8 questdes conforme
pode ser observado no subcapitulo 4.2 e tem como objetivo relembrar nocéo de fungéo
como, dominio, imagem, representacdo cartesiana de uma funcdo e também
relembrar a ideia de valor numérico das func¢des polinomial do 1° e 2° grau e as
caracteristicas graficas dessas funcgdes.

No primeiro momento da oficina o docente pode revisar com os alunos,
dominio, imagem, plano cartesiano, variavel dependente e independente de uma
funcdo, e apds essas revisdes tedricas e pode-se resolver a primeira e a segunda
questado da oficina de conhecimento necessarios.

Ja no segundo momento da oficina vale destacar a importancia de ministrar de
maneira geral as caracteristicas gréficas e a ideia de valor numérico das funcdes
polinomiais do 1° e 2° grau, apoés isso o0 professor pode resolver as oito questdes da
oficina de conhecimento necessarios.

A sequéncia didatica elaborada para aplicacao foi desenvolvida com bases nas
Unidades Articulaveis de Reconstru¢do Conceitual (UARC) desenvolvidas por Cabral
(2017) e os pressupostos da teoria das Situacbes Didaticas. Foram elaboradas 3

UARC'’s cuja apresentacédo o docente pode verificar no subcapitulo 4.3.
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Caso o0 docente ache necessario pode-se fazer um estudo de maneira
aprofundada das funcdes periddica, como por exemplo, conceito, periodo, funcéo
periddica trigonométrica e ndo trigonométrica, sendo que no final de cada Uarc’s o
professor terd que realizar as intervencdes formalizantes que transformar as
generaliza¢cBes dos alunos em uma linguagem matematica mais formal, sendo assim
recomenda-se ao professor a leitura do contetdo matematico proposto nesse produto
educacional.

Vale destacar que o professor para a aplicacdo da Sequéncia Didatica,
organize a turma em grupos formados por 2 ou no maximo 3 estudantes, sendo que
essa maneira de organizar a sala de aula, gera um ambiente participativo e reflexivo,
e assim promovendo interacdes verbais entre os alunos e o proprio docente, no qual
o professor tem a oportunidade de observar as interagdes e argumentacdes durante
a resolucédo das atividades. E importante frisar que caso o docente ache necessario
pode realizar intervencfes orais, caso note conclusdes equivocadas pelos alunos,
para que eles prossigam atentos as atividades propostas pela Sequéncia Didatica.

Quadro 1: Intencéo do Professor
Uarc Conteudo Intencédo do Professor

1 Fenémenos Periodicos Conduzir o] aluno a
compreender o que sdo 0s
fendbmenos perioddicos e nao

periédicos.

2 Periodo Conduzir o aluno compreender
o periodo dos fenbmenos
periédicos.

3 Conceito de Funcéo Periddica | Conduzir o aluno compreender

0 conceito de fungéo periddica.

Fonte: Autor (2022)

ApoOs a aplicacdo da Sequéncia Didatica € importante aplicacédo pelo professor
do teste de verificacao de aprendizagem, sendo a Ultima etapa do processo de ensino
aprendizagem, que pode ser observado no subcapitulo 4.4. O teste é composto por
seis questdes que tem por objetivo avaliar se 0 aluno conseguiu absorver o contetudo
de relacionado com a fungéo periddica.

A primeira questéo estar relacionado com os fenémenos periédicos, o aluno
precisa reconhecer qual fenbmeno descrito nas alternativas € peridodico ou nao
periodico. Ja a segunda questéo o aluno tem que reconhecer qual o grafico representa
uma funcdo periodica. A terceira questdo do teste o aluno precisa reconhecer o
periodo do fenbmeno periddico. A quarta questdo é fornece um grafico para o aluno

dizer e justificar se o grafico representa uma funcéo periodica e qual o periodo desse
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gréafico. A quinta questéo é para o aluno dizer se o fenbmeno descrito é periddico ou
nao e justificar a resposta. Na ultima questdo € fornecido uma tabela com alguns
valores relacionados com uma funcdo periddica, sendo perguntado qual o valor
numeérico de dois valores e qual o periodo percebido na funcéo periodica.

Portanto o professor pode seguir as orientacfes proposta nesse produto
educacional para obter um bom aproveitamento no processo de ensino-aprendizagem

de uma aula relacionada ao conceito de fungéo periédica.

3. ORIENTACAO AO ALUNO

Esse capitulo é direcionada para as orientacfes para o aluno acerca do
processo de ensino-aprendizagem que pode ser realizado por meio desse produto
educacional.

E importante que o aluno esteja disposto a participar e receptivo para
aprendizagem, pois a interacao verbal que ocorre entre aluno-aluno e aluno-professor
€ um momento também de aprendizagem.

No viés metodologico da Sequéncia Didatica, o professor tem que ter uma
interacdo com o aluno de uma forma que possa transmitir confianga para o aprendiz.
Esse aluno, por sua vez, ao se sentir confiante e motivado permitira ser conduzido
pelo professor na hora da aplicacao da atividade devidamente ordenada e articulada.

Na sala de aula a interacdo comunicativa € intensa, quando o professor expde
o conteudo matemético, fazendo perguntas aos estudantes, liderando discussoées, e
até mesmo resolvendo questdes propostas, o estudante comeca a ter pensamentos e
ideias apresentando ponto de vista sobre o conteido ensinado em sala e com isso
gerando uma intensa comunicacao entre professor-aluno e aluno-aluno.

Vivian (2006), menciona que o espaco interativo da sala de aula € um lugar
onde pelo menos duas linguagens sociais diferentes se revelam, a cientifica e a de
senso comum, e originam novos significados através da enunciagcéo de argumentos e
/ou opinides.

A interacdo com os estudantes cria novas ideias e novos pensamentos sobre
determinado assunto, muitas pesquisas enfatizam as interacbes comunicativas
verbais que ocorrem no ambiente de sala de aula, com o intuito de ampliar os
conceitos que sao significativos aos alunos. Porém, a aprendizagem do aluno € vista

como uma reconstrucao de concepc¢des que ja estao vinculados ao seu dia a dia.
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Para isso é importante que o aluno esteja ciente de cada etapa do processo de
ensino-aprendizagem, como, o teste de verificacdo de conhecimento basico, oficina
de conhecimento necessarios e a Sequéncia Didatica para o Ensino de Funcao
Periddica, que com isso temos entdo um contrato didatico.

De acordo com Guy Brousseau (1980, apud Almouloud, 2007) o contrato
didatico € o conjunto de comportamento especifico do professor esperado pelos
alunos, e os comportamentos dos alunos esperado pelo professor.

Almouloud (2007) comenta que o contrato didatico ndo é composto apenas por
regras de convivio ou lista de combinados, mas também, como um contrato
pedagogico. O contrato didatico seria referente ao processo de ensino e de
aprendizagem, geralmente nao escrito, mas formado por relacées que o professor
espera do aluno e das atitudes que o aluno espera do professor, de um modo geral, 0
gue é explicitado em contrato didatico sdo questdes sobre avaliacbes e como as
atividades seréo feitas.

As atividades apresentadas na Sequéncia Didatica estar organizada em ordem
crescente de dificuldades e cada uma possui objetivos de aprendizagem que deve ser
seguido pelo aluno.

Quadro 2: Objetivo do Aluno

Uarc Contetdo Objetivo do Aluno

1 Fendmenos Periddicos Compreender os fenbmenos
periddicos e ndo periédicos

2 Periodo Compreender o periodo dos
fenbmenos periddicos.

3 Conceito de Funcéo Periddica | Compreender a partir do
periodo identificado o conceito
de funcéo periddica

Fonte: Autor (2022)

E sugerido que o aluno siga a ordem das atividades apresentadas na
Sequéncia Didatica, pois as atividades estdo interligadas como se fosse um elo, ou
seja, 0 conhecimento adquirido na Uarc 1 ajuda a compreender os conhecimentos
novos que surgirdo na Uarc 2 e assim por diante.

Assim que necessario 0 aluno pode pedi auxilio ao professor, para lembrar de
algum conteddo ou até mesmo duvidas que podem surgir no momento da aplicacédo
da Sequéncia Didatica, além do mais € importante que o aprendiz utilize apenas como
recurso didatico as folhas com atividades da Sequéncia didatica, lapis, borracha,
caderno e as respostas podem ser anotadas na folha da atividade que contem as

Uarc’s ou no caderno.
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Recomenda-se ao aluno que a ultima atividade de cada Uarc, que sdo as
IntervencBes Avaliativas Aplicativas, seja respondida apenas quando o professor

formalizar o conhecimento matemaético referente a cada Uarc.

4.SEQUENCIA DIDATICA

Nesse capitulo ele € importante para compreender 0 que vem ser uma
Sequéncia Didatica e as Unidades Articuladas de Reconstrucéo Conceitual de Cabral
(2017).

De acordo com Zabala (1998, p. 18), temos a Sequéncia Didatica caracterizada
como “‘um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a
realizacdo de certos objetivos educacionais, que tém um principio e um fim
conhecidos tanto pelo professor como pelos alunos”, ou seja, a Sequéncia Didatica
sao atividades organizadas e articuladas uma a uma, com o objetivo de alcancar a
aprendizagem de um determinado conteddo matematico.

Destacamos que o professor deve desenvolver as atividades com a intencéo
de elaborar um instrumento simples de aprendizagem, de modo a estabelecer
comunicacao entre o que quer ensinar e as possibilidades para que o aluno aprenda.

Essa aprendizagem segundo Cabral (2017) se da por meio da percepcédo de
padrées, regularidades e o estabelecimento de generalizacdes fomentadas no
desenvolvimento das atividades formuladas pelo professor.

Cabral (2017) destaca em seu trabalho, referente a elaboracédo de Sequéncias
Didéticas, a reconstrucdo de conceitos; a identificacdo de propriedades; a percepcédo
de regularidades e o estabelecimento de generalizacdo como importantes
assimilacdes a serem realizadas pelos alunos e que o professor deve almejar em sua
Sequéncia Didatica.

As Unidades Articulaveis de Reconstrucédo Conceitual — UARC'’s propostas por
Cabral (2017) buscam proporcionar ao professor um modelo estruturante para a
construcdo de Sequéncias Didaticas. E interessante e vale ressaltar o dinamismo
proporcionado por esse modelo estruturante, no sentido de que o constructo pode ser
relacionado as variadas tendéncias da Educacdo Matematica e as mais diversas
abordagens metodoldgicas.

Assim, uma UARC é uma unidade bem fundamentada e definida para a

reconstrucdo de determinado conceito de um objeto matematico, ou seja, a UARC é
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um conjunto de articulacdes condicionadas a partir de uma intervencao inicial de
ensino.

Cabral (2017) denomina UARC-1 como sendo o ponto de partida e esta €
chamada de UARC de primeira geracdo. A UARC-2(segunda geracédo) a escolha dela
estar condicionada, ndo pode ser uma escolha qualquer, a UARC-2 tem que estar
estritamente liga a UARC de primeira geracao e assim por diante vai se construindo
as UARC’s de ordem superior.

Para a constru¢cado das UARC’s serem bem compreendidas temos

[...] seis categorias estruturantes que materializam o texto de uma SD de
acordo como eu concebi em suas adaptacbes necessarias para 0 ensino-
aprendizagem de Matemética nos niveis fundamental e médio, séo elas:
Intervencg&o Inicial (I;), Intervencado Reflexiva (I;), Intervenc¢éo Exploratoria (lg),

Intervengdo Formalizante (If), Intervengdo Avaliativa Restrita (lar) €,
finalmente, as Intervencdo Avaliativa Aplicativa (Iaa) (CABRAL, 2017, p 40).

Essas 6 categorias bem compreendias, elas irdo estruturar e materializar a
Sequéncia Didatica, devemos ter o conhecimento de como funciona cada uma, sendo
assim, temos primeiramente a Intervencao inicial que € o primeiro elemento de um
jogo discursivo que sera mediado pelo professor com intengéo de estimular o aluno a
perceber algum pensamento matematico.

A Intervencéao reflexiva surge de um questionamento, esse questionamento
refere-se a um ou mais aspectos relacionados ao conceito de reconstrucao do objeto,
e a intervencao reflexiva leva o aluno a levantar hipéteses, fazer conjecturas.

A Intervencédo exploratéria tem como objetivo aprofundar a forma que o aluno
olha suas respostas que surgem a partir da intervencéao reflexivas, mas a partir da
solicitacdo a esse aluno para executar algum procedimento nesse momento seréao
convidados para fazerem simulacdes, experimentacdes, descricbes, preencher
tabelas, elaborar graficos e observacoes.

Cabral (2017) explica que a combinacdo das Intervencdes Reflexivas e
Exploratorias, cria um ambiente didatico estimulante de intervengdes estruturantes
pré-formais, geralmente esquecidas em aulas expositivas.

De acordo com o autor as generalizagbes empirica-intuitiva por parte do
aprendiz, que surgem a partir dos estimulos das Intervencdes Reflexivas e
Exploratéria, com isso o professor se apropria do conhecimento empirico-intuitivo do

aluno e enuncia a Intervencao Formalizante.



16

A Intervencado Formalizante € o momento que o professor formaliza o conceito
matematico a partir das percepcdes feitas pelos alunos, aqui explica Cabral (2017),
que o professor é orientador do pensamento mediado pela Sequéncia Didatica, e
reelabora os conhecimentos sugeridos pelos alunos com o refino da formalidade
matematica, sendo que, € nesse momento que as percepcoes feitas pelos aprendizes
sao revestidas pelo saber formal da disciplina, pela linguagem abstrata e axiomatica,
que é algo préprio da Matematica.

De acordo com Cabral (2017) ap0s as Intervencdes formalizantes, o professor
pode inserir para avaliar a aprendizagem, a Intervencao Avaliativa Restrita, que é o
momento que € feita a verificacdo da aprendizagem do aluno em dois aspectos
fundamentais, que sao, os sentidos e significados do objeto matemético de estudo em
guestdo, e como se operam e justificam as propriedades e operacdes desse objeto
matematico.

A Intervencdo avaliativa aplicativa tem como finalidade a resolucdo de
problemas de aplicac&o, no qual o aluno tem que ser capaz de mobilizar conhecimento
associado a propriedade operacionais do objeto matemético envolvido no problema.

Cabral (2017) criou duas modalidades para materializar a Intervencao Inicial,
que foram a Exploracdo Potencial (Ii-EP) e a Conex&o Pontual (1i-CP). O autor explica
gue a modalidade Exploracédo Potencial é iniciar uma Sequéncia Didatica a partir de
uma situacao-problema, um jogo, um quebra-cabeca, ou até mesmo desafios de
natureza aritmética, algébrica e geométrica.

Segundo Cabral (2017) a modalidade Conexao Pontual é um conjunto finito de
comandos procedimentais pontuais interligados como um elo de uma corrente, sendo
que cada procedimento operacional solicitado ao aluno deve estar ligado ao
procedimento anterior e essas acdes pontuais conectadas se potencializam.

De acordo com Cabral (2017) além das seis categorias de intervencdes escritas
existe uma sétima intervencdo de natureza oral denominada Intervencdo Oral de
Manutencdo Objetiva (I-OMO) cuja intencdo é manter o foco da reconstrucao
pretendida pela Sequéncia Didatica e a objetividade planejada.

A Sequéncia Didatica vai ser um instrumento que vai provocar o aluno, e essa
provocacao ocorre pelas intervengdes estruturantes que surgem na forma escrita na
Sequéncia Didatica, e um tipo de intervencdo que ndo é visivel, denominado de
Intervencdo Oral de Manutencdo Objetiva (I-OMO), com isso vai ocorrer um
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envolvimento do aluno no processo de ensino e aprendizagem, acontecendo um
“toque de bola comunicativo” entre professor-aluno. (Cabral, 2017)

Conforme o autor essas sete categorias, sendo seis escritas e uma oral, sao
suficientes para consolidar uma estrutura funcional minima para as sequencias
didaticas voltada para o ensino de matematica, sendo que as seis intervencdes

escritas sao classificadas em pré-formais, formais e pés-formais.

Figura 1: Interven¢des Estruturantes para uma sequéncia didatica

;

" Intervencdo Inicial (I;)
Pré-Formal { Intervenio Reflexiva (Ir)

Intervencio Exploratéria (Ie)
s fomel {mogeramznel)
INTERVENCOES { - " -
ESTRUTURANTES — Intervencdo Avaliativa Restritiva (IA:)
\ Intervencio de Avaliagio Aplicativa (1A.)

ORAIS { Intervencao Oral de Manutencdo Objetiva (IOMO)

\

Fonte: Cabral (2017, p. 97).

Portanto, caso se queira aprofundar um pouco mais sobre sequéncia didatica
e as Uarc’s, pode ser feita uma leitura da dissertacdo que gerou esse produto
educacional, sendo assim ja compreendido o0 que vem ser uma sequéncia didatica e
as Uarc’s, a seguir sdo apresentado o teste de conhecimentos basicos e a Oficina de

conhecimento necessarios, que sao etapas que antecedem a Sequéncia Didatica.

4.1. TESTE DE CONHECIMENTOS BASICOS

Nesse subcapitulo é detalhado os procedimentos e objetivos do teste de
verificacdo de conhecimentos basicos, que sdo necessarios para que o aluno possa
adquirir os novos conhecimentos que se pretende ensinar sobre o Conceito de Funcéo
Periddica.

Para que se possa obter um excelente aproveitamento no processor de ensino-
aprendizagem na aplicacdo da Sequéncia Didatica, alguns conhecimentos basicos
séo essenciais serem verificados, como os conteudos relacionados as fung¢des, como

a ideia de dominio, imagem e valor numérico das fun¢des polinomiais do 1° e 2° grau,
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coordenadas cartesianas e montar a partir do grafico fornecido na questdo o modelo
matematico que representa o grafico.

O professor deve partir do conhecimento prévio do aluno, sendo que na
aplicacao de determinada atividade ordenada e bem planejada, ou seja, aplicacdo de
uma Sequéncia Didatica, o conhecimento que o aluno ja traz com ele vai influenciar
esse estudante em qual caminho irA toma e far4 suposicbes para resolver
determinada atividade da sequéncia.

Como o aluno ja traz um conhecimento consigo, quando este aluno for
desenvolver as atividades que serdo propostas a ele, o aluno, para tentar validar o
pensamento que estar utilizando para resolver determinada atividade, de alguma
forma vai interagir com os colegas de sala e com o professor.

Por tanto, € sugerido aos docentes que forem utilizar esse Produto Educacional
verificar antecipadamente se os alunos conhecem os conteddos basicos necessarios
para um bom desempenho na Sequéncia Didatica.

O teste de verificacdo consiste em 10 questdfes que tem como intencao
averiguar os contetdos prévios que aluno precisa conhecer como, as noc¢bes de
funcdo, dominio, imagem, valor numérico das funcfes polinomial do 1° e 2° grau,
gréfico cartesiano, e montagem do modelo matematico por meio da analise de grafico.

A seguir apresento as atividades do teste que pode ser impresso como uma

folha de atividade.

ATIVIDADE

1. (Ufjf-pism 1 2019) No plano cartesiano abaixo esta representado o grafico da funcéo
f:[-3,8] > [-2 7], no qual os pontos pretos destacados sdo os pontos em que o gréafico
passa sobre 0s cruzamentos da malha.
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Interbits®

Seja k=f(-3)+f(-1)+f(3)-f(4)+f(5).0 valor de x para o qual f(x)=k &

2. (G1 - cftrj 2016) Uma pequena piscina de plastico estava com 10 litros de agua.
Num dado instante, abriu-se uma torneira e, em 5 minutos, a piscina atingiu a sua
capacidade méaxima. Suponha que a agua que alimentou a piscina manteve uma
vazao constante durante todo o tempo. A figura abaixo fornece, pelo segmento de
reta, o grafico que representa o volume (em litros) de agua na piscina em funcédo do
tempo (em minutos).

AV (litros)

Interbits®

30

10
t (minutos)

>

0 2 5

Com base nessas informacdes, determine a capacidade maxima da piscina em litros.

3. (G1 - cftmg 2016) O grafico abaixo mostra a Intengéo de Consumo das Familias
(ICF) de Janeiro a Maio de 2015.
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y (ICF) 1

1204 118
118 4
116 1 117,6
114
112 A
110 4
108 A
106 1
104 1
102 A
100 T T T T >

109,4

109,3
107,1

jan/15 fev/15 mar/15 abr/15 mai/15 t(meses)

Disponivel em: <http://www.dm.com.br/economia/2015/05/comercio-esperafaturar-
mais-no-mes-dos-namorados-revela-presidente-da-fecomercio.html>
(Adaptado. Acesso em: 28 ago. 2015.)

Se este gréfico representa uma fungéo f que mostra o valor da ICF em fungéo do
tempo, de janeiro a maio, entdo seu conjunto imagem é

4. (Pucrj 2017) Considere a fungéo real da forma f(x) =ax+b. Sabendo que f()=-1e
f(0)=2, qual é o valor do produto a-b?

5. (G1 - ifal 2016) Os pontos de um plano cartesiano de coordenadas (2,2) e (4,-2)

pertencem ao gréafico de uma fungéo f:0 — 0, definida por f(X)=ax+b. Qual o valor
de a+b?

6. Considere a funcéo real f(x), cujo grafico esta representado na figura, e a funcao
real g(x), definida por g(x)=f(x-1)+1
YA

)

Interbits®
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O valor de g(—%) e

7. (Eear 2019) Seja a funcéo quadratica f(x)=ax® +bx+1. Se f(1)=0 e f(-1) =6, entéo
o valorde a é

8. (Unicamp 2019) Sabendo que c € um numero real, considere a funcéo quadratica
f(x) =2x%> —3x+c, definida para todo nimero real x..Determine todos os valores de ¢

para os quais f(=Df(2) = f(-1) +f(2).

9. (G1 - ifsul 2015) Seja f(x) =2x* —2x+2 uma funcéo real de variavel real.

Um valor da variavel independente para a qual a variavel dependente assume o
valor dois, €

10. (G1 - ifsul 2017) Uma funcdo do 1° grau f:0 —0O possui o grafico abaixo.

A

7 [0 i 2 5 & 5 & 7 8 9

Aleidafuncéo f é

Feito a aplicacdo do teste de conhecimento basico, o docente precisa fazer
uma andlise para saber o rendimento dos alunos, para saber qual sera a proxima
etapa a ser cumprida, caso os alunos venham a ter um bom rendimento, a proxima
etapa € aplicacdo da Sequéncia Didatica para o Ensino de Funcdo Periédica, caso
contrario é importante realizar uma oficina de conhecimentos necessarios para a

Sequéncia Didatica, sendo tal oficina descrita a seguir.
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4.2. OFICINA DE CONHECIMENTOS NECESSARIOS.

A Oficina de conhecimentos necessérios, € um momento de nivelamento que o
professor vai promover em sala de aula, que s6 se faz necessario apenas no caso de
baixo rendimento dos alunos no teste de verificacdo de conhecimentos basicos

Nesta Oficina foram propostas 8 atividades em que se pretende que 0s
estudantes adquiram conhecimento acerca das nogdes de fungdo, dominio, imagem,
grafico cartesiano, valor numérico da fungdo polinomial do 1° e 2° grau.

Em seguida apresento as atividades para a oficina, sendo sugerido ao
professor revisar o conteudo matematico de forma tedrica e em seguida resolver as

atividades da oficina.

ATIVIDADE

1. A divida publica dos EUA (em bilhdes de dolares) para alguns anos encontra-se no
grafico abaixo

2400

2300 .

2200 —<—

2100 —

2000 —

1900 I

1800 —

1700 —

1600 —

1500 —

100 —

1300 —

1200 —

1000 =
900 —

T T

Divida (% bilhao)

1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1936 1987 1988
Ano

Determine:
a) Variaveis envolvidas
R:

b) Variavel dependente
R:

c) Variavel independente
R:

d) Dominio da funcéo
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R:

e) Conjunto imagem

R:

f) A variacdo da divida entre os anos de 1985 e 1987.
R:

g) A divida permaneceu constante em algum periodo?
R:

2. O grafico a seguir mostra a quantidade de pontos obtidos por Ayrton Senna na

formula 1
100
a0 A AEE
. FAN s\
2 S N A T3
g & Fi AV NN
s Pl o\
T 50 Lt ‘
-]
£ 40 /35 -."
E 30
3 / \
Zz 0 7
10 13 \
\
0 . - — — ' ' —3
1984 19385 1936 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994
Anos
Determine:

a) Variaveis envolvidas

R:

b) Variavel dependente
R:

c) Variavel independente
R:

d) Dominio da funcéo

R:

e) Conjunto imagem

R:

f) Quando foi obtido o maior numero de pontos?
R:

g) E o menor nimero de pontos?
R:
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h) Em qual intervalo de tempo houve aumento no nimero de pontos?
R:

i) Em qual intervalo de tempo houve redu¢do no nimero de pontos?
R:

3. (Ufu 2001) A figura a seguir representa o grafico de uma funcéo real a valores reais,
y=f(x). Sabendo-se que g(x)=f(x-3), encontre o valor de g(1)+g(4)+g(10).
¥

F 1

llllll R 2 #
-2"""-_-.; ,l' q \ ]

4. (Pucpr 2015) Seja a uma funcéo afim f(x), cuja forma é f(x)=ax+b, com a e b
nimeros reais. Se f(-3)=3 e f(3)=-1 os valores de a e b, s&o respectivamente:

5. (G1 - cftmg 2005) A funcdo f: IR - IR é definida por f(x) = ax - b.
Se f(-2) =- 7 e f(1) = 2, entdo a? - b? é igual a

6. (Mackenzie 2018) Se f(x)=ax’+bx+c € tal que f(2)=8,1(3) =15 e f(4) =26, entdo
a+b+c €igual a

7. (Espm 2018) O gréafico abaixo representa uma funcdo quadratica Y = f(x).
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O valor de f(-6) é:

8. (Eear 2016) Na funcéo f(X)=mx-2(m-n), m e nelJ. Sabendo que f(3)=4 e f(2)=-2,
os valores de m e n s&o, respectivamente

Apés a realizacdo da oficina a proxima etapa é a aplicacdo da Sequéncia
Didatica para o Ensino de Funcéo Periddica, que é descrita de maneira detalhada a

seqguir.

4.3. SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE FUNCAO PERIODICA.

Nesse subcapitulo é descrito a Sequéncia Didatica para o Ensino de Func¢ao
Periddica no 2° ano do Ensino Médio. Sendo que a Sequéncia Didéatica foi
desenvolvida para o ensino do Conceito de Funcao Periddica.

O desenvolvimento desse produto educacional é resultado de longas pesquisas
e aprofundamento do conteldo Matematico, e com a base dos aportes teoricos,
metodoldgicos e revisdo da literatura, com isso a seguir descrevo as Uarc’s que

compdem a Sequéncia Didatica.
UARC 1

A UARC 1 tem como tépico a abordagem de fenbmenos periddicos e nao
periodicos, tenho por objetivo nesta atividade conceituar estes fenémenos aos alunos.
Os materiais utilizados foram lapis, caneta e o roteiro da sequéncia didatica. A

modalidade utilizada para o inicio desta UARC € o tipo conexao pontual.
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[I; — CP]. Analise cada fenbmeno e determine-0s quanto ao seu periodo de repeti¢ao.

SITUACAO (Fenémeno) Repete em intervalo de tempo
aproximadamente igual?
SIM NAO

Seu aniversario

Batimento cardiaco

Passagem do cometa Harlley

O movimento de translacdo (aquele que a
Terra realiza ao redor do Sol)

O ponteiro dos segundos de um relégio

O movimento de rotagédo da Terra (Dia e
Noite)

Ciclo menstrual

Maré (Maré alta e Maré baixa)

A entrega de cartas pelo carteiro

Férias escolares

O valor da conta de energia a cada més

A ocorréncia de chuva no dia a dia

As 4 estagbes do ano (Verdo, Inverno,
Outono e Primavera)

[1,]. Dentre os fenbmenos observado na tabela h4d aqueles possuem um mesmo
intervalo de tempo para realizar-se? Cite exemplos com base na tabela.

[I[r]Se um fendmeno mantém um padrdo temporal de repeticdo entdo este é
chamado de fenémeno periddico.

[IA,]. Observe os fendbmenos a seguir e classifigue estes como periddico ou ndo
periédico.

Fendbmeno Classificacao

Ciclo menstrual

Maré (Maré alta e Maré baixa)

O valor da conta de energia a cada més

O movimento de rotacdo da Terra (Dia e Noite)
A entrega de cartas pelo carteiro

UARC 2

A UARC 2 tem como topico o periodo de fendmenos periédicos, tive como

objetivo nesta atividade trabalhar o conceito de periodo. Os materiais utilizados foram
lapis, caneta e o roteiro da sequéncia didatica e para inicio foi utilizado o modelo de

conexao pontual.
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[I; — CP]. O quadro a seguir apresenta os fendbmenos perioddicos descritos na atividade
anterior. Identifigue em cada fendmeno o intervalo de repeti¢éo.

Seu aniversario

Férias escolares

O ponteiro dos segundos de um relégio

Passagem do cometa Harlley

O movimento de translacéo é aquele que a Terra realiza ao
redor do Sol

[I]. A figura a seguir mostra um fenbmeno periédico da variacdo da temperatura
dentro de um congelador fechado, com a temperatura em Fahrenheit (°F) e a o tempo
em minutos (min).

Analisando o grafico no eixo referente ao tempo, quanto vale (em minutos) a distancia
entre cada lado do quadrado?

1,]. Agora complete o quadro identificando o horério localizado entre:
Tempos | 1:00 min 1:10 1: 20 1:30 1:40 1:50
1:10 1:20 1:30 1:40 1:50 2:00

Horario

[I.]. Identifique a temperatura nos horarios descritos a seguir.

1: 00 min
1: 25 min
1: 50 min

[I-]. O que vocé observa em relacdo ao comportamento do gréafico entre os horarios
descritos?
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[I,]. Vocé consegue perceber alguma outra repeticdo envolvendo tempo e
Temperatura?

[I-]. De quanto em quanto tempo o comportamento do grafico se repete?

[Ir]. Em um fendmeno periodico, o intervalo requerido para se completar um ciclo &
chamado de periodo. Em matematica considera-se periodo como o menor valor
para completar o ciclo de repeticéo.

[IA,]. Analise o quadro a seguir que descreve a posi¢ao (S) de um movel, em metros,
em funcdo do tempo t, em minutos num circuito fechado e em seguida complete a
tabela.

2 14]16]8]10]12|14|16|18
5 110]15]20] 0 | 5 |10]15] 20

t (min)
S (b

0
0

Qual o periodo para que o mével retorne a sua posic¢ao inicial (0 metros)?

UARC 3

A UARC 3 tem como tépico a funcdo periodica, tive como objetivo nesta
atividade trabalhar o conceito de funcéo periddica. Os materiais utilizados foram lapis,
caneta e o roteiro da sequéncia didatica e para inicio utilizei o0 modelo de conexao
pontual.

[I; — CP]. Analise o quadro a seguir que descreve uma fungédo F(t) —» t em seguida
complete-o.

t 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
f(t) 1,8 14 |17 | 23 | 20 | 1,8 14 11,7 1 23 | 20 1,8

[I]. Qual o periodo que vocé observou?

[1.]. Determine o valor de f(20)?
[1.]. Determine o valor de f(45)?
[I.]. Determine o valor de f(70)?
[I.]. Apresente uma relagéo envolvendo o f(20) ; f(45) ; f(70).

[I-]. De que forma podemos escrever f(45) a partir do periodo identificado?
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[I.]. De que forma podemos escrever f(70) a partir do periodo identificado?
[I.]. Determine o valor de f(25)?

[I.] Determine o valor de f(50)?

[I,]Determine o valor de f(75)?

[I.]Apresente uma relagé&o envolvendo o f(25) ; f(50) ; f(75).

[I,.]De que forma podemos escrever f(50) a partir do periodo identificado?

[I.] De que forma podemos escrever f(75) a partir do periodo identificado?

[Ir]. Uma funcéo f de dominio A c R se diz periddica se existe um real T nao nulo,
talque f(x +T) = f(x) Vx € A. Em que o periodo da funcéo periédica f € o menor
T positivo que satisfaz a condi¢cdo acima.

[[A,]. Analise a funcéo f(x) descrita no quadro a seguir

x |0 |2 |4 |6 |8 |10[12 [14]16]18[20[22]24]26
fx|5 |0 |5 |0 |5 |o |5 |o |5 [o [5]0 |5 |O

[L-]. Qual o periodo que vocé observou?

[I.]. Determine o valor de f(0)?

[I.]. Determine o valor de f(8)?

[I.]. Determine o valor de f(16)?

[I.]. Apresente uma relag&o envolvendo o f(0) ; f(8) ; f(16).

[I.]. De que forma podemos escrever f(8) a partir do periodo identificado?
[I]. De que forma podemos escrever f(16) a partir do periodo identificado?
[1.]. Determine o valor de f(2)?

[I.] Determine o valor de f(10)?

[I,]Determine o valor de f(18)?

[I.]Apresente uma relagéo envolvendo o f(2) ; f(10) ; f(18).

[I,-]De que forma podemos escrever f(10) a partir do periodo identificado?

[I,.] De que forma podemos escrever f(18) a partir do periodo identificado?
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E importante o leitor notar que as siglas ao lado de cada atividade, s&o as que
compdem a estrutura proposta por Cabral(2017) para criar uma Sequéncia didatica
nos moldes da Unidades Articuladas de Reconstru¢cdo Conceitual(Uarc’s), ainda é
importante notar que no texto das Uarc’s mantive em destaque o texto referente ao
momento de formalizagéo[l] do professor, que € para o docente saber em qual
momento pode fazer a formalizagdo do conhecimento[/],e que apods a formalizacéo
do conhecimento matematico o aluno pode resolver a atividade referente a
Intervengéo Avaliativa Aplicativa[lA,] que compdem cada Uarc, e vale ressalta a
importancia do aprofundamento Matematico pelo docente que pode ser feito no

capitulo a sequir.

5. CONTEUDOS MATEMATICOS

Nesse Capitulo apresento o contelldo matematico relacionado com a Funcéao
Periddica, destacando definicbes, propriedades e demonstracdes, para isSso temos
como apoio o trabalho do grupo de pesquisa de Lisboa, Aubyn et al (2004), o livro de
Batschelet (1978) e de Lima (2006).

Para se ter uma boa compreensao do tema, importante entender os fenbmenos
periddicos, que sdo bastante comuns no dia a dia. De acordo com Batschelet (1978)
a Matematica possui ferramentas que sao requeridas para estudar alguns fendémenos,
como por exemplo, os ritmos bioldgicos, e 0s mais conhecidos sdo as variacdes
estacionais, menstruacao, ciclos diarios, respiracao e batimentos cardiacos.

E tipico dos ritmos que haja repeticdo do mesmo, ou quase 0 mesmo padrio
de ciclo para ciclo, fenbmenos deste tipo sdo também chamados periédicos.
(BATSCHELET 1978, pg 101).

O eletrocardiograma real, explica Batschelet (1978), apesar de nao ser
exatamente periddico, mais mostra um comportamento bem proximo dos fenémenos
periodicos, a figura 4 mostra esse comportamento idealizado do eletrocardiograma,
sendo que a curva se repete em intervalos de tempo consecutivos e de igual

comprimento.
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Figura 1: O Esquema de um Eletrocardiograma
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Fonte: Batschelet (1978, pg 101)

O intervalo constante € chamado de periodo, sendo representado por |, a ideia
de periodicidade traduz-se matematicamente pela constancia dos valores para
determinados intervalos (tempo), e na Matematica a palavra “periodo” ela é
exclusivamente utilizada no sentido de um intervalo requerido para completar um ciclo.
(BATSCHELET 1978, pg 101).

De acordo com Batschelet (1978, pg 101), a figura 3 que representa um
eletrocardiograma com Varios ciclos, e a curva pode ser interpretada como gréfico da
funcdo y = f(t), com o tempo t como variavel independente e a voltagem y plotada
perpendicularmente ao eixo do tempo, sendo que essa Funcao Periddica € definida a
seguir. Sendo que nos subcapitulos 5.1 e 5.1.1, utilizei o Artigo do grupo de pesquisa
de Lisboa, Aubyn et al (2004, pg 53-55) para obter base teérica para desenvolver o
texto a sequir.

5.1. DEFINICAO GERAL

Uma fungé@o f : R — R é periddica, se existe um real ndo nulo a tal que
f(x+ a) = f(x) paratodo x € R. O menor niUmero positivo a que satisfaz a relacdo a
cima é denominado periodo fundamental da fungéo f.

Voltando para a figura 4 que representa o esquema de um Eletrocardiograma,
pode ser bem definida como uma Funcéo Periddica da seguinte forma: seja t qualquer
valor para o qual a funcdo y = f(t) é determinada, isto €, t pertence ao dominio da
funcdo. Seja [ um numero positivo constante. Suponhamos que t+1[, t+2[, t+
3L........ também pertengam ao dominio. Os valores de y nesses pontos do eixo t s&o

dados por f(t), f(t + 1), f(t + 20) etc. Entdo a funcdo y = f(t) é chamada de Funcéo



32

Periddica com periodo [ se f(t) = f(t +1) = f(t + 21) = ---., for valido para todos os

valores possiveis de t.

5.1.1. Funcéo Periddica- Trigonométrica e Nao-Trigonomeétrica

Para aprofundar sobre a definicdo de Funcao Periddica, exemplifico dois casos
— um trigonométrico e outro ndo-trigonomeétrico. No primeiro caso: seja f: R - R
definiremos f por f(x) = senx. I1Sso significa dizer que para valor de x pertencente ao
dominio (D) da funcao f, temos um valor correspondente f(x) pertencente a imagem
(Im) de f.

Nesse caso, Df (leia-se dominio de f) é o conjunto dos reais (R) e a Imf (leia-
se imagem de f) pertence ao intervalo [—1,1]. Assim, a figura 5 é a representacao
gréfica da Funcdo Seno.

Figura 2: Representacédo grafica da funcdo seno
3.
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Fonte: Autor (2022)
No segundo caso, temos uma funcdo na qual os numeros inteiros nao

pertencem ao seu dominio. Isto é, sejag: R\ Z — R, definiremos g por

()_{ 1se3dp € Ztalquex € |2p; 2p + 1]
g = —2sedp€eZtalquex €]2p+ 1,2p + 2|

Observe que a Img oscila entre 1 e -2 a depender de x. Se o menor valor inteiro
de x € par, entdo Img = 1. Da mesma forma, se o menor valor inteiro de x € impar,
entdo Img = —2. Assim, as representacfes algébricas e grafica de g sdo dadas a

sequir.



33

Figura 3: Representacédo grafica da funcao g(x)
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Fonte: Aubyn et al. (2004, pg 55).

Do ponto de vista intuitivo e de forma muito pouco rigorosa, diriamos que o
grafico f(x) se repete de 2w em 2m, e 0 grafico g(x) se repete de 2 unidades em 2
unidades.

Observe que em ambos os casos, as fungbes f e g tém um comportamento
repetitivo. Isto é, a cada subintervalo especifico do dominio (D) das funcdes, suas Im
apresentam os mesmos valores.

No primeiro caso, para cada valor de x € Df, um intervalo absoluto de 2m é
necessario para que f tenha a mesma imagem. Matematicamente, temos Vx € Df
flx) = flx+2m) = f(x — 2m)

No segundo caso, para cada valorx € Dg, um intervalo absoluto de 2 é
necessario para que g tenha a mesma imagem. Matematicamente, temos Vx € Dg
g(x) =gx+2)=g(x—2).

Em ambos os casos, tomando a =2m e =2, temos que a e [(séo,
respectivamente, os periodos de f e g. Assim, ambas as seguintes condi¢cdes devem

ser satisfeitas

(VxeDf =>x+a€eDf) A (Vx € Df = x — a € Df) Q)

(VxeDg=>x+B€Dg) A (VxeDg=>x—-B€Dg) (2
Satisfazendo (1) e (2) é equivalente dizer que

vxeDf  fx)=flx+a) 3

vxeDf  f)=f(x—-a) 4)

Ainda,
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vx€Dg  f)=f(x+p) (5)
vx€Dg  fx)=f(x—-B) (6)

As proposicdes (3) e (5) nos dizem que f e g sdo periddicas com periodo « e 3,
respectivamente. De forma analoga, de acordo com (4) e (6), f e g sao periodicas
com periodo —a e —f, respectivamente. Portanto, |a| e |B| sdo, respectivamente, 0s
periodos de f e g. Essa analise nos permite associar o periodo de uma fungéo sempre
a um valor positivo.

Por fim, faco uma ultima analise. Observe que ambas as funcgbes f e g se
repetem ap6s um determinado periodo, assim como todos os multiplos desse periodo.
Isto €, de formageral, vn € N, portantoVx € Df =2 x+a € Df =2 x+2a € Df ... > x +
na € Df, sendo assim temos que f(x)=f(x+a)=f(x+2a)==f(x+
na).Ainda,vx e Dg > x+ € Dg = x + 2B € Dg ... = x + nf} € Dg,portanto temos
que f(x) =f(x+B) =f(x+2B) == f(x +np)

Logo, seja f : R — R, f é dita periddica com periodo a > 0 se, e somente se,
vn € N.,,portanto Vx ER f(x) = f(x +a) = f(x + na).

De anteméo temos bem fundamentada a definicdo de Funcdo Periddica e é
importante também para termos um aporte tedrico bem aprofundado conhecendo as

propriedades por traz dessas Funcdes.

5.2. PROPRIEDADES

Apresento algumas propriedades envolvendo o periodo das Funcdes
Periodicas, para que obter um conhecimento tedrico aprofundado do objeto
matematico estudado, e com isso mantenho como base tedrica o texto desenvolvido
por Aubyn et al (2004)

5.2.1. Uma func¢ao periédica ndo possui um Unico periodo.

De acordo com Aubyn et al (2004), seja f : R — R periddica com periodo a >
0. Entdo, por definicdo, temos que Vx € R, f(x) = f(x + a). Como x € R, entdo (x +
a) €R. Logo, Vx €R, sendo assim temos f(x)=f(x+a)=f((x+a)+a)=
f(x + 2a).

Como (x+a)€R, entdo (x+ 2a) € R. Logo, Vx € R podemos obter

f(x)=f(x+2a) =f((x+2a) +a) = f(x + 3a).
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Portanto, por indugdo matematica, vn € N, (x + na) € R, 0 que nos permite
concluir que Vx € R ,f(x) = f(x + na).

Perceba que, por essa definicdo, uma fungéo peridédica ndo apresenta um Unico
periodo, mas um conjunto de periodos dos quais existe um periodo (a), seguido de
seus multiplos (na). Assim, definiremos o menor desses elementos (a) como sendo o

periodo principal, que é Unico.

5.2.2. Toda fungéo periodica tem periodo a # 0.

Para Aubyn et al (2004) seja f : R — R periddica com periodo a = 0. Entéo,
por definicdo, Vn € N, temos Vx € R, f(x) = f(x + na), com isso podemos fazer uma
substituicdo na funcdo f(x) no qual o a = 0., logo temos f(x) = f(x +na) = f(x +
n0) = f(x+0) =f(x)

O que significa dizer que, quando a = 0, toda funcéo de variavel real seria dita
periodica. Nesse sentido, o estudo de fungdes perioddicas seria irrelevante. Portanto,

toda funcéo periddica tem periodo a # 0.

5.2.3. Toda funcéo constante € uma funcéo periédica Va > 0 arbitrario.

Aubyn et al (2004) explica que a fungdo constante intuitivamente ela € mais
repetitiva do que qualquer outra funcdo, mais mantendo o rigor matematico. Seja f :
R — R, uma funcdo constante, e c € R. Entdo, temos que Vx € R segue que f(x) =
C.

Agora, Va > 0, temos que Vx € R, logo podemos obter f(x) =c=f(x+ a) =
f(x + na). Portanto, a fungéo f € periddica Va > 0 arbitrario, com periodo a.

Podemos também verificar que seja f: R — R uma funcéo periddica com
periodo arbitrario « > 0. Por definicdo, temos que Vx € R f(x) = f(x + na) = f(0) =
f(0+na) = f(na)

Por outro lado, se f tem periodo arbitrario a« < 0, entdo Vx € R,entdo obtemos
fx)=f(x+ (—na)) = f(0)=f(0+ (—na)) = f(—na) = f(na). Ainda, se a =0,
entdo Vx € R temos f(x) = f(x +na) = f(0) = f(na).Portanto, a funcdo f €

constante e igual a f(0).
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5.2.4. Se a e B séo periodos de f, entdo |a — B| também é um periodo de f

De acordo com Aubyn et al (2004) a funcdo f : R — R € uma funcao periddica
com periodosa e e 0 < B < a. Por definicdo, temos Vx € R, f(x) = f(x + a), logo
temos por (4) e (6), com isso obtemos f(x)=f(x+a)= f((x +a)— ﬁ) =
fGx+ (a=B)).

Por outro lado, se 0 < a < 3, entdo Vx € R, f(x) = f(x + ), ainda por (4) e
(6)) ,sendo assim podemos obter, f(x) = f(x+B) = f((x+B) —a) = f(x + (B — a))

Portanto, |a« — | também é um periodo de f.

5.3. ALGUNS CASOS DE FUNCAO PERIODICA
Neste subcapitulo, apresento alguns casos de funcdes periddicas
trigonométricas e ndo trigopnométricas, focando e aprofundando na definicdo de

Funcao Periddica e no periodo dessas funcoes.

5.3.1. AFuncéao de Euler

De acordo com Lima(2006) a funcdo de Euler é uma funcdo que gera as
funcBes seno e cosseno, sendo que é uma forma natural de definir as funcdes
trigonométricas, tomando como ponto de partida a funcéo de Euler E: R — C, sendo
que o C denotamos com sendo a circunferéncia unitaria com origem no plano
cartesiano R? ,com isso podemos obter C = {(x,y) € R%x? +y? = 1.

Com isso Lima(2006) explica que para todo (x,y) € C, tem-se um intervalo
fechadoem —-1<x<1e —1<y <1, sendo assim temos se E(t) = (x,y) no qual
podemos adotar x = cos(t) e y = sen(t), sendo respectivamente a abscissa e a
ordenada do ponto E(t) na circunferéncia unitaria C ,que com isso temos E(t) =
(cos(t), sen(t)).

O autor deixa bem claro que a circunferéncia unitaria C tem comprimento igual
a 2m, sendo assim quando o ponto t descreve um intervalo de comprimento de 2m
sua imagem E(t) da uma volta completa sobre a circunferéncia unitaria, retornando
ao ponto de partida, descrevendo assim um padrdo de repeticdo periédico, que
podemos descrever da seguinte forma, para todo k € Z temos que E(t + 2km) = E(t)
paratodot € R .

Como a funcéo de Euler é uma funcéo periddica com periodo 2 ,e conforme

Lima(2006) a funcédo de Euler pode ser escrita forma E(t) = E(t + 2m) = E(t — 2m),
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diante disso as func¢des seno e cosseno também séo periddicas na forma sen(t) =
sen(t + 2km) e cos(t) = cos(t + 2km), e que a partir delas podemos também obter as

funcbes periddicas tangente, cotangente, secante e cossecante.

5.3.2 A Funcao Cosseno

Para Aubyn et al(2004) a funcéo cosseno € definida da seguinte maneira, seja
g: R - R denomina-se g de fung¢do cosseno para tal temos g(x) = cosx, no qual
para cada numero real x associa-se a um numero y = cosx, isso significa dizer que
para valor de x pertencente ao dominio (D) da funcdo g, temos um valor
correspondente g(x) pertencente a imagem (Im) de g. Nesse caso, Dg (leia-se
dominio de g) € o conjunto dos reais (R) e a Img (leia-se imagem de g) pertence ao
intervalo [—1,1],e que possui a seguinte representacdo gréfica.

Figura 4:Representacéo grafica da fungdo cosseno
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Fonte: Autor (2022)

Pelo grafico da funcdo cosseno pode-se observar que se trata de funcéo
periddica, e seu periodo é 2m. Observe que a funcdo g(x) tém um comportamento
repetitivo. Isto €, a cada subintervalo especifico do dominio (D) da funcédo cosseno,
suas Im apresentam 0s mesmos valores.

Na funcdo cosseno, para cada valor de x € Dg, um intervalo absoluto de 2m é
necessario para que g tenha a mesma imagem. Matematicamente, temos Vx € Dg
g(x) =g(x+2m) = g(x — 2m), sendo assim podemos escrever para todo k € Z

cos(x) = cos(x + 2km)

5.3.3. A Fungao Tangente

Aubyn et al (2004) explica que a funcdo tangente é uma funcgéo racional das

fungbes seno e cossenos, tal que sejat: Dt - R Dt ={x€ R tal que x # g + kt}
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com ke Z. Denominaremos t de fungdo tangente, que possui as seguintes
representacdes gréfica.

Figura 5: Representacédo grafica da funcao tangente

o y

Fonte: Autor (2022).

Daqui, sabe-se que 2m € o periodo principal das fun¢gdes seno e cosseno. Com

senx

efeito, vx € Dt a Funcdo Tangente t(x)=wsx, obtemos Vx € Dt o seguinte

sen(x+2m) _ senx __

t(x + 2m) = t(x).

Logo, t(x) é periddica e 2m € um de seus periodos. Mas sera se 2m 0 periodo

cos(x+21) T cosx

principal da Funcé@o Tangente t(x).? Assim, analisaremos se m também é um periodo
de t(x). O gréfico sugere que a funcao t(x), que é periddica, tenha um periodo igual

a m, logo analiticamente tem-se que x € D 0 que implica x + ™ € D e Vx € Dt, temo

sen(x+T1 —senx senx
) o SO S ().

que t(x +m) =

cos(x+T) T —cosx cosx

Portanto, como © também é um periodo de t e ainda € o menor elemento do

conjunto de periodos, entdo m € o periodo principal de t.

5.3.4. A Funcao Caracteristica.

A Funcéo Caracteristica € uma funcéo periodica ndo trigopnométrica que Aubyn
et al (2004) explica que, seja C : R — R uma funcao na qual sua imagem C(x), para
cada x€R, € 0 maior inteiro menor que x. Denominaremos C de Funcéo

Caracteristica, que possui as seguintes representacfes grafica.
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Figura 6: Representacdo grafica da funcéo caracteristica
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Fonte: Aubyn et al. (2004).

Do grafico nota-se que C satisfaz a seguinte propriedade, que vVx € R C(x) =
{p € Ztal que p < x}, portanto da analise do grafico conclui-se a definicdo da funcéo

caracteristica é, vx € R, C(x + 1) = 1 + C(x), no qual o periodo da funcéo é 1.

5.3.5. A Funcao Mantissa.

Agora Aubyn et al (2004) mostra que a funcdo ¥: R —» R uma funcéo na qual
sua imagem 0 < ¥(x) <1, a depender de x e C(x). Denominando ¥ de Funcado

Mantissa, que possui as seguintes representacdes grafica.

Figura 7: Representacéo grafica da funcdo Mantissa

v avavam

Fonte: Aubyn et al. (2004).

Aubyn et al (2004) descreve a Funcdo Mantissa da seguinte maneira, Vx € R,
¥(x) = x — C(x),0bserve que, para cada 1 unidade inteira é adicionada a cada x real
de ¥(x), temos que ¥(x+ 1) =x+1-Clx+1)=2>¥x+D=x+1-(14+C(x)) =
x — C(x) = ¥(x + 1) = ¥(x).Portanto, a Funcdo Mantissa é definida ¥(x + 1) = ¥(x),

no qual a funcéo ¥ € uma funcao peridédica com periodo igual a 1.
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5.3.6. A Funcéo de Dirichlet!

Uma outra funcdo periddica ndo trigonométrica é destacada por Aubyn et al
(2004), comisso, seja D : R — R, definimos a funcéo de Dirichlet da seguinte forma

0 se x€eQ
1 sex €R\Q

vx € R D(x) = {

Tomando r racional positivo (r € Q™) e sabendo que Q é fechado na adicéo,

temos x€Q ¢ x+re€Q. De forma analoga, temos que xER\Q & x+r€
R\Q. Logo, Vx €R, D(x) = D(x + ).

Portanto, D(x) é uma Funcéo Periddica com periodo igual a qualquer racional

positivo r, ou seja, 0 conjunto Q*.

5.3.7. Funcdo com taxa de variacdo instantanea constante.

Uma funcdo descrita por Aubyn et al (2004) é a funcdo Taxa de Variacédo
Instantanea Constante, seja f : R — R que € uma funcdo com Imf = [-2,2] e sua
taxa de variacdo instantdnea entre seus maximos e minimos seja constante. A
representacédo gréfica de f é dada a sequir.

Figura 8: Funcdo com taxa de variacao instantanea constante

Fonte: Aubyn et al. (2004).
Observe que a representacao algébrica de f € desconhecida. No entanto, isso

nao nos impede de determinar o periodo de f. Por definicdo, sabemos que, Vx € R,
se f(x)=f(x+a) =f(x+na), entdo f é periddica e a € 0 seu periodo vn € N.

Agora, tome x = —4, temos que f(—4) =0,e de forma analoga, f(—2) =
f(=4+2) =0 com isso temos que f(0) =f(—4+4) =f(—4+2x2) =0, e assim
concluimos que f(2) = f(—4+6) = f(—4 + 3x2) = 0.

1. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Duren, 13 de fevereiro de 1805 — Géttingen, 5 de maio de
1859) foi um matematico alemao.
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Generalizando, temos que f(p) = f(—4 + nx2) = 0,sendo assim temos que
p = 2(n—2) Vn € N,isso nos levaria a inferir que a = 2 € um periodo de f.

No entanto, tomando x =] — 4, —2[, podemos observar que f(x) ndo admite o
mesmo valor para cada intervalo de duas unidades (@« = 2) de seu dominio — basta
tracar uma reta paralela (t) ao eixo OX e notar os pontos de intersec¢éo de t com f.
Logo, a = 2 ndo é um periodo de f.

Figura 9: Intersec¢éo de t com f

Fonte: Aubyn et al. (2004).

Agora, tomando x = [—4, —2], podemos observar que f admite oS mesmos
valores a cada intervalo minimo e constante de 4 unidades de seu dominio — note os
pontos vermelhos e verdes de interseccéo entre t e f na figura 10.

A andlise é anéloga para o intervalo x =] — 2,0[. Logo, de forma geral, Vx € R,
temos f(x) = f(x+a) = f(x + na), com a = 4 Vn € N, satisfazendo a definicdo de
periodicidade. Portanto, conclui-se que f € periddica com periodo principal a = 4.

Esse exemplo permite refletir que nem sempre teremos a nossa disposi¢cao a
representacédo algébrica de uma funcao para que uma analise analitica seja feita, além
disso, em muitos casos, ndo ha ferramentas matematicas para fazermos analise
analiticas. Assim, é importante lembrar que, muitas vezes, uma interpretacdo grafica
€ um recurso importante para o objeto matematico que nos propomos a analisar, e
com esse aporte tedrico do conteudo matematico sobre Funcéo Periddica obtemos

base matemética para construcdo da Sequéncia didatica desta pesquisa.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Essa pesquisa suje mediante a minha aceitagdo de um sorteio do tema de
pesquisa sobre funcdo peridédica pelo programa poés-graduacdo em ensino de
Matematica, até entdo com 12 anos de docéncia em escolas particulares sempre
ensinei em turmas do 2° ano do Ensino Médio as funcbes trigopnométricas seno e
c0Sseno, mas nunca me atentei em ensinar o conceito de fungao periédica em minhas
aulas, sendo que ainda como aluno meus professores ensinavam apenas as funcoes
seno e cosseno.

Quando aceitei o desafio de desenvolver uma sequéncia didatica para o ensino
do conceito de funcéo periddica, confesso que tiver bastante dificuldade em buscar
por pesquisa sobre funcédo periddica, sendo assim encontrei dissertagdes tedricas e
experimentais sobre as fungdes trigonométricas, e os trabalhos do grupo de pesquisa
de Lisboa Aubyn et al (2004), o livro de Batschelet (1978), para fundamentar e
aprofundar sobre o tema de funcgéo periddica.

Com a revisdo de literatura entendi como se dava o ensino das funcdes
trigopnométricas para assim compreender as possiveis dificuldades dos alunos
relacionado com as funcdes periddicas, jA que as funcbes senos e cossenos sao
modelos matematicos que estudam determinados fenbmenos periddicos.

N&o obstante, percebo que a cada ano que passa o aluno possui cada vez mais
dificuldades em matemaética, assuntos dos anos anteriores o aluno ndo consegue
lembrar no ano seguinte, sendo que, esses assuntos tornam-se conhecimentos
esséncias para entender contetdos matematicos mais avancgados.

Sendo assim, desenvolvi o teste diagnostico e a oficina de conhecimentos
necessarios para a sequéncia a partir das dificuldades dos estudantes elencadas na
revisao de literatura, o que foi de uma grande importancia para os estudantes, pois de
forma cirdrgica sanamos duvidas e dificuldades dos alunos em relacdo a
conhecimentos de plano cartesiano, dominio, imagem e valor numeérico de funcéo.

A sequéncia didatica elaborada € propicia ao ensino de maneira organizada e
facil de compreender possibilitando ao aprendiz o entendimento de conceitos e
propriedades relacionados a Fung¢éo Periddica, para quando o aluno entrar em contato
com as funcgdes trigonomeétricas possa assim estar receptivo, pois o0 aprendiz ja possui

uma boa base matematica para enfrentar novos desafios dentro da Matematica.



43

Em minha andlise, observo os beneficios que a sequéncia didatica traz na
perspectiva do aluno, do professor e do saber relacionado ao aspecto conceitual,
procedimental e atitudinal.

De modo geral, as potencialidades da sequéncia didatica para o ensino do
conceito de Funcdo Periddica aplicada na légica das Unidades Articuladas de
Reconstrucdo Conceitual no que tange o professor, o saber construido e o aluno, é
apresentado no quadro a seguir, que evidéncia de forma clara e sucinta as
potencialidades e beneficios da sequéncia didatica relacionado aos aspectos

conceituais, procedimentais e atitudinais.

Quadro 3:Potencialidades e Beneficios da Sequéncia Didética

Aspectos Professor Aluno Saber
-Valoriza a organizagdo | -Valoriza o saber j4|-O saber surge, das
sistematica do contetdo adquirido no meio | interacbes verbais entre
-Propicia aprofundamento social. 0s atores em sala de aula.

Conceituais do saber Matematico. -Permite que o aluno | -Estimula a criacdo e
-Estimula  um ambiente | generalizacdes, manutenc¢éo da ZDP.
propicio para mobilizagdo | conjeturas e reflexdes | -Propicia a criacdo de
de conhecimento. acerca do saber. novos conceitos por meio

da percepcao de

regularidade.

-Propicia a construgéo e
valorizagdo do saber
mediante as interacdes

verbais.

-Cria questionamentos que | -Ganha autonomia na | -O saber é (re)construido
conduz o aluno em refletir | aprendizagem. mediante as intervencgdes
sobre as atividades. -Desenvolve estruturantes da

-Permiti a participacdo do | habilidades sequéncia.

aluno. comunicativas com a | -Estimula em sala os
-Procedimentos interacdo seus pares. procedimentos dindmicos

Procedimentais | tradicionais sé@o deixados | -Desenvolve as | e interativos.

de lado, dando espaco para | atividades de forma | -Valoriza o saber intuitivo
um ambiente de construcéo | reflexiva, e com | do aluno para a
de conhecimento. levantamento de ideias | construcdo do saber.

-Procede de uma maneira | e hipoteses e nao | -O Saber emerge dos
para propiciar a criacdo e | como um algoritmo | padrbes das atividades da

manutencéo da ZDP. decorado. sequéncia, totalmente
diferente  do  modelo
tradicional
-Orientado no processo de | -Passa a desenvolver | -Estimula as  atitudes
ensino-aprendizagem atitude na construcéo | colaborativas entre os
-Estimula o pensamento | do conhecimento por | pares para a construgao
reflexivo em sala. parte do discente. do saber.
-Estimula  atitudes de | - Passa a ter uma | -Estimula atitudes do
melhoria em relacdo aos | atitude ativa e | aluno, como levantamento
Atitudinais recursos didaticos. comunicativa no | de hipdteses.
-Atitudes mais eficazes no | processo de | -Estimula atitudes
processo de ensino. aprendizagem comunicativas para
-Desenvolve atitude no | compreenséo do saber.
levantamento de

duvidas e
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pensamentos
incorretos, permitindo
discursdes em sala de
aula.

Fonte: Autor (2022)

Dessa forma, comprovo mediante a pesquisa que a sequéncia didatica € um
recurso-didatico favoravel para o ensino-aprendizagem das funcdes periddicas, no
qual o professor antes de ministrar aula sobre as func¢des trigonométricas, pode utilizar
nossa sequéncia de didatica para iniciar a aula com o ensino dos fenébmenos
periddicos, periodo e o conceito de fungéo periddica.

Portanto, um desdobramento para novas pesquisas seria uma sequéncia
didatica para o ensino de funcdes periddicas nao trigonométricas, como por exemplo,
as Funcdes Constante, Caracteristica, Mantissa e Dirichlet, e de uma maneira que
comtemple na sequencia didatica todas as propriedades acerca do periodo das
Funcdes Periddicas.

E sugiro o desenvolvimento de uma sequéncia didatica que comtemple de
maneira geral as Funcbes Periddicas Trigonomeétricas e Nao-Trigonométricas, para
que possibilite a (re)construcdo desse conteudo e oportunidade da criacdo de um

ambiente dinamico para aprendizagem superando a mesmice das aulas tradicionais.
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