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APRESENTACAO

A sequéncia de atividades para o ensino de equagéo de 2° grau foi construida
dentro do Programa de Pos-graduacéo em Ensino de Matemética da Universidade do
Estado do Parad como produto de uma pesquisa de dissertacdo de mestrado.

Este produto educacional é destinado a professores e estudantes da educacéo
bésica, para ensino e aprendizagem de equacao de 2° grau. Trata-se de um produto
didatico validado experimentalmente, que apresentou potencialidades quantitativas e
qualitativas para o objetivo ao qual se destina: ensinar equacéo de 2° grau por meio
de resolucdo de problemas do tipo objetivo e com aporte na Teoria de Campos
Conceituais do teorico Gérard Vergnaud.

Este produto foi criado para proporcionar uma aprendizagem significativa e
interativa sobre equacdo de 2° grau, considerando-se as diferentes linguagens
matematicas que possam dar significado a este objeto matematico, bem como o
desenvolvimento da lingua materna e algébrica como forma de argumentacédo e
investigagdo matematica.

Ao longo da pesquisa de mestrado (PEREIRA, 2022) que resultou neste
produto foram identificadas as dificuldades de ensino e aprendizagem no estudo de
equacao de 2° grau e pudemos realizar uma intervencao cientifica relevante para o
ensino de matematica que atendesse as indicacdes curriculares brasileiras. Dessa
forma, o professor de matematica deve considerar, em suas aulas, o desenvolvimento
da autonomia do aluno e sua construcdo gradual de conhecimento para o
desenvolvimento cognitivo que permita alcancar uma aprendizagem matematica com
o minimo de lacunas epistemoldgicas, lhe dando o conforto de uma aula atrativa,
interessante e compativel com sua realidade e capacidades.

Nosso constructo se trata de uma sequéncia didatica composta de trés
atividades voltadas ao ensino de equagédo do segundo grau, que considera, dentre
outros fatores, a preparacdo cognitiva do educando por meio da retomada de
conhecimentos prévios e uma metodologia de ensino validada empiricamente, com
potencialidades qualitativas e quantitativas. Por fim, apresentaremos a instrucao de
todo material necessario para utilizagdo deste produto educacional, bem como sua

fundamentacéo.



1 APORTES TEORICOS

Para fundamentar o percurso metodoldgico de nossa pesquisa, apresentamos
neste primeiro capitulo, os aportes tedricos adotados tanto para os levantamentos
preliminares da pesquisa quanto para a constru¢cdo do produto educacional e para
analise de sua experimentacao.

Inicialmente, foi feita uma pesquisa de revisdo de literatura, na qual foram
analisadas pesquisas diagnosticas e experimentais, bem como, livros didaticos que
tratam do ensino de equacéo do 2° grau, para que pudéssemos identificar dificuldades
e objetivos de ensino e aprendizagem desse objeto matematico. Além disso,
buscamos nessa fase bibliogréfica, metodologias de ensino que pudessem inspirar a
concepcao da sequéncia didatica para ensino de equacgdo do 2° grau. Em seguida,
fizemos um estudo do objeto matemético considerando aspectos historicos e a
epistemologia de métodos resolutivos de equacédo do 2° grau.

Apbs a fase preliminar, realizamos uma pesquisa exploratéria e experimental,
haja vista que construimos e experimentamos uma sequéncia didatica planejada para
0 ensino de equacéo do 2° grau. Um dos critérios de analise dos resultados foram as
analises da aplicacdo do pré-teste e poOs-teste que serviram de subsidio para a
validacdo do produto. Consideramos também nessa validacdo, o0s aspectos
qualitativos como comparagcdo do desenvolvimento da aprendizagem e
amadurecimento cognitivo dos sujeitos da pesquisa.

Para tanto, a pesquisa e o produto educacional construido foram
fundamentados sob a perspectiva da teoria da aprendizagem humana segundo
Vygotsky (1988; 1991; 1995), da teoria de desenvolvimento cognitivo de Vergnaud
(1990; 1993; 1996; 2003; 2009; 2014; 2019; 2020), chamada Teoria dos Campos
Conceituais e pela metodologia de ensino Resolucédo de Problemas, conforme Polya
(1978; 1996) e Sa (2021). Esses tedricos agregaram valor cientifico necessério para
esta pesquisa de mestrado em ensino de matematica e fazem parte de todo o percurso

metodoldgico que seguimos e apresentamos nas proximas secoes.

1.1 VYGOTSKY E O DESENVOLVIMENTO DA APRENDIZAGEM

Para Vygostsky (1988), o desenvolvimento da estrutura cognitiva humana € um

processo que se da na apropriacdo da experiéncia histérica e cultural e valoriza a



interacdo pedagogica e meio social onde o educando esteja inserido. Assim, € com
interac&o que o sujeito aprende. Logo, o sujeito pode ser estimulado por uma interacao
entre sujeitos com diferentes capacidades cognitivas que ao trocarem informacoes e
conhecimentos desenvolvem a aprendizagem. Especificamente ao adotar a teoria de
Vygotsky, tivemos em mente as seguintes consideragdes: “[...] seria necessario
mencionar, pelo menos, as seguintes: a sociabilidade do homem, interacdo social,
signo e instrumento, cultura, historia, fungdes mentais superiores” (IVIC, 2010, p. 15).

Consideremos como analogia que, no processo de aprendizagem em meio a
interagdo, entendemos esta como se fosse um mapa ou até mesmo um “GPS”! de um
celular na nossa méo. Por exemplo, se um motorista pode prever o melhor trajeto por
onde pode circular com efetiva previsdo e seguranca, entdo, da mesma forma, o
educando, ao socializar seu pensamento, permite que o professor tenha melhor
compreensao sobre como se deu a aprendizagem e conduza de forma satisfatoria, o

processo de ensino, considerando o tempo cognitivo individual.

[...] € precisamente o ponto essencial da concepcédo vygotskyana de interagédo
social que desempenha um papel construtivo no desenvolvimento. Isto
significa, simplesmente, que certas categorias de fun¢cdes mentais superiores
(atenc@o voluntaria, memoria légica, pensamento verbal e conceptual,
emocdes complexas, etc.) ndo poderiam emergir e se constituir no processo
de desenvolvimento sem o aporte construtivo das interacdes sociais (IVIC,
2010, p. 16).

Neste sentido, o desenvolvimento individual é construido no coletivo, “ou seja,
entendemos ser necessario conjugar a coletividade e a individualidade,
salvaguardados espagos para resolugdo de problemas e atendimento ao aluno”
(SARMENTO, 2006, p. 129). Assim, ndo basta que o educando interaja apenas com
o professor. A aprendizagem por meio da interacdo também se d& entre os pares
aluno-aluno, bem como a interacdo do sujeito com o préprio objeto do qual falava
Piaget. Por outro lado, Vergnaud (1996b) considera que o0s esquemas
necessariamente se referem a situacdes a tal ponto que dever-se-ia falar ndo em

interagc&o sujeito-objeto, mas sim em interacdo esquema-situagao.

1 O GPS é um sistema de posicionamento de abrangéncia global em tempo real, desenvolvido pelo
Departamento de Defesa dos Estados Unidos, nas Ultimas décadas do século passado (ZANOTTA;
CAPPELLETO; MATSUOKA, 2011, p.2313).



Nesse contexto, na concepcédo da coletividade e da individualidade, devemos
ficar atentos ao objeto e aos métodos de investigacdo, haja vista que “toda
apresentacdo fundamentalmente nova dos problemas cientificos conduz
inevitavelmente a novos métodos e técnicas de investigacao. O objeto e o método de
investigacao mantém uma relagdo muito estreita” (VYGOTSKY, 1995, p. 47). Portanto,
essa relacdo entre o objeto de estudo e o método de ensino exige uma reflexao
cuidadosa e adequacédo as circunstancias e peculiaridades de cada educando e de
seu meio social.

Por outro lado, durante a aplicacéo apos a adequacao dos métodos ao objeto,
é importante uma mediagdo semidtica?, ou seja, o professor deve perceber os diversos
tipos de linguagem dos sujeitos no processo que percorrem 0S momentos da
aprendizagem. Essas linguagens podem ser verbais, ou seja, linguagem falada, na
gual uma comunicacéo seja estabelecida entre o emissor e o receptor. Por outro lado,
as linguagens nao verbais podem ser transmitidas por gestos, escritas, signos, sinais,
imagens, fotos, codigos, comportamentos, emoc¢fes etc. O autor afirma que é

necessario utilizar muito mais que palavras ao expressar cada pensamento distinto:

Se tudo que desejamos expressar estivesse contido nos significados formais
das palavras empregadas, para expressar cada pensamento distinto
necessitariamos utilizar muito mais palavras do que na realidade
empregamos. Falamos somente com as alusdes necessarias (VYGOTSKY,
1991, p. 323).

O momento de maior significado no curso do desenvolvimento intelectual, que
da origem as formas puramente humanas de inteligéncia préatica e abstrata,
acontece quando a fala e a atividade prética, até entdo duas linhas
completamente independentes, convergem (VYGOTSKY, 1988, p. 27).

E complexo transmitir 0 pensamento em palavras, pois é um processo de
construcdo e reconstrucao. Por conseguinte, ndo é cem por cento o0 que realmente
gueremos transmitir; muitas vezes ele pode ficar oculto, as ideias implicitas. Nao
obstante, um gesto ou um simbolo pode repassar uma linguagem ou mudar totalmente
0 proprio processo de comunicagédo. Isto €, “a compreensao da linguagem consiste
em uma cadeia de associacdes, que surgem na mente sob a influéncia das imagens

semidticas das palavras” (IVIC, 2010, p. 74).

2 “Semidtica é a ciéncia que tem por objeto de investigacao todas as linguagens possiveis, ou seja, que
tem por objetivo o exame dos modos de constituicdo de todo e qualquer fendbmeno de producéo de
significagdo e de sentido” (SANTAELLA, 1983, p. 13).



Em Vygotsky (1988), o maior momento de significado no desenvolvimento
intelectual € quando a fala e a atividade pratica seguem um ponto comum. Apesar de
serem independentes e que, segundo o0 autor, sejam formas originarias da pratica e
abstracdo da inteligéncia humana, a nosso ver o sujeito comeca a falar mais ao se
deparar com acfes de situacfes mais complexas. A fala e a acdo do sujeito fazem
parte de uma mesma funcdo psicologica complexa (MOREIRA, 2009). Nesse
contexto, “quanto mais a agao exigida pela situagédo e menos direta a solugéo, maior
a importancia da fala na operagdo como um todo” (VYGOTSKY, 1988, p. 28).

Por outro lado, ndo temos a pretensdo de exigir que o sujeito, por exemplo,
aprenda a resolver problemas sobre equacéo do 2° grau de imediato, pois o proprio
conceito de niamero negativo levou séculos para ser formalizado e naquela época
houve resisténcias. Devemos perceber se o sujeito esta em nivel de interagir com o
objeto de maneira autbnoma, como denomina Vygotsky, em Nivel de
Desenvolvimento Real (NDR), ou em um nivel que ndo é possivel considerar tal
objeto, o Nivel de Desenvolvimento Potencial (NDP).

Temos ainda a Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP), pela qual o sujeito
pode estar entre os dois niveis supracitados, ou seja, “existe uma faixa significativa
de desenvolvimento em que o sujeito apresenta possibilidades de resolver problemas
com a ajuda de parceiros mais experientes” (SILVA, 2016, p. 178).

Para melhor explorarmos, em nossa sequéncia didatica, os elementos da teoria
de Vygotsky sobre o desenvolvimento da aprendizagem, agregamos a pesquisa,
elementos da Teoria dos Campos Conceituais para entendermos as acbes dos
estudantes diante das propostas das atividades durante a aplicacdo da Sequéncia
Didatica.

1.2 VERGNAUD E OS CAMPOS CONCEITUAIS

O insucesso do Movimento da Matematica Moderna (MMM), que perdurou ao
longo da década de 1960, retomou as discussdes do processo de ensino e
aprendizagem de matematica e foi observada a complexidade desse processo, e este
esta relacionado a diversas variaveis que influem na agédo educativa. A Didatica da
Matematica tem sua origem na década de 1970, com maior peso na Franca e enfoque

nos estudos e discussdes no que concerne a construgcdo do conhecimento e as
praticas metodoldgicas (ALMOULOUD, 2007).
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D’Amore e Godino (2006) colocam a Didatica da Matematica como uma das
faces do prisma da Educacdo Matematica que tem por base a matematica, cujas
demais faces sdo constituidas da semiotica, epistemologia, sociologia, educacgéo e
psicologia, dentre outras que constituem as variaveis supracitadas e que confirmam a
complexidade do processo de ensino e aprendizagem.

Percebe-se que a acdo educativa ndo se sustenta somente a partir de
procedimentos de memorizacdo, exaustdo, manipulacbes de algoritmos e da
transmissao direta do conhecimento, caracteristicas de um ensino pautado em bases
tradicionais. E preciso considerar as demais variaveis envolvidas no processo e as
particularidades de cada aluno, e, principalmente, a epistemologia do conhecimento
matematico no contexto educativo.

Justamente nesse aspecto, se destaca a Teoria dos Campos Conceituais,
originada e desenvolvida por Gerard Vergnaud desde a formalizacdo da Didatica da
Matematica enquanto campo de pesquisa, pois nos fornece uma melhor compreenséao
do que é conhecimento e como ele é constituido na dinamica das diversas situacdes

que envolvem a aprendizagem.

1.2.1 As bases epistemolégicas da Teoria dos Campos Conceituais

Os desafios enfrentados sobre a realidade escolar, especificamente em relagao
a aprendizagem na sala de aula, ndo sao recentes. No século passado, por exemplo,
produziu-se um conjunto de diversas abordagens sobre essa problematica que se
caracterizaram como as teorias que discutem aspectos sociais da aprendizagem e as
que focalizam os elementos cognitivos da aprendizagem.

Os que discutem o0s aspectos cognitivistas — dentre eles Piaget, Posner,
Gertzog, Strike — priorizam o0s processos mentais da aprendizagem, nos quais o
sujeito representa 0 mundo em sua mente. Ja o0s tedricos que discutem a
aprendizagem na perspectiva social (Vygotsky e Freire), defendem que a
interpretacdo do mundo € influenciada essencialmente pelo status quo (estado das
coisas) da sociedade.

No cenario atual, estudiosos afirmam que os processos que favorecem a
aprendizagem estao relacionados a ambas as linhas de pensamentos: as interacdes

gue séo estabelecidas no cotidiano (incluindo o processo dinamico de sala de aula)
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mais as estruturas cognitivas do aluno. O tedrico francés Gérard Vergnaud representa
esta linha de pensamento.

Gérard Vergnaud nasceu em 08 de fevereiro de 1933 na Franca. E matematico,
filosofo e psicélogo francés, formado em Genebra. Desenvolveu seu doutorado sob
orientacdo do psicologo Jean Piaget. Devido a estas referéncias, suas ideias dos
campos conceituais possuem raizes nas teorias do desenvolvimento propostas por
Piaget e Vygotsky.

A partir de Vergnaud (1990a; 1990b; 1994) percebemos que a Teoria dos
Campos Conceituais relaciona e usa dos conceitos da interacao social, da linguagem
e da simbolizac&o presentes na teoria sociocultural de Vygotsky e os pressupostos da
equilibracédo, adaptacdo e esquemas apresentados por Piaget, uma vez que traz em
consideracao forcas externas e internas envoltas no processo do desenvolvimento
cognitivo do individuo.

Por fazer referéncia ao desenvolvimento cognitivo, possui como enfoque refletir
sobre o ambiente de aprendizagem em termos conceituais, de modo a promover e
desenvolver o conhecimento sobre como se aprende e as situagdes que corroboram
para tal aprendizagem. Assim, os Campos Conceituais tratam da conceitualizacédo
como esséncia do desenvolvimento cognitivo (VERGNAUD, 1994).

No que concerne a este ultimo, Moreira (2002) destaca que as ideias de
Vergnaud sobre o desenvolvimento cognitivo apresentam-se pertinentes sobre o
papel do conhecimento prévio que, muitas vezes, estao implicitas na mente do aluno
e funcionam como gatilho na constru¢cdo de novos conhecimentos e que o leva a

discutir sobre as continuidades e rupturas na construcdo do conhecimento:

[...] o conhecimento prévio € o principal fator, isolado, que influencia a
aquisicdo de novos conhecimentos. A aprendizagem significativa se
caracteriza pela interacdo entre o novo conhecimento e o conhecimento
prévio. E nessa intera¢do que o novo conhecimento adquire significados e o
conhecimento prévio se modifica e/ou adquire novos significados (AUSUBEL,
1980, apud MOREIRA, 2002, p. 20).

Deste modo, para os Campos Conceituais, a apreensao do conhecimento se
da pelas situacdes e problemas deparados e solucionados, e “esse conhecimento
tem, portanto, muitas caracteristicas contextuais” (Ibidem, p. 19). Portanto, o cerne de
muitas de nossas concepc¢des se origina das primeiras situagdes com que nos

deparamos ou da experiéncia da interacéo nessa situacdo (VERGNAUD, 1996).
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Vale ressaltar que, diferentemente da aprendizagem significativa (originada
especificamente para o ambito didatico), a teoria de Vergnaud, embora tenha se
iniciado pelo processo de conceitualizagéo de estruturas aditivas e multiplicativas, ndo
se restringe a isso, pois alcanga outros campos conceituais que envolvem as relagdes
de numeros, espaco, algebra, dentre outros na matematica e em outras areas do
conhecimento —nos campos conceituais da fisica, como termodinamica, eletricidade
etc. e campos conceituais na historia, nas artes, na geografia (D’AMORE; GODINO,
2006).

1.2.2 A estrutura da Teoria dos Campos Conceituais

Conforme supracitado, os Campos Conceituais de Vergnaud possuem suas
bases epistemoldgicas na didatica da matematica, com influéncias das teorias do
desenvolvimento cognitivo e voltados ao processo de apreensdao do conhecimento.
Todavia, para se compreender as ideias relacionadas aos Campos Conceituais e sua
propria definicdo é importante realizar uma reflexdo sobre a nocéo de conceito.

O termo conceito vem do latim conceptus, que pode ser entendido como “coisa
concebida” ou “formada na mente”. Segundo Maculan e Lima (2017), ha polissemia e
ambiguidade em sua linguagem natural, pois o termo é utilizado com diferentes
acepcdes: nocao, juizo, opinido, ideia ou pensamento. No Dicionario de Filosofia,
Abbagnano (1998, p.164) define conceito como:

[...] todo processo que torne possivel a descri¢éo, a classificagdo e a previsao
dos objetos cognosciveis. Assim entendido, esse termo tem significado
generalissimo e pode incluir qualquer espécie de sinal ou procedimento
semantico, seja qual for o objeto a que se refere, abstrato ou concreto,
préximo ou distante, universal ou individual etc.

Logo, enguanto objeto cognoscivel, conceito caracteriza-se como “um
fendbmeno que € apreendido pelo sujeito e cuja funcéo é determinada por um dado
contexto” (MACULAN; LIMA, 2017, p. 57). No ambito da matematica, um conceito
nunca ocorre isolado ou sozinho. Para ele poder se materializar, faz-se necessario
estudar e refletir sobre o campo conceitual a que ele pertence.

Por exemplo, nas analises de multiplicacdo e divisdo existem muitos conceitos
implicitos e que exigem, muitas vezes, 0s conhecimentos prévios dos sujeitos para

entender tais conteudos. Ha um vasto campo conceitual desses objetos, no qual “[...]
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um conceito remete a varias situacdes. Porém, reciprocamente, uma situacao remete
a varios conceitos” (VERGNAUD 2020, p. 6). Concordamos que um conceito nunca

ocorre de maneira isolada, pois existe uma grande diversidade, a saber:

A analise das situac8es de multiplicacdo e de diviséo, por exemplo, faz apelo
a uma grande diversidade de conceitos: proporgao simples e multipla, funcéo
linear e ndo linear; multiplicacédo e diviséo; multiplo, divisor e quociente; fragédo
e relagdo; andlise dimensional; espaco vetorial... ha, também, uma grande
variedade de simbolizagBes: quadros, gréaficos, equagbes (VERGNAUD,
2020, p. 06).

Para Vergnaud (2020), seria aberrante, nessas condi¢cdes, estudar o
desenvolvimento ou a aprendizagem de um Unico conceito como, por exemplo, a
divisdo ou a multiplicacdo. Dessa forma, julgamos que as equacdes do 2° grau nao
seriam diferentes, pois se enquadram nesse contexto e pressupdem uma reflexado do
quanto seria necessario analisar os assuntos implicitos que as compfem: a
potenciacdo, a raiz quadrada, a divisdo, a operacdo com fracdo, o jogo de sinal etc.
Assim, ndo podemos entender o conceito, como também os esquemas, de modo
isolado um do outro. A mesma forma pode acontecer com as equacdes do 2° grau, as
quais contém campos conceituais de outros objetos que podem estar implicitos.

Por conseguinte, com a férmula resolutiva, mesmo criticada por alguns
educadores por se revelar apenas como exercicio e aplicacdo de algoritmo, é
necessario o dominio de varios outros conceitos (a potenciacdo, a raiz quadrada, a
divisdo, a operagédo com fragcéo, o jogo de sinal etc.), os quais sao pouco evidenciados
dos que dela criticam, conforme elenca Silva (2016, p. 73):

1. de adicéo, subtracéo, multiplicacéo, divisdo, radiciacdo e potenciacdo de
ndmeros reais;

2. de operagdes com numeros relativos;

3. de operacdes algébricas;

4. de expressdes numéricas e algébricas e suas regras operatorias.

Sobre essas lacunas dos conhecimentos prévios, os alunos acabam sendo
avaliados como néo possuindo competéncia para resolver equacgdes de segundo grau.
Nesse sentido, o professor, no momento da aplicacdo dessa tarefa, ja poderia explicar
tais lacunas sobre o0 objeto a medida que surgissem as duvidas dos alunos, sem a
preocupac¢do em cumprir com o contetdo escolar, de modo a ndo correr o0 risco de

avaliar o produto em vez do processo, como discorre 0 autor a seguir: “[...] € uma
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realidade do cotidiano escolar revelada pelas concepcdes de avaliagdo somativa
como avaliagao de produto e nao de processo” (SILVA, 2016, p. 78).

Outro exemplo que podemos citar para analisar as multiplas competéncias é a
propor¢cdo. Ao transforma-la em equagdo, discorremos sobre a necessidade de
observar um grande nimero de situacoes e identificar a variedade de procedimentos
e simboliza¢cdes. Assim, devemos considerar as rupturas e os tratamentos analégicos
que se exige em cada uma delas e considerar também os esquemas, isto €, “uma
aplicacdo (no sentido matematico) que toma suas entradas (informacdes) e suas
saidas (agbes, comando motores) em espagos multidimensionais” (VERGANUD,
2020, p. 9).

Por outro lado, ndo seria suficiente um Unico exemplo de atividades de
deslocamento do corpo no espaco, onde o conceito de esquema nas atividades
sensodrio-motoras ndo é isolado. Sobre esta tematica, Vergnaud (2020, p.7) aborda

sobre a representacao:

[...] ‘subir uma escada em caracol cujos degraus tém 20 centimetros de altura,
de costas e transportando um mével com um parceiro’ ndo deixa de estar
ligada a competéncia que consiste em ‘subir uma escada cujos degraus tém
15 centimetros’. Se essas duas competéncias fossem objeto de pesquisas
sistematicas, seria aberrante estudar a primeira sem fazer referéncia a
segunda.

Segundo o referido autor, os esquemas sensorio-motores também formam
campos cognitivos e comportam, como 0S conceitos, uma parte importante de
transpossibilidade e de generabilidade. Portanto, como toda teoria, Vergnaud tem
desenvolvido e expandido seu conceito e sua constituicdo estrutural, como vemos a
seguir em algumas definicbes apresentadas por ele ao longo dos anos, referentes a

ideia de Campo Conceitual:

[...] um conjunto informal e heterogéneo de problemas, situacdes, conceitos,
relag@es, estruturas, contelidos e operacdes de pensamento, conectados uns
aos outros e provavelmente interligados no processo de aquisicao
(VERGNAUD, 1982, p. 40, traducdo nossa).

[...] o beneficio principal da TCC no ensino € a informagé&o aos docentes sobre
0 processo dos alunos, que serdo orientados pelos erros que eles cometem.
Estes erros correspondem as hipéteses incompletas que os alunos percorrem
numa aprendizagem (VERGNAUD, 2017, p. 34).

A teoria dos campos conceituais € uma teoria cognitiva que se propbe a
fornecer um quadro coerente e alguns principios basicos para o estudo do
desenvolvimento e aprendizagem de competéncias complexas, sobretudo
aqueles que dizem respeito as ciéncias e as técnicas. Como oferece um
referencial para a aprendizagem, ela interessa a didatica, mas néo € apenas
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uma teoria didatica. O seu objetivo principal consiste em fornecer um quadro
gue permita compreender as filiagbes e as rupturas entre conhecimentos nas
criangas e nos adolescentes, entendendo por ‘conhecimentos’ tanto o saber
fazer como os saberes explicitos (VERGNAUD, 1990).

“uma teoria psicolégica do conceito, ou melhor, da conceitualizagao do real
gue permite situar e estudar as filiacdes e rupturas entre 3 conhecimentos,
do ponto de vista do seu conteudo conceitual” (VERGNAUD, 1990, p.1).

Percebemos nas palavras de Vergnaud (1990) que o conhecimento possui uma
estrutura organizacional, estabelecida a partir de campos conceituais desenvolvidos
em um conjunto de situacdes e problemas de carater tedrico ou préatico, em que o
sujeito age diante de uma situacdo. Assim, para o autor, um conceito ndo se forma
dentro de um s@ tipo de situacdo; uma situacdo ndo pode ser analisada apenas com
um conceito, além de que a construgcédo e apropriacdo de todas as propriedades de
um conceito ou todos os aspectos de uma situacdo S4o0 um processo complexo e
duradouro (MAGINA, 2005).

De acordo com a Teoria dos Campos Conceituais, 0 conhecimento possui uma
estrutura organizacional estabelecida a partir de campos conceituais desenvolvidos
em um conjunto de situacdes e problemas de carater tedrico ou préatico, em que o
sujeito age diante de uma situacdo. Nessa perspectiva, a formacado de um conceito

baseia-se no tripleto: “S, |, R”, sendo eles:

(S) é o conjunto de situacdes que dao sentido (significado) ao conceito;

(I) € o conjunto de invariantes operatérios que estruturam as formas de
organizacdo da atividade (esquemas) suscetiveis de serem evocados por
essas situacgoes;

(R) € o conjunto das representacdes linguisticas e simbdlicas que permitem
representar os conceitos e suas rela¢des, e, consequentemente, as situagdes
e 0s esquemas que elas evocam (VERGNAUD, 2009, p.29).

Para Vergnaud (1990; 1993), situacdo tem o sentido de tarefa, isto €, toda
situacdo complexa € constituida de uma combinacdo de tarefas para sua
compreensao. Nao obstante, o autor destaca a importancia do conhecimento da
natureza e das dificuldades na execugdao no desempenho como um todo: “a
dificuldade de uma tarefa ndo € nem a soma nem o produto das dificuldades das
diferentes subtarefas envolvidas, mas € claro que o desempenho em cada subtarefa
afeta o desempenho global” (VERGNAUD, 1993, p. 9).

Referente a apreensdo do conhecimento, na perspectiva piagetiana, o
conhecimento € uma adaptacao a situacdes nas quais sao necessarias acoes. Neste

sentido, no ambito do processo de ensino e aprendizagem, € essencial confrontarmos
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as criancas com situacdes cujo foco esta na realizacado de acdes que desenvolvam
conceitos, ferramentas e seus limites (VERGNAUD, 2008). Entendemos que este
confronto com a crianca seja mediante diferentes situacbes, mediante uma
organizagdo e intencionalidade, que nesse sentido, estabelece o desequilibrio e
restabelece o equilibrio de forma a corroborar com a aprendizagem no processo
descrito na teoria do desenvolvimento de Piaget.

Vergnaud (2014, p.305) destaca um dos fatos que melhor se estabelece na
psicologia cognitiva: “é o de que o desenvolvimento do pensamento se faz por etapas
e que certas grandes etapas sdo caracterizadas pela constru¢cdo ou aquisicdo de
novos invariantes operatérios”. O autor, ainda na mesma obra, ressalta que toda a
histéria das ciéncias € pautada por descobertas de novas transformacées e de novos
invariantes e reconhece que é de Piaget o grande mérito de ter mostrado o papel de
invariante na génese da inteligéncia do bebé e na crianca.

A nocdo de invariante operatorio aplica-se, segundo o autor, ao proprio
problema da funcao simbdlica, isto €, a passagem da realidade a representacao. Ele
defende que os invariantes asseguram sua eficacia para representacao. Assim, nos
mostra as duas fun¢des dos invariantes: de refletir a realidade e de prestar-se a um
calculo relacional. Nesse sentido, para ser operatéria, “a representacao deve aplicar-
se a realidade, e isto é tdo verdadeiro quanto o critério da préatica € verdadeiro para
as criangas, assim como para o todo saber” (VERGNAUD, 2014, p. 309).

Por outro lado, podemos nos questionar que tipo de situa¢cées devemos mostrar
aos nossos alunos que sdo referentes a isto. Vergnaud (2019)3 destaca que as
situagcbes podem ser categorizadas considerando-se o0 controle de seu
desenvolvimento (aleatérias, regulares ou necessarias) e as interferéncias de acdes
externas (produtivas, passivas e interativas).

Na primeira classe, o autor caracteriza as situacdes aleatérias como aquelas
em que ndo é possivel prever os acontecimentos singulares e as situagfes regulares
nas quais € possivel prever os acontecimentos singulares. Todavia, ndo detemos o
conhecimento dos processos que conduzem a esta regularidade, e, por fim, as

situacdes necessarias sdo as que podemos prever, além de ter acesso aos processos,

3 E de nosso interesse a abordagem das categorias de situacdes apresentadas em Vergnaud (2019, p.
23-24), todavia ressaltamos que 0s conceitos apresentados em sua obra englobam as classes de
situacdes fechadas e abertas definidas anteriormente (VERGNAUD, 1990, p. 2), uma vez que sao
desenvolvimentos da teoria neste aspecto.



17

“‘mas nao dispomos de todas as categorias conceituais pertinentes para capturar a
informacao, prever ou agir’ (VERGNAUD, 2019, p. 23).

Considerando a interferéncia de acbes externas, temos: as produtivas, onde
somente a prépria agdo do sujeito determina os efeitos e as variagfes; as situacoes
passivas cuja acdo nao possui qualquer efeito, isto €, as interferéncias se dao por
influéncias externas e as situagbes interativas cujas “variagdes dependem de
determinantes externos e também da propria agao” (Ibidem, p. 24). Vergnaud (2019)

estabelece a relagéo entre as duas categorias segundo o quadro 1.

Quadro 1 - Relacdes entre as categorias de situacdes

Necessarias Regulares Aleatérias
Produtivas | Base e comeco da racionalidade
Passivas Estacdes Astronomia
Interativas Teoria dos Jogos

Fonte: Adaptado de Vergnaud (2019, p. 24).

Nosso intuito € justamente destacar que cada tipo de situagdo possui
objetividades e fornece contribuicbes no processo de aprendizagem*. Vergnaud
(2019) vem mostrar possibilidades de sistematizacdo para organizacdo da pratica
docente em prol da apreenséo do conhecimento por parte do aluno.

No Quadro 1 podemos observar, por exemplo, que o confronto dos alunos com
situacbes baseadas nas categorias produtivas e necessarias favorecem o
desenvolvimento inicial da racionalidade. Em contrapartida, situacfes com
carateristicas interativas e aleatorias tendem a explorar os principios da Teoria dos
Jogos, que exige um nivel maior de complexidade.

Assim, concordamos com Vergnaud (2009) no sentido de que o conhecimento
matematico tem sua construcdo e significacdo em ambito conceitual a partir de
situacdes que confrontem o aluno de modo que este desenvolva seu conhecimento
segundo as ferramentas que ja possui, mesmo que inicialmente realizadas de forma
intuitiva: 0 sujeito aprimora suas competéncias e pressupostos no decorrer do
processo, a partir de diferentes situa¢gfes na escola ou em outro espaco.

Neste sentido, o conhecimento é construido a partir de conhecimentos prévios
que vao se adaptando as novas situacdes. Compete ao professor mediar este

processo de interacdo do aluno com a situacdo, cujos esquemas e acgles

4 Para maior aprofundamento no que concerne a exemplo de situacdes, a obra de Vergnaud (2019)
apresenta ocasifes que exploram cada uma das categorias.
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estabelecidas pelo aluno, utilizando seus conhecimentos (invariantes operatoérios),
possuem papel fundamental. Consideramos que 0s esquemas estao intrinsecamente
relacionados aos invariantes operatérios, ou seja, ndo é possivel nem devemos
analisa-los de forma dicotbmica. Sendo assim, buscamos discuti-los, a seguir, de
forma a estabelecer uma conversagéo entre 0os conceitos.

Segundo Moreira (2002), os esquemas sao a organizacao invariante do
comportamento do sujeito para uma determinada classe de situacdes, ou seja, a
maneira com que este agrupa os seus conhecimentos ja internalizados (invariantes
em acdo) diante de situacdes equivalentes. Os invariantes operatorios, assim,
correspondem aos conhecimentos contidos nos esquemas e representam justamente
as estratégias utilizadas pelo sujeito diante da situacdo. E importante ressaltar que
estes esquemas variam para cada sujeito, uma vez que a organizacao desses
conhecimentos se da por invariantes operatérios singulares que dizem respeito aos
conhecimentos prévios em cada individuo (VERGNAUD, 1990b; 1996a).

Piaget introduziu o conceito de esquema para refletir sobre as habilidades
sensorio-motoras e as habilidades intelectuais. A primeira se refere a atividade
realizada pelo sujeito caracterizada pela repeticdo (aquilo que ja se conhece); ja a

hY

segunda diz respeito a atividade enfatizada pela variacdo (quando determinada
atividade é confrontada com novas situacdes). A esta sintese denominamos de
unidade béasica invariante. Portanto, o conceito de esquema organiza e da sentido as
acOes, as situacbes e as representacbes simbolicas da dindamica do percurso

realizada pelo individuo. Vergnaud (2019, p.7) define esquema como:

[...] uma forma de organizacdo da atividade, destinada a uma classe de
situacdes. Ele inclui: (1) um objetivo ou varios; (2) regras de acao; de tomada
de informacéo e de controle; (3) invariantes operatdrios: conceitos-em-acgao
e teoremas-em-acgéao; (4) possibilidades de inferéncia.

Embora o algoritmo configure um esquema (VERGNAUD, 1996), o esquema
de forma conceitual se diferencia deste, pois “ndo conduz necessariamente, com um
namero finito de passos, a uma solucado do problema proposto, se houver uma, ou
para uma demonstragdo de que ndo ha solugao” (VERGNAUD, 2019, p. 7). O
algoritmo, por sua vez, para aplicagdo, exige o conhecimento de um conjunto de
regras que, sendo de dificil ou quase impossivel explicitagdo para as criancas, sao

por elas executadas.
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A andlise dos esquemas € essencial, pois se configuram elementos para
observar competéncias e dificuldades dos alunos na aprendizagem. Nao obstante, a
andlise permite realizar o diagnéstico dos mesmos a partir de seus esquemas
estabelecidos para a resolugédo de um problema ou diante de determinada situacao
que, inclusive, pode ser errado mediante a solucdo da situacdo. Todavia, Magina

(2005, p. 5) destaca que as competéncias podem ser analisadas sob trés aspectos

[...] (@) andlise do acerto e erro, sendo considerado competente aquele que
acerta; (b) analise do tipo de estratégia utilizada, podendo alguém ser mais
competente que outro, porque sua resolucdo foi mais econdmica ou mais
rapida, ou ainda, mais elegante; e (c) analise da capacidade de escolher o
melhor método para resolver um problema dentro de uma situacgao particular.

Logo, destacamos o papel do professor de buscar compreender a construcao
do pensamento dos alunos na resolucédo das atividades. Em caso assertivo, qual linha
de raciocinio (esquemas) o aluno estabeleceu; quanto aos erros, identificar o seu
cerne, isto €, se o erro foi causado por manipulacao incorreta do algoritmo, se este
vem de uma base conceitual, isto €, de um conhecimento prévio necessario. O erro
permite identificar as barreiras do estudante para apreensao do conhecimento.

Vale ressaltar que a interacdo entre professor e aluno nesse processo €
fundamental, visto que o professor pode indagar o sujeito acerca dos procedimentos
adotados. Segundo Vergnaud (1990), este dialogo desenvolve a maturidade do aluno,
além de sua capacidade de argumentacao.

Além disso, o autor aponta que 0s esquemas possuem dois tipos de
conhecimentos, sendo eles os conceitos-em-acdo e 0s teoremas-em-acao, base
conceitual implicita e explicita dos Campos Conceituais. Essas categorias, segundo
Moreira (2002), permitem aos sujeitos relacionar teoria e pratica. Sdo também
designadas pela expressdo mais global, denominada de Invariantes Operatorios,
indispensaveis na articulagdo entre situacao e esquema.

O teorema-em-acdo € uma proposicdo tida como verdadeira sobre o real
(situacao), articula-se por meio de proposi¢cdes que podem ou ndo acontecer, ou seja,
fornece as regras que permitirdo vincular os elementos e também agir nas inimeras
situagdes. O conceito-em-agao representa um objeto, um predicado ou uma categoria
de pensamento considerada pertinente na acdo em situacao e formam os teoremas-
em-acdo que, segundo Moreira (2002), dificilmente conseguem ser explicados pelos
sujeitos envolvidos na acdo (VERGNAUD, 1996b).
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Em relacéo aos teoremas-em-acao, Magina (2005) destaca que eles ndo séo
teoremas no sentido convencional, uma vez que ndo sao explicitos e possuem
alcance local, mas sao intrinsecos ao comportamento dos alunos e configuram-se
como as relagbes mateméticas levantadas por eles para lidar com os problemas.

Para Vergnaud (1996, 1996), existe entre os elementos supracitados uma
relacdo dialética, visto que os conceitos sdo ingredientes dos teoremas e 0s teoremas
sdo propriedades que dao, aos conceitos, seus conteudos. Assim, 0s invariantes
operatorios sdo responsaveis pela acdo do sujeito ao se defrontar sobre determinada
situacdo, que pode ser ou nao apropriada.

Sua importancia no processo de desenvolvimento do conhecimento é

destacada por Vergnaud (2009, p.22):

[...] os invariantes operatdrios séo relevantes do ponto de vista cognitivo, uma
vez que o0s conceitos-em-acdo permitem retirar do meio as informacdes
pertinentes e selecionar os teoremas-em-acao necessarios ao célculo, ao
mesmo tempo, dos objetivos suscetiveis de serem formados e de regras em
acdo, de tomada de informag&o e de controle, permitindo atingi-los (2009, p.
22).

Logo, temos que os invariantes operatorios constituem os conhecimentos em
acdo do aluno implicitos e explicitos, e 0s teoremas-em-acdo sao 0s conhecimentos
em acédo implicitos em uma dada situacdo. Percebemos das coloca¢fes acerca dos
invariantes operatorios que, no ambito do processo da aprendizagem matematica, a
resolucdo de um determinado problema ndo é o fundamental, mas sim o modo pelo
qual ele foi operacionalizado e também os invariantes operatorios que 0s sujeitos
utilizaram para resolver os problemas.

Jenske (2011), em sua pesquisa, buscou pér em pratica os estudos de Gerard
Vergnaud acerca da Teoria dos Campos Conceituais em relacdo as operacdes
fundamentais da matematica. A autora apresenta um modelo adaptado do Campo

Conceitual que nos permite ter uma melhor compreensao da referida teoria.
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Figura 1 - Mapa conceitual da Teoria dos Campos Conceituais

(_ Campo Conceitual )

Iexige o dominio de

[ Situagdes Conceitos J— Rep.rese'ngaqéeﬂ
aso Simbdlicas

conjunto de requer & utilizacdo de

entid

mquarnrn\ /gerann apoiam-sa\ /conum
e Invariantes
( Esquemas ] Operatérios
proposiches tidss como validss / \\ categorias pertinentes
Teoremas Conceitos
em agao em agao

Fonte: Jenske (2011, p. 49).

Em sintese, na perspectiva dos Campos Conceituais 0 aluno apreende o
conhecimento a partir da interacdo com as situacdes familiares. O conhecimento
“inicia-se a partir de caracteristicas locais. Consequentemente, todos os conceitos tém
um dominio de caracteristicas locais e todos os conceitos tém um dominio de validade
restrito” (MAGINA, 2005, p. 3).

Logo, na aprendizagem de um conceito, o aluno precisa de um conjunto de
situacdes (problemas de varios tipos) no qual vai utilizar os invariantes operatérios
(conhecimentos em ac¢éo) para construir as representacdes simbdlicas (esquemas) a
fim de resolver o problema. Portanto, quanto mais tipos de problemas os alunos
conhecerem, mais eles ampliam a compreensao das operacfes e das estratégias de

resolugéo no processo de ensino e aprendizagem.

1.2.3 A Teoria dos Campos Conceituais e objeto mateméatico da pesquisa

Nessa subsecéo, buscamos relacionar a Teoria dos Campos Conceituais com
Nosso objeto matematico de pesquisa, isto €, a equacao do 2° grau. Vergnaud iniciou
os trabalhos dos Campos Conceituais a partir do estudo de dois grandes campos: 0
campo conceitual das estruturas aditivas e o campo conceitual das estruturas
multiplicativas.

O campo aditivo envolve relacbes de parte-e-todo com conceitos de adicéo e
subtracdo. Sao conceitos que organizam as estruturas aditivas: “Medida;
Estado/transformacgdo; Comparacgéo significado/significante; Composi¢do binaria;
Operacao unitaria; Inversao; Numero natural/nimero relativo e Posi¢cao/abscissa/valor

algébrico” (VERGNAUD, 2019, p. 12). Ja o campo multiplicativo relaciona conceitos,
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procedimentos e representacfes simbdlicas como andlise dimensional, espaco
vetorial, dependéncia e independéncia, funcdes lineares, combinatéria, area e fracao.

Magina et al. (2001) realizam um estudo dos campos conceituais aditivos e
classificam seus problemas em trés relacdes de base, a partir das quais sao gerados
os problemas de adicéo e subtracédo, alguns deles trabalhados rotineiramente em sala
de aula. Assim, os problemas aditivos séao classificados como composicéo,
transformacao e comparagéo. Em termos de complexidades, os autores destacam
niveis, cada qual com suas caracteristicas em termos de exigéncia do trabalho

cognitivo do aluno, os prototipos e as extensdes, conforme a Figura 2.

Figura 2 - Tipos de situa¢8es-problemas na classificagdo no campo aditivo
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Fonte: Magina et al. (2001, p. 51).

As situacdes-problemas do nivel protétipo sdo aquelas que necessitam do
estudante o trabalho com o pensamento aritmético, e os problemas de extensao
exigem o pensamento algébrico, uma estrutura mental mais complexa. Para resolver
problemas que trabalham o pensamento aritmético somente, o aluno necessitara fazer
uso das operacfes de forma direta. Nos problemas algébricos temos uma maior
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complexidade, o que gera dificuldades por parte dos educandos, pois precisam utilizar
operacao inversa, associacoes e conversoes.

Os problemas da estrutura aditiva séo representados pela estrutura matemética
a+b=c. A variagdo desta sentenca é que vai compor os diferentes tipos de
problemas aditivos. No ambito das equagdes polinomiais do 2° grau, devemos abordar
0s tipos de questbes supracitadas nesse campo e, principalmente, com enfoque nos
niveis de complexidade que exigem o trabalho do pensamento algébrico.

Segundo Vergnaud (2019), as estruturas multiplicativas formam uma rede de
situacdes e conceitos que permitem analisar o desenvolvimento e a aprendizagem
dos alunos. O autor ressalta ainda que os campos aditivo e multiplicativo exigem um
tempo demorado para sua apreenséo. Dentro dos campos aditivos e multiplicativos, o
autor destaca a importancia da algebra e o dominio do pensamento geométrico para

a aprendizagem matematica. Para o autor, o aluno deve:

(1) Saber o que fazer diante de uma equacéo dada. Atingir um certo objetivo,
respeitar as regras. (2) Saber colocar um problema em equacéo e extrair as
relacdes pertinentes, controlar sua independéncia. (3) Identificar os objetos
matematicos novos, equacao e incognita, funcdo e variavel. (4) Reconhecer
a funcdo da algebra, resolver problemas incbmodos; provar uma relacao
(Ibidem, p. 21).

Tais competéncias envolvem niveis de conceituacdo muito diferentes que séo
desenvolvidas por meio das variadas situacdes com que podemos confrontar o aluno
em relacdo a um conceito mateméatico. No caso das equacdes do 2° grau, podemos
desenvolver essas competéncias a partir do trabalho com os diferentes tipos de
equacao do 2° grau mediante problemas e diversas formas de sua aplicabilidade no
contexto social, tais como: as ideias de area, perimetro, valor numérico, valores
mMaximos e minimos, intervalos, dentre outros.

Segundo Vergnaud (2019), as competéncias com relacao a algebra sao muito
significativas na ruptura com a aritmética ao atingir diferentes niveis de conceituacao.
Por exemplo, os itens (1) e (2) sdo baseados em esquemas ao se referenciar o que
disse Piaget: “o sentido sdo os esquemas”. Por outro lado, (3) é baseado em

conceituagées explicitas e, por ultimo, o (4) é metacognitivo®.

5 “A metacognicdo é aspecto central na implementacdo de uma cultura do pensamento, uma vez que
€ por seu intermédio que se pode [...] adquirir autonomia na gestdo das tarefas e nas aprendizagens
[...]” (DAVIS; NUNES; NUNES, 2005, p. 212).
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A concretizagcdo da aprendizagem requer do aluno a afinidade com uma
variedade de situacdes que deem sentido a um conceito e com diferentes niveis de
complexidade. Desse modo, os Campos Conceituais permitem que o professor faca
uma andlise mais profunda sobre tais situagfes. Nesta analise, sem duavida, esta
relacionada a dificuldade do sujeito com a algebra. O autor, em recente pesquisa,
notou incialmente uma observacdo interessante baseada nos conhecimentos da
aritmética, na qual afirma que a &lgebra representa um importante desvio formal
(VERGNAUD, 2019).

Essa diferenca entre a aritmética e a algebra evidencia-se ao caracteriza-la no

quadro 2.
Quadro 2 - Diferencas entre aritmética e algebra
ARITMETICA ALGEBRA
incégnita intermediaria extracdo de relacdes pertinentes
escolha intuitiva dos dados expressdes formais dos enunciados e das operacdes
operacBes na boa ordem algoritmo
controladas pelo sentido controle: regras e modelo adequado

Fonte: Vergnaud (2019, p. 20).

Destacamos o exemplo da equacdo a seguir na qual, segundo Vergnaud
(2019), torna-se necessario um dos exemplos simples chamado de roteiro-algoritmo:
3x + 14 = 35
3x+14—-14=35—-14
3x =21
3x/3 =21/3
x=7

Esse algoritmo contém varias operacdes elementares aritméticas, que
Vergnaud (2019) deixou voluntariamente visiveis. “Mesmo com estas operacoes
visiveis, os alunos tém dificuldade para apreciar o significado da &lgebra, problema
sobre o qual tropecam muitos alunos do ensino fundamental” (VERGNAUD, 2019, p.
21).

Nesse caso, pressupomos que existam lacunas significativas sobre os
conteudos que antecederam tal assunto e que devemos utilizar como experiéncia ao
tratarmos sobre problemas de equacdes do tipo quadratica. A inspiracdo em Piaget e

Vygotsky, o direcionamento na disciplina escolar, a matematica, contribuem para o
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autor elaborar uma definicdo de um campo conceitual em terna de trés conjuntos, que

Vergnaud (2019, p.12) definiu como:

(1) O conjunto de situagdes cujo dominio progressivo demanda uma
variedade de conceitos, esquemas e representacdes simbdlicas em estreita
conexao. (2) O conjunto dos conceitos que contribuem para o dominio dessas
situacg6es. (3) O conjunto de formas linguisticas e simbdlicas que permitem
expressar 0s objetos de pensamento e as conceituacBes implicitas ou
explicitas nessas situacées).

Para definir esquema elementar, Vergnaud (2019) tomou como exemplo
simples o da enumeracao, onde criangas de 5 ou 6 anos enumeram objetos em cima
da mesa a sua frente. Por outro lado, em outro exemplo o professor faz a contagem
das criancas presentes em um O6nibus para garantir que ele ndo se esqueceu de
nenhum. Dessa forma, o autor organizou suficientemente para caracterizar a atividade
em dois conceitos-em-acdo, que sao: o de cardinal, ou seja, medida do conjunto
enumerado, o qual é discreto; e o de correspondéncia biunivoca, ou seja, entre 0s
objetos de um lado (ou as criancas no 6nibus) e os numeros pronunciados de outro
lado (eventualmente evocados em voz alta ou em voz baixa).

Outro exemplo do mesmo autor, nessa mesma obra, é a atividade que agrega
geometria plana relacionada ao retangulo. Chama a atengédo também o fato de que a
atividade de que trataremos a seguir, relacionada, por exemplo, a soma e gue envolve
também a geometria, ndo pode ser reduzida ao esquema elementar visto
anteriormente aos dois conceitos, de cardinal e de correspondéncia biunivoca.

Tal atividade consiste em saber o nimero de torcedores que cabiam dentro de
um estadio de futebol na Copa do Mundo de 1998, na Franga. “Quantos lugares ha
em seu estadio?”. Como havia duvida se os lugares eram suficientes, o diretor do
estadio resolveu contratar duas pessoas para contar, durante dois dias, o nUmero de
lugares (VERGNAUD, 2019, p. 6, grifo do autor).

Vergnaud (2019) afirma que, como ha duas pessoas na contagem desse
processo e havia uma partilha de atividade, supds a estrutura do teorema da adigéo,
ou seja, como cada um assume um papel de contagem com objetivo de encontrar o
resultado esperado, no qual evidencia o conceito de numeracao posicional ao indicar
a soma das unidades, depois das dezenas e entdo os milhares. Assim, conclui que

deve ser aplicado o algoritmo da adig&o, descrito pelo autor, conforme a seguir:



26

Card(AUB) = Card(A) + Card(B)

O autor comenta um caminho para descobrir o niumero de lugares relacionado
a questao do problema: “[sobre] as partes retangulares do estadio, basta multiplicar o
numero de lugares por linha pelo numero de linhas” (VERGNAUD, 2019, p. 6). A

seguir, ele nos mostra a estrutura do algoritmo multiplicativo:

Card(RXS) = card(R) * Card(S)

Ainda sobre a atividade relacionada ao estadio, nos chamou atencao a conexao
do assunto com a geometria plana, especificamente relacionada ao calculo da area
do trapézio mediante a aritmética. Vergnaud (2019) observa que, para o canto angular
do estadio, o problema é mais delicado. O autor entdo descreve os caminhos para se
chegar a uma estrutura algoritmica que pressupomos ser semelhante a formula do
trapézio.

SMédia = ((Smax + Smin)) / 2

S = SmédiamultiplicadaporR

Para o canto do estadio, o problema é mais delicado; mas o mais velho dos
dois propde ao seu colega: “Vocé vai até a parte mais alta e conta a linha
mais longa. Eu conto embaixo a linha mais curta; fazemos a média das duas
e multiplicamos pelo niumero de linhas” (VERGNAUD, 2019, p. 7).

Para Vergnaud (2019), o mais velho seria 0 mais experiente cujo repertério de
conhecimento sobre o assunto esta muito além do mais jovem. Concordamos com o
autor ao observar que, na andlise dessa atividade, existem competéncias e formas
conceituais distintas, e que, “gragas a esta conceituagdo implicita, atividade e
esquema permitem ir muito longe do que somente a ideia de competéncia, que nao é
muito analitica” (2019, p. 7). A atividade citada exige conhecimentos que pressupdem

uma organizacdo de esquema, a qual o autor define:

Um esquema é uma forma de organizacdo de atividade, destinada a uma
classe de situagdes. Ele inclui: (1) um objetivo ou varios. (2) regras de acao;
de tomada de informacdes e de controle. (3) invariantes operatérios;
conceitos-em-acdo e teoremas-em-ac¢do. (4) possibilidades de inferéncia
(VERGNAUD, 2019, p. 7).
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Devemos observar quando o autor afirma que tais caracteristicas dos
esquemas ndo conduzem necessariamente a uma solu¢cdo do problema com um
namero finito de passos, mas reconhece que ha proximidades com os algoritmos.
Vergnaud (2019) afirma também que os algoritmos sado esquemas, mas nem todos 0s
esquemas sao algoritmos.

Para entender mais sobre as caracteristicas desses esquemas de modo a
servir de andlise as propriedades numeradas de um (1) a quatro (4) que ditamos
anteriormente, Vergnaud (2019, p.7) diz que:

A primeira concerne a intencéo, a segunda ao desenvolvimento temporal da
atividade (acdes e coleta de informagéo), a terceira as conceituagdes
(frequentemente implicitas, eventualmente explicitas) que organizam esse
desenvolvimento, a quarta aos calculos que tomam lugar durante o percurso
(subobjetivos e expectativas, licbes obtidas).

Dessa forma, indicamos a relevancia em compreender esses conceitos para
compormos um arcabouco de conhecimentos necessarios ao qual podemos ampliar
NosSso campo conceitual para uma aplicagcdo em sala de aula e, assim, construirmos
uma base tedrica eficaz no processo de ensino e aprendizagem. Entendemos que
aulas de matematica planejadas segundo a Teoria dos Campos Conceituais podem
contribuir para a aprendizagem e para o ensino de um determinado contetdo.

Contudo, podemos partir de alguma metodologia de ensino que o professor
tenha dominio ou interesse. Portanto, apreciamos a apresentacdo do conhecimento
tedrico dessa metodologia, a qual poderd servir como proposta de uma possivel
formacdo continuada para docentes que ainda a desconhecem. Nesta pesquisa,
adotamos a Resolucdo de Problemas como metodologia de ensino, que

apresentamos na secao a seguir.

1.3 POLYA E A RESOLUCAO DE PROBLEMAS NO ENSINO DE MATEMATICA

Na construgdo de nossa sequéncia didatica, além de considerarmos as teorias
de desenvolvimento da aprendizagem e dos Campos Conceituais, agregamos ao
ensino de equacgao do 2° grau a metodologia Resolucéo de Problemas, a qual consiste
em uma alternativa de ensino que estimula no educando o desenvolvimento da

investigagdo e da autonomia, valorizando uma postura mais construtiva no
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desenvolvimento do pensamento matematico, além do exercicio da linguagem
matematica e da lingua materna.

No que concerne ao processo de ensino e aprendizagem de matematica, a
resolucdo de problemas sempre teve seu espaco no desenvolvimento do

conhecimento, como indicado na BNCC do Ensino Fundamental.

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento do
letramento matematico, definido como as competéncias e habilidades de
raciocinar, representar, comunicar e argumentar matematicamente, de modo
a favorecer o estabelecimento de conjecturas, a formulacao e a resolucédo de
problemas em uma variedade de contextos, utilizando conceitos,
procedimentos, fatos e ferramentas matematicas (BRASIL, 2016, p. 266).

Considerando esta orientacao curricular, em nossa sequéncia didatica tivemos
que adotar uma linguagem compativel com a dificuldade do aluno sobre o
conhecimento da equacdo do 2° grau. Essa linguagem compativel a qual nos
referimos sdo a potenciacao, a raiz quadrada, operacées com numeros racionais, ou
seja, o Campo Conceitual minimo necessario para 0 desenvolvimento da
aprendizagem sobre equacédo do 2° grau. Por exemplo, na conversdo da linguagem
materna para linguagem algébrica, utilizamos as sentengas matematicas como: o
namero, o dobro do numero, o triplo, 0 quociente, a soma, a diferenca entre um
namero e dois, ou seja, sentencas que envolviam a aritmética, as quais, em nossa
concepcao, eram adequadas a faixa etaria dos educandos e poderiam facilitar o
desenvolvimento da linguagem matematica por meio de Resolucao de Problemas.

Segundo Sa (2021), a resolucédo de problemas como metodologia de ensino
esta dividida em trés tipos: como um objetivo, como um processo € como um ponto
de partida. Nesta pesquisa, adotamos a Resolucédo de Problemas como obijetivo cujo
modo de pensar resolu¢ao de problemas segundo o autor “implica ser suficiente no
processo de ensino de Matematica expor a teoria e em seguida propor problemas
mais ou menos engenhosos” (SA, 2021, p. 35).

Na resolucao de problemas em uma sequéncia didatica, nos moldes adotados
nesta pesquisa, é necessario considerar os conhecimentos préevios dos sujeitos para
que os problemas propostos sejam cognitivamente acessiveis a eles. E importante
gue o professor tenha em mente que um problema exige uma atividade mental nova
e reflexiva para o educando, haja vista que “Exercicio: € uma questao que vocé sabe

como resolver imediatamente. « Problema: é uma questdo que demanda muito
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pensamento e desembarago antes do caminho ser encontrado” (SA, 2021, p. 12).
Embora, em nossa concepc¢ao a primeira afirmacéo sobre exercicio, nem sempre iSso
ocorre.

Krulik (1997) estabelece os tipos de problemas. Conforme seu entendimento,
temos a ideia de problema e exercicio aproximadas; suas diferenciacfes estdo em

cada categoria pelas caracteristicas ja definidas. Para Krulik (1997, p.23):

Exercicios de reconhecimento: sdo todos aqueles que no enunciado pedem
para identificar algo que j& foi estudado; Exercicios algoritmicos: sdo aqueles
gue ndo exigem uma interpretacdo do enunciado, eles sdo mais diretos;
Problemas de aplicacéo: estdo relacionados aos calculos de resultados mais
praticos com aqueles enunciados tradicionais; Problemas de pesquisa
aberta: sdo agueles que ndo sugerem a forma de como se deve resolver o
problema, esses tipos de problemas sdo mais complexos, exigindo um
conhecimento que ndo cabe as séries iniciais; Situacdo-problema: sao
facilmente identificados pela forma do seu enunciado, exigindo do leitor uma
andlise minuciosa dos seus dados e verificando a solucao.

No processo de ensino e aprendizagem é importante que um problema
apresente uma situacdo proxima a realidade do aluno e gue mostre em sua
elaboracao um nivel de dificuldade desafiador, porém acessivel, no sentido de exigir-
Ihe trabalho cognitivo e interessante, para que ele tenha gosto e vontade para buscar
a resolucao e nao se restrinja a aplicacdo de formulas e realizacdo de procedimentos
determinados (DANTE, 1995).

Segundo Dante (1995), sao objetivos da resolucéo de problemas: fazer o aluno
pensar de forma produtiva, desenvolver seu raciocinio, ensina-lo a enfrentar diferentes
situacdes, dar oportunidade deste aplicar seus conhecimentos matematicos, muni-lo
com estratégias para resolver problemas e, por fim, dar-lhe uma boa base matematica.
Por outro lado, por objetivo, “a resolugdo de problemas significa que se ensina
matematica para resolver problemas (SA, 2021, p. 35).

Estudos apontam que, dentre as principais dificuldades na resolucado de
problemas, esta a falta de habito com a linguagem matematica, como nas conclusdes
do autor a seguir: “[...] dificuldade na aprendizagem de conteudos basicos da
matematica, a falta de interpretacéo e leitura de enunciados das questdes, a falta de
habito com a linguagem matematica e o habito com questbes repetitivas e
decorativas” (SILVA, 2017, p. 45). Desse modo, a resolugao de problemas foi adotada

nesta pesquisa como alternativa que possa minimizar tais problematicas.



30

Além dessas questdes repetitivas e mnemaonicas virem acompanhadas, muitas
vezes, por questdes que nao exigem muito esforgco cognitivo, que trata-se apenas de
uma aplicacdo mecanizada de conhecimentos, ndo evidenciam possiveis lacunas na
aprendizagem do objeto matematico de estudo, de modo que o professor possa
intervir e valorizar uma postura mais construtiva e investigativa nos sujeitos ao longo
do desenvolvimento do pensamento matematico, e da capacidade de transformar a
linguagem materna® para a linguagem matematica ou vice-versa.

Os documentos oficiais, como os PCN, apontam que os instrumentos de
avaliacao, trabalhos, provas etc. devem considerar os registros escritos dos alunos
como referéncia para as analises no processo de ensino aprendizagem. A resolucéo
de problemas requer o registro dos procedimentos adotados, sejam eles
procedimentos aritméticos ou algébricos, com ou sem apoio visual grafico ou
geométrico. Desse modo, o professor obtém indicios das competéncias e habilidades
desenvolvidas por cada estudante ao analisar a maneira como ele se expressa em
linguagem matematica, isto €, ao “[...] utilizar a linguagem matematica
adequadamente para comunicar suas ideias, em desenvolver raciocinios e analises e
em integrar todos esses aspectos no seu conhecimento matematico” (BRASIL, 1998,
p. 55).

Ressaltamos que a linguagem matematica se manifesta de diferentes formas:
linguagem gréfica, linguagem estatistica, linguagem tabular, linguagem matricial,
geométrica, algébrica etc. Neste trabalho, especificamente, demos énfase a
linguagem materna e a linguagem algébrica. Embora seja importante explorar o
desenvolvimento de diversas linguagens matematicas, pesquisas apontam a
necessidade de curso de formacao de alfabetizacdo e o letramento para minimizar
suas dificuldades didéticas, inclusive quanto ao uso da lingua materna.

Por meio dos dados apresentados é possivel inferir que o professor trava uma
luta diaria entre a situacéo ideal para o ensino de lingua materna e o contexto
de sua sala de aula. As dificuldades que mencionam séo reflexo de uma
realidade complexa: formacdao inicial deficiente que ndo os preparou para a
reflexdo sobre oralidade, variacao linguistica, ensino de leitura e de producgéo
textual; salas com muitos alunos, material didatico muitas vezes ruim,
problemas relacionados a indisciplina, dentre outros fatores (PARISOTTO;
RINALDI, 2016, p. 274).

6 Linguagem materna, aqui no Brasil, quer dizer a linguagem escrita na nossa lingua portuguesa.
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Por muito tempo, a utilizagdo da Resolucdo de Problemas restringiu-se a
pratica, fixacdo e aprofundamento de conteldo. Essa possibilidade da Educacao
Matematica desempenha papel muito além de uma aplicacdo dos conhecimentos
matematicos: deve-se considerar os conhecimentos prévios do sujeito, 0 ensino e
aprendizagem e a avaliagdo. Por outro lado, “o problema deve ser acessivel ao
revolvedor e, para tal, € necessario: que ele tenha um conhecimento prévio de
conteudos matematicos necessarios para chegar a solugao” (NUNES, 2010, p. 77).

A resolugéo de problemas caracteriza uma forma de atividade mental que exige
inventividade e reflexdo cujos objetivos na matematica escolar contemplam tanto os
fins do curriculo da matematica quanto os meios para os objetivos de desenvolvimento
de conceitos e habilidades. Historicamente, e até hoje, se formou “a crenga que
predominou e que, possivelmente, ainda exista [que] € a de que s6 se aprende a
resolver problemas por imitacdo, ou seja, vendo resolver problemas e imitando as
atividades e procedimentos, de quem os resolve” (NUNES, 2010, p. 75).

Tal método tem servido no &mbito escolar, sua reproducao até hoje se justifica,
todavia corresponde a uma abordagem que alcancga apenas alguns alunos. Devemos
ter em mente que a escola precisa ter como foco a aprendizagem de todos os alunos
e deve buscar diferentes abordagens a serem trabalhadas em sala.

As primeiras investigacfes da resolucdo de problemas foram realizadas por
Polya (1978), em sua obra intitulada “How to solve it". Nela, o autor descreve maneiras
de se planejar e resolver situacdes via resolucdo de problemas e destaca que, para

se resolver um problema:

[...] primeiro, temos de compreender o problema, temos de perceber
claramente o que é necessario. Segundo, temos de ver como os diversos
itens estao inter-relacionados, como a incégnita esta ligada aos dados, para
termos a idéia da resolucdo, para estabelecermos um plano. Terceiro,
executamos 0 nosso plano. Quarto, fazemos um retrospecto da resolucéo
completa, revendo-a e discutindo-a (POLYA, 1978, p. 3-4).

Podemos sistematizar o passo a passo em quatro elementos: familiarizacéo,
compreensao da ideia central, planejamento e retrospecto; entretanto, cada etapa nao
ocorre isoladamente e é essencial a mediacao do professor, pois a interacdo possui
papel fundamental. Segundo Flemming, Luz e Mello (2005), € por meio da interacédo
entre aluno, problema e professor que aquele desenvolve cada um dos estagios para

a resolucéo de problemas de tal modo que apreenda novos conhecimentos que, por
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sua vez, acontecem em todas as etapas da resolucdo. Mas o que se constitui um

problema?

Qualquer tarefa ou atividade para a qual os estudantes ndo tém métodos ou
regras prescritas ou memorizadas, nem a percepcao de que haja um método
especifico para chegar a solucao correta (RAIVA; MORAES; GUERRA, 2015,
p. 42).

Deste modo, se ndo h4d nada memorizado, ocorre o estimulo do raciocinio e da
criatividade. Polya (1978) descreve uma resolugdo de problemas como uma busca
consciente de alguma acao apropriada para atingir um objetivo definido, cujo percurso
nao se da de forma imediata. Especificamente em relacdo a um problema matematico,
trata-se de “qualquer situagdo que exija a maneira matematica de pensar e
conhecimentos matematicos para soluciona-la” (DANTE, 1995, p. 10). Nao obstante,

os Parametros Curriculares Nacionais apontam que:

[...] um problema matematico é uma situa¢cdo que demanda a realizagéo de
uma sequéncia de acbes ou operagBes para obter um resultado. Ou seja, a
solugdo ndo esta disponivel de inicio, no entanto € possivel construi-la
(BRASIL, 2001, p. 44).

Em cada definicho apresentada, podemos observar o destaque ao
conhecimento perceptivo e intuitivo do educando e a promogédo de um ambiente
propicio a criatividade. Com estas condicdes favoraveis, é possivel se obter indicios
de aprendizagem por meio da andlise das estratégias adotadas na resolucédo de um
determinado problema matematico.

Nessas condi¢des, devemos refletir sobre o que seria um problema no ensino
de matematica, visto que ndo ha o conhecimento da sua solu¢édo, mas é possivel ter-
se acesso aos mecanismos de resolucdo. E neste ponto que temos a diferenciacéo
de problema e exercicio. O primeiro caracteriza uma situacdo em que o aluno
apresentara dificuldades; e o segundo, por sua vez, constitui o desenvolvimento e o
aprofundamento de conhecimentos que o aluno tem em situacdes ja familiarizadas e
o resolve de imediato.

Dessa forma, as definicdes séo explicitas; todavia, sua caracterizagdo em cada
situacéo e relativa aos conhecimentos de cada individuo. Esses objetivos podem ser

contemplados ou nédo, de acordo com a abordagem dada a resolucéo de problemas



33

no processo de ensino e aprendizagem. Como apresentado inicialmente, ela possui
diversas funcionalidades.

Em sintese, ensinar sobre resolucdo de problemas corresponde a abordar o
tema como um assunto para discussao e realga, quase sempre, modelos de resolucao
como os descritos por Polya (1978) ou algum modelo variante. Temos um enfoque
nas formas pelas quais a matematica ensinada pode ser aplicada na resolucéo de
problemas comuns (ou n&o) e, nesse sentido, o proposito principal estd em se saber
utilizar a matematica.

Quanto ao ensino via resolucdo de problemas, temos a problematizacdo do
ensino tradicional e o papel da resolucéo de problemas passa a ser discutido em uma
perspectiva didatico-pedagogica e considerado como uma forma de abordagem para
a aprendizagem de um conhecimento. E importante saber o surgimento da Resoluc&o
de Problemas por meio da formacé&o continuada de professores do grupo de trabalho
e estudos.

Baseamo-nos em Andrade e Onuchic (2017) e Onuchic e Allevato (2011) ao
adotarmos um roteiro que pudesse auxiliar no planejamento de nosso produto
educacional e na analise de sua experimentacéo. Esse roteiro possui 9 (nove) etapas:
preparacdo do problema; leitura individual; leitura em conjunto; resolucdo do
problema; observar e incentivar; registro das resolucfes na lousa; plenaria; busca do
consenso; e formalizacdo do contetdo. O detalhamento de cada uma dessas etapas

€ apresentado no Quadro 3.

Quadro 3 — Roteiro de resolucéo de problemas

ETAPA DETALHAMENTO
1. Preparacéo do | O professor escolhe o problema que servira para introduzir um novo
problema assunto.
2. Leitura individual Uma cépia do problema é entregue ao aluno e este faz sua leitura.
3. Leitura em conjunto Formam-se grupos e estes releem e interpretam o problema. O

professor pode esclarecer duvidas tanto referentes a palavras néo
compreendidas como eventuais dlvidas do que se pede no problema.
4. Resolucdo do problema | O grupo usa seus conhecimentos anteriores na busca pela solucéo.
5. Observar e incentivar O professor monitora os trabalhos e atua como mediador das davidas.
Entretanto, deve tomar cuidado para ndo dar as respostas prontas aos
alunos. Por meio de questionamentos, o professor deve intervir e/ou
estimular o desenvolvimento do trabalho.

6. Registro das Representantes dos grupos s&o convidados a registrar suas

resolucdes na lousa resolucdes na lousa.

7. Plenéria Promove-se uma discusséo coletiva das resolucdes apresentadas. O
professor atua como guia e mediador das discussoes.

8. Busca do consenso A partir da analise conjunta das resolugdes, busca-se chegar a
concluséo sobre os resultados corretos.

9. Formalizacéo do O professor formaliza o contetdo, apresentando linguagem e notagao

conteudo matematica adequadas.
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Fonte: Adaptado de Onuchic e Allevato (2011, p. 83—-85).

As versdes mais atuais dos roteiros, segundo as autoras, acrescentam na
terceira edicdo o décimo item, que consiste em propor novos problemas referentes ao
problema gerador, o que possibilita “consolidar as aprendizagens construidas nas
etapas anteriores, bem como aprofundar e ampliar as compreensdes acerca daquele
conteudo ou tépico matematico” (ALLEVATO; ONUCHIC, 2014, p. 46). A versao mais
recente desse roteiro possui 11 etapas, dentre as quais a primeira etapa passou a ser
“formar grupos” (ANDRADE; ONUCHIC, 2017).

Percebemos, nas conclusfes das pesquisas recentes, que o roteiro podera se
adequar as necessidades: “entendemos que adequacgdes no roteiro podem ser feitas
conforme as necessidades, desde que ndo se deixe de fazer o essencial, que é
realizar a discussao coletiva (plenaria) e a formalizagdo do conteudo” (AZEVEDO;
FIGUEIREDO; PALHARES, 2020, p. 7). Neste sentido, embora haja um roteiro que
facilita a adocéo de resolucao de problemas em aulas de matematica, ndo ha formas

rigidas.

[...] ao considerar o ensino-aprendizagem-avaliacdo, isto €, ao [se] ter em
mente um trabalho em que estes trés elementos ocorrem simultaneamente,
pretende-se que, enquanto o professor ensina, o aluno, como um participante
ativo, aprenda, e que a avaliacdo se realize por ambos (ONUCHIC;
ALLEVATO, 2011, p. 81).

Nesse contexto, os alunos analisam o0s seus proprios métodos e as solucdes
do problema. Verificam o0 seu pensar matematico para dar sentido ao que fazem. Por
outro lado, o professor reorienta quando necessario, avalia o que esta ocorrendo para
dar suporte aos resultados pretendidos. Para isso, “[...] tarefas ou problemas podem
e devem ser colocados de forma a engajar os estudantes em pensar e desenvolver a
matematica importante que precisam aprender” (RAIVA; MORAES; GUERRA, 2015,
p.3).

Percebemos que a resolucdo é parte fundamental de toda a aprendizagem
matematica. “Quando os professores ensinam matematica através da resolucédo de
problemas, eles estdo dando a seus alunos um meio poderoso e muito importante de

desenvolver sua prépria compreensao” (ONUCHIC 1999, p. 208). Além disso,

[...] a situacdo-problema é o ponto de partida da atividade matematica, e ndo
a definicdo. No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias e
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métodos matematicos devem ser abordados mediante a exploracdo de
problemas, ou seja, de situacfes em que os alunos precisem desenvolver
algum tipo de estratégia para resolvé-las (BRASIL, 1998, p. 40-41).

Considera-se, assim, a resolucdo de problemas como um caminho para fazer
matematica em sala de aula, na qual o problema é o ponto de partida do estudo da
matematica e o trabalho de conceitos, ideias e métodos devem ser abordados por
meio de problemas. No entanto, no uso desta tendéncia € importante que o professor
trace um caminho para trabalhar as tarefas que serdo selecionadas e planejadas a
cada dia, levando em consideracdo o conhecimento prévio dos sujeitos.

Entendemos que a resolucdo de problemas detém grande importancia na acao
educativa do aluno, na préatica docente e no processo de avaliacdo da aprendizagem.
Identificamos também a importancia da interacdo professor X aluno, aluno X aluno e,
principalmente, a interacdo aluno X situacao. Percebemos nisto, uma estreita relacdo
da resolugcéo de problemas e os pressupostos da Teoria dos Campos Conceituais.
Nesse ponto, foi que optamos por utilizar esses principios numa forma organizada, a

Sequéncia Didatica, para o ensino das equacdes polinomiais do 2° grau.
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2 SEQUENCIA DE ATIVIDADES

Nesta secao, temos a materializacdo de nossa sequéncia de atividades, que se
apropriou das fundamentagfes dos estudos apresentados na integra em nossa

dissertacao disponivel em: https://ccse.uepa.br/pmpem/?page_id=23.

2.1 ORIENTACOES AO PROFESSOR

A sequéncia didatica que construimos para o ensino de equacao do 2° grau foi
embasada nos aportes tedricos apresentados no Capitulo 1, em pesquisas sobre o
tema e o ensino desse conteludo escolar, além das experiéncias formativas e de
orientacao ao longo do curso de Mestrado profissional em ensino de matematica.

Trata-se de uma sequéncia de atividades planejadas para construcdo gradual
de conhecimentos e habilidades relativas a equacéo do 2° grau a nivel da educacéao
bésica brasileira, considerando-se as orientacdes curriculares para o ensino desse
conteddo de matematica, normalmente ministrado ao final do ensino fundamental. O

Quadro 4 apresenta a estrutura da Sequéncia Didatica.

Quadro 4 - Organizacéo das atividades

ATIVIDADE OBJETIVO RECURSO
1 Composicao Reconhecer as operagfes que envolvem a - Retomada de
algébrica da composicao da equacgdo do 2° grau e 0s conhecimentos
equacao do 2° grau | coeficientes dos termos por meio da conversao prévios.
de registros da linguagem materna (escrita) para | - Roteiro impresso da
a linguagem algébrica (simbdlica). atividade, caneta.
2 Resolvendo Resolver equacgfes do 2° grau e estabelecer - Texto de histéria da
equacao do 2° grau | caracteristicas das solu¢des por meio de um matematica.
método de resolucdo apresentado por meio de - Roteiro impresso da
dado histdrico. atividade, caneta.
3 Resolvendo Resolucao de problemas que envolvam aplicagdo | - Resolucdo de
problemas de da resolucao de equacgdes do 2° grau. problemas.
equacao do 2° grau - Roteiro impresso da
atividade, caneta.

Fonte: O autor (2021).

Todas as atividades foram desenvolvidas para aplicagéo preferencialmente em
grupos, favorecendo a interacdo e troca de ideias. Além disso, € necessario
acompanhar o andamento das execucdes, tendo o professor que intervir de forma a
mediar a superacdo de zonas de tensdo, sem ferir a autonomia dos estudantes e
respeitando o tempo cognitivo de cada um, bem como incentivando a troca de ideias

entre os educandos e sua socializagdo com a turma.
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2.1.1 Atividade 1

A Atividade 1 foi pensada com o objetivo de promover o reconhecimento das
operacdes que envolvem a composicdo da equacdo do 2° grau e os coeficientes de
cada termo por meio da conversédo de registros da linguagem materna (escrita) para
a linguagem algébrica (simbdlica). Na questdo 1, os alunos devem preencher 3
quadros de modo gradativo, com a finalidade de desenvolver a linguagem algébrica
necessaria para aprender a resolver problemas sobre equacdo do 2° grau com uma
incognita.

No Quadro 1 utilizamos sentencas através de um numero desconhecido, cujo
objetivo foi apresentar a linguagem materna sem a indicacédo simbdlica da igualdade
e do quadrado (grau dois), e, logo em seguida, nas colunas, escrevemos as
representacdes algébricas e os valores dos coeficientes de cada termo. Para tanto,
resolvemos as duas primeiras linhas, de modo que os alunos pudessem descrever
sozinhos as conversoes.

Nesse sentido, devemos propor aos sujeitos percepcdes das situacdes aditivas,
ou seja, quais palavras remetem a adicao e a subtracdo, bem como, a influéncia do
sinal de subtrac&o nos conceitos dos parénteses. Por fim, devemos chamar atencao
para o termo independente. Dessa forma, associamos a ideia sequencial das
operacOes aritméticas e algébricas, como a soma, subtracdo, produto, quociente,
fracdo, seriacdo ou sequéncia, com o objetivo de converter gradualmente a linguagem
materna para a linguagem algébrica.

No quadro 2, durante a discussdo entre os estudantes, € necessario verificar
se eles percebem que as situacdes deste mesmo quadro sao do tipo multiplicativas,
gue envolvem coeficientes decimais e fracionarios, quais palavras remetem a
multiplicacéo e a divisdo, além das caracteristicas do quadro anterior.

No quadro 2, tivemos como objetivo evidenciar linguagens de numeros
multiplicativos, inversos, sucessores, fracionarios etc., por entendermos que muitos
alunos, além de ndo conhecer tais tipos de nimeros, podem apresentar dificuldades
na hora de efetuar a multiplicacdo. Logo em seguida, nas colunas escrevemos as
representacdes algébricas na forma simplificada da linguagem e os valores dos

coeficientes de cada termo. Para tanto, associamos a ideia sequencial por meio das
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operacOes aritméticas e algébricas ditas anteriormente, além de resolvermos dois
exemplos, sem visar a simbologia da igualdade e do quadrado.

No quadro 3, durante a discussao entre os estudantes, o professor deve
verificar se eles percebem que as situacdes envolvem termos com potenciacéo e que
reunem caracteristicas dos quadros anteriores.

No quadro 3, temos agora como objetivo evidenciar a presenca da linguagem
“‘quadrado”, para apontar indicios iniciais referente ao nosso objeto. Nessa etapa,
escrevemos nas colunas as representacdes algébricas na forma simplificada da
linguagem e os valores dos coeficientes de cada termo. Julgamos ainda necesséria a
altima conversao da linguagem materna para a linguagem algébrica. Na questao 2,
por meio de um dos quadros 1, 2, 3, solicitamos que identificassem qual seria o maior
grau da poténcia da incégnita e qual era esse grau. Por fim, perguntamos o que
aconteceria se o coeficiente dos termos do 2° grau fosse zero.

Finalmente, no quadro 4, temos como objetivo completar as expressdes
indicadas na primeira linha do quadro, expressdes de grau 2 com apenas um termo,
depois expressdes com grau 2 com dois termos, e, por fim, as expressdes com grau
dois com trés termos. Dessa forma, deve-se evidenciar que tais expressdes, quando
indicadas pelo sinal de igualdade, correspondem a uma equacao do 2° grau.

Na questao 2, as intervencdes do professor, se necessarias, devem mediar a
compreensao do que seja uma expressao algébrica do 2° grau e a restricdo de
existéncia para o coeficiente do termo de 2° grau. Apés as socializa¢des e conclusbes
dos alunos, o professor deve apresentar a forma algébrica da equacao do 2° grau com

sua definicado formal.

2.1.2 Atividade 2

A atividade 2 foi elaborada com o objetivo de desenvolver a resolugdao de
equacles do 2° grau e estabelecer caracteristicas das solucbes de um método de
resolucao apresentado por meio de um recorte de texto historico.

Na questédo 1, o texto histérico pode ser lido pelo professor ou pelos alunos. O
professor pode acrescentar outras informagfes ou dados; € possivel que os
estudantes fiqguem curiosos por mais informa¢des ou ndo saibam o significado de
algumas palavras. E importante instigar uma explicagéo da ocorréncia do simbolo de

+ na férmula resolutiva apresentada.
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Na questdo 2, deve-se aplicar a férmula apresentada no recorte do texto de
historia para se resolver as equacdes propostas. Possivelmente, ha uma mediacdo do
professor em situagdes nas quais seja preciso recorrer a manipulagdes para se chegar
a forma algébrica da equacdo do segundo grau apresentada na atividade 1, a forma
geral da equacao.

Na questao 3, ao preencher o quadro, os estudantes devem observar e concluir
a influéncia do b? — 4ac na existéncia e quantidade de solugées. Apés as discussoes
e conclusdes, o professor deve formalizar o método de resolucdo da equacédo do
segundo grau, abordando sobre o discriminante e as possiveis solucdes.

A segunda atividade objetivou resolver equagbes do 2° grau por meio da
férmula resolutiva e estabelecer caracteristicas das solu¢gées com o recurso da histoéria
da matematica, utilizando-se um recorte de um texto histérico. Nesse sentido,
apresentamos a formula resolutiva da equacao do 2 grau, da qual Sridhara foi um dos
pioneiros a estabelecer uma regra para resolvé-la. Para tanto, apresentamos oito
equacdes identificadas com os respectivos itens (a, b, ¢, d, f, g, h), onde é solicitado
que se complete o quadro com o valor de b? — 4ac, a condicdo de existéncia das
respectivas equacgdes dos itens ja supracitados. Essas condigdes sao para: A maior
que zero, em que a equacao possui duas raizes reais e diferentes; para menor que
zero, a equagao nao possui raizes reais; por fim, para A igual a zero, quando a

eguacao possui uma unica solucao.

2.1.3 Atividade 3

A (ltima atividade de nosso constructo foi elaborada para desenvolver a
resolucdo de problemas que envolvam aplicacdo da resolucdo de equacdes do 2°
grau. Nessa etapa, elaboramos 6 problemas, do item (a) até o item (f), dos quais se
deveria traduzir da linguagem materna para a algébrica, e depois se aplicar a formula
resolutiva.

Como indicamos na secdo 1.3 da dissertacdo que originou esta Sequéncia
Didatica (PEREIRA, 2022), a resolucdo de problemas como recurso metodolégico de
ensino de matematica foi adotada na modalidade “objetivo”, isto €, nas atividades
anteriores foi desenvolvida a teoria de resolucdo de equacao do 2° grau que agora

esta sendo aplicada na resolugéo de problemas.
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Assim, as questdes sdo todas aplicacdes e problemas que envolvem resolucao
de equacdo do segundo grau. Devemos estar atentos se nao falta algum
conhecimento prévio ao estudante que o impeca de resolver as questdes — nesse
caso, deve-se intervir para que ele tenha condi¢des de prosseguir.

Considerando pressupostos apresentados na sec¢ao 1.3, os educandos devem

seguir o seguinte roteiro de resolucao:

v Fazer um esquema ou desenho do que compreendeu;

v Identificar e organizar os dados e a incognita;

v Formar a equacao;

v Resolver a equagéo;

v Interpretar as solu¢des da equacéo no contexto do problema.

Essa atividade ndo € uma formalizagdo de conhecimentos, mas o momento em
gue o professor percebe se, de fato, os conhecimentos foram desenvolvidos de forma
satisfatoria pelos educandos mediante o nivel de sofisticacao e da linguagem adotada
por eles, considerando-se os pressupostos da Teoria dos Campos Conceituais no
desenvolvimento da aprendizagem dos sujeitos.

A seguir apresentamos a experimentacao da nossa pesquisa com a amostra

de 9 alunos do ensino fundamental.
2.2 EXPERIMENTA(}AO

Para esta fase de nossa pesquisa, inicialmente tinhamos o planejamento de
experimentar nossa sequéncia didatica em uma turma regular do nono ano do ensino
fundamental, presencialmente, na expectativa de alcancar um quantitativo entre 30 e
40 estudantes. Porém, devido ao cenéario pandémico da COVID-19 no ano de 2020
foram suspensas as aulas presenciais na rede publica municipal. Inicialmente, fizemos
a tentativa de realizar nossa experimentacao de forma remota, entretanto no municipio
em gue atuamos, essa modalidade se tornou inviavel por conta do dificil acesso a
internet e condi¢Bes financeiras dos familiares dos educandos para proporcionar
equipamentos como celular e computador.

Dessa forma, as sessdes ocorreram, de modo presencial, no turno da manha,

sempre as segundas, tercas e quartas-feiras, no horario de 10h as 11h, logo apos as
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aulas dos professores colaboradores que na ocasido, ministravam aulas de Portugués
e Matematica para alunos do 9 ° ano, como forma de preparacao para a prova Brasil.

Sendo assim, selecionamos uma amostra de 9 estudantes. Tivemos que
repensar a estratégia de experimentacdo sem alterar o material construido, inclusive
adequar as distancias de 1,5 m entre as cadeiras dos alunos como medida de
seguranca sanitaria. Dessa forma, com 0 apoio da gestao escolar e a colaboracéo do
colega professor de Matematica, construimos o desenho da sala para apresentar aos
pais e responsaveis, que aprovaram a quantidade de 12 alunos, bem como a
distribuicdo deles na sala, porém, foi decidido, por medida de seguranca, a amostra
ja mencionada. A proposta inicial ilustra a disposicdo dos alunos conforme a

configuragéo da sala a seguir (Figura 3).

Figura 3 - Configuracdo da sala de aula
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- 7,73 m
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021)

Em 2021, quando se flexibilizou o retorno gradual das aulas presenciais sob
medidas sanitarias de distanciamento, higienizacdo e uso de mascara, foi possivel a
realizacdo de nossa experimentacdo. Desse modo, 0 apoio da gestdo escolar na
escola que atuamos foi fundamental, por entender a relevancia dessa pesquisa para
o desenvolvimento dos sujeitos participantes, que retornaram a escola com diversas
lacunas cognitivas. Além disso, 0s pais/responsaveis dos sujeitos apoiaram e
autorizaram a participacéo dos sujeitos por meio do Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido (TCLE).

Assim a experimentacao aconteceu no segundo semestre de 2021 e o I6cus de
sua realizagédo foi o municipio de Tailandia — PA, onde este pesquisador € professor

efetivo de uma escola da rede publica municipal de ensino fundamental que possui 34
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turmas, distribuidas nos turnos da manhé e da tarde, no total de 10067 alunos, do 6°
ao 9° ano do Ensino Fundamental, além de alunos da Educacéo de Jovens e Adultos
(EJA) da 32 Etapa e 4° Etapa.

A realizagcdo do nosso experimento contou com uma amostra de 9 (nove)
alunos do 9° ano do ensino fundamental. As sessdes ocorreram, no turno da manha,
sempre as segundas, tercas e quartas-feiras, no horario de 10h as 11h.

Foram realizados 5 encontros, sendo que cada encontro foi contemplado com
1 hora de aula (60 minutos), totalizando 5 horas que foram utilizadas ndo sé na
aplicacdo, mas também organizacao, instrucédo e tempo dos alunos se concentrarem
para iniciar as atividades. Utilizamos um diario de campo, gravacdes de audio e coleta
das atividades dos participantes da pesquisa. Os encontros aconteceram no dia e
horario pré-estabelecidos em reunido com a gestado escolar, pais e responsaveis e o0
professor pesquisador, Ederson Antdnio Ferreira Pereira, sendo que, para a dindmica
das atividades, os alunos foram divididos em grupos com trés componentes.

Vale ressaltar que a aplicacao da atividade 3 nao foi realizada no dia 29 de
outubro, em razao do Projeto Biblioteca Itinerante que ocorreu na escola, razdo sobre
a qual os alunos da pesquisa foram convidados a participar. Dessa forma, nossa
atividade 3 foi aplicada no dia 05/10/21. Por fim, houve o pés-teste, que foi possivel

aplicar oito dias depois, conforme o cronograma descrito no Quadro 5.

Quadro 5 - Cronograma de experimentacdo e aplicacdo de testes

Atividade Data Tempo Configuracdo dos Sujeitos
Pré-teste 20/09/21 1h Individual
Atividade 1 23/09/21 1h Grupo
Atividade 2 28/09/2021 1h Grupo
Atividade 3 05/10/2021 1h Grupo
Pés-teste 13/10/2021 1h Individual

Fonte: Os autores (2022)

Foram formados 3 grupos com 3 componentes cada, 0s quais foram
identificados por meio de crachds com o codigo que adotamos para preservar o
anonimato dos sujeitos participantes da pesquisa. Assim no grupo A haviam os
sujeitos Al, A2 e A3; no Grupo B os sujeitos B1, B2 e B3; no grupo C os sujeitos C1,
C2eCs.

7 Dado segundo o censo escolar do ano 2021 fornecido pela equipe gestora da escola.
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2. 2.1 Atividade 1

O modo de aplicagcdo de nossa sequéncia didatica foi diferente em cada
atividade. Nesta subsecao, apresentamos a dindmica da experimentacao da atividade
1, que se desenvolveu considerando os quadros a serem preenchidos pelos
educandos. Reunimos os estudantes de cada grupo nas cadeiras, a 1,5 m afastados
uns dos outros, para garantir os protocolos de seguranca sanitéria.

Adotamos uma maneira que permitiu que os sujeitos de cada grupo fizessem
um quadro e depois alternassem os grupos. Cada triangulo na ilustracdo representa
trés alunos de cada grupo e as setas, em negrito, indicam o sentido da dindmica na
troca das folhas de atividades. As setas coloridas representam os 15 minutos que
cada grupo tem para realizar as atividades, de modo que todos 0s grupos preenchiam

os quadros de forma alternada, conforme ilustrado na Figura 4:

Figura 4 - Dindmica da aplica¢&o da primeira atividade

15 minutos iniciais ‘ 15 minutos aos 30 minutos
':'." / j-;'.: oms | / .

A Y € A0)

\
|

- A - |
~?®/ . 1
| - N/ | -’
R | B Y, ———l
45 minutos aos 60 minutos 30 minutos aos 45 minutos

} 7 =]

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Coletamos os dados por grupo, e nao individualmente. Antes de designarmos
a divisdo das tarefas dos quadros da Primeira Atividade (os quais serao mostrados
adiante no texto) que tém como objetivo reconhecer as operac¢des que envolvem a
composi¢cdo da equacdo do 2° grau e os coeficientes de cada termo por meio da
conversdo de registros da linguagem materna (escrita) para a linguagem algébrica
(simbdlica), ressaltamos que, ao final de cada 15 minutos, os quadros de cada grupo
teriam que ser alternados, simultaneamente, com os respectivos blocos de atividades

de cada grupo. Os quadros seriam intercalados a cada 15 minutos,
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concomitantemente, com o bloco de cada atividade de cada grupo, de tal modo que
todos tivessem oportunidade de interagir com as atividades em si.

Os primeiros 15 minutos:

Entregamos para o Grupo A, as folhas de Atividades do Grupo A (fAGA) e
solicitamos que resolvessem apenas os quadros 1 e 2. Em seguida, os integrantes
completariam em uma das colunas, os registros da linguagem algébrica e na outra
coluna, os coeficientes de cada termo. As respostas solicitadas nessas colunas, eram
a partir da linguagem materna propostas na primeira coluna nas quais, indicavam, o
sucessor, 0 antecessor, 0 oposto, a terca parte, o produto, etc., para se relacionar com
0 numero desconhecido, como parte de conteudos minimos necessarios para resolver
problemas do 2° Grau.

Percebemos logo nessa Primeira Atividade, dificuldades dos alunos para
interpretar algebricamente, situagdes como “o dobro de um numero” e “o quadrado de
um numero”, havia lacunas desses conhecimentos que dificultavam a concluséo
durante o desenvolvimento da atividade. Nesse sentido, tiveram que completé-los no
tempo de 15 minutos.

Para o Grupo B, entregamos as folhas de Atividades do Grupo B (fAGB) e
solicitamos que resolvessem apenas os Quadros 2 e 3, que trataram das operacfes
sobre os conteudos ditos no paragrafo anterior por meio da linguagem materna. Por
fim, no Quadro 3 havia a introducéo da linguagem “quadrado” associada as operagdes
e outras linguagens descritas nos quadros que antecederam o Quadro 3. Nesse
sentido, tiveram que completa-los no tempo de 15 minutos.

Por fim, entregamos as folhas de Atividades do Grupo C (fAGC) e solicitamos
que resolvessem apenas os Quadros 1 e 3 da Sequéncia Didatica, onde os 15 minutos
foram igualmente atribuidos. Nessa etapa, finalizaram-se os 15 minutos para todos os
grupos. A partir desse momento, dos 15 aos 30 minutos, iniciou-se o processo de
troca das folhas dessa primeira atividade, referente aos quadros preenchidos pelos
grupos A, B e C, conforme descrevemos a seguir.

Dos 15 minutos aos 30 minutos.

Iniciamos as alternancias simultaneas das folhas de atividades dos respectivos
grupos juntamente com os quadros identificados. Ao fim dos 15 minutos iniciais,
recolhnemos as atividades de cada grupo e entregamos, desta vez, ao Grupo A as
folhas de Atividades do Grupo C (fAGC), solicitando que resolvessem apenas 0s

Quadros 1 e 3, que tratavam da linguagem materna de numero desconhecido ao
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oposto do antecessor de um nimero do Quadro 1, e, por fim, o Quadro 3, que mostra
desde o quadrado do numero desconhecido ao nimero acrescido do sucessor do
quadrado desse numero. Nesses Quadros 1 e 3, os alunos tinham que completar a
representacdo algébrica e os coeficientes de cada termo.

Entregamos ao grupo B as folhas de Atividades do Grupo A (fAGA) e
solicitamos que resolvessem apenas os Quadros 1 e 2. Em seguida, os integrantes
completariam, em uma das colunas, os registros da linguagem algébrica e, na outra
coluna, os coeficientes de cada termo. As respostas solicitadas nessas colunas eram,
a partir da linguagem materna, propostas na primeira coluna, onde indicavam o
sucessor, 0 antecessor, 0 oposto, a terga parte, o produto etc., para se relacionar com
0 numero desconhecido, como parte de conteiddos minimos necessarios para resolver
problemas do 2° grau.

Por fim, ao Grupo C entregamos as folhas de Atividades do Grupo B (fAGB) e
solicitamos que resolvessem apenas os Quadros 2 e 3, que tratavam das linguagens
— dentre elas, destacamos o produto de um nimero por menos trés décimos, a terca
parte do oposto de um numero, ou seja, operacdes sobre os conteudos em que
pudéssemos identificar lacunas de conhecimentos nas colunas que indicavam a
representacdo algébrica e os coeficientes de cada termo. No Quadro 3, com a
introducdo da linguagem “quadrado” associada as operagdes e outras como: “dois
somado ao quadrado do sucessor de um numero” e “um numero adicionado ao
quadrado do triplo desse numero”, os alunos tinham que transformar linguagens que
representassem na forma algébrica numa coluna e, na outra coluna, os respectivos
coeficientes de cada termo.

Dos 30 minutos aos 45 minutos:

Nesse momento, solicitamos que os alunos parassem de fazer as atividades,
recolhnemos as folhas de cada grupo novamente e entregamos, dessa vez, ao Grupo
A as folhas de Atividades do Grupo B (fAGB), solicitando que resolvessem apenas 0s
Quadros 2 e 3, que tratavam das linguagens — dentre elas, destacamos o produto de
um numero por menos trés décimos, a terca parte do oposto de um numero, ou seja
operacbes sobre os conteddos em que pudéssemos identificar lacunas de
conhecimentos nas colunas que indicavam representacao algébrica e os coeficientes
de cada termo. No Quadro 3, com a introdugéo da linguagem “quadrado” associada
as operacgoes, e outras como “dois somado ao quadrado do sucessor de um numero”

e “um numero adicionado ao quadrado do triplo desse numero”, os alunos tinham que
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transformar em linguagem algébrica numa coluna e, na outra coluna, os respectivos
coeficientes de cada termo.

Ao Grupo B, solicitamos que resolvessem apenas os Quadros 1 e 3, que
tratavam da linguagem materna de nimero desconhecido ao oposto do antecessor de
um namero do Quadro 1, e, por fim, o Quadro 3, que mostra desde o quadrado do
numero desconhecido ao numero acrescido do sucessor do quadrado desse numero.
Nesses Quadros 1 e 3, os alunos tinham que completar a representacdo algébrica
simplificada e os coeficientes de cada termo.

Nessa etapa, ao Grupo C, entregamos as folhas de Atividades do Grupo A
(fFAGA) e solicitamos que resolvessem apenas os Quadros 1 e 2; em seguida, 0S
integrantes completariam, em uma das colunas, 0s registros da linguagem algébrica
e, na outra coluna, os coeficientes de cada termo. As respostas solicitadas nessas
colunas eram, a partir da linguagem materna, propostas na primeira coluna, que
indicavam o sucessor, 0 antecessor, 0 oposto, a terca parte, o produto etc., para se
relacionar com o0 numero desconhecido, como parte de conteddos minimos
necessarios para resolver problemas do 2° grau.

Dos 45 minutos até os 60 minutos:

Nessa etapa, todos os integrantes dos grupos A, B e C deveriam responder 0s
itens a e b da questédo 2. Dessa forma, tiveram que retornar aos Quadros 1, 2 e 3,
para responderem em qual dos quadros estd o maior grau da poténcia da incégnita e
qual era esse grau. Ja no item b, os alunos precisaram responder se mudariam o grau
da expressédo algébrica, caso o coeficiente do termo do 2° grau fosse nulo (igual a
zero). Solicitamos que eles justificassem a resposta.

Assim, ressaltamos o objetivo da atividade 1, que era reconhecer as operacdes
gue envolvessem a composi¢cao da equacao do 2° grau e os coeficientes dos termos
por meio da conversao de registros da linguagem materna (escrita) para a linguagem
algébrica (simbolica). Dessa forma, formalizamos que toda equacdo do tipo ax? +
bx + ¢ = 0, onde os coeficientes a+ 0, e b, ¢ sejam nameros reais, € uma equagao do

2° grau com uma incognita.

2.2.2 Atividade 2

Antes de iniciarmos a experimentacéo da atividade 2, apresentamos um cartaz

em papel do tipo 40 quilos para que os alunos visualizassem o recorte da
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demonstracdo da formula resolutiva da equacao do 2° grau proposta por Sridhara,
para facilitar o nosso trabalho, uma vez que so tinhamos 1 hora de aplicacdo da
atividade. Foi feita a distribuicdo das folhas de atividades individualmente e da folha
representativa de cada grupo, a qual devolveram no final, junto com as folhas
individuais.

Mantendo-se a mesma configuracéo dos grupos, iniciamos a leitura do titulo, o
objetivo e os procedimentos decorridos durante a aplicacao. Logo em seguida, foi feita
a leitura colaborativa do recorte da histéria da formula resolutiva desenvolvida por
Sridhara. O referido recorte foi retirado do artigo apresentado no Congresso em
Fortaleza por Siqueira, Gama e Silva (2019). Durante a leitura, os alunos
acompanhavam o nosso cartaz exposto como forma de dinamizar e facilitar a nossa
aplicacéo.

Aos 10 minutos do final da atividade, fizemos a formalizacdo da segunda
atividade na qual, para resolver uma equacdo do 2° grau, utilizamos a formula
resolutiva. Explicamos as trés condi¢gdes do delta (A): quando ele for maior que zero,
a equacado possui duas raizes reais e diferentes; quando o delta for menor que zero,
a equacao ndo possui raizes reais; quando o delta for igual a zero, a equacéo possui

uma unica solucéo.

2.2.3 Atividade 3

Na experimentacdo da atividade 3, mantivemos a configuracdo grupal e
cuidados sanitarios de distanciamento. Cada grupo desenvolveu os problemas
propostos a sua maneira e, sempre que necessario, havia a media¢édo do professor-
pesquisador.

Ao final, formalizamos com as sugestdes teoricas de Polya (1978) de resolucéo
de problemas: estabelecer um plano; executar o plano; fazer um retrospecto da

resolucado completa, rever e discutir a solugéo.
2.3 CRITERIOS DE ANALISE
Esta pesquisa € um estudo de caso. Segundo Gil (2002, p.54), esse tipo de

estudo “consiste no estudo profundo e exaustivo de um ou poucos objetos, de maneira

qgue permita seu amplo e detalhado conhecimento, tarefa praticamente impossivel
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mediante outros delineamentos [...]". Ponte (2006, p.2) diz que “Um estudo de caso
visa conhecer uma entidade bem definida como uma pessoa, uma instituicdo, um
curso, uma disciplina, um sistema educativo, uma politica ou qualquer outra unidade
social.”

Neste sentido, a nossa experimentacao foi realizada com uma amostra de 9
sujeitos. Decidimos por fazer uma analise de dados com cruzamento de critérios, a
fim de levantarmos informacdes necesséarias para o objetivo de nossa pesquisa:
analisar as potencialidades didaticas e os indicios de aprendizagem na aplicacdo de
uma sequéncia didatica elaborada com base na Teoria dos Campos Conceituais e
com resolucdo de problemas, do tipo objetivo, aplicada ao ensino de equacgao
polinomial do 2° grau.

Assim, além da comparacdo quantitativa e qualitativa entre o pré-teste e pés
teste, também analisamos o processo de ensino e aprendizagem por meio de nossa
sequéncia didatica sob a perspectiva dos Campos Conceituais em todas as atividades
e da Resolucéo de problemas para a atividade 3.

Os critérios de analise estdo no Quadro 6.

Quadro 6 — Critérios de analise

- % TIPO DE
CRITERIO ATIVIDADES FOCO DA INVESTIGACAO ANALISE
-Pré e POs-teste
Campos -Todas as Invariantes operatérios e representacdes Qualitativa
Conceituais atividades da linguisticas e simbolicas adotados.
SD
Compreensao textual, capacidade de aplicar
Resolucdo de | -Pré e Pés-teste | conhecimentos desenvolvidos nas atividades Qualitativa
Problemas -Atividade 3 anteriores, capacidade de discutir, negociar
ideias e socializar suas resolucfes.
Comparacao Estratégias de resolucéo, linguagens e Qualitativa e
de Pré-Teste e | -Pré e Pés-teste | invariantes adotados, quantitativo de acertos o
Pé6s-Teste € erros. quantitativa

Fonte: Elaborado pelo autor (2022)

Logo, os aportes tedricos adotados nesta pesquisa e apresentados no capitulo
1, sdo retomados aqui para fundamentar a analise de resultados que é apresentada a
seguir. Para a comparacao de pré-teste e pos-teste adotamos mesma metodologia de
Branco (2020) exemplificada a seguir. A figura 5 ilustra o quadro recortado de Branco
(2020) criado para analise comparativa da resolucdo de questdes antes e apds a
experimentacdo da sequéncia didatica, a fim de verificar indicios de aprendizagem

promovidos pelo constructo por meio da analise de avangos ou regressoes.



Figura 5 - Desempenho: Avanco e regressao

CLASSIFICACAO

PRE-TESTE

POS-TESTE

AVANCO

Sem resposta

Incorreto

Parcialmente comreto
Correto

Resposta sem sentido

Incorreto

Parcialmente comreto

Correto

Incorreto

Parciaimente correto

Correto

Parcialmente correto

Correto

REGRESSAQ

Incorreto

_____Semresposta
Resposta sem sentido

Parcialmente correto

Sem resposla

Resposta sem sentido
Incomreto

Correto

Semn resposta
Resposta sem sentido

Incorreto
Parcialmente correto

Fonte: Branco (2020, p. 82)
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A seguir temos as Sequéncias Didaticas do professor e do aluno como proposta

de atividade e desenvolvimentos em sala de aula.
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2.4 SEQUENCIA DIDATICA (PROFESSOR)

ESCOLA:

PROFESSOR:

ESTUDANTE:

DATA:

DISCIPLINA: ANO/SERIE:

SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE EQUACAO DO 2° GRAU
PRIMEIRA ATIVIDADE

TITULO: Composicao algébrica da equacg&o do 2° grau.

OBJETIVO: Reconhecer as operacfes que envolvem a composi¢do da equacao do
2° grau e os coeficientes dos termos por meio da conversao de registros da linguagem
materna (escrita) para a linguagem algébrica (simbdlica).

MATERIAL: Roteiro impresso da atividade e caneta.

PROCEDIMENTO:

o Formacéao de grupos de 3 a 4 estudantes;

o Cada integrante dos grupos ira receber uma folha com as atividades propostas
nesta secao;

o Socializacao das ideias e observacfes percebidas durante o procedimento;

o ApOGs chegar a um consenso das observacdes, fazer uma sintese de ideias

escrevendo as conclusoes.

INSTRUCOES AO PROFESSOR: A atividade devera ser desenvolvida
preferencialmente em grupo para que haja interagcdo entre os pares e ndo apenas
entre professor e aluno.
Durante a discussdo entre os estudantes, o professor deve verificar se eles
percebem:
a) No quadro,1 aidentificacdo da incognita, ou seja, o numero desconhecido,
bem como as situacdes do quadro, as quais sdo do tipo aditivas e a
influéncia do sinal negativo, diferenciando-o do sinal de subtracéo. Deve-se

chamar atencédo para o termo independente.
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b) No quadro 2 que as situacdes do quadro sdo do tipo multiplicativas,

envolvem coeficientes decimais e fracionarios, quais palavras remetem a

multiplicacéo e a divisao, além das caracteristicas do quadro anterior.

c) No quadro 3 que as situagdes do quadro envolvem termos com potenciacao

e que reunem caracteristicas dos quadros anteriores.

Na questdo 2, as intervencdes do professor, se necessarias, devem ser para

mediar a compreensdo do que seja uma expressao algébrica do 2° grau e a restricdo

de existéncia para o coeficiente do termo de 2° grau.

Apos as socializacBes e conclusdes dos alunos, o professor deve apresentar a

forma algébrica da equacé&o do 2° grau com sua definicdo formal.

1) Complete os quadros a seguir com a representacdo algébrica (simbdlica)

correspondente e com o valor dos coeficientes das incognitas de cada termo.

QUADRO 1
Li Representacéo Valor dos coeficientes de
inguagem materna o
algébrica cada termo
Um nUimero qualquer X 1
Um ndmero mais sete x+7 +1;,4+7
O oposto do niumero —x -1
—(x +10) —1;-10
O oposto da soma entre um ndamero —x—10
e dez —(x +10) +1;+10
+x + 10
A diferenca entre um ndmero e dois X 0,220u L —0,220u
décimos X —— 1;,——
10 10
A soma de um nimero com vinte x4+ 20 1;20
Dois inteiros e cinquenta centésimos 2’5%0_ xou 2’52;0_1 ou
menos um numero zm—x ZW’_l
Um nUdmero negativo adicionado a —x+ 10 -1;+10
dez
Um ndmero acrescido de cinco x+5 +1;+5
O sucessor de um nimero x+1 +1;+1
O antecessor de um ndmero x—=5 +1;,-5
—(x+1)=—x-1 -1;-1
O oposto do sucessor de um numero
—(x+1) +1;+1
+x+1
—(x—-1) -1;+1
O oposto do antecessor de um —x+1
numero —(x—-1) +1; -1
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No Quadro 1, temos como objetivo apresentar a linguagem materna sem a
indicacdo simbdlica da igualdade e do quadrado (grau dois), e logo em seguida, nas
colunas escrevemos as representacdes algébricas na forma simplificada, a linguagem
e os valores dos coeficientes de cada termo. Para tanto, resolvemos as duas primeiras
linhas de modo que os alunos possam descrever sozinhos as conversoes. Utilizamos
sentencas por meio de um numero qualquer desconhecido. Dessa forma, associamos
a ideia sequencial das operacfes aritméticas e algébricas, como a soma, subtracéo,
produto, quociente, fracdo, seriagdo ou sequéncia, com intuito de converter
gradualmente a linguagem materna para a algébrica.

Chamamos atencédo a 42 linha e as duas ultimas linhas no quadro supracitado,
onde as representacdes com parénteses, em especial as que estado corretas, da
coluna que indica a linguagem materna, dividimos cada uma em duas partes na coluna
do titulo: “Representacao algébrica” simplificada e no “Valor dos coeficientes de cada
termo”. Pelo fato de que, no enunciado da questao, pedimos somente a representacao
simbdlica, bem como para se completar o valor dos coeficientes das incognitas de
cada termo, se o aluno respondesse ambas as formas, concluiriamos que ele cumpriu
com o objetivo proposto da tarefa.

Ressaltamos que a partir da 42 linha, as quais foram subdivididas, por exemplo,
na coluna da linguagem materna: “O oposto da soma entre um numero e dez’,
observamos que a coluna do titulo “representagédo algébrica” foi subdividida para
considerarmos as respostas dos alunos dos coeficientes de cada termo tanto dos
alunos que sabiam adotar os conceitos dos parénteses quanto dos que ndo sabiam
adotar. Desse modo, avaliarmos como correta e parcialmente correta, para valorizar

e ampliar todas as movimentagdes cognitivas dos sujeitos.

Observacgdes:

Conclusdes:

QUADRO 2
Linguagem materna Repregeqtagao Valor dos coeficientes de
algébrica cadatermo
Um numero qualquer X 1
O dobro de um nimero 2x 2
Cinco, acrescido do triplo de um namero 5+3x 5 +3
O oposto do quadruplo de um ndamero —4x —4
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O produto de um namero por menos trés x.—0,3 -0,3
décimos —0,3x
. , -1
O quociente de um namero por menos X -
seis - 6
—6
X 1
A metade de um nimero 2 2
; - -1
A terca parte do oposto de um ndmero EN =
x+1) x 1 +1 1
i —3'3 TR
A quarta parte do sucessor de um nimero
(x+1) +1;+1
4
x-1 x 1 11
A metade do antecessor de um nimero 2 2 2 2 2
(x-1) _ +1;-1
=
O sucessor do dobro de um ndmero 2x+1 2;+1
2(x+ 1) +2; 42
2x + 2
O dobro do sucessor de um numero 2+ 1) 41
O antecessor do triplo de um nimero 3x -1 3;-1
1 1
O inverso de um nimero x
Onde x # 0
2
O inverso da metade de um nimero ~ ondex #0 1

No Quadro 2, tivemos como objetivo evidenciar linguagens de numeros
multiplicativos, inversos, sucessores, fracionarios etc., por entendermos que muitos
alunos, além de ndo conhecerem esses tipos de nuameros, podem apresentar
dificuldades na hora de efetuar a multiplicacdo. Logo em seguida, nas colunas
escrevemos as representacfes algébricas na forma simplificada, a linguagem e os
valores dos coeficientes de cada termo. Associamos a ideia sequencial por meio das
operacOes aritméticas e algébricas ditas anteriormente. Resolvemos também dois
exemplos, sem visar a simbologia da igualdade e do quadrado.

Chamamos atencéo para a 92, 102 e 122 linhas do quadro supracitado, em que
as representacdes com parénteses, em especial as quais estao corretas, da coluna
que indica a linguagem materna, dividimos cada uma em duas partes na coluna do
titulo: “Representagao algébrica” simplificada e na do “Valor dos coeficientes de cada
termo”. Pelo fato de que, no enunciado da questao, pedimos somente a representacao
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simbdlica, bem como para completar o valor dos coeficientes das incognitas de cada

termo, se o aluno respondesse ambas as formas, concluiriamos que ele cumpriu com

0 objetivo proposto da tarefa.
Observacgoes:

Conclusdes:

QUADRO 3
: Representacéao Valor dos coeficientes de
Linguagem materna o
algébrica cada termo
Um nUimero qualquer X 1
O quadrado de um nimero x? 1
O triplo do quadrado de um nimero 3x? +3
2
& i 1) . 1;4+2; +1
O quadrado do sucessor de um nimero X"t ox+
(x + 1)? +1;+1
(x-1)2= o
x2—-2x+1 L=2+1
O quadrado do antecessor de um nimero
(x—-1?= +1; -1
2+ (x+1)?%= .
x%+2x+3 T2 +3
Dois somado ao quadrado do sucessor de
um ndmero
24+ (x+1)%= +2;4+1;+1
Menos dois, acrescido ao triplo do quadrado 2 ..
de um nimero 2+ 3x Z+3
O dobro do quadrado de um ndmero menos 2
. 2x° —x 2;—1
esse nimero ’
x + (3x)% = x + 9x2
=9x% +x +9; +1
Um ndmero adicionado ao quadrado do triplo
desse ndmero
x + (3x)? +1;+3
x+ (x+1)?=
, . +1;+3;+1
Um ndmero acrescido do quadrado de seu x2+3x+1
sucessor 2 =
*+x+D) +1;+1; +1
x+7DN(x—-2)=
x?—2x+7x — 14 +1; +5; —14
- x?+5x— 14
O produto entre a soma de um nimero com
sete e a diferenca desse nimero com dois
x+7DN(x-2)= +1;+7;+1; -2
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x-2)x-1=
x> —x—2x+1 +1;-3;+1
O produto entre a diferenca de um niimero x? —3x+1
com dois e 0 antecessor desse niimero
x—=2)x—-1)= +1;-2; +1; -1
2 —
, , x+2(x 1= +1;+1; +1
Um ndmero acrescido do sucessor do +x+1
guadrado desse ndimero 2 _
X+ G +1;4+1;+1

No quadro 3, evidenciamos agora a presenga da linguagem “quadrado” para
apontar indicios iniciais referente ao nosso objeto. Nessa etapa, escrevemos nas
colunas as representacdes algébricas na forma simplificada, a linguagem e os valores
dos coeficientes de cada termo. Julgamos ainda necessaria a Ultima conversédo da
linguagem materna para linguagem algébrica. Na questao 2, a seguir, por meio de um
dos quadros 1, 2 ou 3, solicitamos que o estudante identificasse qual o maior grau da
poténcia da incégnita. Por fim, perguntamos o que aconteceria se o coeficiente do
termo do 2° grau fosse zero.

Chamamos atencdo para o fato de que da 42 linha até a Ultima do quadro
supracitado, as representacdes com parénteses, em especial as que estao corretas,
da coluna que indica linguagem materna, dividimos cada uma em duas partes na
coluna do titulo “Representacao algébrica” simplificada e na do “Valor dos coeficientes
de cada termo”. Como no enunciado da questdo pedimos somente a representacao
simbdlica, bem como para completar o valor dos coeficientes das incognitas de cada
termo, se o aluno respondesse ambas as formas, concluiriamos que ele cumpriu com
0 objetivo proposto da tarefa.

Observacgdes:

Conclusoes:

2) Com relagéo aos quadros 1, 2 e 3, responda:

a) Em qual dos quadros esta o maior grau da poténcia da incégnita. Qual é esse
grau?

R: Quadro 3; grau dois.

b) Mudaria o grau da expressao algébrica se o coeficiente do termo 2° grau fosse
nulo (igual a zero)? Explique.

R: Mudaria e se tornaria uma equacéao do 1° grau.
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SEGUNDA ATIVIDADE

TITULO: Resolvendo equagio do 2° grau.

OBJETIVO: Resolver equacdes do 2° grau e estabelecer caracteristicas das solucbes
por meio de um método de resolucéo apresentado através de dado historico.
RECURSO DIDATICO: Texto de histéria da matematica.

MATERIAL: Roteiro impresso da atividade e caneta.

PROCEDIMENTO:

o Formacéao de grupos de 3 a 4 estudantes;

o Cada integrante dos grupos ira receber uma folha com as atividades propostas

nesta sec¢ao;

o A leitura do texto apresentado ira auxiliar nas atividades que seguem;
o Socializacdo das ideias e observacgdes percebidas durante o procedimento;
o ApoOs chegar a um consenso das observacfes, fazer uma sintese de ideias

escrevendo as conclusoes.

INSTRUCOES AO PROFESSOR: A atividade devera ser desenvolvida
preferencialmente com os mesmos grupos da atividade anterior, para que se possa
acompanhar a evolugéo individual e grupal.

Na questéo 1, o texto histérico pode ser lido pelo professor ou pelos alunos. O
professor pode acrescentar outras informacdes ou dados. E preciso explicar ou
instigar uma explicacdo da ocorréncia do simbolo de + na féormula resolutiva
apresentada.

Na questéo 2, os estudantes deverao aplicar a formula apresentada no texto
de Histéria para resolver as equacdes propostas. O professor deve mediar as
situacdes que precisem recorrer a manipulacdes para se chegar a forma algébrica da
equacao do segundo grau apresentada na atividade 1.

Na questao 3, ao preencher o quadro, os estudantes devem observar e concluir
a influéncia do b? — 4ac na existéncia e quantidade de solucdes.

ApoOs as discussdes e conclusdes, o professor deve formalizar o método de
resolucdo da equacdo do segundo grau, falando do discriminante e das possiveis

solucdes.
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1) Considerando a definicdo de funcdo do 2° grau apresentada na primeira
atividade, leia o texto a seguir:

Vocé sabia que o método mais comum de resolugéo da equacao do 2° foi criado
por um matemético indiano chamado Sridhara, no século 8 d.C.?

Sridhara nasceu em Bhurishresti, aldeia no Sul Radha, na india, no século 8
d.C., e foi também sénscrito comentarista e filosofo. Sua maior obra foi nomeada
Patiganitasara Trisatika porque foi escrita em trezentos versos. O livro discute a
contagem de numeros, medidas, numero natural, multiplicacdo, divisdo, zero,
quadrados, cubos, fracdo, regra de trés, juros de calculo, associacdo ou parceria e
mensuracgao.

No que diz respeito a resolucao de equacgdes do segundo grau, Sridhara foi um
dos primeiros matematicos a estabelecer uma regra para resolvé-las, deixando
contribuicdes importantes para que, posteriormente, Bhaskara continuasse esses
estudos, porém, no Brasil, a conhecemos equivocadamente por “férmula de
Bhaskara”, o principal recurso para resolugao de equagdes do segundo grau.

Infelizmente, as obras originais dos escritos de Sridhara foram perdidas. O que
se tem a respeito delas encontra-se em citacfes de Bhaskara. Talvez esse seja 0
motivo de atribuirem erroneamente a Bhaskara a formula de resolu¢éo da equacao do
segundo grau.

Para entendermos melhor o que significa essa férmula, consideremos a
equacao:

ax?+bx+c=0
Logo: ax? + bx = —c
Multiplicando ambos os lados por 4a, temos:
4ax? + 4abx = —4ac
Adicionando b? a ambos os lados, obtemos:
4ax? + 4abx + b? = —4ac + b?
Usando a propriedade do quadrado da soma no primeiro membro e trocando a

posicdo dos termos no segundo membro, simplificamos assim:

(2ax + b)? = b? — 4ac

Tomando a raiz quadrada:

2ax+b =+/b% — 4ac
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Com isso, observa-se que o seguinte método de resolucdo de equacédo do

segundo grau, na verdade, tinha surgido na histéria por meio do matematico Sridhara.

—b + Vb2 — 4ac
X:
2a

Sridhara apresentou uma grande variedade de aplicacdes dessa resolucdo em
suas obras, incluindo problemas que envolvem relacfes, permutacdes, juros simples,

taxas de viagem, salarios e enchimento das cisternas.

(Fonte: Adaptado de SIQUEIRA, Arielly Cecilia; GAMA, Paulo Ferreira da; SILVA, Edna Machado da.
Sridhara e a equacéo do segundo grau. Anais do XIIl Seminério Nacional de Histéria da Matemética.
Fortaleza, p. 951-964, 2019. Disponivel em:
https://www.sbhmat.org/download/download?ID_DOWNLOAD=7&fbclid=IwAR1MIQvgPZXquG9-
eW8iwaxXYhDFhXm9m74RC-tokUEh2KBRaimO ZwwmXWw.)

2) Agora que vocé conheceu um método para encontrar a solugdo de uma
equacéao do segundo grau e sua importancia para a resolucéo de problemas do dia a
dia desde a antiguidade, aplique este método para resolver as seguintes equacdes e
discuta com seus colegas.

a) x2+6x+9=0

Solucéo:
Identificacdo dos coeficientes de cada termo da equacgéo
a=1; b=+46; c=+49
A= b? —4ac = (+6)>*—41.+9=36—-36=0

A=0
—b+ A
x:—:
2a
—(+6)+v0 -6
xlz—:—:—3
2.1 2
—(+6)—V0 -6
x2:—:_:_3
2.1 2
S ={-3;-3}

Podemos verificar a solucdo como verdadeira ao substituirmos as raizes
iguais/ou Unica na equacéo inicial, como mostramos a seguir:
x2+6x+9=0;parax =-3;(—3)2+6.(—-3) +9 =0;
9-18+9=0
0=0


https://www.sbhmat.org/download/download?ID_DOWNLOAD=7&fbclid=IwAR1MIQvqPZXguG9-eW8iWaXYhDFhXm9m74RC-tokUEh2KBRaimO_ZwwmXWw
https://www.sbhmat.org/download/download?ID_DOWNLOAD=7&fbclid=IwAR1MIQvqPZXguG9-eW8iWaXYhDFhXm9m74RC-tokUEh2KBRaimO_ZwwmXWw
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Por outro lado, é interessante, nesse momento, lembrarmos aos alunos que
essa verificacdo nada mais é do que determinar o valor numérico de uma expressao
algébrica. Dessa forma, concluimos que as raizes sao verdadeiras, uma vez que
tornam verdadeira a igualdade.

A= 0; Como o valor do delta igual é a zero, a condi¢cdo de existéncia das raizes
possui uma unica raiz real, que, no caso, é —3.

b) x2—-x—-12=0
Solucéo:
Identificac&o dos coeficientes de cada termo da equacéo
a=1:b=-1;c=-12

—b +Vb? — 4ac (-1 £ /(-1)2 - 4.1.(-12)
X = =X =
2a 2.1
+1+vV1+48 +1++/49 +1+7
x: = =
2 2 2
_+1+7 8
hETR T T
_+1-7 -6 ;
ETT T2 T
S ={-3;+4}

Podemos verificar a solugdo como verdadeira ao substituirmos as raizes iguais/ou

Unica na equacao inicial, como mostramos a seguir:

x?—x—12=0; parax = —3; (—3)2 = (-3) — 12 = 0;

94+43-12=0
0=0
x2—x—12=0; parax = +4; (+4)? — (+4) — 12 = 0;
16—-4-12=0
0=0

Devemos lembrar aos alunos que essa verificacdo nada mais é do que
determinar o valor numérico de uma expressao algébrica. Dessa forma, concluimos
gue as raizes sao verdadeiras, uma vez que tornam verdadeira a igualdade.

A= 49 ; o valor do delta € maior que zero, A> 0, a condicdo de existéncia da
equacao possui duas raizes reais e diferentes, que, no caso, sdo —3e4.

c) 2x2-8=0
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Solucéo:

Identificacdo dos coeficientes de cada termo da equacao

a=2; b=0; c=-8
_—b+Vb*—4ac  —(0) £/(0)>—4.2.(-8)
x= 2a —r= 2.2
0+vV0+64 +V64
x= 4 T4
+8
x1=T=+2
-8
x2=T=—2
S ={=2;+2}

Podemos verificar a solucdo como verdadeira ao substituirmos as raizes
iguais/ou Unica na equacao inicial, como mostramos a segulir:
2x2—8=0; parax = —2;2(-2)2-8=0;

24—-8=0
2x2—8=0; parax = +2; 2(+2)2 -8 =0;
24—-8=0

0=0

Novamente, devemos lembrar aos alunos que essa verificagdo nada mais é do
que determinar o valor numérico de uma expressao algébrica. Dessa forma,
concluimos que as raizes sdo verdadeiras, uma vez que tornam verdadeira a
igualdade.

A= 64 ; o valor do delta € maior que zero, A> 0, a condicao de existéncia da

equacao possui duas raizes reais e diferentes, no caso € —2e2.

d) 2x? = -8
Solucgéo:
Antes, devemos utilizar o principio aditivo, ou seja, adicionamos +8 em ambos 0s
membros da igualdade para evidenciarmos na forma ax? + ¢ = 0.
2x2+8=0
Identificac&o dos coeficientes de cada termo da equagéo
a=2;, b=0; c=+8
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_—04+02-42.(+8)  0+.—4.2.(+8)

= 2a = 2.2

0+vV-64
X =—=
4

S=0

Como obtemos no desenvolvimento da resolucéo a raiz v—64, o valor do delta
€ negativo, A< 0. Nao existe raiz quadrada de nimero negativo no conjunto dos reais.

Logo, a equacao nao possui raizes reais.

e) —x24+-=0
4
Solucéo:

Identificacdo dos coeficientes de cada termo da equacao
+1

a=-1, b =0; c=-
—b + VD2 — 4ac —(0) J_r\/(O)2 — 4. (—1)-(%1)
YTy T 2
0+V0+1 =1
YT T4

+1 -1

TS

-1 +1

Xg = 5 X=
1 1

S={-5+3}

Podemos verificar a solucdo como verdadeira ao substituirmos as raizes

iguais/ou Unica na equacao inicial, como mostramos a seguir:

2.1 e A e AL SN
x?+1=0;parax="5—(2) +3=0
—1+1_0
4 4

2

—x2+il_p: . _ (1 1_o.
X +4—0,parax— = ( ) +4—0,
1

Relembre aos alunos que essa verificagdo nada mais € do que determinar o
valor numérico de uma expresséao algébrica. Dessa forma, concluimos que as raizes

sao verdadeiras, uma vez que tornam verdadeira a igualdade.
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A= 1 ; o valor do delta é maior que zero, A> 0, a condi¢cdo de existéncia da

~ . , . . ~ -1 1
equacao Possul duas raizes reais e diferentes, que, no caso, Sao 76 + >

f)—x2—x+20=0
Solucéo:

Identificac&o dos coeficientes de cada termo da equacao

a=-1; b=-1; c =420
—b +Vb? — 4ac —(=1) £/(=1)% — 4.(=1). (+20)
YTy T )
1+vV1+80 1++V1+80 1++81 1+9
T o T T (o T =2 Tz
+1+9 10
MET T
+1-9 -8
=———x=— =4
S ={-5;+4}

Podemos verificar a solucdo como verdadeira ao substituirmos as raizes
iguais/ou Unica na equacao inicial, conforme a seguir:
—x2—x+20=0
—x?—x+20=0; para x = —=5; —(=5)?2 — (=5) + 20 = 0;
—-254+5+4+20=0
0=0
—x2—x+20=0; para x = +4; —(+4)? — (+4) + 20 = 0;
-16—-4+20=0
0=0

g9)(x—DEx+3)=5
Solucgao:
Efetuamos, primeiramente, o produto dos termos do polinémio.
x2+3x—x—-3=5
x2+2x—-3=5
Com objetivo de escrevermos na forma geral, pelo principio aditivo, adicionamos +3

em ambos 0s membros da equacao.
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x*4+2x—3+3=5+3
x% +2x =8,
E, de modo analogo, adicionamos —8 a ambos os membros e eliminamos o 8.
x2+2x—-8=0
Identificac&o dos coeficientes de cada termo da equacao
a=1, b=+42; c=-8

_—b+Vb?—4ac  —(+2)+/(+2)? - 4.(+1).(-8)
i 2a T 2.1
—2+V4+32 -2+V36 -2+6 -2%6
T2 T 2 T T2 T2
+2+6 8
=TT
+2-6_ —4
Xy = X=— =2
S ={-2;+4}

Podemos verificar a solu¢gdo como verdadeira ao substituirmos as raizes
iguais/ou Unica na equacéao inicial, conforme a seguir:
x?+2x—8=0;para x = -2; —(+2)2—-(-2)—-8=0;
—-254+5+4+20=0

0=0
x2+2x—8=0; para x = +4; (+4)? — 2(+4) + 4 = 0;
16-8—-8=0
0=0
h)x?+2x+2=0
Solucéo:

Identificac&o dos coeficientes de cada termo da equacéao
a=1; b=+42; c=+4+2
_—b+VbhZ—4ac  —(+2) £/(+2)2 - 4.(1).(+2)
x= 2(1) —X= 2
_—2i\/4—8_2iv—4_
YT T 2 T
S=0
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Como obtemos no desenvolvimento da resolucéo a raiz v—4, o valor do delta
€ negativo, A< 0. Nao existe raiz quadrada de nimero negativo no conjunto dos reais.
Logo, a equacao nao possui raizes reais.

Ao verificar no final as raizes, é interessante fazer o aluno notar que tal

operacao corresponde a determinar o valor numeérico de uma expressao algébrica.

3) Complete o quadro a partir das resolucfes que vocé realizou:

Equacdo Valor de b? — 4ac Existéncia e quantidade de solugfes
a) x2+6x+9=0 A=0 A=0
b)x2—x—-12=0 A= 49 A>0
c)2x*—-8=0 A= 64 A>0
d) 2x* = -8 A= —64 A<
e) —x2+-=0 A=1 A>0

4
f)—x2—x4+20=0 A= 81 A>0
g x-—Dx+3)=5 A= 36 A>0
hx?2+2x+2=0 A= —4 A< 0

A segunda atividade teve como objetivo resolver equagdes do 2° grau por meio
da férmula resolutiva e estabelecer caracteristicas das solu¢cdes com o recurso da
histéria da matematica utilizando um texto. Nesse sentido, apresentamos a férmula
resolutiva da equacao do 2° grau, da qual Sridhara foi um dos pioneiros a estabelecer
uma regra para resolvé-la. Para tanto, apresentamos oito equac¢des identificadas com
0s respectivos itens: a, b, c, d, e, f, g, h, onde é solicitado que se complete o quadro
com o valor de b"2-4ac e a condi¢do de existéncia das respectivas equacdes dos itens
supracitados. Essas condi¢cbes sao para o Adelta maior que zero, quando a equacao
possui duas solucdes reais e diferentes. Para o delta menor que zero, a equagao nao
possui raizes reais. Por fim, para o delta igual a zero, a equagado possui uma unica
solucéo.

Observacgdes:

Conclusdes:

TERCEIRA ATIVIDADE

TITULO: Resolvendo problemas de equagéo do 2° grau.
OBJETIVO: Resolver problemas sobre equagdo do 2° grau por meio da formula
resolutiva.

MATERIAL: Roteiro impresso da atividade e caneta.
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PROCEDIMENTO:

o Formacéao de grupos de 3 a 4 estudantes;

o Cada integrante das equipes ira receber uma folha com as atividades propostas
nesta sec¢ao;

o Socializacao das ideias e observacdes percebidas durante o procedimento;

o ApOGs chegar a um consenso das observacdes, fazer uma sintese de ideias
escrevendo as conclusoes.

INSTRUCOES AO PROFESSOR: A atividade deverd ser desenvolvida
preferencialmente com os mesmos grupos da atividade anterior, para que se possa
acompanhar a evolugéo individual e grupal.

As gquestBes sdo problemas que envolvem resolucéo de equacdo do segundo grau.
Nesta etapa, espera-se que o aluno tenha habilidade de conversdo da linguagem
materna para a linguagem algébrica, bem como consiga resolver a equacéo por meio
da férmula resolutiva.

O professor deve estar atento se ndo falta algum conhecimento prévio ao estudante
gue o impeca de resolver as questdes, devendo intervir para que ele possua condicées

de prosseguir.

1) Considerando que o método de resolucéo proposto pelo matematico Sridhara
ajudou a resolver variados tipos de problemas, apligue os conhecimentos que vocé
adquiriu nas atividades anteriores resolvendo os problemas propostos com 0s
seguintes passos:

Fazer um esquema ou desenho do que compreendeu;

Identificar e organizar os dados e a incognita;

Formar a equacao;

Resolver a equacéo;

NN NN

Interpretar as solu¢des da equacédo no contexto do problema.
a) O triplo do quadrado de um numero € igual a quinze vezes esse numero. Quais
as possiveis solucdes para esse problema?
Solucéo:
O numero é x
3x2 = 15x; aplicando o principio multiplicativo, dividimos por 3 em ambos 0s

membros.
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(+3)3x% = 15x)
Temos que x? = 5x; e pelo principio aditivo, subtraimos —5xem ambos os
membros.
x2—=5x=0
Solucgéo:
Identificagéo dos coeficientes de cada termo da equagéo.
a=1;b=-5¢c=0

—b +Vb% = 4ac —(=5) £ /(=5)2 = 4.(+1).0
x= 2a —X= 21
+54++v25 +5+5
T2 T2 T
+24+5 10
X1 = > =7=5
+5-5 0
Xy = X=5 =0
S ={0; +5}

R: 0 nimero é 0 5.
Podemos verificar a solugdo como verdadeira ao substituirmos as raizes
iguais/ou Unica na equacéo inicial, conforme a seguir:
3x% = 15x
para x =0 temos que 3x? = 15x
3(0)%2 = 15.0
0=0
3x% = 15x;
para x = +5; 3(5)? = 15.5

b) Qual o valor de m para que a equacio x2-10x + m = 0 tenha duas solugdes
reais?

Solucgéo:
Neste problema, temos a condi¢édo de existéncia da equacéo para que as raizes sejam
reais e diferentes.



A>0
b%? —4ac >0
Identificacdo dos coeficientes de cada termo da equacéo:
a=1;b=-10;c=4+m
(—10)2 —4.1.m >0
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100 — 4m > 0; temos uma inequacgéo do 1° grau. Para isolarmos o valor de m, pelo

principio aditivo, subtraimos —100 em ambos os membros:
100 — 100 —4m > 0 —100
—4m > —100.

Agora, pelo principio multiplicativo, dividimos ambos os membros por —4.

m < 25, note-se que, ao dividirmos por —4, invertemos o sinal da desigualdade da

inequacdo. Logo, o valor de m é menor que 25.

C) Pedro é 5 anos mais velho que Paulo. O produto da idade de Pedro pela idade

de Paulo € igual a 84. Quantos anos tem cada um deles?
Solucgéo:
Pedro tem x anos.
Se Pedro tem x anos, entdo Paulo é 5 anos mais novo, ou seja, x — 5.
x(x—5) =84
x? — 5x = 84;
Com objetivo de escrevermos na forma geral, pelo principio aditivo, subtraimos
—84 de ambos os membros.
x?—5x —84 =84 —84
x?—5x—84=0
Solucéo:
Identificacdo dos coeficientes de cada termo da equacao:

a=1.b=-5c¢c=-84
_—b+Vb?—4ac 5+./(=5)% —4.(+1).(-84)

X

2a 2.1
5+v25+336 5%v361 5+19
x: = = =

2 2 2

5+19 24
X, = > =7=12
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5-19  —14
Xy = ———x=——= =7

Como néo existe idade negativa, consideramos a raiz positiva 12.

R: Logo a idade x de Pedro € 12 anos. E a idade de Paulo é 7 anos, ou seja,
x—5=12-5=
Podemos verificar a solucdo como verdadeira ao substituirmos as raizes,
conforme a segquir:
x?—5x—84=0;parax =-7;(-7)?-5(-7)— 84 = 0;
49+35-84=0
84—-84=0
0=0
x?—5x—84=0; parax =12; (+12)? — 5(12) — 84 = 0;
144 —-60—-84 =0
144 — 144 =0
0=0
Note que apesar de —7 ser uma das raizes da equac¢do quadratica, ndo é a

solugéo do problema.

d) Uma tela retangular possui a medida de seu lado maior igual ao triplo do seu

lado menor e area medindo 108 cm?. Quais as medidas dos lados desta tela?

3X

Solucéo:

No problema, temos que a area do retangulo é o produto da medida do lado
maior pelo lado menor, dai que: 3x.x = 108. Pelo principio multiplicativo, dividimos
ambos 0s membros por 3.

x% = 36; por fim, pelo principio aditivo, subtraimos ambos os membros da
equacéao por —36, e temos que:

x?—36=36-36
x2-36=0
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Solucéo:
Identificacdo dos coeficientes de cada termo da equacéo:
a=1:b=0;c=-36

_—b+VbZ—4ac  —(0)+/02 —4.1.(-36)
x= 2a —r= 21
V144 12
*Tom T2 T
+12
X1 = T =6
—12
Xy = T = -6
S ={—6;+6}

Como néo existe medida negativa, a resposta do problema é 6.
Podemos verificar a solu¢do como verdadeira ao substituirmos as raizes, na equacgao
original, conforme a seguir:

3x2 =108, parax = —6

3(—6)2 = 108
3.36 =108
108 =108
3x2 =108, parax =6
3(+6)% = 108
3.36 =108
108 = 108

e) Numa sala de aula havia 10 pessoas entre mulheres e homens. Descubra
guantas mulheres e quantos homens estavam presentes, sabendo que o produto das
guantidades dos dois grupos €é igual 24, e que a quantidade de mulheres é maior do
gue a quantidade de homens.
Solucéo:
Consideramos x para o numero de homens, e o numero de mulheres como 10 — x.
x.(10 — x) = 24
10x — x? = 24
—x2 + 10x = 24; pelo principio aditivo, subtraimos —24 de ambos os membros.
—x2 +10x — 24 = 24 — 24
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—x%24+10x—-24=0
Solucgéo:
Identificagdo dos coeficientes de cada termo da equagao

a=-1 b =+4+10; c = -24
_ —b+Vb*—4ac  —(+10) +/(+10)% — 4.(—1).(—24)
x= 2a = 2. (=1
—-10+V100—-96 -10++vV4 —-10+2
x= 2 - 2 T 2 T
-10+2 -8
n=———=—=4
~10-2 -12
ty=———=—>=6

Se considerarmos x = 4 como o0 nimero de homens, entdo o nimero de mulheres é
6, ou seja, 10 — x.
Podemos verificar a solugdo como verdadeira ao substituirmos as raizes, conforme a
seqguir:
—x?+10x — 24 =0; parax = 4; —(4)? + 10(4) — 24 = 0;
—-16+40—-24=0
24—-24=0
0=0
—x2+10x — 24 = 0; parax = 6; —(+6)? + 10(6) — 24 = 0;
—364+60—24=0

24—-24=0
0=0
Identificacéo dos coeficientes de cada termo da equacgéao
a=-1 b =410;c = —-24
_ —b+Vb*—4ac  —(+10) +/(+10)% — 4.(—1).(—24)
x= 2a - 2.(=1)
_ —10+£v100—96 -10+v4 -10+2
x= 2 -T2 T 2 T
_ —-104 2 _ -8 —4
hET T T 2T
-10-2 -—12
Xy = = = 6

-2 -2
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Se considerarmos x = 4 como 0 numero de homens, entdo o niumero de mulheres é

6, ou seja, 10 — x.

f) O quadrado da quantia que Carlos possui, adicionado do quintuplo da mesma
quantia é igual a R$ 36,00. Quanto Carlos possui?

Solucgéo:

A quantia que Carlos possui é x.

x% + 5x = 36, pelo principio aditivo, subtraimos —36 de ambos os membros da
equacao.

x2+5x—36=36-36
x*+5x—36=0
Identificacdo dos coeficientes de cada termo da equacéo:
a=1:;b=+45c=-36

_ —b+Vb?>—4ac  —(+5) £/ (+5)* — 4.(1).(-36)

x 2a 21
—5++25+ 144 —-5++169 -5+13
x= 2 - 2 T 2 °
—5+13 +8
==y =
—5-13 -18
Xy = —o— = —— =9
S = {—49)
x?+5x =36

Mas a resposta do problema é 9 reais.
Podemos verificar a solugcdo como verdadeira ao substituirmos as raizes na

equacao original, conforme a seguir:

Para x = -9
x2+5x =36
(=9)2+5(—9) = 36
81 —-45=36
36 =36
Para x =4
x%2 +5x =36

(+4)? + 5(+4) = 36
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16 + 20 =36
36 = 36
A terceira atividade teve como objetivo resolver problemas que envolvam
aplicacdo da resolucdo de equacbes do 2° grau. Nesta etapa, elaboramos 6
problemas, do item (a) até o item (f), os quais os alunos teriam que traduzir da
linguagem materna para a linguagem algébrica e depois aplicar a formula resolutiva.
Observac0Oes gerais sobre as resolucgoes:

Conclusdes sobre organizacédo e planejamento da resolucéao.

2.5 SEQUENCIA DIDATICA (ALUNO)

ESCOLA:

PROFESSOR:

ESTUDANTE:

DATA:

DISCIPLINA: ANO/SERIE:

SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE EQUACAO DO 2° GRAU
PRIMEIRA ATIVIDADE

TITULO: Composicéo algébrica da equacéo do 2° grau.

OBJETIVO: Reconhecer as operagcdes que envolvem a composi¢ao da equacao do
2° grau e os coeficientes dos termos, por meio da conversao de registros da linguagem
materna (escrita) para a linguagem algébrica (simbdlica).

MATERIAL: Roteiro impresso da atividade e caneta.

PROCEDIMENTO:

o Formacéao de grupos de 3 a 4 estudantes;

o Cada integrante dos grupos ira receber uma folha com as atividades propostas
nesta sec¢ao;

o Socializacdo das ideias e observacdes percebidas durante o procedimento;

o ApoOs se chegar a um consenso das observacoes, fazer uma sintese de ideias

escrevendo as conclusoes.
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1) Complete os quadros a seguir com a representacao algébrica (simbdlica)

correspondente e com o valor dos coeficientes das incognitas de cada termo.

QUADRO 1

Linguagem materna

Representacéo
algébrica

Valor dos coeficientes das
incégnitas de cada termo

Um numero qualquer

X

Coeficientede x é 1

Um ndmero mais sete

x+7

O oposto do nimero

O oposto da soma entre um ndmero e
dez

A diferenca entre um naimero e dois
décimos

A soma de um namero com vinte

Dois inteiros e cinquenta centésimos
menos um numero

Um numero negativo adicionado a dez

Um ndmero acrescido de cinco

O sucessor de um namero

O antecessor de um namero

O oposto do sucessor de um nimero

O oposto do antecessor de um ndmero

OBSERVACOES:
CONCLUSOES:

QUADRO 2

Linguagem materna

Representacéo
algébrica

Valor dos coeficientes das
incognitas de cada termo

Um ndmero qualquer

O dobro de um nimero

Cinco, acrescido do triplo de um ndmero

O oposto do quadruplo de um ndmero

O produto de um namero por menos
trés décimos

O quociente de um numero por menos
seis

A metade de um nimero

A terca parte do oposto de um nimero

A quarta parte do sucessor de um
nuamero

A metade do antecessor de um niimero

O sucessor do dobro de um nimero

O dobro do sucessor de um nimero

O antecessor do triplo de um ndmero

O inverso de um nimero

O inverso da metade de um nimero

OBSERVACOES:
CONCLUSOES:
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QUADRO 3
. Representacéao Valor dos coeficientes das
Linguagem materna . TR
algébrica incégnitas de cada termo

Um numero qualquer

O quadrado de um ndmero

O triplo do quadrado de um ndmero

O quadrado do sucessor de um ndmero

O quadrado do antecessor de um
ndmero

Dois, somado ao quadrado do sucessor
de um ndmero

O dobro do quadrado de um namero
menos esse nimero

Menos dois, adicionado ao triplo do
guadrado de um ndmero

Um numero adicionado ao quadrado do
triplo desse numero

Um numero acrescido do quadrado de
seu sucessor

O produto entre a soma de um nimero
com sete e a diferenga desse nimero
com dois

O produto entre a diferenca de um
ndmero, como dois, e 0 antecessor
desse nimero

Um ndmero acrescido do sucessor do
guadrado desse nimero

OBSERVACOES:
CONCLUSOES:

2) Com relacéo aos quadros 1, 2 e 3, responda:

a) Em qual dos quadros esta o maior grau da poténcia da incégnita? Qual é esse

grau?

b) Mudaria o grau da expresséao algébrica se o coeficiente do termo de 2° grau fosse

nulo (igual a zero)? Explique.

ESCOLA:

PROFESSOR:

ESTUDANTE:

DATA:

DISCIPLINA:

ANO/SERIE:
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SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE EQUACAO DO 2° GRAU
SEGUNDA ATIVIDADE

TITULO: Resolvendo equag&o do 2° grau.

OBJETIVO: Resolver equacdes do 2° grau e estabelecer caracteristicas das solu¢des
de um método de resolucdo apresentado pelo recorte de um texto historico.
RECURSO DIDATICO: Texto de histéria da matematica.

MATERIAL: Roteiro impresso da atividade, caneta.

PROCEDIMENTO:

o Formacéao de grupos de 3 a 4 estudantes;

o Cada integrante dos grupos ira receber uma folha com as atividades propostas

nesta secao;

o A leitura do texto apresentado ira auxiliar nas atividades que seguem;
o Socializacao das ideias e observacfes percebidas durante o procedimento;
o Ap0s se chegar a um consenso das observagfes, fazer uma sintese de ideias

escrevendo as conclusoes.

4) Considerando a definicdo de equacdo do 2° grau apresentada na primeira
atividade, leia o texto a seguir:

Vocé sabia que o método mais comum de resolucéo da equacao do 2° grau foi
criado por um matematico indiano chamado Sridhara, no século 8 d.C.?

Sridhara nasceu em Bhurishresti, aldeia no Sul Radha, na india, no século 8
d.C., e foi também sénscrito comentarista e filosofo. Sua maior obra foi nomeada
Patiganitasara Trisatika porque foi escrita em trezentos versos. O livro discute a
contagem de numeros, medidas, numero natural, multiplicacdo, divisdo, zero,
quadrados, cubos, fracdo, regra de trés, juros de calculo, associacao ou parceria e
mensuracgao.

No que diz respeito a resolucdo de equacgdes do segundo grau, Sridhara foi um
dos primeiros matematicos a estabelecer uma regra para resolvé-las, deixando

contribuicbes importantes para que, posteriormente, Bhaskara continuasse esses
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estudos, porém, no Brasil, a conhecemos equivocadamente por “férmula de
Bhaskara”, o principal recurso para resolugao de equagdes do segundo grau.
Infelizmente, as obras originais dos escritos de Sridhara foram perdidas. O que
se tem a respeito delas encontra-se em citacbes de Bhaskara. Talvez esse seja o
motivo de atribuirem erroneamente a Bhaskara a formula de resolucédo da equacao do
segundo grau.
Para entendermos melhor o que significa essa férmula, consideremos a
equacao:
ax?+bx+c=0
Logo:
ax? + bx = —c
Multiplicando ambos os lados por 4a, temos:
4a%x? + 4abx = —4ac
Adicionando b? a ambos os lados, obtemos:
4a’x? + 4abx + b? = —4ac + b?
Usando a propriedade do quadrado da soma no primeiro membro e trocando a
posicdo dos termos no segundo membro, simplificamos assim:
(2ax + b)? = b? — 4ac
Tomando a raiz quadrada:
2ax+b = im
Com isso, observa-se que o seguinte método de resolucdo de equacdo do
segundo grau, na verdade, tinha surgido na histéria por meio do matematico Sridhara.

—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

Sridhara apresentou grande variedade de aplicacdes dessa resolucéo em suas
obras, incluindo problemas que envolvem relagdes, permutacdes, juros simples, taxas

de viagem, salarios, e enchimento das cisternas.

(Fonte: Adaptado de SIQUEIRA, Arielly Cecilia; GAMA, Lima Paulo Ferreira da; SILVA, Edna
Machado da. Sridhara e a equacgéo do segundo grau. Anais do Xlll Seminario Nacional de Historia
da Matematica. Fortaleza, 2019, p. 951-964. Disponivel em:
https://www.sbhmat.org/download/download?ID DOWNLOAD=7&fbclid=IwAR1MIQvgPZXquG9-
eW8iWwaxXYhDFhXm9m74RC-tokUEh2KBRaimO ZwwmXWw ).

5) Agora que vocé conheceu um meétodo para encontrar a solucdo de uma

equacao do segundo grau e sua importancia para a resolugéo de problemas do dia a


https://www.sbhmat.org/download/download?ID_DOWNLOAD=7&fbclid=IwAR1MIQvqPZXguG9-eW8iWaXYhDFhXm9m74RC-tokUEh2KBRaimO_ZwwmXWw
https://www.sbhmat.org/download/download?ID_DOWNLOAD=7&fbclid=IwAR1MIQvqPZXguG9-eW8iWaXYhDFhXm9m74RC-tokUEh2KBRaimO_ZwwmXWw

1

dia desde a antiguidade, aplique esse método para resolver as seguintes equacoes e
discuta com seus colegas.

a) x2+6x+9=0

b) x2—x—-12=0

c) 2x* -8 =

d) 2x% =-8

e) —x%4+-=0

f) —x2—x+20=0

9 (@x-D&E+3)=5

h) x2+2x+2=0

6) Complete o quadro a partir das resolugcdes que vocé realizou:

Equagao Valor de b? — 4ac Existéncia e quantidade de solugdes
a)ax’+6x+9=0
b)x? —x—12=0
c)2x>—-8=0

d) 2x? = -8

e) —x? +% =0
f)—x2—x+20=0
g)(x—1D(x+3)=5
h)x2+2x+2=0

OBSERVACOES:
CONCLUSOES:

ESCOLA:

PROFESSOR:

ESTUDANTE:

DATA:

DISCIPLINA: ANO/SERIE:

TERCEIRA ATIVIDADE

TITULO: Resolvendo problemas de equac&o do 2° grau.
OBJETIVO: Resolver problemas sobre equacdo do 2° grau por meio da formula

resolutiva.
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MATERIAL: Roteiro impresso da atividade e caneta.

PROCEDIMENTO:

o Formacéao de grupos de 3 a 4 estudantes;

o Cada integrante das equipes ira receber uma folha com as atividades propostas
nesta sec¢ao;

o Socializacao das ideias e observagdes percebidas durante o procedimento.

o Apobs se chegar a um consenso das observacdes, fazer uma sintese de ideias

escrevendo as conclusoes.

1) Considerando que o método de resolugéo proposto pelo matematico Sridhara
ajudou a resolver variados tipos de problemas, apligue os conhecimentos que vocé
adquiriu nas atividades anteriores, resolvendo 0s problemas propostos com 0s

seguintes passos:

v Fazer um esquema ou desenho do que compreendeu;

v Identificar e organizar os dados e a incognita;

v Formar a equacao;

v Resolver a equagéo;

v Interpretar as solu¢des da equacéo no contexto do problema.

a) O triplo do quadrado de um numero € igual a quinze vezes esse numero. Quais
as possiveis solucdes para esse problema?

b) Qual o valor de m para que a equacio x? — 10x + m = 0 tenha duas solugdes
reais?

C) Pedro é 5 anos mais velho que Paulo. O produto da idade de Pedro pela idade
de Paulo € igual a 84. Quantos anos tem cada um deles?

d) Uma tela retangular possui a medida de seu lado maior igual ao triplo do seu
lado menor, e area medindo 108 cm?. Quais as medidas dos lados desta tela?

e) Numa sala de aula havia 10 pessoas entre mulheres e homens. Descubra
guantas mulheres e quantos homens estavam presentes, sabendo que o produto das
guantidades dos dois grupos é igual 24 e que a quantidade de mulheres € maior do
gue a quantidade de homens.

f) O quadrado da quantia que Carlos possui, adicionado do quintuplo da mesma
quantia é igual a R$ 36,00. Quanto Carlos possui?
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OBSERVACOES GERAIS SOBRE AS RESOLUCOES:
CONCLUSOES SOBRE ORGANIZAGCAO E PLANEJAMENTO DA RESOLUCAO:
2.6 QUESTOES DE APROFUNDAMENTO

ESCOLA:

PROFESSOR:

ESTUDANTE:

DATA:

DISCIPLINA: ANO/SERIE:

ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO SOBRE EQUACAO DO 2° GRAU

1) (ULBRAS-RS) O(s) valor(es) de b na equacdo x% — bx + 4 = 0, para que o
discriminante seja igual a 65, é (sdo):
a) 0 b) 9 c) -9 d)-90u9 e) 16

2) O quadrado de um numero, aumentado de 25 é igual a dez vezes esse namero.

Calcule esse numero.

3) Pai e filho tém hoje 45 e 15 anos, respectivamente. Ha quantos anos a idade do pai

era igual ao quadrado da idade do filho?

4) Em certa cidade ha um terreno de formato retangular de 80 m? de area, em que um
lado tem 2 m a mais que o outro. O prefeito da cidade pretende construir uma praca
nesse terreno e mais duas passarelas perpendiculares, que dividirdo a praca em
quatro retangulos congruentes. Qual sera a area ocupada pelas passarelas se elas

tiverem 2 m de largura?

5) A diferenca entre o quadrado de um ndmero com o0 seu quintuplo é menos seis.

Qual o valor desse numero?
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6) Determine a area de um quadrado cujo perimetro € igual ao perimetro de um
retangulo cuja base excede em 3 cm a altura, sendo 66 cm a soma do dobro da base

com o triplo da altura.

7) Explique porque a equacgdo (3x — 1)2 = —4 n&o possui raizes reais.
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3 ESTUDO DO OBJETO MATEMATICO: Equacéo do 2° grau

Neste capitulo, apresentamos um estudo sobre o objeto matematico “equagao
do 2° grau”. Para isso, nos embasamos nos autores Gay e Silva (2018), Vale (2013),
Silva (2009) e Pitombeira (2004). A relevancia deste estudo € para melhor capacitar
guem queira adotar nosso produto educacional em sua aula de matematica, de modo
a utiliza-lo eficazmente com as caracteristicas epistemolégicas devidas ao professor.

Para tanto, apresentamos algumas formas de resolu¢des sobre equacdes do
segundo grau na visdo dos mapas conceituais de Ausubel (1968 apud SILVA, 2009)
e nos estudos de Silva (2009) na linha do ensino e aprendizagem. Abordamos também
a historia da matemética como forma de destacar os principais indicios da origem no
tratamento da equacgéo do 2° grau.

Esse recurso metodoldgico pode possibilitar um estimulo para o sujeito da
aprendizagem a curiosidade dessa época, de como 0s povos tratavam o assunto. Até
o fim do século XVI “ndo se usava uma férmula para os valores das raizes,
simplesmente porque ndo se representava por letras os coeficientes de uma equacéo”
(LIMA et al., 1997, p. 120). Logo, entendemos que a construcdo do pensamento
algébrico nao foi uma tarefa facil para os grandes mateméaticos, mas é possivel mediar
essa construcdo com nossos educandos por meio das experiéncias vivenciadas na
historia da matematica.

SO a partir de Fracois Viete, as notacdes por meio de letras passaram a ser
aditadas na matematica. Nos registros do Papiro de Moscou® “é oportuno ressaltar,
neste ponto, que os documentos matematicos daquela época ndo empregavam a alta
dose de simbologia a qual estamos atualmente acostumados” (GARBI, 2007, p. 12),
e os desenvolvimentos eram, em sua quase totalidade, expressos por palavras.

Ressaltamos o uso da historia da matematica como ferramenta mediadora da
aprendizagem entre o sujeito e o0 objeto matematico. Porém, antes de destacar este
construto histérico sobre a equacao do 2° grau, é fundamental observarmos os
propésitos da continuidade das relacdes dos conteudos que foram abordados no

mesmo ano ou em anos anteriores e ainda sem apontar o objetivo pratico sem

8 “Dentre todos os antigos documentos matematicos que chegaram aos dias de hoje, talvez os mais
famosos [...]” (GARBI, 2007, p. 11).
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relacbes com o cotidiano. Desse modo, ja preparamos o0 aluno para 0s proximos
assuntos, gue 0s mesmos nao estéo providos de seriacdo®.

Podemos dizer que “o conhecimento se da numa espiral, onde as estruturas
mais simples se integram as estruturas mais complexas, mas conservando sua
identidade de totalidade” (SILVA, 2009, p. 92). Isto € como no conceito de equagao
do segundo grau, que no curriculo oficial engloba outros conceitos, inferiores e
superiores, 0S quais apresentamos a seguir.

As equacdes polinomiais do 2° grau possuem uma estrutura polinomial que,
diferenciando das equacdes do 1° grau, possuem como principal caracteristica a
presenca do expoente 2 na incognita. Para se ter uma ideia melhor sobre este tipo de
equacao, tem-se a seguir a definicdo que a distingue.

Definicdo: sao todas as equacOes que podem ser escritas como equacao
equivalente a forma ax®+ bx + ¢ = 0, com a, b e c pertencentes a R e a # 0, 0 que
nos permite escrevé-la como sendo x% + px + q = 0, que é um polinémio do 2° grau,
e podemos imagina-la como um produto de polindmios de 1° grau x? +px +q =
(x—a).(x—p). Porém, (x—a).(x—pB) x>—(a+p)x+aBf, que acompanha a
expressao x? + px + q, e obtém-se:

{—(a+/>’) =p
a.p=p

Isto é, —(a + B)x é igual ao termo do primeiro grau pxe o termo constante (af3)
é igual ao termo constante q.

A resolucao, portanto, da equacéo (x — a). (x — 8) 0 tem solucéo, observando-
se que o produto de numeros reais AB = 0 é nulo quando pelo menos um dos fatores
for nulo (a = 0OouB = 0). Ouseja,x —a =00ux—f =0, obtendo-se x =a oux =f.
Tudo se resume a fatorar um polinbmio do 2° grau em um produto de fatores do
primeiro grau:

x2+px+qg= (x—a).(x—p), como, por exemplo, x2 —7x + 12 =0, onde
temos (x — 3).(x —4) =0, pois —(3+4) = —7e3.4 = 12.

ApOs varios exercicios, resolvemos o caso geral e obtemos a formula da

resolucao do 2° grau.

9 C.f. nas referéncias deste trabalho. “A seriagdo, por sua vez, consiste na ordenagdo em sequéncia
conforme critério especifico. Assim sendo, a crianca pode seriar em funcdo do tamanho (do menor para
0 maior ou vice-versa), da espessura, do peso, entre outras caracteristicas” (SANTOS; OLIVEIRA;
MALUSA, 2017, p. 6-7).



83

B —b + Vb2 — 4ac
B 2

Podemos observar, também, que na equacdo ax?+ bx + ¢ = 0 0s elementos

X

a, b e ¢ sdo chamados de coeficientes da equacéo do 2° grau. Assim, tem-se como
exemplo x* — 5x + 6 = 0, cujos coeficientes sdoa=1,b=-5ec = 6.

Nesses exemplos supracitados foi feita a utilizacdo de varios conteudos que se
interligam de forma natural no moldes dos mapas conceituais de Ausubel (1968 apud
SILVA, 2009, p. 96), como, por exemplo:

Equacao do Primeiro Grau (62 e 72 série), Produtos de Polindmios (72 série),
Sistema de Equacgéo do Primeiro Grau (62 série), Valor Numérico (72 série),
Identidade de Polinémios (3° ano do EM), Fatoracé@o e Produtos Notaveis (72
série). Além disso, outros conteldos estdo de forma implicita nesses
conteldos abordados explicitamente, como é o0 caso de expressdes
numéricas (no conteddo Valor Numérico), iniciada na 42 série do EF;
Operagdes Fundamentais, etc.” (AUSUBEL, 1968, apud SILVA, 2009, p. 96).

Nesse sentido, devemos observar a referida ligacao conceitual que nos permite
contextualizar a matematica aplicada a prépria Matematica. O conjunto solucdo de
uma equacao sio todos os valores que o x pode assumir para que a igualdade ax? +
bx + ¢ = 0 seja verdadeira. Por outro lado, existem varios métodos de resolucéo para
equacdes desse tipo, 0s quais trataremos de forma detalhada mais a frente.

Assim, conhecemos a equacdo polinomial do segundo grau comumente pela
sua definicao, isto é, a famosa preposicao, a de toda equacéo polinomial do tipo ax? +
bx + ¢ =0, onde devemos ter, necessariamente, a # 0. Quando a equacdo do
segundo grau possuir somente um b, ou apenas um ¢, ou ainda ambos iguais a zero,

dizemos que a equacao esta em sua forma incompleta.

3.1 ASPECTOS HISTORICOS DA EQUACAO POLINOMIAL DO 2° GRAU

Nesta subsecéo serdo apresentadas informacdes historicas sobre a concepgéao
de equacgédo do 2° grau para se conhecer aspectos historicos que corroboraram ou ndo
para o desenvolvimento deste conhecimento em meio a histéria da humanidade. Para
a construcdo deste estudo histérico, tomamos como base os autores Miranda (2003),
Vale (2013) e Pitombeira (2004).
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Em tempos remotos, com o desenvolvimento da agricultura e da engenharia, a
concepcao de equacdo do 2° grau comecou a se desenvolver, bem como as formas
de soluciona-la para resolver situagfes-problemas.

O primeiro registro de uso de equacdes do 2° grau de que se tem noticia foi
feito pelos babilénios em cerca de 1700 a.C., a partir de uma tabua de argila por meio
de palavras. Essa evidéncia descreve métodos de resolucdo advindos da civilizacdo
babildnica, em especial quando trata do seguinte problema:

“Qual é o lado de um quadrado se a area menos o lado da 14:30?” Ja que o
sistema de numeracdo dos babilénicos € o sexagesimal (base 60), entdo o numero
14:30 significa 870 na base decimal. Reinterpretando este problema, a solucéo seria
para uma equacao do 2° grau indicada como x* — x = 870.

O método para solucionar esse problema foi, primeiramente, interpretar o

problema a partir do modelo x* — px = q cuja solucéo utilizada era:

= @) rarl @

Essa formula é totalmente vélida, pois € uma conclusdo obtida da equacao
modelo x* — px = q, a partir da técnica de completar quadrado.

x> —px=q

Assim, percebemos que a forma com que os babilénios resolviam equacdes do
tipo x* — px = q ocorria a partir de uma férmula advinda do método de completar
guadrado, mas que fornecia apenas uma solucéo.

Um tratamento mais geral para as equagdes do 2° grau surge, pela primeira
vez, na matematica hindu com os sulvasutras (livros que reanem conhecimentos
matematicos e religiosos ligados a construcdo de altares hindus), nos formatos ax* =

c e ax* + bx = ¢, sem a presenca de métodos para resolucio.
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Um dos primeiros indicios que se tem hoje sobre a existéncia de uma regra
geral para se achar as raizes da equacao do 2° grau foi encontrado em um trabalho,
que néo foi preservado, de Sridhara, matematico hindu que viveu entre 850 e 950 d.C.

Béskara Il e outros citam a regra proposta por Sridhara da seguinte forma:

Multiplique ambos os lados da [equac¢éao] por uma quantidade conhecida igual
a quatro vezes o coeficiente do quadrado da incégnita; adicione a ambos os
lados uma quantidade igual ao quadrado do coeficiente da incognita; entdo
[extraia] a raiz quadrada (PITOMBEIRA, 2004, p. 25).

Para Vale (2013), essa técnica € a de completar o quadrado. Se multiplicarmos

a equacéo ax® + bx + ¢ = 0 por 4a, obteremos:
4a’x? + 4abx + 4ac = 0.

Observe que s6 teremos um trinbmio quadrado perfeito se adicionarmos um

termo igual ab? aos dois lados da equac&o. Entdo:
4a’x? + 4abx + 4ac + b? = b?
Ou seja,
(2ax + b)? + 4ac = b?
Portanto,

2ax + b=4+Vb2 — 4ac

Isolando a incognita, temos:

_ —b+Vb?—4ac
= > :
A férmula acima é a resolutiva de equacgédo do 2° grau. Por volta de 850 a 950

X

a.C., “havia plena consciéncia de que numeros negativos ndo sdo quadrados, e de
que o numero de raizes de uma equacéao do 2° grau pode ser 0, 1 ou 2” (VALE, 2013,
p. 26).

Mais tarde, no manuscrito Bhaskara, € descrito um método de solucao para
equacdes ax®+ bx + ¢ =0, e que aqui no Brasil é conhecida como “formula de
Bhaskara”, que no ensino brasileiro se estabeleceu por volta da década de 1960. Vale
(2013, p.27) destaca:

Na literatura internacional ndo se encontra o nome de Bhaskara para essa
férmula, porque nao é adequado, j4 que problemas que recaem numa
equagdo do segundo grau ja apareciam, ha quase quatro mil anos atras, em
textos escritos pelos babilénios).
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Portanto, corroboramos isto para a adequacdo como formula resolutiva da
equacdo do segundo grau. Por outro lado, outro matematico indiano que fez
contribuicbes para a concepcdo de equacao do 2° grau foi Bramagupta, que nasceu
em 598 d.C. e morreu ap6s 665 d.C. Ele ensinava como resolver equagdes do tipo

ax*+ bx = ¢, com a, b e ¢ positivos. Seu procedimento corresponde exatamente a

formula:
f b\, b
Jh2_ _ ac+|\=)"—
X — Yb7-tacth ;lac b ou X =—£Z) 2 (2)

Sobre o conhecimento dos &rabes da concepcdo de equacdo do 2° grau,
destacou-se 0 matematico Muhammad ben Musa Al-Khowarizmi (780-850). Al-
Khowarizmi foi descrito por um de seus biégrafos como o primeiro matematico
muculmano a escrever sobre a solucao de problemas usando al-jabr e al-mugabala.

Os termos al-jabr e al-mugabala referem-se a métodos de tratamento de
equacodes, onde jabr significava adicionar termos iguais a ambos os membros de uma
equacao, a fim de se eliminar termos negativos. Outro significado ligado a esse termo
era multiplicar ambos os lados de uma equac¢ao pelo mesmo nuamero, a fim de se
eliminar fracdes. J& o termo mugabala significava a reducéo de termos positivos por
meio da subtracdo de quantidades iguais de ambos os membros da equacdo. No
entanto, outros matematicos usavam-na no sentido de igualar ou, pelo sentido literal
da palavra, comparar.

Em um de seus livros, Al-Khowarizmi descreveu como resolver equacdes do
tipo x* + bx = ¢, x* + ¢ = bx e bx + ¢ = x*, com coeficientes positivos, sendo a forma
de resolver descrita a partir de uma algebra retérica ao invés de simbdlica.

Para formas como x? + bx = c, ele utilizava um método ligado a formula:

a qual se assemelha ao método babildnico apresentado em (1).
J& em formas como x* + ¢ = bx, € indicada como solucdo uma descricédo que

equivale a:
x=24 (9)2—c para quando x > 2 (4)
2 2 ' 2

Nesse caso, ele mostrou ter compreensdo da impossibilidade de encontrar

~ b ~ b
solucédo quando temos (E) 2 < ¢ do encontro de somente uma solugédo quando x = >
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Para casos do tipo bx + ¢ = x?, ele apresentou um caminho que pode ser

interpretado da seguinte forma:
b b\,
X = 5 + (E) +c

As equacles argumentadas por Al-Khowarizmi foram tratadas por varios
matematicos &rabes posteriores, conectando as mesmas ideias ou similaridades que
indicam o reflexo das contribuicdes arabe para a concepcéo de equacéo do 2° grau.

Muito desse conhecimento algébrico de Al-Khowarizmi foi difundido pela
Europa. Alguns dos nomes que ficaram marcados por emancipar esse conhecimento
foram Abra&o bar Hija (? - 1136), com o livro Liber embadorum; Platdo de Tivoli, que
viveu de 1134 a 1145, em Barcelona, e traduziu para o latim obras do arabe e do
hebraico; e Leonardo de Pisa, também chamado de Fibonacci, que viveu
aproximadamente de 1170 a 1240, e destacou-se por ter ajudado a difundir a
matematica arabe no ocidente com o seu livro Liber Abbaci (1202).

As equacdes estdo presentes na realidade do ser humano desde os tempos
antigos, quando nao havia a ideia de numeros, ou simbolos matematicos, como 0s
que estdo presentes na atualidade. Na antiguidade, o homem, ainda que
intuitivamente, tinha uma concepcao da relagcdo de equivaléncia, por exemplo, 0
pastor de ovelhas separava cada pedrinha para contar cada ovelha, para que no final
do dia controlasse a quantidade de ovelhas do rebanho. Mesmo sem perceber, toda
relacdo de equivaléncia reproduzida remete a ideia de equacdo. Segundo Garbi
(2007), a palavra equagdo possui uma raiz latina que originou as palavras igual e
igualdade. Na Ciéncia, é pelo estabelecimento de correlagdes entre fatos, conceitos e
ideias que se descobrem equivaléncias por associaces que utilizam equa¢des como
linguagem.

As equagOes algeébricas, exponenciais, diferenciais, trigonométricas ou de
qualquer outra natureza, constituem, pelo menos do ponto de vista pratico, a parte
mais importante da matematica. Os problemas, de maneira geral solucionados através
de numeros direta ou indiretamente, sdo cuidados por meio de equagdes. Por isso, é
importante também entender como surgiu o pensamento algébrico das equacdes
nessa percepc¢ao historica de relevancia ao tema (GARBI, 2007).

A equagédo é uma proposta para resolucdo de situacdes e problemas na qual

surgem valores desconhecidos quando se tem uma igualdade. Equacionar pode ser
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considerado um mesmo valor para igualar, pesar, igualar em peso, que significa “ser
igual @”, de novo relembrando-se a ideia de igualdade. Em outras palavras, equacao
€ uma igualdade que contém pelo menos uma letra do alfabeto, a incognita,
representando o niumero desconhecido.

Neste constructo, a mais antiga evidéncia de textos matematicos escritos que
dialogam com este preceito de “equagao” aparece na civilizagao egipcia do final do
quarto milénio antes da Era Comum. Esses textos j4 apresentavam o mesmo sistema
de numeracdo utilizado nos ultimos tempos do Egito. Um sistema decimal, ndo
posicional, que apresentava um novo simbolo a cada nova poténcia de 10, como foi
localizado no Papiro de Moscou (Figura 6) que contém 25 exemplos, quase todos da
vida pratica (BOYER, 1974). “O Papiro de Moscou tem quase o comprimento do
Rhind mas s6 um quarto da largura” (BOYER, 1974, p. 14). Nesse papiro se revela o

conhecimento matematico do antigo Egito.

Figura 6 — Papiro de Moscou
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Fonte: Boyer (1974, p.7).

Nesta perspectiva, além deste acervo histérico, outros documentos do Egito
antigo trouxeram a luz alguns escritos de problemas matematicos, bem como suas
solucdes aquela época. Destacam-se os papiros de Kahun, de Berlim e o Papiro Rhind
(ou de Ahmes). Dessa forma, Boyer (2001) destaca que, em relagdo ao conhecimento

matematico presentes nos papiros,

[...] hd um limite para a quantidade de informac¢éo matemética que se pode
retirar de calendarios e pedras tumulares, e nossas ideias sobre a
contribuicdo egipcia seriam muito imprecisas se dependéssemos somente de
material de origem cerimonial e astrondmica. A matematica € muito mais do
gue contar e medir os aspectos que sdo tratados em inscri¢des hieroglificas.
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Os desenhos registrados nesses papiros, como muitos dos problemas, eram
originados de situagBes aritméticas e geométricas nas quais se caracterizavam
determinacdes de quantidades de alimentos associadas as ideias de equac¢fes de 1°
grau. Por outro lado, geometricamente, 0os problemas representavam situacdes com
calculo de volumes e areas de figuras planas. No caso das equacdes do 2° grau,
destacamos as areas das figuras planas do quadrado e do retangulo, uma vez que as
mesmas estdo bastante presentes no dia a dia. Para Garbi (2007, p.11), os
matematicos e astréonomos babilénicos do segundo milénio a.C. realizaram feitos

surpreendentes:

[...] eles conheciam a propriedade geral dos triangulos retangulos (o hoje
chamado teorema de Pitagoras, também ja conhecido pelos chineses no séc
Xll a.C.), resolviam equacBes do primeiro grau e do segundo grau,
calculavam areas e volumes de certas figuras geométricas, determinavam a
raiz 2 com grande precisao, etc.

Para resolver os problemas mateméticos, os egipcios desenvolveram métodos
para obter uma solugcédo, o que os pesquisadores apontaram como sendo situagcdes
que se modelavam como equacdes do 1° grau, e, para poder encontrar respostas
corretas, utilizavam-se de um “método de falsa posicdo”, encontrados mais
precisamente, no Papiro de Rhind.

Por outro lado, o Papiro de Moscou, de 1850 a.C., identifica 25 problemas de
aritmética e de geometria que mostram bem gque, naquela época, ndo se utilizavam
simbolos ou férmulas matematicas, e sim uma linguagem verbal “e contém uma
descricéo verbal (desconhecia-se o conceito de “férmulas” gerais) de como fazer-se o
calculo correto do volume de um tronco de piramide, o que demonstra um
conhecimento notavel para a época” (GARBI, 2007, p. 11). Nesse sentido, a
linguagem verbal, muitas vezes, é pouco apreciada por grande parte dos alunos ao
resolverem problemas sobre equac¢des do 2° grau. Isto nos faz observar o quanto é
importante resgatar previamente o ensino da traducao da linguagem algébrica para a
linguagem matematica.

Assim, nos estudos das equacdes do 2° grau, a Historia da Matematica podera
servir de recurso metodologico no processo de ensino e aprendizagem, onde 0s

sujeitos serdo conduzidos ao cenario de curiosidade. Dessa forma, a aprendizagem
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naturalmente sera mais significativa e mais humana, e ndo tanto formal e abstrata,

pouco atrativa, onde:

[...] pesquisas atuais indicam que a inser¢do de fatos do passado pode ser
uma dindmica bastante interessante para introduzir um determinado
conteddo matematico em sala de aula, tendo em vista que o aluno pode
reconhecer a Matematica como uma criagdo humana que surgiu a partir da
busca de solucdes para resolver problemas do cotidiano (MENDES;
CHAQUIAM, 2016, p. 79).

Nesse cenario de reflexdo e curiosidade do passado, os documentos oficiais
corroboram que “é importante incluir a histéria da Matematica como recurso que pode
despertar interesse e representar um contexto significativo para aprender e ensinar
Matematica” (BRASIL, 2017, p. 296). Concordamos com os autores supracitados
sobre introduzir determinado conteldo matematico com o recurso da histéria da
matematica, em que o aluno possa reconhecer e se interessar pela matematica, e,
mediante essa forma, possamos contribuir na sistematizacdo e formalizacdo dos
conceitos matematicos.

Por exemplo, a utilizacdo do diagrama-modelo: envolver topicos de historia da
matematica associada a personagens/matematicos e com temas/contetdos pré-
estabelecidos sédo alternativas metodoldgicas que poderdo ser ministradas em sala de
aula. Ao construir o referido diagrama, o sujeito deve notar que precisa ser “observado
o formalismo e o rigor matematico para esclarecer terminologias, 0 uso correto das
nomenclaturas e [portanto] impedir a ocorréncia de eventuais inducdes ao erro ou
equivocos conceituais e histéricos” (CHAQUIAM, 2017, p. 28). O diagrama podera
servir também como ferramenta para esclarecer terminologias e erros conceituais e
histéricos que, muitas vezes, acontecem em sala de aula.

Segundo Nunes e Silva (2006), nao faltam argumentos das potencialidades
pedagdgicas na utilizacdo da histéria da matematica e ndo apreciamos uma
frequéncia necesséria do uso dessa tendéncia em sala de aula. Dentre os fatores que

impedem a frequéncia desse recurso, ha:

[...] a necessidade de mais leituras, pesquisas e busca de aperfeicoamento
em nivel de pés-graduacao, por parte dos docentes; [e também] autores que
demonstrem a sensibilidade de relacionar a histéria que abordam (geralmente
para introduzir capitulos) (NUNES; SILVA, 2006, p. 3).
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A historia da matematica, em muitos casos, como no diagrama-modelo, pode
contribuir para o aluno se localizar no tempo e no espaco, além de favorecé-lo na
compreensao das linguagens algébricas. Ademais, “[...] pode contribuir para a
compreensao das linguagens simbdlica e algébrica associadas a matematica”
(CHAQUIAM, 2017, p. 234). Esse recurso possivelmente se adequa, em grande parte,
aos assuntos da matematica e contempla as necessidades do professor e do sujeito
da aprendizagem em sala de aula como, por exemplo, a valorizagéo das linguagens

simbdlica e algébrica.
3.2 METODO DE RESOLUCAO DE EQUACOES DO 2° GRAU INCOMPLETAS

No caso de b =c =0, temos a equacido ax? = 0. Este tipo de equagdo é
analisada pela propriedade do produto nulo: para que tenhamos a sentenca acima
como verdadeira, devemos ter a = 0 ou x? = 0, e para todo caso, a solugdo é x' =
x"" = 0. Tal equacdo ndo detém grande valor pratico, mas sua expressao permite
levantamentos pertinentes em sala de aula, inclusive por ser o mesmo principio para
0 caso ¢ = 0 — na equacdo ax? + bx = 0, utilizamos a mesma propriedade, uma vez
gue podemos fatorar a expressao:

ax?+bx=0
x(ax+b) =0
Logo, temos duas sentencas que nos levam as duas solucfes deste tipo de

~ . -b .
equacdo, x =0 e ax+ b =0. Assim, temos x' =0 e x" = —. O terceiro caso de

equacdo incompleta corresponde ao tipo ax? + ¢ =0, em que b = 0. Nesse caso

temos como solucdo raizes simétricas:

ax’+c=0

ax? = —c
—C
x?=—
a
—C
x= |—
a

Portanto, as raizes sao:
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Os dois ultimos modelos podem ser explorados em diversas situacdes, onde é
possivel relaciona-los com a realidade em contextos que envolvam ideias de areas,
valor numérico, casos de restricdes etc. Assim, temos alguns exemplos de equacdes
incompletas do 2° grau:

x> —4x =0 x*+3x=0 —2x*+9=0 x> —4=0

3.3 METODOS DE RESOLUCAO DE EQUACAO DO 2° GRAU COMPLETA

O nosso trabalho visa contribuir para a melhoria do ensino e aprendizagem das
equacdes polinomiais do 2° grau no ambito escolar. Assim, em relacao as equacdes
completas, detemo-nos em algumas formas de resolucdo. Existem variadas maneiras
e de espécies diferentes (por espécies nos referimos a natureza matematica,

algébrica, geométrica, figural etc.).

3.3.1 Férmula resolutiva da equacao polinomial do 2° grau

O primeiro método que apresentamos é o dito convencional ou férmula
resolutiva, mencionado em textos hindus e obtido pelo desenvolvimento da equacao
em sua forma completa, ax® + bx + ¢ = 0, a partir do completamento de quadrado,
todavia sendo reduzida a uma expressédo com coeficiente do termo quadratico igual a

1, como vemos 0 passo-a-passo apresentado a seguir:

—b ++/b? — 4ac
2a

X =

ax? +bx+c=0
Para se chegar a férmula acima, pode-se proceder da seguinte maneira:

primeiro, divide-se ax? + bx + ¢ = 0 por a.

ax’? bx ¢
— 4+ —=+4-=0
a a a

bx ¢
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Agora, subtraindo o termo independente em ambos os lados da equacéo,
temos que:

. b c ¢ —cC
X t—xt+———=—
a a a

) bx —c

x4+ —=—

a a

b 2
Somando o termo (5) em ambos os membros para completar o quadrado,
temos:

2

2o (m) = (p) -
x ax 2a)  \2a a

2a 4q?
N b _4 b% — 4ac
x 2a 4q?

b Vb?% — 4ac
Xt—=t————
2a 2a

—b Vb?—4ac
X=o—t———
2a 2a

—b + Vb2 — 4ac
x =
2a

Obtemos, entdo, duas solu¢des possiveis para x, que Sao as seguintes:

x = —b++b*-4ac x = —b—+b*-4ac

2a 2a

Ou podemos simplesmente escrever:

B —b ++/b?* - 4ac

2a

X

Em ambos os casos, atualmente indicamos por A (delta) o discriminante da

equacdo representado pela expressdo b? — 4ac, pelo fato de que, a partir do valor



94

desse discriminante, € possivel prever a quantidade de raizes reais que a equacgao
devera possuir.

Assim, temos trés possibilidades: se A> 0, a equacao possui duas raizes reais
distintas; se A= 0, a equacdo possui uma Uunica raiz real; se A< 0, a equacéo
polinomial ndo possui raizes no campo dos reais, R. Dessa forma, temos alguns dos
exemplos de tipos de equacdes completas do 2° grau:

2x*—10x+12=0 x*+6x+8=0 —x*+x—-1=0

3.3.2 Método do completamento de quadrado

O principio do completamento de quadrado, por si sO, configura uma forma de
resolucéo para as equacdes do tipo x? + b'x = ¢, com ¢ > 0. Nesse modelo, devemos
relacionar a expressdo a um somatoério de areas, sendo x* a area de um quadrado de
lado x e b'x os lados da area de um retangulo de dimensbes b e x, conforme o

esquema apresentado por Vale (2013), na Figura 7.

Figura 7 — Método geométrico de completar quadrado.
h'/4 X h''4

bt ; hiid

h'/4 R'y b4
Fonte: Vale (2013, p. 54).

Segundo Vale (2013), a area hachurada da Figura 4 é igual a c. Para

completarmos o quadrado, devemos formar quatro quadrados menores, de lados b/4

. b"\? p"\? . .
e area (:) ' logo, devemos acrescentar 4 (Z) a equacao.

2+b'x+4 AN +4 oy’
X X 4 =c 7

2 2
b b Nz
Desse modo, temos que 4(:') = (;') , que corresponde a area dos quatro

guadrados menores.
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Podemos formar o quadrado da soma no primeiro termo e desenvolver a

expressao para obter o valor de x.

Portanto, o valor procurado corresponde ao lado do quadrado maior, subtraido
duas vezes do valor do lado dos quadrados menores formados. Esse método possui
grande valor didatico, uma vez que relaciona formas diferentes de representacédo da
equacao polinomial do 2° grau, além de explorar os conhecimentos dos alunos acerca

da fatoracéo e dos produtos notaveis, bem como da geometria.
3.3.3 Método da soma e produto

N&o obstante, temos também o método da soma e produto. Dadas as raizes

~ . . o , —-b+Vb2-4ac " —-b—Vb2—4ac
de uma equacgao polinomial do 2° grau, temos xX' = —— e x' = ——— A

2a 2a

partir disto, podemos determinar a soma (x' + x'') e o produto (x'. x"’) das raizes.

A soma seria dada por:

B —b —+Vb%2—4ac —b+Vb?—4ac

I+ II_ +

e 2a 2a
- , _ —b—+vb%—4ac—b+Vb%—4ac

x' +x" = ca

I+ II__Zb

X +xl=—

! n _b

X +x =—

a

Quanto ao produto das raizes:
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—b —Vb% — 4ac —b +Vb? — 4ac
x'.x" = o . P
b? — bvb% — 4ac + bVb% — 4ac — (Vb% — 4ac)2
4q?
b? — b? + 4ac
4q?
4ac
T 4a?

Da equacdo geral podemos desenvolver a expressao colocando o a em
evidéncia, conforme a seguir:
ax?+bx+c=0
a(x2 +éx+£> =0
a a
Como x' +x"" = %b ex'.x" ==, temos:
a(x> = (' +xx+ (x'.x")) =0

Chamemos s a soma das raizes, e p o produto das mesmas, entdo obtemos

a(x?—sx+p)=0

Em caso particular para a = 1, tem-se x? — sx + p = 0. Podemos determinar os
valores das raizes apenas por este método analitico da soma e produto. Por fim, o
método da fatoracdo pode ser identificado a partir do desenvolvimento da expressao
geral.

O Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.) afirma que toda equacio
polinomial P(x) = 0degraun > 1,isto é, P(x) = a,x™ + ap_x" 1+ +a;x+ay,=0
admite pelo menos uma raiz complexa. A partir desse teorema, podemos colocar a
expressdo na forma: P(x) =a,(x —r)(x —1ry) ..(x —r,) =0, onde r,1,..1, S0
todas as raizes de P(x) (IEZZI, 2005, p. 106). Assim, podemos escrever a equacao
geral na forma descrita abaixo:

ax’+bx+c=0

Colocando a em evidéncia, temos que:
, b c
alx*+-=x+—-|=0
a a
Segundo as expressdes da soma e produto das raizes, obtemos

a(x?* = (x' +xx+ (x".x")) =0



a(x?—x'x+x"x+x".x")=0
Fazendo x e x"" em evidéncia e, em seguida, x — x', isto resulta que
a(x(x —x)+x"(x+ x’)) =0
alx —x")(x—x") =0,

em que x’ e x"’ sdo as raizes da equacao polinomial do 2° grau completa.

3.3.4 Método da semissoma e do produto

Outro método que se pode usar para encontrar as solu¢cdes de uma equacgao

do 2° grau € o da Semissoma e do Produto. Para entender como ele € estruturado,
segue o desenvolvimento abaixo.

Primeiramente, dividimos a equacdo ax* + bx + ¢ = 0 por a, obtendo, com isso,
~ b . p -b
a expressdo x* + —x+ 2 = 0. Considerando também que s = o er= 2 sendo s a

soma e p o produto das raizes, entdo x* —2sx +p = 0 e a solucdo pelo método
convencional de resolucdo de equacao do 2° grau € dada por:

x=s+ /sz—p

Assim, hd uma forma de se encontrar as solu¢cfes de uma equacgéo do 2° grau

em funcdo da soma e do produto. Esse método também foi utilizado pelos babilénios
para resolver equacdes do tipo x* — px = q, cuja solucéo utilizada era:

— |(P)> P
X = (q) +q+2

Tem-se como exemplo a equacgéo:

2x* 4+ 10x+12=0

Para resolvé-la, devemos perceber a expressdo x*— 2sx +p = 0; assim,
temos:

2x>4+10x+12=0

2, 10 12 0
=X t—=x+—=

2 2 T2 73
x> +5x+6=0
A partir da forma x* — 2sx + p = 0, temos que —2s =5ep =6, entdos = — e

p = 6. Com isso, podemos aplicar a formula x = s + /s? — p e teremos:
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_5, [5-24
=3+ 4
5, |1
XE3% %
5,1
X=32%3

x’=5+1:3 e x'=2_1=9
2 2 2 2

As solucdes serdo 2 e 3. O Método da Semissoma e do Produto apresentado,
que faz referéncia a um tipo de resolucéo tratada pelos babilénios, também pode ser
concebido a partir de outra interpretacdo, que sera tratada na proxima subsecao: o
“Método de Po-Shen Lon”.

3.3.5 Método de Po-Shen Loh

O método de resolucdo convencional certamente possui uma problematica, que
é o fato de ser um pouco trabalhoso quando o aplica em uma equacgéo do 2° grau. No
entanto, o professor Po-Shen Loh, da Universidade de Carnegie Mellon, prop6s um
método de resolugcdo, por meio de um de seus artigos de 2019, que indica uma
reinterpretacado do Método da Semissoma e do Produto (TROCADO, 2019).

O método partiu de objetivos educacionais, para tornar a resolucdo de
equacdes do 2° grau mais intuitiva e menos trabalhosa para os alunos.Trocado (2019)
descreve que o método de Po-Shen Loh se baseia no entendimento gréafico da funcéo
polinomial do 2° grau, onde 0s zeros desse tipo de funcao, ou seja, os elementos do
dominio que possuem imagem 0, certamente sdo as solu¢des da equacao que indica
sua relagdo. Por exemplo, a fungdo f(x) = ax*+ bx + ¢ possui, como zeros da
funcéo, as duas solucdes x’ e x”" da equacdo 0 = ax® + bx + c. Pode-se visualizar
melhor este entendimento a partir da figura 8 que apresenta um exemplo de

representacédo gréafica da funcéo f(x).
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Figura 8 — Gréafico com duas raizes distintas.
v

- . -
X X"

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Convém perceber que, ao se passar um eixo de simetria vertical, de modo ao

se dividir a representacdo grafica em partes iguais, o elemento do dominio situado

. 7 P -b TN .
nessa linha € o chamado x do vértice (x, = Z)' gue possui distancia d para x’ e para

n

X .
Assim, a partir de x,, € possivel obter os zeros da funcao, que serdo x, —d e

x, + d (Figura 9).

Figura 9 — Eixo de simetria e do Xv.
y .l

e de smetrd

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Podemos observar, na Figura 9, que temos dois valores iguais (d) da distancia,

0s quais subtraidos e adicionados ao x,, permite encontrarmos, respectivamente, os

) '3 H y . . ~ _b
valores de x’ e x”. Salientamos ser possivel determinar o x,, a partir da relacado e
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-b c . .
Mas, sabe-se, por exemplo, que x’ + x" = —e x'xx" = - Diante disso, temos duas

possibilidades de encontrar o d.

(oo = d) + (e +d) (o = d) X (x, +d) =<

A primeira expressao nao permite encontrar o d, pois:
(ty — d) + (v, + d) =
-b -b -b
G-+ +d) —

~b _ —b

a a
Ja a segunda expressao permite:

(xp —d) X (%, +d) ==

d= |x,*— 2 (consideremos d em madulo)

Assim, é possivel encontrar x’ e x'’, ja que eles sdo respectivamente:

(xv—d)e(x,,+d), ondexvzied: ’xvz_g_

Ao unir ambos, teremos que os zeros da funcao f, ou as solucbes da equacao

do 2° grau ligadas a ela, serdo x’ = x,, + /xvz — 2 ex" =x,— |x,

Ou simplesmente:
— 2 ¢
xX=x,t /x,, -

Aplicando o método de Po-Shen Loh a equacédo 2x*—10x + 12 =0 como

[\S}
|
SIS

exemplo, cujas solucdes sdo os zeros da fungdo f(x) = 2x* — 10x + 12, e onde 0 x

do vértice sera x,, = %10 = 2,5, teremos (Figura 10):

Figura 10 — Valor do Xv.
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Yt \\ /{.
\ /
\\\ /’y
\ 25 "/
\' l' / ‘/ - X
X'\ i /X

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Entéo, x' = 2,5—-d e x”" = 2,5+ d seréo os zeros da fungéo f.

Agora basta determinar o d a partir da relacdo (2,5 — d)(2,5+d) = 2 onde, ao
observar f(x) = 2x* — 10x + 12, nota-se que (2,5 — d)(2,5 + d) = % e assim:
(25-d)(25+d) ==

(2,5)2—d2=6
d2=(25*-6=6,25-6

d=,/0,25=0,5

Portanto, os zeros da funcao f seréo:

x'=25-dex"=25+d
x'=25-05e x"=25+0,5
x'=2ex" =3

Esses valores sao as solu¢des da equacao inicial.

O método Po-Shen Loh possibilita maior intuicdo para a resolu¢cdo de uma
equacdao do 2° grau, pois se conecta com a ideia de grafico de uma funcao polinomial
do 2° grau, bem como, algumas de suas rela¢des. Entretanto, pode-se dizer que ele
também é outra forma de representar o Método da Semissoma e do Produto. Esse

fato fica claro quando comparamos a férmula dos dois métodos: Método Po-Shen Loh

2 c —b_
_x—xv ’xv - CO“va__Z y
c -b

Método da Semissoma e do Produto — x =s+./s*°—p, sendo p=-¢€ s = — da

a
equacao x> — 2sx + p = 0.
Nosso objetivo neste capitulo foi apresentar informacdes de alguns métodos de
resolucdo de equacdes polinomiais do 2° grau. Além disso, realizamos uma breve

discusséo dos aspectos historicos, 0 que nos permite confirmar como a equacao do
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2° grau ja estava em posse de povos antigos, mesmo que com um rigor menor do que
0 que possuimos hoje.

Ressaltamos a importancia de o aluno conhecer diferentes métodos que
explorem diferentes formas do conhecimento matemético. Buscamos contemplar
métodos algébricos, numeéricos e geométricos no estudo deste capitulo, e
enaltecemos suas contribui¢cdes junto as discussdes do objeto no ambito didatico para

a elaboracao da nossa proposta de sequéncia didatica.
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