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INFORMACOES

Prezado(a) aluno(a),
Ao longo deste guia impresso vocé encontrard alguns “icones” que lhe ajudara a identificar as atividades.

Fique atento ao significado de cada um deles, isso facilitara a sua leitura e seus estudos.

Audio Video Leituras

Indicadas

7 Atlwdadea Atividades
Multimidia Guia Impresso Ambiente Virtual

Pesquisando
harede

s
Saiba Mais  Pare e Pense

Ry

Referéncias

Destacamos alguns termos no texto do Guia cujos sentidos serdo importantes para sua compreensao.
Para permitir sua iniciativa e pesquisa ndo criamos um glossario, mas se houver dificuldade interaja no
Férum de Duvidas.
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PARA COMECO DE

CONVERSA

Seja bem-vindo!

Este material de Fundamentos da Matematica Elementar 1 foi elaborado para estudantes de Matematica,
seja sua participacdo presencial, em sala de aula, ou a distancia, interagindo com o computador. O
Unico requisito para a aprendizagem deste material é boa vontade de adquirir novos conhecimentos e
persisténcia na solucdo dos exercicios.

Sabemos que em todo livro de Matemadtica é imprescindivel ndo colocar as demonstracdes de teoremas
importantes. Este material ndo seria diferente e, por isso, ndo desanime ao encontrar-se com alguns deles.
Muitas vezes, as demonstragdes seguem um caminho muito técnico, porém o autor tem pensado nisso e
de alguma forma facilitard o entendimento.

Este material esta divido em cinco capitulos, que iniciam com os conceitos de Trigonometria, seguido dos
Numeros Complexos, Equagdes Polinomiais, Logaritmos e Progressdes e Matematica Financeira.

Bons estudos!

Lucio Borges de Araujo
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CRONOGRAMA

) Capitulo 5
) ) Capitulo 3 ) .
Capitulo 1 Capitulo 2 . Capitulo 4 Progressoes
. . . Equacdes . "
Trigonometria Numeros complexos ) o Logaritmo e Matematica
polinomiais ) )
Financeira

AGENDA DOS
CAPITULOS

CARGA-

HORARIA Atividades

Capitulo
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16 HORAS

1) Participagao no féorum de discussao registrando o que sabe sobre
Numeros Complexos — Atividade 1

2) Leitura do texto de apoio — Atividade 2

3) Realizacdo da Atividade 3 (listas de exercicios) disponibilizados no AVA
em 04/03/2013

4) Web-conferéncias com os alunos nos dias: 05/03/2013 e 12/03/2013
das 21h00min as 22h00min;

5) Assistir videos indicados no AVA.

6) Pesquisar na internet: Aplicagdes de niumeros complexos (Entrega dia
15/03/2013)

1) Participagdo no férum de discussdo registrando o que sabe sobre
Logaritmo — Atividade 1

2) Leitura do texto de apoio — Atividade 2

3) Realizagdo da Atividade 3 (listas de exercicios) disponibilizados no AVA
em 25/03/2013 das 21h00min as 22h00min;

4) Web-conferéncias com os alunos nos dias: 26/03/2013
5) Assistir videos indicados no AVA.

As listas de exercicios que serdo disponibilizadas no AVA deverdo ser entregues em datas especificadas
posteriormente no AVA para que os tutores possam corrigir.

Desejamos a todos os alunos um étimo curso.

Bons estudos
Lucio Borges de Araujo
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Capitulo 1

Trigonometria

1.1 Introducdo
Prezado aluno

Comecamos a partir de agora uma viagem interessante e o nosso primeiro ponto de parada é a trigonometria.
“A palavra trigonometria é uma combinacdo de duas palavras gregas, trigonon, que significa “triangulo” e
metron, que significa “medir”. A palavra apareceu naimprensa em finais do século XVI quando foi usada como
titulo de um trabalho de Bartholomaeus Pitiscus, publicado pela primeira vez em 1595 como suplemento de
um livro sobre esferas. A palavra grega para “angulo” é gonia, e antes falava-se de goniometria como sendo
a ciéncia da medida dos angulos. (In: Tom Apostol, Os Primdrdios da Histéria da Humanidade, Boletim da
SPM-no 47).

Inicialmente vamos ter que passar por algumas definicdes, que sdo de extrema importancia para nosso curso.

1.1.1 O conceito de angulo

A nocdo de angulo encontra-se rigorosamente caracterizada na obra de Euclides, matematico e gebmetra da
antiguidade, chamada Elementos. Essa obra encontra-se dividida em treze livros. Nesse trabalho de Euclides,
encontramos a seguinte defini¢cdo de angulo:

Definigao: Um angulo plano é a inclinagdo mutua de duas retas que se cruzam num mesmo plano.

Por esta definicdo podemos observar que o conceito de angulo mede, basicamente, a inclinagdo relativa de
duas retas que se cruzam.

Além disso, a rotacdo plana de uma reta em torno de um ponto descreve um angulo positivo se a rotacao
ocorrer no sentido anti-hordrio (angulo a, na figura 1). Se a rotagao acontecer no sentido horario o angulo
descrito diz-se negativo (angulo 8, na figura 1).

DR
B

Figura 1l
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Como os angulos sdo medidas, precisamos ter alguma unidade de medida para descrever essa quantidade.
Assim, existem trés unidades de medidas, a saber: graus, radianos ou grados. Quando, através de uma
rotacdo plana, em sentido anti-horario, de uma reta orientada em torno de um ponto pertencente a esta

reta, retorna pela primeira vez a posicdo inicial, o dngulo descrito é igual a 360° (trezentos e sessenta
graus). Veja Figura 2, 2m radianos (ou 2mt rad) ou 400 grados.

Figura 2

Se a rotacdo plana da reta anterior descrever apenas 180°, it radianos ou 200 grados, a reta fica disposta
na mesma direcdo embora com uma orientagao oposta (Figura 3). Este angulo é chamado angulo raso.

ma

Figura 3

Se a rotagdo plana da reta em questdo descrever 90°, ri/2 rad ou 100 grados, diz-se que o dngulo descrito
é um angulo reto (Figura 4).

N @

Figura 4

O sistema de medida de dngulos em graus é designado pelo sistema sexagesimal, no qual as fracdes de grau
sdo expressas por minutos (angulares) e segundos (angulares). Como se sabe, nos sistemas sexagesimais,
60 minutos (ou 60’) correspondem a 1° e 60 segundos (ou 60”’) correspondem a 1 minuto.
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Exemplo: Expresse em graus e radianos, 50 grados.

Para resolver esta situacdo b, fazer uma regra de trés, ou seja

90° ><1 00 grados

x° 50 grados
assim,
X-100 =90°50
90750
x 90 100
50 grados 100 grados X =45°
e
x° 50 grados
T T
g X-100=—-30
. % -
50 grados 100 grados &
o 50
x=2
100
® ='__" a0 L
2 100
T 1
)
2.2
x =Zrad

1.2 Fungdes trigonométricas

Muitos fendbmenos da natureza podem ser estudados por meio de uma funcdo de angulos. As funcdes que
estudaremos sdo: seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante.

1.2.1 FungOes seno e cosseno para angulo agudo

Para comecar a conversar sobre as fungdes trigonométricas considere dois triangulos retangulos semelhantes,
quaisquer:

Fundamentos da Matematica Elementar 1 13



da geometria plana, que estudamos no ensino médio, podemos retirar as seguintes relacdes:

m*| S

Observagdo: uma vez que os triangulos sdo semelhantes, eles partilham entre si a igualdade dos quocientes
dos comprimentos dos lados.

Dessa forma, torna-se possivel associar a cada angulo o ou 8 de um triangulo desse tipo, qualquer um daqueles
guocientes. Assim, as funcdes Seno, Cosseno e outras fungdes trigonométricas podem ser definidas.

Seja o triangulo retangulo tal que a é o angulo definido pela hipotenusa e um dos catetos:

Feitas as suposicOes, temos as seguintes definicoes:

Defini¢do: A funcdo seno é definida como sendo o quociente entre o comprimento do cateto oposto (que
tem comprimento a) ao angulo a e o comprimento da hipotenusa (que tem comprimento c):

cateto oposto a
sengg =————=—

hipotenusa ¢

Definigcdao: A funcdo cosseno é definida como sendo o quociente entre o comprimento do cateto adjacente
(que tem comprimento b) ao angulo a, e o comprimento da hipotenusa (que tem comprimento c):

cateto adjacente b
cosa = =—

hipotenusa c

Exemplo: Determine o valor da fung¢do seno de o supondo que a tenha o valor de 0, /6, /4, /3 e /2
radianos.

Comecemos por observar que quando a tem o valor de 0 radianos o seu cateto oposto tem um comprimento
nulo. Dessa forma:

sen 0= =0.

o |lo
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Quanto ao valor da fungdo seno, quando a tem o valor de /6 radianos, consideremos o tridngulo equilatero
a seguir:

<
2

Como ja sabemos, a soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a i radianos. Assim, se em um
triangulo isdsceles, os angulos internos 8 sdo iguais a 8 = /3, logo, no triangulo da figura, a = /6. Se
utilizarmos a definicdo de Seno,

< <
2 2

Consideremos, agora, o quadrado de lado a, seguinte:
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temos assim que a =m/4 e ¢ = Va2 +a* =\2d* =av2. Logo,

T a 1 2

Sen—=—==—==—
4 a2 2 2

Finalmente, observemos que quando a =1/2, o comprimento do cateto oposto torna-se igual ao comprimento
da hipotenusa. Assim,

senm/2=1

Vamos, entdo, colocar esses resultados na seguinte tabela:

Angulo Seno
0 0

/6
1
2
/4 \/5 /
2

/3 \/‘%

/2 1

1.2.2 Relagdes entre o seno e cosseno

Asfungdes seno e cosseno relacionam-se diretamente e para entender essa relagao, consideremos novamente
a seguinte figura de triangulo retangulo:

Por definicao,

sena=a/c e cosB=bs.

Por outro lado, se a e 8 representam os angulos internos adjacentes a hipotenusa temos que:

8 =(r/2)- a,

assim,
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sen a =a/b= cos B = cos(rn/2 - a),
isto é,

sen a =cos(rn/2 —a).

Por outro lado, se na expressao anterior fizermos
6=n/2-a
entdo,

o =r/2- 6.

Isso nos permite obter a expressdo equivalente

sen(r/2- 8)= cos 8.

Essas importantes expressdes permitem-nos obter o seno ou o cosseno de um angulo a se conhecermos,
respectivamente, o cosseno ou o seno do angulom/2 - a.

Observacdo: o angulo /2 — a é chamado de dangulo complementar de o para /2.

Exemplo: Determine o valor da fun¢do cosseno de 8, para 8 igual 0, /6 ,t/4, /3 e /2 rad.
Sabemos que
O0=n/2-a, paraa=m/2,
n/6=mn/2-a, paraa=mn/3,
n/4=n/2-a, paraa=mn/4,
n/3=n/2-a, paraa=m/6,

n/2=mn/2-a, paraa=0.

Por outro lado,
sen a = cos(r/2- a).
Como base, no exemplo anterior temos:
cos 0 = cos(n/2-m/2)=sen(r/2) = 1,

cos /6 = cos(rn/2-m/3)=sen /3 = \/§ /2

Fundamentos da Matematica Elementar 1 17



cos /4= cos(rt/2-m/4)= sen(r/4)= JE /2
cos ni/3= cos(rn/2-n/6)= sen /6 =1/2
cos /2= cos(rt/2- 0)=sen 0 = 0.

Assim, podemos resumir os resultados de senos e cossenos, na seguinte tabela:

Angulo Seno COSseno
0 0 1

/6 % \/’%
/4 2 A 2 4
/3 \/EA %

/2 1 0

1.2.3 As fungOes secantes e cossecantes para angulo agudo

De acordo com as fung¢des cosseno e seno, definidas anteriormente, podemos obter outras fungdes
denominadas de secante e cossecante, que sdo definidas para angulos entre 0 e /2 rad.

Definigao: As fungdes secante e cossecante sao definidas como:

1
e cosseCc x =
COS X sen x

S€C X =

Supondo as definicdes anteriores e o seguinte triangulo retangulo

c
a
x
o 5 3
temos que:
1 ¢
sec o = =—=—
cosa Y b
1 1 ¢
cossec @ = =—=—
sena Y a

Exemplo: Determine o valor da secante e cossecante quando a assume os valores 0, /6, /4, /3 e /2 rad.

18 Fundamentos da Matematica Elementar 1



Tendo como base a tabela de valores para funcdes seno e cosseno para os angulos referidos, obtidos no
exemplo anterior, e as defini¢des das fun¢des secante e cossecante, temos que:

Angulo sen X Cossec x = 1/sen x COS X Sec x = 1/cos x

0 0 Ndo definida 1 1

/6 % 2 NE) % 23 %
Z 72/ NG 7/ ¥

/3 \/’% ) \/’% % 2

/2 1 1 0 Ndo definida

1.2.4 As fungOes tangentes e cotangentes para angulo agudo

Temos ainda outras duas funcdes, a saber, tangente e cotangente, que sdo importantes. Essas fungoes
também podem ser definidas, para angulos entre 0 e 1t/2 radianos, recorrendo as fungdes seno e cosseno.

Defini¢do: As funcdes tangente e cotangente sdo as funcdes definidas, respectivamente, como:

sena 1 cosa
g a= e cotga=——=
cos o iga sena

Supondo as defini¢Ges anteriores e o seguinte triangulo retangulo

c
a
o 3
b
temos que:
g o = sena. % a _ cateto oposto
cosa Y% b cateto adjacente
cosa % b cateto adjacente
cotg a = =—=—=

sena % a  cateto oposto

Exemplo: Determine o valor da tangente e cotangente quando a assume os valores 0, /6, /4, /3 e /2 rad.

Considerando os valores das fun¢des seno e cosseno para esses angulos e as definicdes tangente e cotangente,
temos:

Fundamentos da Matematica Elementar 1 19



Angulo sen X COSs X tg X =sen X/cos X cotg X = cos X/sen x
0 0 1 0 Ndo definida

/6 A B f% NE]
/4 2 4 2 4 1 1
/3 f% % 3 f%

/2 1 0 Ndo definida 0

1.2.5 O Circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico é um circulo de raio unitario, centrado na origem de um referencial cartesiano. Os
angulos sdo medidos entre o semi-eixo positivo dos x e um vetor apropriado que se inicia na origem do plano
cartesiano. Se a medicao for efetuada no sentido anti-horario o angulo é positivo. Caso contrario é negativo.

Adicionalmente o circulo trigonométrico permite-nos generalizar as fungdes trigonométricas anteriormente
definidas para argumentos entre 0 e /2 radianos a outros angulos.

1.2.6 As fungbes trigonométricas no circulo trigonométrico

A figura abaixo representa um circulo trigonométrico com um triangulo retangulo cuja hipotenusa constitui
um raio com inicio na origem e comprimento unitdrio.

Seja a 0 angulo medido no sentido anti-horario entre o semi-eixo positivo x e a hipotenusa do triangulo
retangulo representado, sejam também, a e b os comprimentos dos catetos do tridngulo retangulo.

b
y
c=1 =sena
o
—
b+cosa

Como a hipotenusa do tridngulo representado tem o comprimento ¢ = 1, entdo por definicio é imediato
concluir que para um angulo entre 0 e /2 rad

sen a =a/c=a/1=a

cos o =b/c=b/1= b.
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ou seja, o comprimento a e b dos catetos representados na figura anterior corresponde exatamente aos
valores das fung¢des seno e cosseno do angulo a.

Para outros angulos, as funcdes seno e coseno, sdo definidas de forma analoga, ou seja, como:

sena=a

cosa=b
em gue os comprimentos a e b sdo medidos de acordo com o sentido dos eixos correspondentes.

Ao acompanharmos a evolu¢cdao dos comprimentos dos catetos do triangulo da figura anterior, percebemos
gue a medida que o angulo a varia, podemos identificar valores tipicos dessas fun¢des e algumas interessantes
propriedades.

llustramos a seguir os graficos das fun¢des seno e cosseno no intervalo [-r, mt].

Fungéo Seno Fungéo Coseno

1 1
L / """" \\ 08 /’ \\
L e e Shat He e b S b 06
A
T O O [ \ | . / )\
O [ \| . / \
0 0
. // \\
08 74 N
T R A2TE6 2B A2 B B 0 W6 B 2 B 5 =
Funcao seno Funcgao cosseno
Com base nestas figuras, notamos que:
Angulo Seno cosseno
0 0 1
/2 1 0
T 0 -1
3n/2 -1
2 0 0

Outra caracteristica que se pode registrar observando a evolucdo dos comprimentos dos catetos é a
periodicidade da funcdo. Tanto a fungdo seno quanto a funcao cosseno tem periodo 2. Nas figuras a seguir
pode-se verificar esta propriedade.
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Fungdo Seno Fungdo Coseno

0&F

0B

0.8

i \A 2 f

0.4

0.2p

1S -0.BF

R Py b R R S g o S T R W3 23 = 4w3 Bu3  2x

Funcao seno Funcao cosseno

Tem-se, assim, para qualquer angulo a

sen o =sen (a + 2rm)

cos a =cos (a+2n).
ou de uma forma mais geral

sen a =sen (a + k2m)

cos a = cos (a + k2mn)
para todo angulo a e k niUmero inteiro.
Pode-se ainda verificar que para todo o angulo a

sena=-sen (-a)

cos o = cos (-a) .

em outras palavras, a fun¢do seno é uma func¢do impar e a fungao cosseno é uma fungao par. Nas figuras a
seguir verificamos, como base na interpretacao do circulo trigonométrico, estas propriedades.

¥y ¥ |
» seRa
o (L0) . & (L0) .
_a X = x
\ sed(—a)
' cos(—)
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Por outro lado também é possivel observarmos que

sen (m-a)=sena

sen (m+a)=-sena.

Graficamente podemos verificar estas propriedades, na figura a seguir.

y
(01)
Senoy
. (M= (Lo) R
X +a X

sen(7+ o

E também,

cos o =-cos (m—-a)=-cos (rm+a).

Graficamente, temos que:

y
cos(mr—a)| cosux
{— 1.0 - o (1‘0)
£ !
T+, X
cos(7T+ 01

Outra caracteristica leva em conta o Teorema de Pitagoras. Observando o circulo trigonométrico deduz-se a
chamada relagao fundamental da trigonometria:

1=c?=ad?+b’=sen’a+cos’a
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isto é
senfa+costa=1
para qualquer angulo a.

Bom, anteriormente falamos sobre funcGes senos e cossenos, mas agora vamos falar sobre as outras fungdoes
trigonométricas: tangente, cotangente, secante e cossecante.

Vamos comecar com a tangente e secante. Para isso consideremos o circulo trigonométrico com um triangulo
retangulo com hipotenusa igual a um. Seja a o angulo medido no sentido anti-horario entre o semi-eixo
positivo dos x e a hipotenusa do triangulo retangulo representado e b o comprimento unitario do cateto
adjacente do triangulo retangulo representado. Os comprimentos a e b dos catetos sdo medidos de acordo
com os sentidos dos correspondentes eixos.

! a=1tga

IS

o
Il
—_

Como o cateto adjacente ao angulo a é unitario e atendendo a definicdo de Tangente e Secante para angulos
entre 0 e 1/2 obtemos que:

tga=a/l=a

seca=c/l=c.

ou seja, o comprimento do cateto oposto e da hipotenusa do tridngulo representado na figura anterior
correspondem aos valores da tangente e da secante do angulo a, respectivamente.

Para outros angulos as funcdes Tangente e Secante sdo definidas da seguinte forma:

tga=a/b

seca=c/b

em que os comprimentos a e b sdo medidos de acordo com o sentido dos eixos.

Os graficos das fungdes Tangente e Secante, no intervalo [-T, 1], estdo ilustrados na figura a seguir.
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Fungao Tangente Fungédo Secante

T T T —T b I — T ! —
B i A | —
Lo L ] Ve
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N Fw Ta R a8 b 0 a6 a8 2 T8 Bd = A L L

Funcao Tangente Fungdo Secante

Com base nestas figuras, podemos deduzir os seguintes valores das funcdes Tangente e Secante para alguns
angulos de interesse:

Angulo tangente Secante
0 0 1
/2 Nao definida Ndo definida
s 0 -1
3n/2 Nao definida Ndo definida
2n 0 1

E possivel notar que:

tg a =a/b=(-a)/(-b)=tg (a + m),

ou seja, a fungdo tangente é periddica com periodo 7, ou seja,

tg a =tg (o + k)

para todo angulo a e k nimero inteiro. Na figura a seguir podemos verificar a periodicidade desta funcao.

Fungao Tangente
1 T T
0.8 5
06 B
04 B
0.2 -
0.2 H
0.4 -
0.6F -
0.8 b
El 23 -5;!3 4;.'3 -;1 -2;!3 -n'ra o ::‘3 2:‘13 :x 4:!3 Sn‘B 2n

Funcdo Tangente
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Ja para a funcdo Secante temos que:
sec a =¢/b=(-c)/(-b)= - sec (m+a) = - (- sec (m + (m + a)))

sec a =sec (2t + a),

0 que mostra que a funcdo secante também é periddica de periodo 2r. Isto é, sec a = sec (a + 2krt) para todo
angulo o e k numero inteiro. Esta propriedade é ilustrada na figura a seguir:

Fungdo Secante

4 T T T T T T

| } \ j

i A\ ]

1 _/ : 2x \\../ i

Ak

2t

ak

4 = -5;!3 4;!3 :l -2::!3 -;J'S x;'a 2::!3 :‘: 4;.?3 51(‘!3 2

Funcdo Secante

Em relacdo a estas duas func¢des, temos que

tga=-tg (-a)

sec o = sec (-a),

0 que mostra que a funcdo tangente é uma funcdo impar e a funcdo secante uma funcdo par. Veja a figura a
seguir.

¥ | secx 3
(Y [
tgor
(L0 *
—a X
) tg(-a)
sec(—a)
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Também, percebemos que

tga=-tg(n-a)

sec a =c¢/b =-c/-b=-sec (m-a)=-sec(m+a).

tg(r —a) < -

o) *

te(7r + )

Utilizando o Teorema de Pitagoras, observando no circulo trigonométrico, deduzimos que:

c’=sec’a=a’+b’=tg?a+1,

isto é
seca=tg’a+1,
para qualquer o angulo a.

Até agora ja estudamos as func¢des seno, cosseno, tangente e secante. Falta ainda, considerar as fungdes
cotangente e cossecante. Para isto, consideremos a figura a seguir que representa um circulo trigonométrico
com um tridangulo retangulo. Seja o 0 angulo medido no sentido positivo entre o eixo positivo x e a hipotenusa
do triangulo retangulo representado e a o comprimento unitario do cateto oposto do triangulo retangulo.

y

C=Cscixr

Como o cateto oposto ao angulo a é igual 1, atendendo a definicdo de cotangente e cossecante para angulos
entre 0 e 1/2, temos que:
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cotga=b/1=b

csca=c/1=c.

Estes resultados significam que os comprimentos do cateto adjacente e da hipotenusa do triangulo
representado na figura anterior correspondem aos valores da cotangente e da cossecante do angulo «a, para
angulos entre 0 e 1/2, respectivamente.

Para outros angulos as fung¢des cotangente e cossecante sao definidas da seguinte forma:

cotg a =b/a

csc o =c/a

Uma ilustracdo grafica € mostrada em seguida com os graficos das fungdes cotangente e cossecante no
intervalo [-m, m].

Fungde Cotangante Fungio Cosecants

i HE ;
e e T e e

Fung¢do Cotangente Func;ﬁo Cossecante

Com a atencdo voltada para os comprimentos a e b dos catetos, podemos obter os valores das funcdes
cotangente e cossecante para alguns angulos de interesse:

Angulo cotangente cossecante
0 Ndo definida Ndo definida
/2 0 1
T Nao definida Nao definida
3n/2 0 -1
2r Ndo definida Ndo definida
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Pode-se observar também que:
cotg a = b/a = (-b)/(-a) = cotg (a + 1),
isto é, a funcdo cotangente é periddica com periodo 7, ou seja

cotg a = cotg (o + ki)

para todo angulo a e k nimero inteiro. Esta propriedade esta representada na figura a seguir.

Fungdo Cotangente

B BB x B B 2

Funcdo Cotangente

Seguindo o mesmo raciocinio, temos também que:
csca=c/a=(-c)/(-a)=-csc(m+a)=-(-csc(m+(n+a))
csca =csc (2 + ),
0 que mostra que a fung¢do cossecante é periddica com periodo 2. Ou seja:
csc a = csc (o + 2km)

para todo angulo a, e k € um nUumero inteiro. Para isto, veja a figura a seguir:

Fungio Cosecante

2x

‘-t}‘x 4;!3 -4:(!3 :n -2;}3 -xl.l‘3 [] n;a 21:1‘3 ;s -:':.rs 5;}3 2n

Funcao Cossecante
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Por outro lado

cotg a = - cotg (-a)

csc o =-csc (-a),

0 que mostra que a funcao cotangente e a fungdo cossecante sdo fungdes impares. Esta propriedade pode
ser observada na figura abaixo.

=

cotger

A

CsCoo \

csc(—ap) v/ 1

ﬁ_}
cotg(—ax)

Usando essa propriedade temos que:

cotg a = - cotg (m - a)

csca=c/a=(-c)/(-a)=-csc(n+a)=csc(n-a)

Y y
cotg(r —a)| cotgar csclT — )

C5Car

Utilizando o Teorema de Pitagoras no circulo trigonométrico, obtemos que:

c=csc?a=a’+b*>=1+cotg’ q,
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isto é
2 - 2
csc’ a =cotg® o + 1,

para qualquer angulo a.

1.2.7 FungOes trigonométricas para angulos arbitrarios

Vimosanteriormente que asfungdestrigonométricas basicas sdo periddicas de periodo 2rmem. Adicionalmente,
se uma funcdo é periddica de periodo i entdo, essa funcdao também é periddica com periodo 2. Logo,
podemos concluir que todas as fungdes trigonométricas basicas tém periodo 2. Assim, poderemos calcular
o valor dessas fung¢des para um angulo arbitrario se soubermos os valores das funcdes trigonométricas para
angulos nointervalo [0, 2t [ (ou [0, 360°] ), bastando para tal reduzir o angulo dado a um valor no intervalo
[0, 21t [ (ou [0, 360°] ).

Tal reducdo é feita calculando-se o resto da divisdo inteira do angulo dado por 2 ou 360°. O dngulo obtido
(resto da divisdo) diz-se congruente com o dngulo dado mod 2rt, ou mod360° .

Exemplo: Reduza ao intervalo [0, 3°60°] o angulo de -1080°.

Ao dividir -1080° por 360° temos um resultado igual a -3 e o resto da divisdo é 0° o que mostra que -1080°
é congruente com 0° (mod 360°).

Exemplo: Reduza ao intervalo [0, 2rt] o angulo 25m /4 rad.

Ora, ao dividir 251t /4 por 2m temos um resultado igual a 3 e o resto da divisdo é 1 /4, o que mostra que 251
/4 é congruente com 1t /4 (mod 2nm).

Exemplo: Calcule cos (-1080°).
Sabemos que -1080° é congruente com 0° (mod 360). Entdo cos (-1080°) = cos 0° = 1.

Dado um circulo trigonométrico, podemos dividir o circulo em partes que sdo chamadas quadrantes, como
mostrado na figura a seguir.
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Em certas situagOes é necessario reduzir um angulo de uma fungdo trigonométrica ao 1° quadrante. Para
isso, e recorrendo as propriedades das fungdes trigonométricas é possivel relacionar os valores que as
funcbes trigonométricas assumem no intervalo [0, 2rt[ (ou [0, 360°]) com valores no intervalo [0, /2] (ou
[0, 909). Tal procedimento designa-se por reducdo de uma dada funcdo trigonométrica ao 1° quadrante (do
circulo trigonométrico). Esse procedimento pode ser conveniente, uma vez que conhecemos os valores das
diferentes func¢des trigonométricas para diferentes angulos no 1° quadrante.

Exemplo: Reduza ao 1° quadrante cos (180° - 359).

Tomemos cos (180° - 35°) = - cos (35°). Note que 35° pertence ao 1° quadrante.

Exemplo: Calcule sem (29m /4)
Sabemos que dividindo 29 /4 por 2t é igual a 3 com resto (51/4) = (n+ 1t/4). Entdo,

sen(29rmt /4) = sen(5mt /4) = sen(nt + it /4) = -sen(n /4) = - \/5/2

1.3 Identidades Fundamentais

Na trigonometria existem algumas identidades que nos ajudam na solucao de muitos problemas. Algumas
delas ja foram vistas na sec¢do anterior, a saber:

a) sena+cos’a =1
b) secca=tg’a+1
c) csca=cotg’?a+1

A seguir, aprenderemos sobre identidades trigonométricas que nos auxiliaram no calculo de funcdes da
soma e da subtracdo de angulos quaisquer.

1.3.1 Seno da soma
Uma importante férmula da trigonometria é a que estabelece o seguinte resultado, conhecido sugestivamente
por “o seno da soma”:

sen (a + B8) = sen a cos 8 + sen B cos a.

Observando esta formula vemos que ela relaciona o seno de uma soma de angulos com o seno e o cosseno
de cada uma das parcelas. Para nos convencermos que este resultado é verdadeiro consideremos a figura
abaixo:

32 Fundamentos da Matematica Elementar 1



Tridngulo C

Tridngulo B

cosysenff =
cos & senff

sen(a+f)

sena cos f§

Trangulo A

Esta figura representa trés triangulos: o triangulo A, o tridngulo B e o triangulo C, sendo que a hipotenusa
do tridngulo B tem comprimento unitdrio. Naturalmente, nessas circunstancias, o comprimento do cateto
oposto ao angulo o + 8, representado a traco interrompido, serd sen (a + 8). Mas, este valor é igual a soma
do comprimento do cateto oposto ao angulo a (que é sen a cos 8) com o comprimento do cateto adjacente
ao angulo y (que é cos y sen 8), isto é:

sen (a + B8) = sen a cos B + cos y sen B.

Comoa=y,jaquep+O=nmcome=mn/2-aed=mn/2+y, que resulta em

n/2-a+n/2+y=nt>a=y,

a formula procurada fica em

sen (a + B8) = sen a cos B + cos a sen 6.

Exemplo: Mostre que sen (a — 8) = sen o cos 8 — cos a sen 8.

A partir da formula do seno da soma e, notando que o seno é uma funcdo impar e o cosseno uma fungdo
par, temos que:

sen (a - 8) =sen (a + (-8)) = sen a cos (-8) + cos o sen (-6)

sen (o — B8)=sen o cos 8 — cos a sen 6.

Observagao: Esta expressao é conhecida como formula do seno da subtracao
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1.3.2 Cosseno da soma

Outra férmula importante da trigonometria é a que estabelece um resultado conhecido sugestivamente por
“o cosseno da soma”:

cos (a + 8) = cos a cos B - sen o sen 8.

Como se pode observar esta férmula relaciona o cosseno de uma soma de angulos com o seno e o cosseno de
cada uma das parcelas. Para nos convencermos de que este resultado é verdadeiro consideremos a seguinte
figura:

Tridngulo B

Tridngulo C
..--""-.-.

Tna A
“ P ningnlo
cos(a+ ) senysenfi=
send senf?
- ——
a
cos crcos

Esta figura representa trés triangulos: o tridngulo A, o tridngulo B e o tridngulo C, tendo a hipotenusa do
triangulo B um comprimento unitario. Naturalmente, nestas circunstancias, o comprimento do cateto
adjacente ao angulo a + 8, serd cos(a + 8). Mas, a soma deste valor com o comprimento do cateto oposto ao
angulo y (que é sen y sen B) é o valor cos o cos 8, isto é:

cos (o +8) +seny sen B =cos a cos 6.

Deduzimos, entdo, que:

cos (a + 8) = cos a cos 8 - sen y sen 6.

Comoa=y,jaquep+=mcome=mn/2-aed=mn/2+y, que resulta em

/2-a+n/2+y=nn>a=y,

a expressao, entdo, fica

cos (a + 8) = cos a cos B - sen o sen 8.

Exemplo: Mostre que cos (a - 8) = cos a cos 8 + sen o sen 6.
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Com base na férmula do cosseno da soma e notando que o seno é uma fung¢do impar e o cosseno uma
funcao par, deduzimos que:

cos (a— B) = cos (o + (-B)) = cos a cos (-B) — sen a sen (-B)

cos (o - B) =cos a cos B + sen a sen .

Observagao: Esta expressao é conhecida como formula do cosseno da subtracao

1.4 Equagoes trigonométricas

Em diversas circunstancias pode ser util resolver equacbes provenientes de funcdes trigonométricas. Na
sequéncia estudaremos algumas técnicas destinadas a resolucdo deste tipo de equacao.

1.4.1 Equacao do tipo sen x =sen a

Vamos supor que pretendemos determinar os valores de x que satisfazem a equagdo sen x = sen a, para certo
angulo a conhecido. Tendo em conta as propriedades da fungdo seno sabemos que:

sen x =sen a
se

X =a + 2k, com k inteiro,

ja que a fungdo seno é periddica de periodo fundamental 2mt. Por outro lado, se:
sen x =sen a,
também

senx=sen (- a),

novamente, devido a periodicidade da funcdo seno

X =1 - o + 2k, com k inteiro.

Assim, os valores x que satisfazem a equacao
senx=sen a
serao

X=a+2nt Vv x=m-a+2mm, comne m inteiros,
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em que Vv, significa a insercao das duas solugGes.

Na figura abaixo estdo ilustradas as solucdes indicadas.

Fungdo Seno

o £ I\ -
TARA ALY
i / \1 1 f“.ﬁt, ]
J )

T |

/
AEEELE I

e Sx/3 Axf3 = 23 a3 o a2 2/ = Anfd Enl3  2n

Exemplo: Resolva a equagdo sen x = sen /4.
Como vimos acima, a solucdo desta equacdo serd
X=1/4 +2nm v X =n—n/4 +2mrm, com n e m inteiros <>

X=1/4 +2nrt v x = 3n/4 + 2mm, com n e m inteiros.

Exemplo : Resolva a equacdo sen x = 0.

Como, sen x =0 <> sen x = sen 0° pois sen 0 = 0.

Entdo, tendo em conta a solucdo conhecida para a equacdo anterior
x=0+2nt v x=mn-0+2mi, com n e m inteiros <>

X=2nm v X =7+ 2mm, com n e m inteiros <>

x = krit, com k inteiro.

1.4.2 Outras equagoes

Consideremos agora o problema de determinar os valores de x que satisfazem a equacao:
cos X = cos a

para um certo angulo a conhecido. Levando em conta as propriedades da fun¢do cosseno sabemos que,
CoS X = cos a

se
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X = a + 2k, com k inteiro,
ja que a fungdo cosseno é periddica de periodo fundamental 2mt. Por outro lado, se
COS X = COS Q,
também

cos x = cos (-a),

de onde se deduz, novamente a periodicidade da funcdo cosseno, que

X = —o + 2k, com k inteiro.

Assim, os valores x que satisfazem a equacgao

cosx=cosa

serao

X=a+2nm Vv X=-a+2mm, comn e m inteiros.

Notando que sec x = 1/cos x e cscx = 1/sen x, o leitor podera verificar facilmente que as solugdes das equacdes
do tipo

secx=seca

CSCX =Ccsc a
sdo respectivamente

X=a+2nm Vv X=-a+2mim, comn e m inteiros.

X=a+2nt Vv x=m-a+2mm, comne m inteiros.

Quanto as equacdes do tipo
tgx=tga
ou

cotg x = cotg a
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as solucdes serdo
X = o + ki, com k inteiro

o que atende a periodicidade it destas ultimas funcdes.

Exemplo: Resolva a equacgdo cos x = cos i/3.
Como vimos, a solucdo desta equacdo serd

X =1/3+ 2nm v x = -1i/3+ 2mrm, com n e m inteiros.

Exemplo: Resolva a equagdo cos x = sen /3.
Comecemos por observar que

sen /3 = cos(r/2 — /3) = cos /6.

Entdo, resolver a equacdo em questdo é equivalente a resolver a equacao
cos x = cos /6
cuja solucdo sera

x =m/6+2nmt v x = -1/6 + 2mm, com n e m inteiros.
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Capitulo 2

Numeros
Complexos

2.1 Introdugdo

Vamos iniciar este capitulo pensando um pouco sobre os outros tipos de nimeros. Temos 0s numeros
Naturais, nUmeros Inteiros, nUmeros Racionais, numeros Irracionais e niumeros Reais.

O surgimento dos numeros Naturais estd relacionado a necessidade do homem de relacionar objetos a
quantidades. Os elementos que pertencem a esse conjunto sdo:

N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, ...}
O zero surgiu posteriormente, com a finalidade de expressar algo nulo no preenchimento posicional.

A proposta dos numeros naturais era simplesmente a contagem. No comércio sua utilizagdo esbarrava
nas situacdes em que era preciso expressar prejuizos. Assim, com o intuito de resolver tal situagdo, os
matematicos da época, criaram o conjunto dos numeros inteiros, simbolizado por:

z={.,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}

Agora com este conjunto os lucros e/ou prejuizos comerciais podiam ser calculados. Por exemplo:
30 - 35 =-5 (prejuizo)

—87 + 107 = 20 (lucro)

—1030 + 1010 = — 20 (prejuizo)

Com o avango dos calculos, o conjunto dos niumeros inteiros ndo satisfazia mais algumas operagdes. Assim,
foi necessario estipular outro conjunto de numeros, que foi denominado conjunto dos nimeros racionais.
Para estipular esse conjunto foi necessario unir o conjunto dos nimeros naturais com o conjunto dos
numeros inteiros mais os numeros que podem ser escritos em forma de fracdo ou em forma de niumeros
decimais.

Q={..;-6;..;,-3,2;...;-1;...;0; ...; 3,92; ...; 5; ...}

Em algumas situacdes os numeros decimais ndo podem ser representados na forma de fracdo. Assim,
esses numeros ndao pertencem ao conjunto dos racionais, eles fazem parte do conjunto dos numeros
irracionais. Nesse conjunto existem alguns numeros de extrema importancia para a Matematica, como,
por exemplo, o nUmero pi (aproximadamente 3,14).

A unido dos conjuntos dos niumeros Naturais, o conjunto dos Inteiros, o conjunto dos Racionais e o conjunto
dos Irracionais forma o conjunto dos nimeros Reais.

O conjunto dos numeros Reais foi criado ao longo de todo o processo de evolucdo da Matematica,
atendendo a sociedade em suas necessidades. Uma dessas necessidades é originaria da necessidade da
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resolucdo de uma equacdo do 2° grau. Como ilustracdo resolveremos a seguinte equacdo 2x2 + 2x + 6 = 0,
aplicando a formula de Bhaskara:

N

X
2a
e 2427 —4x1x5
2x1
‘e —2+4/-16
2

Percebemos que, ao desenvolver a formula de Bhdskara, nos deparamos com a raiz quadrada de um nimero
negativo, o que torna impossivel a resolucdo dessa raiz quadrada dentro do conjunto dos Reais, pois ndo ha
um numero negativo que elevado ao quadrado fornega como resultado um nimero negativo. A resolugao
desse problema sé foi resolvida com a criacdo dos numeros complexos. O conjunto dos nimeros Complexos
é representado pela letra C e a forma de representacao mais conhecida com o nimero da letra i (denominado
unidade imaginaria), sendo designada nesse conjunto a seguinte fundamentacgdo: i = -1.

Alguns estudos sobre esses numeros levaram os matematicos ao calculo das raizes quadradas de nimeros
negativos, pelo fato de utilizar o termo i2 = -1, que também é conhecido como nimero imaginario. Observe
o procedimento:

V=16 ==1x16 ==1x4* =1 x 4

Temos:
J-1=i
Ja =4
Assim,

J-16 = 4i

Logo, o conjunto dos numeros Complexos é o maior conjunto numérico existente.
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em que: N: é o conjunto dos numeros Naturais; Z: é o conjunto dos nimeros Inteiros; Q: € o conjunto dos
numeros Racionais; I: é o conjunto dos numeros Irracionais; R: é o conjunto dos numeros Reais; e C: é 0
conjunto dos niumeros Complexos.

2.2 Suas representacoes algébricas e geométricas

Os numeros complexos podem ser representados tanto algebricamente como geometricamente. A seguir,
vamos ver como sao feitas essas representagdes.

2.2.1 Representagdes algébricas

Os numeros complexos sdo formados por um par ordenado (a, b) onde os valores de a estdo situados no eixo
X (abscissa), que é denominado de eixo real, e os valores de b no eixo y (ordenadas), que é denominado de
eixo imaginario. Sobre o eixo x marcamos os pontos relacionados a parte real do nimero complexo e sobre
0 eixo y os pontos relacionados a parte imaginaria.

5 4
0 a x

Sejam (a, b) as coordenadas do ponto de P, que refere-se a um nimero complexo. A forma algébrica pela qual
iremos representar um numero complexo sera a + bi, de modo que a e b € R. O plano no qual representamos
os complexos é chamado plano de Argand-Gauss.

A grande vantagem da forma de representacao algébrica de um nimero complexo é praticidade e a facilidade
de calculos.

Chamamos de unidade imaginaria e indicamos por i o ponto (0,1) e sua propriedade basica é i*=- 1.

Assim temos que:

=1 =i 2=(1).=1
i'=i P=it.i=1.i=i
P=- P=it.2=1.(-1)=-1
P=.i=-1.i=- 7= P=1(-)=-i

Observe que as quatro poténcias de i na coluna da esquerda se repetem nos quatro casos seguintes na
coluna da direita (1, i, -1, -i). Esse ciclo se repete indefinidamente.

Mas, geralmente, para todo n € N, temos que:

i"=1 il = i =1 i = i
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A seguir definiremos as partes que formam um numero complexo z = g + bi. Chamaremos z um numero
complexo qualquer; a é a parte real do nimero complexo z, representado por Re (z); b é a parte imagindria
do numero complexo z, representado por Im (z).

Abaixo apresentamos alguns exemplos de como identificar a parte real e a parte imaginaria de um numero
complexo:

z=-4+2i
Re(z) =4
Im(z) =2
z=-15+1j
Re(z) = -15
Im(z) =1

z=1/2+(1/3)i
Re(z) =1/2
Im(z) =1/3

Assim, os valores (coordenadas) a e b podem assumir qualquer valor do conjunto dos numeros reais e,
dependendo do valor que as coordenadas assumirem, o nimero complexo receberd um nome diferente:

Quando a e b forem diferentes de zero dizemos que o nimero complexo é imaginario. Por exemplo: z=7 +
10i

Quando o valor de a é igual a zero e o valor de b é diferente de zero dizemos que o nimero complexo é
imaginario puro, por exemplo: z=0 + 10i = 10i

Quando a for diferente de zero e b igual a zero dizemos que o nimero complexo sera real, por exemplo: z =
7-0i=7

Na sequéncia, apresentaremos outros exemplos:

Exemplo: Determine o valor de k para que z =(k-6) + (7k)i, seja um:

a) Numero Real

Para que o complexo seja um numero real devemos fazerb=0ea # 0.
k—-620e7k=0

entao:

kz6ek=0

b) Imaginario puro

Para que um numero complexo seja imaginario puroa=0e b # 0, entdo podemos dizer que:

k—6=0e7k#0
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entdo:

k=6ekz0

2.2.2 Representagdes trigonométricas

Seja um ponto P no plano cartesiano associado ao numero complexo z = a + bi. A parte real pode ser
representada por um ponto no eixo real (eixo x), e no eixo vertical (eixo y). Representamos por um ponto, a
parte imaginaria.

Observe a seguir, representacdo geométrica dos nimeros complexos:

Com base na representacao geométrica, podemos calcular a distancia entre os pontos O e P, que chamaremos
de o, (letra grega: r6). Ao aplicarmos o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo, temos que:

pi=a’+b> > p=+a’+b’

O médulo de z é representado pela grandeza 0, mas também pode ser representado por [z/ (/z/=p).

A angulo @ (0 < @ < 2n), formado pelo eixo real e a reta do segmento OP, é chamado de argumento de z (z
# 0), sendo indicado por Arg(z). Com base nestas definicdes podem-se estabelecer as seguintes relagées na
interpretacdo geométrica dos complexos:

0= Arg(z)
cos(d) = a
Jo,
sen(f) = b
Yo,
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Exemplo: Calcule

i) Modulo

a=1leb=2

isso implica que:

(o)

modulo e o argumento do numero complexo z = 1 + 2i

poa b —ETT

p=A5

0 =Arg(z)
cos(f) = % = g
sen(0) = % = g

0=

Z
4

O gréfico que representa o nUmero complexoz =1+ 2 é:

]

44
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Sabemos que um nimero complexo possuiforma geométricaigual az=a+bi, em que arecebe a denominagao
de parte real e b parte imaginaria de z. Por exemplo, para o nimero complexo z=3 + 5i,temosa=3eb=5

ou Re(z) =3 e Im(z) = 5. Os numeros complexos também possuem uma forma trigonométrica ou polar, que
sera demonstrada com base no argumento de z (para z # 0).

Anteriormente vimos a representa¢do geométrica de um numero complexo. Considere, o nUmero complexo
z=a+bi,em que z # 0, e consequentemente que:

cos(d) =2 sen(9)=2
p p

Assim essas relagdes podem ser escritas da seguinte forma:

a= pcos(f)

b= psen(0)

Substituindo esses valoresde ae b em z=a + bi.

z=pcos(9)+ psen(@)i > z=p(cos((9)+isen(67))

Essa é forma trigonométrica de um nimero complexo e tem grande utilidade em alguns calculos.

Exemplo: Represente o nimero complexo z = 1 +i na forma trigonométrica.

Resolucao:

Temosquea=1eb-=1

p=1I+1
=2
cos(@)zizﬁ
2 2
sen(@)zizﬂ
V22

portanto, @ = 45°
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Assim, a representacao trigonométrica do complexoz=1+i é:

z2=+[2 (cos(45°) +i sen(45°))

Exemplo: Represente trigonometricamente o complexo z = —4/3 +i.
Resolucao:
Temosquea=—3 eb=1

p=A(=3)+1°
p=~4=2
-3

cos(f) =——
2
1
sen(0)=—
2
portanto, @ =150°
Assim, a representacdo trigonométrica do complexo z = —+/3 +i é:

z =2 (cos(150°) +i sen(150°) )

2.3 Operagoes envolvendo nimeros complexos

Os nimeros complexos sdo escritos na sua forma algébrica a + bi. Sabemos que a e b sdo niumeros reais e que
o valor de a é a parte real do nimero complexo e que o valor de bi é a parte imaginaria do nimero complexo.

Com esses numeros podemos efetuar as operagdes de adicao, subtragdo, multiplicagao e divisao, obedecendo
a ordem e caracteristicas da parte real e parte imaginaria.

2.3.1 Oposto
No conjunto dos nimeros reais o seu oposto é o seu simétrico: o oposto de 10 é -10; o oposto de -5 é +5. No
caso dos numeros complexos, essa mesma regra deve ser respeitada. Assim, o oposto do nimero complexo

zserd—z.

Exemplo: Dado o nimero complexo z = 10 — 2i, o seu oposto sera: -z =- 10 + 2i.
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2.3.2 Conjugado

Quando representamos o numero complexo pelo oposto da parte imaginaria, determinarmos o conjugado
de um numero complexo. Assim, o conjugadode z=a + biserd z =a - bi

Exemplo:
z=7—7i, 0seu conjugado sera: Z =7+7i

z=—-—3-17i, o seu conjugado sera: ; =3+17i

2.3.3 Igualdade

Dois numeros complexos serdo iguais se, e somente se, respeitarem a seguinte condicao:

1) Partes imagindrias iguais

2) Partes reais iguais

De uma forma geral, dados os numeros complexos, quaisquer,z, =a +biez,=d +ei, z, e z,, eles serdo iguais
se, somente se, a =d e bi = ej.

Observagoes:

1) A soma de numeros complexos opostos serd sempre igual a zero: z + (-z) = 0.

2) O conjugado do conjugado de um ndimero complexo sera o préoprio nimero complexo: z =z

3) Ndo é possivel estabelecer a relacdo de ordem no conjunto dos nimeros complexos, e assim ndo podemos
dizer qual nimero é maior.

Exemplo: Dado o nimero complexo z = - 2 + 6i, calcule o seu oposto, o seu conjugado e o oposto do conjugado.
Oposto:-z=2-6i

Conjugado: ;= -2-6i _
Oposto do conjugado : -z = 2+6i

Exemplo: Determine a e b de modo que -2 +9; =q + bi .

Precisamos estabelecer a propriedade da relagdo de igualdade entre eles. Temos ainda que: g + bi = a — bi
Entdo:
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2.3.4 Adigao

Dados dois numeros complexos quaisquer z, = a + bi e z, = ¢ + di, ao adicionarmos teremos:

z,+z,=(a+bi)+(c+di)=a+bi+tc+di=a+c+bi+di=(a+c)+(b+d)i

Portanto, z1 + z2 = (a + c) + (b + d)i.

Exemplo: Dados dois numeros complexos z, = 6 + 5i e z, = 2 — i, calcule a sua soma:

(6+5i)+(2-i)=6+5i+2—-i=6+2+5i—i =8+ (5-1)i=8+4i

Portanto, z, +z,=8 + 4i.

2.3.5 Subtragao

Dados dois numeros complexos quaisquer z, = a + bi e z, = ¢ + di, ao subtrairmos teremos:

z,-z,=(a+bi)-(c+di)=a+bi—c—di=a—c+bi—di=(a—c)+(b-d)i

Portanto, z, -z, = (a - c) + (b - d)i.

Exemplo: Dados dois numeros complexos z, =4 + 5i e z, = -1 + 3i, calcule a sua subtragdo:

(4+5i)—(-1+3i))=4+5i+1-3i=4+1+5i—-3i=5+(5-3)i=5+2i

Portanto, z, -z,=5+ 2i.

2.3.6 Multiplicacao

Dados dois numeros complexos quaisquer z, = a + bi e z, = ¢ + di, ao multiplicarmos teremos:

z1.22 =(a +bi). (c+di)=ac+adi+ bci +bdi2 =ac + adi + bci + bd (-1)

=ac+adi+ bci—bd =ac - bd + adi + bci = (ac - bd) + (ad + bc)i

Portanto, z, . z, = (ac + bd) + (ad + bc)i.

Exemplo: Dados dois nimeros complexos z, =5 +i e z, = 2 - i, calcule a sua multiplicagdo:
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(5+1i).((2-1i)=5.2-5+2i—-i#=10-5+2i+1=10+ 1 -5+ 2i =11 - 3i
Portanto, z,.2,= 11-3i.

2.3.7 Divisao

Ao dividirmos dois nimeros complexos devemos escrevé-los em forma de fragdo e multiplicarmos o
numerador e o denominador pelo conjugado do denominador. Veja como:

Dados dois numeros complexos z, e z,, para efetuarmos a divisdo dos dois devemos seguir a seguinte regra:

A4 5

Z, 2z, z

Exemplo: Dados dois nimeros complexos z, = 3 + 2i e z, = 4i, calcule a divisdo de z, por z,

z,  3+2i 342 (—4) -12i-8° -12i+8 8 12i 1 3i

z, 4 4i (-4i)  -16i 16 16 16 2 4

Portanto,

Exemplo: Dados dois nimeros complexos z, = 1 +i e z, = 1+2i, calcule a divisdo de z, por z,

zp d4i 1+i (1-20) 1-2i+i-2i" 1-i+2 3-i

z, 1420 142 (1-2)  1-4*  1+4 5

Portanto,

De uma forma geral podemos demonstrar a divisdo de dois nimeros complexos por:
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Dado z, =a + bie z,=c + di a divisdo de z, por z,sera:

zy _a+bi (c—di) _ ac — adi + cbi — bdi’

zZ, c+di'(c—di)_ ct—d*i’
z, _ac+bd+cbi—adi _ac+bd+(cb—ad)i
z, c+d? c+d?

2.4 Potenciagao e radiciagdo de nimeros complexos

2.4.1 Potenciacao

Em muitas situacdes é necessario calcular a poténcia de um numero complexo. Para tal, é aconselhavel
escrevé-lo na forma trigonométrica.

Sendo assim, consideremos o numero complexo nao nulo:

z =a+bi=p(cos(¢9) +isen(@))

e o numero n € N. Dessa forma, escrevemos:
2"=222.2

ou
z =p-p-p---p(€05(t9) +isen(@)).(cos(B) +isen(@))....(cos(@) +isen(B).
Dai, pelas propriedades trigonométricas, temos que:
2= p'lcos(0+6+0+.+0) + i*sen(@+0+0+..+0)],
e concluimos que:
Z'=p" [cos(n@) + i*sen(n@)]
Essa igualdade é chamada 12 Formula de Moivre.

Em situagdes que envolvem (a + bi)", essa expressao é muito importante. Caso ndo existisse, deveriamos usar
o bindbmio de Newton, o que acarretaria em cdlculos trabalhosos.

Observagdo: para utilizar a formula de Moivre para calcular a poténcia de um numero
complexo, deve-se escrever 0 numero complexo na sua forma  trigonométrica.

Exemplo: Dado o complexo z =— 2 — 2i, calcule z%°.

Temosquea=-2eb=-2
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cos(0) = =2 —Q
w2 2
sen(0) = =2 _ —Q
22 2
portanto,
0 =225= 7
4

Assim, representagdo trigonométrica do complexoz=-2-2j é:
z =2\/§ (cos(STfr) +i sen(%”))
Logo,
410 = (2\/5)10 [cos(10.57”) + i*sen(10.5Tﬂ)]
710=21025 [cos(20z ) + i*sen(30z )]
Z0=215 [cos(%Tﬂ) + i*sen(zSTﬂ)]
21%=2% [cos(12 7 + £) +i*sen(12 77 + Z)]
70=015 [cos(z) +i*sen(z)]
719=2 15 [0 + j*1]

710 =j* 15

Exemplo: Dado o numero complexo z = -1 —4/3i, determine z%°.

Temosquea=-1eb=-y/3

p=y(=1? +(—B)
p=~4=2

1
cos(f) = 3
sen(0) = —?

portanto,
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9:240":4—7T

Assim, a representacdo trigonométrica do complexo z = -1 —f3i é:
z=2 (cos(4z) +i sen(4z))

Logo,

7% =2% [cos(15. 4Trr) +i*sen(15. 47”)]

215=21025 [cos(6OTﬂ) + i*sen(@Tﬂ)]

215 =21 [cos(20) + i*sen(207)]

7 =215 [cos(y) + i*sen(o)]

75 =212 [1 +j*0]

715 =015

2.4.2 Radiciagao

Dado um niimero complexo z, chama-se raiz enésima, e denota-se por #/; , um nimero complexo z, tal que

n— 5.
Zk =2

(/7=Zk(—>Z=ZZ

Assim, imediatamente surge uma duvida: “quantas sdo as raizes enésimas de z e como determind-las?”. Para
responder a esta pergunta, suponha um nimero complexo:

z=p(cos(9) +isen(@))
e um numero natural n (n22), e entdo queremos determinar todos os complexos z, tal que ¢/; =z,.
Sendo z,, um numero complexo, ele pode ser escrito da seguinte forma:
z, =r ( cos(w) + i sen(y)).
Assim, precisamos determinar o valor de r e w.
Assim, utilizando a 12 Formula de Moivre temos que:
2" =z=r"(cos(nw) +isen(nw)) = p( cos(0) +isen(0))

Desse modo, é necessario que:

r'=p—or= Q/;
cos(nw) = cos(#) 0 2krx
>mw=0+2kr >w=—+—
sen(nw) =sen(6) n o n
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Dessa forma,
z, =r(cos(w) +isen(w))

=4p (cos(—+—)+lsen(g+2kT7[))

gue é chamada 22 férmula de Moivre.

Observacgdo: Para se obter todos os z,, basta fazer k = 0, 1, 2, 3, ..., n-1, pois o n valores de w sdo ndo
congruentes por estarem todos no intervalo [0,2r]

Exemplo: Calcular a raiz quadrada de z =-1.

Temos que: 2 =1 ¢ O=r
Assim,
7T =Vicos(Z + 27 4 i sen(Z 1+ 2E7)
2 2 2 2
- (cos(% k) + isen(% + k)
Assim,

= (cos(%) +i sen(%)) =i

z, = (cos(% )+ isen(% 7)) =i

Exemplo: Calcular as raizes quartas de z = -8 + S\Bi.

Temos que: P =16 ¢ 9:2_7T
3

Assim,

Iw\u

e

2km 2z 2kn
+isen| +——1)
4 4 4
km) . n kr
+— |+isen| —+—)
2 6 2

z, =2(cos (%) +isen (%j) =3 +i

NS

Z, = 2(003(

Assim,
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3 3

4 =2(cos(2ﬂj+isen(2ﬁ>:—1+i\/§

~J
-

Z, :2(cos(%j+isen(% =—3-1i
T

Z, = 2(c0s( )+isen[5?j) =1-i3

w|g
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Capitulo 3

Equacgoes
Polinomiais

3.1 Introdugao

O objetivo deste capitulo é o estudo das equacdes algébricas (isto é, equacdes da forma p(x) = 0, onde p
€ uma funcdo polinomial). Equac¢des desse tipo ocorrem naturalmente nas aplicagGes como no exemplo a
seguir:

Exemplo: Cortando-se quadrados em cada canto de uma folha de papeldo quadrada, com 18 cm de lado, e
dobrando-se conforme a figura, obtém-se uma caixa retangular sem tampa. Qual deve ser o lado do quadrado
a ser recortado para que o volume da caixa seja igual a 400 cm3?

18 - 2x

As dimensGes da caixa formada quando se recorta um quadrado de lado x sdo dadas por:
Dimensdes da base: 18-2x e 18-2x,
Altura da caixa: x;
Logo o volume da caixa é (18-2x)*x e a condicdo estabelecida pelo problema é expressa pela equacdo:
(18-2x)’x=400
ou, equivalentemente,
43— 72x°+324x — 400 = 0
ou, ainda

x3—18x*+81x—-100=0
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3.2 Polindmios

3.2.1 Defini¢oes

Para polindmios podemos encontrar varias definicdes diferentes como: Polinbmio é uma expressao algébrica
com todos os termos semelhantes reduzidos.

Dada a sequéncia de nimeros complexos (a, a, a,... ,a ), consideremos a fun¢do 1€ —C gada por
f(x)=a,+ax+a,x’+..+ax". A fungdo é denominada fungdo polinomial ou polindmio associada a
sequéncia dada.

Os nimeros a, @, a,... ,a, sdo denominados coeficientes e as parcelas 4,, a,x, a,x’ e a,x" sdo chamadas
termos do polinémio f.

Exemplos: As seguintes aplica¢des sdo polindmios
1) f(x)=1 + 2x + 3x*-5x°, onde a =1, a,=2,a,=3 ea=-5
2)g(x)=1+7x’,ondea,=1,a=0a,= a=0ea,z=7

3) h(x)= 5x + 3x* -5x°, onde a =0, a,=5, a,=3 e a,=-5

3.2.2 Igualdade

Bom, o préximo passo sera definir a igualdade de polindmios, mas antes temos que saber a definicdo de
polindbmio nulo. Podemos dizer que um polindmio é nulo (ou identicamente nulo) quando f assume o valor
numeérico zero para x complexo, ou seja:

=0« f(x)=0,vxe(C

Apreendida esta definicdo podemos dizer que dois polinbmios f e g sdo iguais (ou idénticos) quando
assumirem os mesmos valores numéricos para qualquer valor de x complexo:

f=go f(x)=g(x),VxeC

Assim, dois polinbmios f e g sdo iguais se, e somente se, os coeficientes de f e g forem ordenadamente iguais.
Seja

X)=a,+ax+ax*+..+ax"
0 1 2 n

g(x)=b, +bx+b,x* +..+bx"
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Assim, f(x) e g(x) serdo iguais se a, =b,, a,=b,, a,=b,,...,a,=b

n

Exemplo: Calcular a,b e ¢, sabendo-se que x>-2x+1 = a(x*+x+1)+(bx+c)(x+1).

Eliminando os parénteses e somando os termos semelhantes do segundo membro temos:
x2-2x+1 = ax’+ax+a+bx*+bx+cx+c
1x?-2x+1 = (a+b)x*+(a+b+c)x+(a+c)

Agora igualamos os coeficientes correspondentes:

a+b=1
at+b+c=-2

a+c=1

Substituindo a 12 equacdo na 22:
1+c=-2 => c=-3.

Colocando esse valor de ¢ na 32 equacao, temos:
a-3=1 => ag=4.

Colocando esse valor de a na 12 equacdo, temos:
4+b=1 => b=-3.

Resposta: a=4, b=-3 e c=-3.

3.2.3 Operagoes

Em muitas situacdes temos dois polindmios e desejamos realizar algumas operagdes aritméticas, o que serd
definido a seguir.
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3.2.3.1 Adicao

Suponha que estamos interessados em fazer a soma de f(x) + g(x)= (f+g)(x). Para isso utilizaremos o
procedimento que envolve a técnica de reducdo de termos semelhantes, jogo de sinal, operacdes envolvendo
sinais iguais e sinais diferentes. Observe os exemplos a seguir, considerando os seguintes polinGmios
f(x)=4+3x+x" e g(x)=5-3x" +x".

f(x) + g(x)=(4+3x+x?)+(5-3x*+x*)= 4+3x+x? + 5-3x*+x*
=(4+5)+( 3x)+( x*-3 x*)+( x*)
=9 + 3x -2 x>+ x*

De uma forma geral, dado:

f(X)=a,+ax+a,x’+..+ax

g(x)=b, +bx+b,x* +..+bx"

Teremos que:

(f+8)x)=(a,+by)+(a, +b)x+(a, +b2)x2 +...4+(a, +b,)x"

3.2.3.2 Subtragao

Tendo em vista a operacao anterior e seguindo a mesma técnica de reducdao de termos semelhantes, jogo
de sinal, operagdes envolvendo sinais iguais e sinais diferentes, temos que a subtracdo de dois polindbmios
f(x)=4+3x+x" e g(x)=5-3x"+x" é:

f(x) - g(x)=(4+3x+x?)-(5-3x%+x?)= 4+3x+x%>— 5+3x?-x*
=(4-5)+( 3x)+( x*+3 x?)+(- x*)
=-1+3x+4 x> x*

De uma forma geral, dados
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f(x)=a,+ax+a,x’+..+ax"

g(x)=b, +bx+b,x* +...+b x"

Teremos que

(f —g)x)=(a,—b,)+(a,—b)x+(a, _bz)xz +..+(a,—b,)x"

Exemplos: Considerando os polindmios f(x) = 6x3 + 5x?> — 8x + 15, g(x) = 2x> — 6x?—9x + 10 e h(x) = x3 + 7x* +
9x + 20, Calcule:

f(x) +g(x) + h(x)

Se D(x) ¢ divisor de P(x) < R(x)=0

(6x3 + 5x%—8x + 15) + (2x3 — 6x%>— 9x + 10) + (x> + 7x?+ 9x + 20) =
6x3+5x2—8x+ 15+ 23— 6x?—9x + 10 + x> + 7x*+ 9x + 20 =
6x3+2x3+ x>+ 5x?— 6x2+ 7x?—8x—9x + 9x + 15+ 10+ 20 =
9x3 + 6x2—8x + 45

Assim,
f(x) + g(x) + h(x) = 9x* + 6x>— 8x + 45

b) f(x) - g(x) - h(x)

(6x3 + 5x%—8x + 15) — (2x3 — 6x%— 9x + 10) — (x> + 7x?+ 9x + 20) =
6x3+5x2—8x+15-2x3+6x2+9x — 10— x3>—7x*—9x - 20 =
6x3—2x3— x>+ 5x? + 6x2 — 7x*—8x + 9x —9x + 15-10-20 =
6x3—3x3+ 11x?—7x?—17x +9x +15-30 =

3x3+4x?—-8x—-15
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Assim,
f(x) - a(x) - h(x)= 3x* + 4x* - 8x — 15

3.2.3.3 Multiplicagao

Parafazera multiplicacdo entre mondmios e polindmios aplicamos a propriedade distributiva da multiplicacao.
Por exemplo, suponha que estejamos interessados em f(x) = 3x? por g(x) = 5x° + 8x* — x . Assim,

f(x).g(x)=(3x?) . (5x3 + 8x*—x) = (3x?. 5x°) + (3x?. 8x?) — (3x? . x) = 15x° + 24x* — 3x°

De uma forma geral, dados

f(x)=a,+ax+ax’+..+a,x"

g(x)=b, +bx+b,x* +...+b x"

Teremos que:

(f2)(x) = (ayh,) + (ayh, + aby))x + (a,b, + ab, + a,b,)x* +...+(a,b, )x"""

m-n

Exemplo: Faca a multiplicacdo de f(x)= (x — 1) por g(x)= (x* + 2x - 6)
(fa)(x) =(x—1).(x*+2x-6)=x*> . (x—1)+2x . (x—1)—6.(x—1)
=(x3=x?) +(2x? = 2x) — (6x—6) =x3—x?+2x* - 2x—6x + 6

=x*+x*-8x+6

3.2.3.4 Grau de um polindmio

Teriamosqueaprenderagorasobrealltimaoperacdaoentrepolinbmios,adivisdo,masantesprecisamosaprender
sobre como determinar o grau de um polindmio. Para isso suponha que f(x)=a, +a,x+a,x* +...+a x" seja
um polindmio ndo nulo. Chama-se grau de f, representado por df ou gr f, o numero natural p tal que a,# Oe
a, =0 para todo i >p. Assim, o grau de um polinédmio f € o indice do “dltimo” termo ndo nulo de f.
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Exemplo: Determinar o grau dos seguintes polindOmios:

a) fix)=4+7x+2x3-6x* > Of=4
b) f(x)=-1+2x+5x*> > 0f=2
c) fix)=1+5x-3x*+(a-4)x> > 0f=2,sea=4o0udf=3,seaz4

Propriedades

1) Sef, g e f+g sdo polindbmios nao nulos, entdo o grau de f +g € menor ou igual ao maior dos nimeros
Jdf ou dg.

2) Sefegsdo polindmios ndo nulos, entdo o grau de fg é igual a soma dos graus de fe g ( d(fg) =0f + 9g).

3.2.3.5 Divisao

Sejam dois polindbmios P(x) e D(x), com D(x) ndo nulo. Efetuar a divisdo de P por D é determinar dois polin6-
mios Q(x) e R(x), que satisfacam as duas condi¢Ges abaixo:

12) Q(x)D(x) + R(x) = P(x)
22) R < 0D (ou R(x)=0)

P(x) | D(x)
R(x)  O()

Nessa divisao:

P(x) é o dividendo.
D(x) é o divisor.
Q(x) é o quociente.

R(x) é o resto da divisdo.
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Observagdo: Quando temos R(x)=0 dizemos que a divisdo é exata, ou seja, P(x) é divisivel por D(x) ou D(x) é
divisor de P(x).

Para realizar a divisdo de dois polindmios, existem varias maneiras. A primeira que estudaremos é conhecida
por método da chave. Para entender esse método, suponha que estejamos interessados na divisdao de P(x)
=x*+ x3- 7x*+ 9x - 1 por D(x) = x> + 3x - 2. Para realizar esta operacdo deve-se proceder da seguinte forma:

1° Grupo de operacdes

. . ~ 4 ’ . . .
Formamos o primeiro termo de Q(x) pela operacdo x_:xz e construimos o primeiro resto parcial
2
X

R (x) = P(x)—x’D(x) =-2x"—5x> +9x—1, que tem grau maior que 9D.

2° Grupo de operacgbes

3

Formamos o segundo termo de Q(x) pela operacdo =-2x e construimos o segundo resto parcial

R,(x) =R (x)—(-2x)D(x) = x* +5x -1, que tem grau maior que dD.

3° Grupo de operacgbes

2
Formamos o terceiro termo de Q(x) pela operagdo x_2:1 e construimos o terceiro resto parcial
X

Ry(x)=R,(x)-1D(x)=2x+1  que tem grau menor que D e, portanto, esta encerrada a divis3o. A respos-

taé: Q(X)=3x>+4x-1eR(x)=-3x+2

A seguir apresentamos a disposicao pratica das operagdes realizadas anteriormente:

X =7 +9x—1 X +3x-2

—x* =3x +2x° ¥ =2x+1 - 0O®K)
—2x"—=5x" +9x -1

+2x° +6x* —4x

x*+5x—1
—x?—3x+2
2x+1 — R(x)
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Verificamos que:

x4 x0T +9x-1 = (X7 +3x-2) (X -2x+1) + (2x+1)
[—
P(x) D(x) 0(x) R(x)

Na sequéncia tratamos da divisdo de um polindmio por um bindmio da forma ax+b. Para isso, consideremos
a divisdo de P(x)=4x3-2x+3 por D(x)=2x-1.

Utilizando o método da chave temos:

4x* —2x+3 2x—1

—4x* +2x 2x

Logo: R(x)=3

A raiz do divisor é 2x-1=0 => x=1/2.
Agora calculamos P(x) para x=1/2.
P(1/2) = 4(1/4) — 2(1/2) + 3= 3
Observe que R(x) =3 =P(1/2)

Portanto, mostramos que o resto da divisdo de P(x) por D(x) é igual ao valor numérico de P(x) para x=1/2, isto
é, a raiz do divisor.

Assim, temos os seguintes teoremas:

Teorema do resto: O resto da divisdo de um polindmio P(x) pelo bindmio ax+b é igual a P(-b/a), em que —b/a
€ a raiz do divisor.

Exemplo: Calcule o resto da divisdo de x?+5x-1 por x+1.
Achamos a raiz do divisor:

x+1=0 => x=-1
Pelo teorema do resto sabemos que o resto é igual a P(-1):

P(-1)=(-1)*+5.(-1)-1 => P(-1) =-5 =R(x)
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Portanto R(x) = -5.

Teorema de D’Alembert: Um polindmio P(x) é divisivel pelo binébmio ax+b se P(-b/a)=0

Exemplo: Determinar o valor de p, para que o polindmio P(x)=2x3+5x?-px+2 seja divisivel por x-2.

Se P(x) é divisivel por x-2, entdo P(2)=0.
P(2)=0 => 2.8+5.4-2p+2=0 => 16+20-2p+2=0 => p=19

Outro método muito conhecido é o dispositivo de Briot-Ruffini. Serve para efetuar a divisdo de um polindmio
P(x) por um bindmio da forma (ax+b).

Exemplo: Determinar o quociente e o resto da divisdo do polindmio P(x)=3x3-5x?+x-2 por (x-2).
Para a resolugdo desse problema seguimos os seguintes passos:

1°) Colocamos a raiz do divisor e os coeficientes do dividendo ordenadamente na parte de cima da “cerqui-
nha”.

2°) O primeiro coeficiente do dividendo é repetido abaixo.

3°) Multiplicamos a raiz do divisor por esse coeficiente repetido abaixo e somamos o produto com o 2° coe-
ficiente do dividendo, colocando o resultado abaixo deste.

4°) Multiplicamos a raiz do divisor pelo nimero colocado abaixo do 2° coeficiente e somamos o produto com
o 3° coeficiente, colocando o resultado abaixo deste, e assim sucessivamente.

5°) Separamos o ultimo nimero formado, que € igual ao resto da divisdo, e os nimeros que ficam a esquerda
deste serdo os coeficientes do quociente.

Resolugdo:
RAIZD DIVISOR COEFICIENTE B P(x)
—
2 | 3 -5 1 | -2
| 3 3(2)-5 1(2)+1 | 3(2)-2
| 3 1 3 | _ 4
COEFICIENTE D QUOCIENTE Q(x) RESTO

Observe que o grau de Q(x) é uma unidade inferior ao de P(x), pois o divisor é de grau 1.
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Resposta: Q(x)=3x*+x+3 e R(x)=4.

3.3 Equagodes polinomiais de grau: 1, 2, 3en
Equacdo polinomial ou algébrica é toda equacdo da forma p(x) = 0, em que p(x) é um polinGmio:
p(x)=ax"+a x"'+..+ax+a,comnz21.

onde x é a incégnita, os coeficientes a, sdo nimeros reais, complexos, e o nimero n é chamado o grau da
equacao.

Resolver a equagdo consiste em encontrar quais sdo os elementos x que tornam a equagdo verdadeira
(p(x)=0). Esses elementos sdo chamados solu¢des da equacgdo polinomial.

Assim, podemos fazer a seguinte classificagdo de uma equagdo polinomial:

° Se n = 1 dizemos que a equacdo é do primeiro grau ou linear e tem a seguinte forma: ax + b =0

° Se n = 2 dizemos que a equacdo € do segundo grau ou quadratica e tem a seguinte forma: ax? + bx +
c=0

o Se n = 3 dizemos que a equacgdo € do terceiro grau ou cubica e tem a seguinte forma: ax®+ bx? + cx +
d=0

o Para um n > 3 dizemos que a equagdo € de grau e tem a seguinte forma:a x"+a_x"'+..+ax+a,=0

Veja alguns exemplos:

a) 10x + 3 =0 (equagdo de primeiro grau)
b) x?—x+10=0 (equacgdo de segundo grau)
c) 2x3 + x? - 4 = 0 (equacdo de terceiro grau)

d) x*+9x?—10x + 3 =0 (equacdo de quarto grau)

e) 10x° — 2x° + 6x* + 12x3 — x*> + x + 7 = 0 (equacdo de sexto grau)
f) x8 —x¢— 6x + 2 =0 (equagdo de oitavo grau)
g) x1°—6x? + 9 = 0 (equagdo de décimo grau)
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3.4 Propriedades relacionadas as equagdes polinomiais

Com os conhecimentos adquiridos, resta-nos verificar algumas propriedades relacionadas as equacgdes
polinomiais.

3.4.1 Raizes

As raizes de uma equacdo polinomial constituem o conjunto solu¢cdo da equacdo, ou seja, é o conjunto
de valores composto por todos os valores de x tal que p(x)=0. Para as equag¢des em que o graué 1 ou 2, o
método de resolugdo é simples e pratico. Nos casos em que o grau dos polindmios é maior ou igual 3, existem
expressdes para a obtencdo da solucdao, mas esses métodos ndo sao tao simples.

3.4.2 Numero de Raizes

A seguir serd enunciado um dos teoremas mais importantes da algebra e a demonstracdo desse teorema foi
a tese de doutoramento de Carl Friedrich Gauss, apresentada no ano de 1798. Embora outros matematicos
ja tivessem tentado fazer essa demonstracdo, Gauss foi o primeiro a realiza-la com perfeicao.

Teorema Fundamental da Algebra: Toda equacdo polinomial p(x) = 0, de grau n onde n > 1, admite pelo
menos uma raiz complexa.

e a consequéncia deste teorema é que de grau n,

#0

_ 2 n
P(x)=a,+ax+a,x" +...+ax _com %

pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:

P(x)=a,(x=1)(x=1)(x=1).(x=1,)

emaquer,r,..,r,sdo asraizes de P(x). Este resultado é conhecido como teorema da decomposicdo
Exemplo: Fatorar o polind6mio P(x)=5x°> — 5x* — 80x +80, sabendo que suas raizes sdo: 1, -2, 2, -2i, 2i.

Pelo teorema da fatora¢do temos que:

P(x)=5(x — 1)(x+2)(x — 2)(x+2i)(x — 2i)

3.4.3 Multiplicidade de uma raiz

Consideremos a equacdo polinomial (x — 3)(x — 1)*(x — 4)* = 0, que apresenta seis raizes sendo: uma raiz igual
a 3, duas raizes iguais a 1, e trés raizes iguais a 4. Dizemos que 3 é raiz simples, 1 é raiz dupla e 4 é raiz tripla
da equacdo dada.

Assim, quando decompomos P(x) e uma mesma raiz ocorre mais de uma vez, a denominamos raiz multipla
de P(x).
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Exemplo: Se P(x) = (x-1)%.(x-3), dizemos nesse caso que das 3 raizes de P(x), a raiz 1 tem multiplicidade 2
enquanto que 3 é uma raiz simples

3.4.4 Relagdes entre coeficientes e raizes

Consideremos a equagdo do 2° grau: ax’ + bx + ¢ =0, cujas raizes sdo r, e r,. Vimos que essa equagdo pode ser
escrita da forma: a(x -r )(x-r,) =0

Assim,
ax’*+bx+c=a(x-r)(x-r)
ou

X2 +(b/a)x +(c/a) = x*—(r +r,x-r,r,

)

portanto :
(r,+r,)=-(b/a)
r,r,=(c/a)
sao as relagOes entre as raizes e coeficientes da equacao.

Estas relacbes podem ser generalizadas para qualquer polindmio e grau n. Para isso considere a equacgao
algébrica:

n n-1 n-2 2 -
ax"+a x"t+a x?+..+ax’+ax+a,=0 ()

Se fizermos a decomposicdo polinomial obteremos:

-1 -2
a X"+ (rAr A )X+ (rr o tr r )X+ (-1)a . (1)
Igualando-se (I) e (Il), temos que:
r+r,t..+r=-a _/a
rrtrrt..+r r=a./a

Estas relagdes sao chamadas de relagdes de Girard
Exemplo: Determinar as rela¢des entre as raizes e os coeficientes da equacao:
2x°-4x°+6x+10=0

Temos que:
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a=a=2

a.,=b=-4
a,=c=6
a ,=d=10

Pelas relagdes de Girard, temos que:

Soma das raizes =>-b /a =4/2 =2
Soma dos produtos2a2=>c/a=6/2=3

Produto das raizes => (-1)%. d/a =-10/2 = -5

3.4.5 Raizes Complexas

Vamos expor aqui algumas propriedades que relacionam entre si as raizes complexas e ndo reais de uma
equacao polinomial de coeficientes reais e ajudam a determinar as raizes da equacao.

Suponha que uma equacdo P(x) = 0, de coeficientes reais, apresente uma raiz complexa (a+bi). Podemos
afirmar que o seu conjugado (a-bi) também sera raiz de P(x), e com a mesma multiplicidade.

Observagoes:

1) O resultado anterior so se aplica a equagGes polinomiais com coeficientes reais;

2) O numero de raizes complexas de um polindmio P(x) = 0 com coeficientes reais é necessariamente
par.

3) Num polinémio P(x) com coeficientes reais e grau impar hd, no minimo, uma raiz real

Exemplo: Calcular as raizes da equacdo x* - x3 - 5x + 7x + 10 = 0, sabendo que (2+i) é uma das raizes

Se (2+i) é uma das raizes, o seu conjugado (2-i) também é raiz da equacao.

Usando a forma:

P(x) = (x-r ).(x-r,).Q(x) = 0
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temos que:
P(x) = [x - (2+i)].[x - (2-i)].Q(x) = 0
P(x) = [(x-2) + i]. [(x-2) - i].Q(x) = 0
P(x) = [(x-2)* - 7].Q(x) = 0

P(x) = [(x? - 4x +4) - (-1)].Q(x) = O

P(x) = (x? - 4x +5).Q(x) =0

Como o polindbmio dado é de grau n=4 e sabemos, agora, que é divisivel por x? - 4x + 5, restam duas raizes
a se descobrir. Essas raizes produzem um polinémio do tipo ax? + bx + c.

Assim, podemos dizer que:

x*-x3-5x?+7x+ 10 = (x?-4x + 5).(ax?* + bx + c)

X=X =5x+ 7x + 10
xX’—4x + 5

= ax’+ bx + c=0Q(x)

Logo Q(x) =x*+3x+2
Fazendo Q(x) = 0, temos que x, =-2 e x, = -1

Assim, as raizes da equagdo sdao S={-2, -1, 2+i, 2-i}

3.4.6 Raizes Racionais

Vamos desenvolver aqui um raciocinio que permite estabelecer se uma equacao polinomial de coeficientes
inteiros admite raizes racionais e, em caso positivo, vamos obter tais raizes.

Seja a equacdo polinomial de coeficientes inteiros:
ax"+a x"'+..+ax+a =0, (coma #0)
n n-1 1 0 n

Se o racional p/q, (p e g primos entre si) € raiz dessa equagdo, entdo: p € divisor de a, e g é divisor de a .
Observagoes:

1) O teorema ndo nos garante a existéncia de raizes racionais de uma equacao de coeficientes inteiros.
Apenas, em caso de existirem raizes racionais, ele nos mostra todas as possibilidades de tais raizes.

2) O teorema anterior sé se aplica a equag¢des polinomiais de coeficientes inteiros (todos). Nao é
suficiente que o a_ e g, sejam inteiros.
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3) Se a equacdo P(x) = 0, com coeficientes inteiros, admite uma raiz inteira r = (r/1), entdo r é divisor
dea .
0

4) Se a equacdo P(x) = 0, com coeficientes inteiros e a_= 1, admite uma raiz racional (p/q), entdo essa
raiz € necessariamente inteira pois g = 1.

Exemplo: Resolver a equagdo x*-5x*+9x-5=0
Pesquisemos alguma raiz racional, sabendo que:
p pertence a {+1, -1, +5, -5} e ;

g pertence {+1, -1};

onde p/q pertence {+1, -1, +5, -5}

Logo:

f(1) =0, f(-1) =-20, f(5) = 40, e f(-5) = -300
Entdo, a Unica raiz inteira da equacdo é 1

Logo, (x*-5x?+9x-5)/(x-1)=x?-4x +5
Calculando as outras duas raizes, temos que, se x? - 4x + 5 = 0 as raizes sao:
X, =2-iex,=2+i

Finalmente, o conjunto solucdo sera: S ={ 1, 2+i, 2-i}
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Capitulo 4

Logaritmos

4.1 Introdugdo

O objetivo deste capitulo é o estudo dos logaritmos. Os logaritmos foram criados como instrumentos para
tornar mais simples calculos aritméticos complicados, sendo que posteriormente verificou-se a grande
aplicabilidade dessa ferramenta na matematica e em outras ciéncias.

Os primeiros autores a publicarem tabuas de logaritmos foram John Napier (1550-1617) em 1614 e Jost
Bilirgi (1552-1632) em 1620. Esses autores publicaram seus resultados de forma independente, ou seja,
nenhum sabia no que o outro estava trabalhando. Uma tabua de logaritmo consiste em uma tabela de
duas colunas de numeros, em que para cada nimero da coluna da esquerda ha um correspondente na
coluna da direita, que é chamado de logaritmo. Por exemplo:

n° Log n° Log n° Log n° Log

1 0,00000 17 1,23045 33 1,51851 49 1,69020
2 0,30103 18 1,25527 34 1,53148 50 1,69897
3 0,47712 19 1,27875 35 1,54407 51 1,70757
4 0,60206 20 1,30103 36 1,55630 52 1,71600
5 0,69897 21 1,32222 37 1,56820 53 1,72428
6 0,77815 22 1,34242 38 1,57978 54 1,73239
7 0,84510 23 1,36173 39 1,59106 55 1,74036
8 0,90309 24 1,38021 40 1,60206 56 1,74819
9 0,95424 25 1,39794 41 1,61278 57 1,75587
10 1,00000 26 1,41497 42 1,62325 58 1,76343
11 1,04139 27 1,43136 43 1,63347 59 1,77085
12 1,07918 28 1,44716 44 1,64345 60 1,77815
13 1,11394 29 1,46240 45 1,65321 61 1,78533
14 1,14613 30 1,47712 46 1,66276 62 1,79239
15 1,17609 31 1,49136 47 1,67210 63 1,79934
16 1,20412 32 1,50515 48 1,68124 64 1,80618
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A potenciagdo é conceito ja conhecido e consiste em elevar um nimero ou expressao a uma dada poténcia.
De uma forma geral suponha que a seja um numero real positivo. Dado um inteiro n > 0, a poténcia a" é
definida como o produto de n fatores iguais ao numero a. Ou seja:

a"=a.a.a ... a (n fatores)

Em um caso particular da definigdo acima podemos calcular o produto de 6 por 6:
62 =36

Com base na situagdo acima, muitas vezes podemos estar interessados em resolver uma equacgao:
8 =64

Assim, para o caso mais genérico, qual seria o valor de x, na seguinte situacao:
a=y

Diante desta situacdo, sendo a e y niUmeros reais e positivos, a # 1, o logaritmo de um nimero na base a,
é o expoente x a que se deve elevar de tal modo que a* = y. Neste caso escreve-se:

x=log y

e |é-se: x é o logaritmo de y na base a.
Assim, podemos escrever que:
—_ X —
x=log y<>a=y

ou seja, pode-se dizer que x = log_y € 0 mesmo que a*=y.

Exemplos

1) log,8=3 pois 23=8

1 - 211
2) log,o;=-2  pois 3=
3) log,5=1 pois 5'=5
4) log,1=0 pois 7°=1
5) log,8= 2 pois 4z 4z = (22)z(2%)z =22=8

6) log,,25=-2 pois (0,2)?= G)_:@)_:= 52 = 25

4.2 Caracterizacao do logaritmo via area

4.2.1 Area de uma faixa de hipérbole

Consideremos no plano um sistema de coordenadas cartesianas. Cada ponto do plano ficara caracterizado
por um par ordenado (x,y) de numero reais, x sendo a abscissa e y a ordenada do ponto. Por simplicidade,
diremos apenas o ponto (x,y) em vez de o ponto cujas coordenadas sdo x e y.

Seja H o ramo positivo do grafico da funcdo:
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Y73

ou seja, uma fungdo real que associa a cada numero real positivo x>0, o numero y = 1/x. H é o subconjunto
do plano constituido pelos pontos da forma (x,1/x), onde x > 0. Podemos escrever ainda que:

H={(x,y); x>0, y =1/x}

Geometricamente, H é o ramo da hipérbole xy = 1 que esta contida no primeiro quadrante.

Figura 5: Ramo da hipérbole H

Uma faixa de hipérbole é obtida quando fixamos dois niimeros reais positivos a e b, com a< b, e
tomamos a regidao do plano limitado pelas duas retas verticais x = a e x = b, pelo eixo das abscissas, e
pela hipérbole H. Denotaremos essa area pelo simbolo Hab.

o =

Figura 6: A faixa Hab.
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Portanto, a faixa H_, consiste dos pontos (x,y) cujas as coordenadas cumprem simultaneamente as
condigdes a < x<b e 0<y<1/x. Nanotacdo da teoria de conjuntos, temos

H={(xy);asx<b,0<y<1/x}

Em muitas situacBes estamos interessados em calcular a drea da faixa H_” Para isso, por meio de pontos
intermediarios, decompomos o intervalo [a,b] num nimero finito de intervalos justapostos. Com base em
cada um dos intervalos [c,d] da decomposicdo (onde c < d), considera-se o retangulo de alturaiguala 1/d. O
vértice superior direito desse retangulo toca a hipérbole H. E o que chamaremos de um retangulo inscrito
na faixa Hab. A reunido desses retangulos inscritos constitui o que chamaremos um poligono retangular
inscrito na faixa H °.

Figura 7

E facil calcular a drea de um poligono retangular inscrito numa faixa, quando conhecemos os pontos de
subdivisdo do intervalo [a,b]. Veja os exemplos a seguir:

Figura 8:
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Exemplo : Seja a faixa H,>.Se tomarmos a decomposi¢do do intervalo [1,3] através dos seguintes pontos
intermediarios 1, 3/2, 2, 5/2, 3, obteremos um poligono retangular cuja area é igual a soma das areas dos
quatros retangulos acima hachurados, ou seja:

1. 1 1 1 57
3747576760

se, porém, efetuarmos uma subdivisdo mais fina do intervalo [1,3], por meio dos pontos:

1,5/4,6/4,7/48/4,9/4,10/4,11/4, 3

1T Shed T 2 W 1 3

Figura 9
obteremos um poligono retangular inscrito em H_? formado por 8 retangulos justapostos, cuja area total
vale

1 1 1 1 1 1 1
ottt —t—+

L1, 184813
576 7 8 910 11 12 83160

ou seja, 1,019 aproximadamente.

Assim, cada poligono retangular inscrito na faixa H_ * fornece um valor aproximado (por falta) para a area
Ha". Este valor sera mais aproximado, quanto mais fina for a subdivisdo do intervalo [a,b].

4.2.2 Logaritmos

Seja x um numero real positivo. Definiremos o logaritmo natural de x como a area da faixa H.*. Assim, por
defini¢ao, quando x > 0, temos:

In x =Area (H )

Usaremos o simbolo In para indicar o logaritmo natural.
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Figura 10

Observacgado: Para o caso de 0 < x < 1, é possivel mostrar que:
Area (H) = - Area (H 1)
Que implica em ter areas negativas, ou seja, quando 0 < x < 1 temos que /n x < 0 (para saber mais detalhes

consultar o capitulo 5 do livro Logaritmos, da Colecdo Fundamentos de Matematica Elementar, do autor
Elon Lages Lima de 1980).

1 E

Figura 11
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Em particular, quando x = 1, H !, reduz-se a um segmento de reta, portanto tem drea igual a zero. Entéo,
podemos escrever que:

In1=0;

Inx>0 sex>1,;

Inx<0 se0<x<1;

Ndo esta definido /In x quando x< 0

O logaritmo que estamos definindo é, por alguns autores, chamado de logaritmo neperiano.

Exemplo: Calculemos um valor aproximado para In 2.

Para isso, vamos subdividir o intervalo [1,2] em dez partes iguais, utilizando os seguintes pontos:

1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

Os valores de 1/x para os onze valores acima sdo:

1 0,909 0,833 0,769 0,714 0,666 0,625 0,588 0,555 0,526 0,500

Assim, uma aproximag&o para In 2 serd fornecida pela drea do poligono retangular inscrito na faixa H?,
formado por 10 retangulos cujas bases medem 0,1 e cujas alturas sdao os dez Ultimos valores da lista acima.

Logo,

H?=0,1x0,909 + 0,1x0,833 + 0,1x0,769 + 0,1x0,714 + 0,1x0,666 + 0,1x0,625 +
0,1x0,588 + 0,1x0,555 + 0,1x0,526 + 0,1x0,500

H?=0,6685
Portanto, uma aproximagado paraoln 2 =0,6685
Fica assim definida, uma funcdo real
In:R", > R

cujo dominio é o nimero R”, dos nimeros reais positivos.
A cada numero real x >0, a fungdo In faz corresponder seu logaritmo, In x, definido acima.

4.3 Logaritmos: propriedades operacionais
Vejamos agora as propriedades que tornam vantajoso o emprego de logaritmos nos calculos.

1) Logaritmo do produto

Em qualquer base a (0 < a # 0), o logaritmo do produto de dois fatores reais positivos é igual a soma dos
logaritmos dos fatores.

Se0<a#0,b>0ec>0,entdo

log, (b.c)=log b+log c
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Demostragéo:

Fazendo: log b=x, log c=yelog (b.c)=2z provemosquez=x+y

Assim,
log,b=x—>a*=b
log,c=y—a’'=c (—>a=a"a’—>a"=a">z=x+y
log,(bc)=z—a’” =bc
Observagoes:

a) Esta propriedade pode ser estendida para o caso do logaritmo do produto de n (n >2) fatores reais e
positivos, isto é:
SeO<a#0e b,,b,,..b , e R", , entdo,

17727

log,(b.b,..b,)=log, b, +log, b, +...+log, b,

b) Devemos observar que:

Seb>0ec>0entdo b.c>0 e vale aidentidade

log, (b.c) =log, b +log, c

mas, se soubermos somente que b.c > 0 entdo temos que

log, (b.c) =log, [b] +log, [c|

Exemplos
i) log, (3.4) = log, (3) + log, (3)
ii) log, (3.(-4).(-5)) = log, (3) + log, |-4|+log, |-5|
iii) log, (x.(x-2)) = log, (x) + log, (x-2)| se e somente se,x>0ex-2>0,istoé, x>2

2) Logaritmo do quociente

Em qualquer basea (0<a# 1), o logaritimo do quociente de dois nimeros reais positivos é igual a diferenca
entre o logaritimo do dividendo e o logaritimo do divisor.

Se0<a#0,b>0ec>0,entdo

log, (g} =log,b—log,c

Demostragdo:

Fazendo: log b=x, log c=ye log, (2] =z, provemosquez=x-y
c

78 Fundamentos da Matematica Elementar 1



Assim,

log,b=x—>a*=b .

a _
log,c=y—>a’=c >a*=——>a"=a"">z=x-y
a

log (2J=z—>az=é
“\e c

Observagoes:

a) Fazendo b =1, escrevemos:

log, [%J =log,1-log,c=-log,c

b) Devemos observar que:

Seb>0ec>0entdo (é] >0 e vale a identidade
C

loga(gJﬂogab—logac, com0<a#1

b ~
mas se soubermos somente que [_ >0 entdo temos que
C

loga(%Jﬂoga |b|—-log, |c|,com0<az1l

Exemplos

log, (%] =log,2—log;3
i)

i) log[%)=log2—(log3+log5)=log2—log3—log5

iii) x+1
log{—x_l]=10g3(x+1)—10g3(x—1) ,seesomentese, x+1>0ex—1>0,istoéx>1
iv)

3) Logaritmo da Poténcia

Em qualquer base a (0 < a # 1), o logaritmo de uma poténcia de base real positiva e expoente real é igual
ao produto do expoente pelo logaritmo da base da poténcia.
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Se0<a#0,b>0ea <R, entdo

log, b* =a.log, b
Demostragéo:

Fazendo: log b=x e log,b* =y , provemos que y = a .x

Assim,

log,b=x—>a*=b

Observagoes:

i) Como corolario desta propriedade, decorre que:

Em qualquer base a (0 < a # 1), o logaritmo da raiz enézima de um numero real positivo é igual ao produto
do inverso do indice da raiz pelo logaritmo do radicando.

Se0<a#0,b>0en e’ entdo

log, 4/b =log, b" = lloga b
n

ii) Devemos observar que:
Se b >0 entdo b* >0, para todo a real e vale a identidade

log, b* =a.log, b
mas se soubermos somente que b >0 entdo temos que:

log, b* =a.log, | D]

Exemplos
i) log, 2’ =3.log 2

s 51
i) log, 2 =log,2 =g.log32

.\ ,seesomentese,x-1>0,istoéx>1
ii) log(x—l) :4.10g(x—1)

As propriedades apresentadas anteriormente, validas com as devidas restricbes para a, b e ¢, nos
permitem obter o logaritmo de um produto, de um quociente ou de uma poténcia, conhecendo somente
os logaritmos dos termos do produto, dos termos do quociente ou da base de poténcia.

Notemos a impossibilidade de obter o logaritmo de uma soma ou de uma diferenca, por meio de regras
analogas as dadas. Assim, para encontrarmos
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log,(b+c) e log,(b—c)
devemos, respectivamente, calcular inicialmente (b +c) e (b - ¢).

1.1 Grafico da Fungdo Logaritmo

Dado um nimero Real a ( 0 < a # 1) chamamos fungdo logaritmo de base a a fungdo f de In: R, em R que
associa a cada x o numerolog,, x .
Em simbolos:
fi R*+ >R
x >log, x

Se 0 < g # 1 entdo a fungdo f de R*+ em R definida por f(x)=1log, x admite a fungdo inversa g de R em
R*+ definida por g(x) = a*. Logo f é bijetora e, portanto, a imagem de f é:
Im=R

Assim, em relagdo ao grafico castesiano da f(x)=1log, x (0 < a # 1), podemos dizer:
i) Esta toda a direita do eixo y (x > 0);

ii) Corta o eixo x no ponto de abscisssa 1 (log,1=0, paratodo0<a # 1);

iii) Se a>1é uma funcdo crescente e se 0 < a <1 é uma funcdo decrescente;

iv) E simétrico em relacdo a reta y = x (bissetriz dos quadrantes impares) do grafico da funcdo g(x) = a*;
v) Toma um dos aspectos da figura:

1.

log,x
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LT

T
-~ O<ga<1

Exemplos: Construir o grafico cartesiano da fung¢do f(x)=1log, x (x > 0). Construimos a tabela dando

valores inicialmente a y e depois calculamos x.

) y=log, x * y=log, x
-2 1/4 -2
-1 172 -1
0 — 1 0
1 2 1
2 4 2
3 8 3

Marcando esses pares ordenados temos a seguinte figura:
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Para Saber mais assista aos videos:
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http://www.youtube.com/watch?v=HifrYF7cKsQ&feature=relmfu
http://www.youtube.com/watch?v=yC0q4mO9co0&feature=fvwrel
http://www.youtube.com/watch?v=2s1qFnkM3ak&feature=relmfu
http://www.youtube.com/watch?v=udvX4J5LGA0&feature=fvwrel

Anotacoes
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Capitulo 5
Progressoes

e Matematicas
financeira

5.1 Progressoes aritméticas

Sao comuns, na vida real, grandezas que sofrem aumentos iguais em intervalos de tempos iguais. Por
exemplo, a produgdo de uma fabrica que aumenta em 100 unidades por més, as economias de Eduardo
que crescem todo més 500 reais etc...Neste capitulo trataremos de sequéncias que representam valores
dessas grandezas, ou seja, de sequéncia (a ) =(a, a,..., a_,...) nas quais cada termo € obtido do anterior
por um aumento constante.

Uma progressdo € uma sequéncia de numeros (a,, a,,..., @ _,...) na qual é constante a diferenca entre cada
termo a_, e o seu antecedente a . Essa diferenga constante € chamada razdo e sera representada por r.
Assim, uma progressdo aritmética (P.A.) de razdo r € uma sequéncia (a ) na qual a . - a =r, para todon
natural.

1

Exemplo 1: S3o exemplos de sequéncias:

(2,7,12,17,...) (Cada termo é igual ao anterior mais 5)
1 1 11 . .
—,—,—,—,...) (Todos os termos iguais
( 133’3 ) ( guais)
(8,5,2,-1,-5,...) (Cada termo é igual ao anterior menos 3)

Exemplo 2: A populagdo de certa cidade tem um crescimento anual de 500 habitantes. Sendo P, 0 numero
de pessoas que habita na cidade atualmente e P_a populagdo daquia n anos, a sequencia (P, P, P,,...)
sera uma progressao aritmética de razdo 500.

Exemplo 3: Os lados de um triangulo retangulo formam uma progressao aritmética. Calcule-os, sabendo
que o perimetro do triangulo vale 24.

Suponha que estes lados tenham os seguintes valores: x-r, x, x+r (veja que poderia ser quaisquer outros
valores, desde que este, estivesse de acordo com uma P.A. de razdo r, que ndo conhecemos. Assim, temos
gue o perimetro deste triangulo vale 24, ou seja:

() + X (#r) =24 => 3x = 24 => x= 8

Como este triangulo é retangulo temos a seguinte relacdo pelo teorema de Pitagoras (sabemos que a
hipotenusa é o maior lado do tridangulo retangulo, logo x+r é a hipotenusa deste tridangulo):

(X-r)?+x2=(x+r)>=>x*=4rx=>64=32r=>r=2
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Em muitas situacdes precisamos obter o valor do n-ésimo termo de uma P.A. por exemplo, no caso do
segundo exemplo deste capitulo, temos atualmente 10.000 pessoas em uma cidade e que a populacao
dessa cidade cresce de acordo com uma P.A. de razdo 500, qual serd a populacdo dessa cidade daqui a 18
anos?

Para o caso generico, considerando uma P.A. (a ) de razdo r, temos:
a,—a,=r

a,—a,=r
a,—a,=r

a—a  =r

n n-1
Somando essas n-1 igualdades, termos que a_—a, = (n - 1)r, ou seja,
a=a+(n-1)r

Neste caso, observa-se que se o primeiro termo da PA. foia,:

a =a,+nr
Voltando ao nosso exemplo, na cidade em questao, daqui 18 anos sua populacdo sera:
P,,=P,+nr=>P_=10.000 + 18x500 => P _ = 10.000 + 9000
P, =19.000

Em outros casos é necessario calcular a soma de todos os termos de uma progressao aritmética. Por
exemplo, somar a progressao aritmética (1,2,3,4,5,...,99,100).

Quando o grande matematico Carls F. Gauss (1777-1855) tinha sete anos de idade, seu professor lhe
pediu que calculasse a soma dos inteiros de 1 até 100, ou seja, calcular a soma de todos os termos da
seguinte P.A. (1,2,3,4,5,...,99,100). O professor, esperando que o trabalho durasse pelo menos uma hora,
ficou surpreso quando, em poucos minutos, o pequeno Gauss anunciou que o valor da soma é era 5050. A
resposta estava correta e, curioso, o professor Ihe perguntou como conseguira fazer o calculo t3o rapido.
Gauss explicou: Primeiramente somou:

1+100=101

2+99=101
3+98=101

50+51=101
Assim, obtivera 50 somas iguais a 101 e a resposta era 50 x 101 = 5050.

Baseados nessa ideia, podemos calcular a soma dos termos de uma progressao aritmética qualquer. Assim,
qual a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética (a ) =(a, a,..., @ _,...)?

n
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Para isto, temos que:

S,=a,+a,+a,+..+a_,+a_
S =a+a
n n n-

+d
1 n
+a ,+..+a,+a,+a,

1
Somando essas duas equacgodes:
25 =(a,+a)+(a,+a )+(a,+a )+..+(a _+a)

Assim, todos os parénteses sdo iguais ao primeiro, (a,+ a ) e, logo:

25 =(a,+a).n S (@ +ayn
" 2

Exemplo: A soma dos vinte primeiros termos da progressao aritmética (2, 5, 8, 11,...) é....

Para usarmos a expressdo deduzida precisamos primeiro conhecer o qual € o valor de a,, Para isto,
sabemos que a, =2 e r = 3. Logo,

a,,=a, +19r=2+19x3 =59
Assim,

=61x10=610

g _(@+a,)x20 (2+59)x20
20~ 2 N 2

5.2 Progressdes geométricas

Nesta secdo trataremos de sequéncias que variam com uma taxa de crescimento constante. A taxa de
crescimento entre os pontos a e b é definida por:

b—a
a

Assim, a taxa de crescimento é a razdo entre o aumento da grandeza e o seu valor inicial.
Exemplos:

i) A taxa de crescimento de uma grandeza que passa do valor 5 para 8 é:

i)
8-5_

- —0,6 ou 60%

| w

iii) Suponha que a populagdo de uma cidade aumente 3% ao ano. Entdo a populagdo P_da cidade no
n sera igual a populagdo P_  do ano anterior mais o aumento de popula¢do, que € igual a 3% da
populagdo P__, ou seja:
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P=P +0,02xP__

P =102xP |

Em resumo: A populacdo em cada ano é igual a populacdao do ano anterior multiplicada pela constante
1,02.

iv) Uma bomba a vacuo retira, em cada sucgdo 4% do liquido existente em certa camara. Se G_ € a
guantidade de liquido restante na camara apds n sucgées, temos

G =G _-004G _=096G

Isto &, cada termo da sequéncia (G ) é igual ao termo anterior multiplicado pela constante 0,97. Note que
a taxa de crescimento de G_¢é -0,03.

Os resultados dos dois ultimos exemplos podem ser resumidos na seguinte propriedade: Seja uma
sequencia (G ) com uma taxa de crescimento constante e igual a j, se e s6 se

G =(1+i)G_,
para todo n natural.
Por definicdo, uma progressdao geométrica (P.G.) é uma sequéncia na qual é constante o quociente da
divisdo de cada termo, a partir do segundo pelo seu antecedente. Esse quociente constante é representado

por g e chamado razao.

Exemplos: As sequéncias a seguir sdo exemplos de progressGes geométricas

1,2,4,8, 16, ... (cada termo é igual ao dobro do anterior) — P.G. com razdo igual a 2
18,6, 2,2/3, ... (cada termo é igual a terca parte do anterior) — P.G. com razdo igual a 1/3.
4,4,4,4, .. (todos os termos sdo iguais) — P.G. com razdo igual a 1

Em vista da equagdo: G_= (1+ /) G_pode-se definir uma P.G de razdo 1+i como sendo uma sequéncia cuja
taxa de crescimento é constante e igual a i.

Baseado nas consideracdes anteriores, consideremos o seguinte problema: Seja uma cidade que tem um
crescimento de 4% ao ano e que hoje essa cidade tem 400 mil habitantes. Qual sera sua populagao daqui
a5anos?

Bom, como sabemos que essa cidade cresce 4% ao ano temos que:

b

222104
A
B oa
F,
B 104
B

88 Fundamentos da Matematica Elementar 1



5 Loa

4

Assim, multiplicando as igualdades acima, temos:

BB BB 04x1,04x1,04x1,04

R B B D

L 1,00y° f= X000
R

Como P, =400.000, temos que a populagdo dessa cidade em 5 anos serd de P, = 400.00x (1, 04)* ~ 467.943
habitantes

Essa relagdo pode ser generalizada. Assim, para uma progressdo geométrica (a ) de razdo g, tem-se para
todo n natural que:

— n-1
a=a.q
Essarelacdo pode ser demostrada, utilizando-se o mesmo procedimento para resolver o problema anterior.

Observagdo: Se tivéssemos enumerado os termos P.G. a partir de g, teriamos a seguinte relagdo para
determinar o n-ésimo:

- n
a=a,.q

Se a grandeza G varia de acordo com a taxa de crescimento constante igual a/, o valor de G na épocané G_
=G, (1+1/)". Observe que a fungdo que associa a cada natural n o valor de G_¢é simplesmente a restri¢do
aos naturais da func¢do exponencial G(x) = G(0) (1 + /) *. Se i > 0 temos uma funcdo crescenteeseji<0a
funcao é decrescente, como podemos observar nas figuras a seguir:
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T B R e S E
By[p--------iz ! i I
w0
| : | i=0
i i i
1 . ]
i0

Em muitas situacGes praticas é interessante saber qual a soma de todos os termos de uma P.A. Assim, a
soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica (a ) de razdo g # 1 € igual a

1—
S =a,. 9
A veracidade desta igualdade é obtida, considerando que:
S,=a,+a,+a,+..+a  (equagdo 1)
Multiplicando a expressdo acima por g, temos:

q5,=qa,+qa,+qa, +..+qa,
gS,=a,+a,+a,+..+a+qa  (equagdo 2)
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Subtraindo (equacdo 2) da (equagdo 1), temos que:
S,-q5,=a,-qa =a,—a.q"
ou seja,
S,(1-q)= a, (1-q")

assim, obtemos:

desde que g # 1.

Exemplo: Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa um grao de trigo pela primeira
casa, dois graos pela segunda casa, quatro grdos pela terceira casa e assim sucessivamente, sempre
dobrando a quantidade a cada casa nova. Como o Tabuleiro de xadrez tem 64 casas, a quantidade de graos
pedida pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros termos de progressao geométrica cujo primeiro
termo é 1 e cuja razdo é 2, isto é,

1_264
1-2

1. =2%-1

Calculando, obtemos um grande nimero de vinte digitos: 18 446 744 073 709 551 615 graos de trigo.

5.3 Conceitos gerais em matematica financeira

A operacdo bdsica da matemadtica financeira é a operacdo de empréstimo. Alguém que dispde de um
capital C (chamado de principal), empresta-o a outro por certo periodo de tempo. Apds esse periodo,
ele recebe o seu capital C de volta, acrescido de renumeracao J pelo empréstimo. Essa renumeracdo é
chamada de juro. A Soma C + J é chamada de montante e sera representada por M. A razao

J
C

1=

é a taxa de crescimento do capital e serd sempre referida ao periodo da operacdo e chamada de taxa de
juros.
Para ilustrar a definigdo acima, considere uma situagdo em que Pedro tomou emprestado RS 100,00. Dois
meses apos pagou RS 110,00. Os juros pagos por Pedro sdo de RS 10,00 e a taxa de juros é

10

——=0,10 (ou 10%

r00 ~ %10 ‘)
ao bimestre. O principal, que é a divida inicial de Pedro, é igual a RS 100,00 e o montante, que € a divida
de Pedro na época do pagamento, é igual a RS 110,00.

No contexto financeiro, o leitor deve ficar atento para o fato de que o dinheiro que Pedro tomou emprestado,
que é RS 100,00, no inicio do bimestre tem o mesmo valor, RS 110,00, no final do bimestre. E importante
notar que o valor de uma quantia depende da época a qual ela se refere. Na situacdo ilustrada, quantias
diferentes (RS 100,00 e RS 110,00) referidas a épocas diversas, tém o mesmo valor.

Em muitas situacdes é comum cometer os seguintes erros financeiros:
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a) Pensar que R$110,00 vale mais que RS 100,00. Esta afirmacdo é verdadeira se nos referimos a mesma
época. Referidos a épocas diferentes, RS 110,00 pode ter o mesmo valor que RS 100,00 ou até mesmo
um valor inferior. Todos nds prefeririamos receber RS 100,00 agora do que RS 110,00 daqui a sete anos.
Com razdo, mesmo que ndo houvesse inflagdo, RS 100,00 colocado em uma caderneta de poupanca
a juros de 0,5% ao més, apds 84 meses (7 anos) os RS 100,00 transformar-se-iam em RS 152,00 (Para
obter esse valor, note que temos uma P.A. com a, = 100 e g = 1,005 e determinamos o termo a,, da
P.A.).

b) Acreditar que RS 100,00 tem sempre o mesmo valor que RS 100,00. Na verdade, RS 100,00 hoje vale
mais que RS 100,00 daqui a 10 anos.

¢) Somar quantias referidas a épocas diferentes. Pode ser verdade que comprar em trés prestacdes de
R$100,00 seja melhor que comprar em seis de RS 51,00, apesar de 100 + 100 + 100 < 51 + 51 + 51 +
51 +51+51.

Pensado em uma nova situagdo, suponha que Pedro tomou um empréstimo de RS 100,00 com uma taxa
de juros de 10% ao més. Apdés um més a divida de Pedro sera acrescida de 0,10 x 100,00 = 10 reais de
juros (J = i.C), passando para RS 110,00. Se acontecer algum imprevisto com Pedro e ele decidir adiar o
pagamento da divida em mais um més e mantida a mesma taxa de juros, o empréstimo sera quitado dois
meses depois de contrair o empréstimo. O valor da quitacdo apds dois meses sera de RS 121,00, pois
agora os juros relativos ao segundo més serdo de 0,10 x 110,00 = 11 reais. Esses juros aqui calculados
sdo chamados de juros compostos. Mais precisamente, no regime de juros compostos, os juros em cada
periodo sao calculados, conforme é natural, sobre a divida do inicio desse periodo.

Para um caso geral, no caso de regime de juros compostos de taxa i, um principal C, transforma-se, apos n
periodos de tempo, em um montante igual a

C,=C,(1+0)"
Para justificar esta expressao, note que a divida apds n periodos de tempo é:
C,=C_+iC _,=(1+i).C ,

Assim, C é uma progressdo geométrica de razdo (1+i). Logo, C, =C (1+i)".

Exemplo: Cristina toma um empréstimo de RS 150,00 a juros de 12% ao més. Qual serd a divida de Cristina
trés meses depois?

C, =C,(1+i)* =150(1+0,12)° [1 210,74 reais.
Outro modo de ler a equagdo C, =C,(1+i)" é que o valor C, valera apds n periodos de tempos C;(1+1)"

, OU seja, uma quantia que atualmente vale A, no futuro (apds n periodos de tempos) valera

A férmula fundamental da equivaléncia de capitais diz que: F=A+i)

i) Para se obter um o valor futuro, basta multiplicar o valor atual por (1+i)";

ii) Para se obter o valor atual, basta dividir o futuro por (1+i)";

Exemplo: Geraldo Tomou um empréstimo de RS 300,00 a juros mensais de 5%. Dois meses apds, Geraldo
pagou RS 150,00 e um més apds esse pagamento, liquidou seu débito. Qual o valor do ultimo pagamento?
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Os esquemas sdo equivalentes. Logo, RS 300,00 na data 0, tém o mesmo valor de RS 150,00 dois meses
apos, mais um pagamento igual a P, na data 3.

300 150 P

Igualados os valores na mesma época (0, por exemplo) dos pagamentos nos dois esquemas, temos:

150 P
00= >+ 3
(1+0,05)" (1+0,05)

Dai, temos que P = 189,79 reais

Exemplo: Telma tem duas opg¢des de pagamento na compra de um telefone celular: trés prestacdes
mensais de RS 100,00 cada, ou seis prestacdes mensais de RS 51,00 cada. Se o dinheiro vale 2% ao més
para Telma, ou seja, Telma considera indiferente pagar (ou receber) 100 reais agora ou 102 reais daqui um
més, qual forma de pagamento ela deve preferir?

100 | 100 |100 51 51 51 51 51 51

0 1 2 0 1 2 3 4 5
Para comparar, vamos determinar o valor dos dois conjuntos de pagamentos na época 2. Assim:

V, = 100(1+0,02)? + 100(1+0,02) + 100 ~ 306,04

51 51 51

V,=51.(1+0,02)" +51.(1+0,02) + 51+ + ~+ -
(1+0,02)  (1+0,02)> (1+0,02)

= 303,16

Assim, Telma deve preferir o pagamento em seis prestagdes.
Em outras situacoes podemos estar interessados em descobrir em gquanto tempo o capital inicial atingira
determinado valor. Por exemplo, investindo incialmente uma quantia C,, em quanto tempo este valor
dobrarad? Assim,
C, (1+0,08)" = 2C,
Ou seja,

1,08"=2

aplicando In em ambos os lados dessa igualdade temos que:

In2
n= ~
In1,08

assim, em nove meses seu capital serd dobrado.

Suponha agora, que tomamos um empréstimo com uma taxa de juros de 12% ao més e, entdao, queremos
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saber o quanto vamos pagar de juros por um periodo de um ano. Logo ao final de 12 meses, teremos o
seguinte acréscimo ao valor emprestado:

(1+0,12)*?=3,90=1+2,90
ou seja, em um ano pagaremos uma taxa de juros de 290%.

Este resultado pode ser generalizado. Para uma taxa de juros relativa a um periodo de tempo ser /, a taxa
de juros relativa a n periodos de tempos é / tal que

1+/=(1+)
Um erro muito comum é pensar que juros de 12% ao més equivalem a juros 12 x 12% = 144% ao ano. Taxas
com 12% ao més e 144% ao ano sdo ditas taxas proporcionais, pois a razao entre elas é igual a razdo dos
periodos aos quais elas se referem.
Observagao: Taxas proporcionais ndo sGo equivalentes
Em algumas poucas situagdes, usam-se juros simples e ndo juros compostos. No regime de juros simples,

os juros sao calculados, em cada periodo, sobre o principal e ndo sobre o montado do periodo anterior.
A tabela a seguir mostra a evolugdo de um principal de RS 100,00 a juros de 10% ao més.

Epoca Juros simples Juros compostos
0 100,00 100,00
1 110,00 110,00
2 120,00 121,00
3 130,00 133,10

Observe que:

a) A juros compostos, os montantes constituem, uma progressdo geométrica, e a juros simples, uma
progressdo aritmética ( de razdo i.C))

compoatzoC = 14

ShEED T s b0
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a) No regime de juros simples, taxas proporcionais sdo equivalentes. Juros de 10% ao més equivalem a
juros de 20% ao bimestre, de 30% ao trimestre, etc.

Na vida real, juros simples sdo raramente usados. Diante disso, um humorista, definiu, a “regra de ouro”
da Matematica Financeira e da vida: “Na vida, quem tem o ouro é quem faz as regras”. O grafico mostra
0 motivo: 0s montantes a juros compostos s3o maiores que os montantes a juros simples. E, portanto de
interesse dos detentores do capital que os juros sejam compostos.

5.4 Calculos de taxas utilizando Excel®

Para calcular a taxa de juros de uma série uniforme de pagamentos, inicialmente devemos clicar na tela
do menu f,.

Ap0s clicar neste icone aparecera a seguinte janela:

Inscrir funcao ]

Brocure por uma funcaa:
Cigrte umia breve descrican do oue deseja fager & dique em Tr | Ir |

U seledone uma categona: Mais Recertemente Lisada |E|

Saledone ura fungdo:

ALEATORIO .
SOMA
WEDTA

SE
H[-‘EQL[‘jr:
CONT.NUM
i L5 | ]

CONTARYAZIO ntervalo)
Zont= a nimere de células wazas em um intervalko de cdulas espenficade.

m

&juda sobre ssta funcio [ 14 ] [ Cancelar ]

Na opc¢do “Ou selecione uma categoria” escolha a opcao “Financeira”.
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Inserir fungiio |

Brooure paor uma funcao:

Dvgrte uma breve tesdigdo do gque oessia Tazer e digus em TP i Ir |
|

Mais Recentemente Usada -

O sededone uma Catepora

—

| Eeledone uma fungia:

ALEATORIO o
SOMA
MEDTA

SE
HIFERLINE
COMT.MUM
MAXTMO ¥

CONTARNAZIOintervale)
Conta o ndmero de clulas vazize em umintervak de cdlulas especificade,

n

&juda schre =ste fungso l oK ] i Cancelar |

Entdo aparecera a seguinte janela:

Insarir fungdo Lilg

Brocure par uma fungan:
Digite uma breve desdigdo do que dessla fazer e cioue em 'Ir’ | | Ir |

D seledone wna cetegonia: | Fnancera 3

Seleoone uma fungia:
AMOROEGRC

CUPDATAANMT
CUPDATERA K -

AMORDEGRC[custoxdata_aguisicdo;prim_periodorecuperacdo;..)
Retarna a depreciacdo inear pro rata de um ative para cada periodo cont2bi,

btz e (o ] e
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Em seguida, na barra de rolagem a direita, procure pela fungdo TAXA e clique em, OK.

[risefir fu rg 2o lilg

C—

Frocure por uma fungde:

Cigite uma breve desoicdo do gue deseja fazer e digue em 'TF | II Ir II

O selecone uma categania: | Financeira El

Selecione uma funcan:

AMCRLING

= K|
BOD

BO

CLPDATAMNT
CLUPCATAPROX B

AMORDEGRC{(custodata_aguisicao; prim_periodorecuperacao;...)
Retorne 2 depreciscéo in=ar pro rats d= um abve pars cada periodo contébi,

Aludn sabre esty fincio [ o || canclar |

Ap0s selecionar a fungdo Taxa, aparecerd a seguinte tabela e serd necessario preencher alguns valores.

Argumentos da funcio e |
Taxa
Pgte BE] = nimero
vp = [EMEero 1
wF [BE| = namers
T [ = nimero -

Retoma o e de Jros por penado &m um empréstma ou invesbmento, Por exemplo, wse §%4 para pagamsning
irrnesiTais & U fEaa de 6% TPA,

Nper £ o nimers toisl da peciadss de pagaments & UM Smpristims au um
irvesbmento,

Resultado da formula =
Suds soore ests funcio [ ox ][ concear |
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Nesta janela, temos que:
Nper: nesta opcdo vocé colocard o numero total de termos que existem na série uniforme.
Pgto: Nesta lacuna, vocé colocara o valor de cada prestacdo (cada termo da série uniforme)

Vp: Nesta opc¢do vocé colocard o valor presente da divida, com sinal contrdrio ao Pgto. Se o Vf for
preenchido, esta célula deve ficar em branco.

Vf: Nesta opgdo vocé colocara o valor futuro da divida, com sinal contrdrio ao Pgto. Se o Vp for
preenchido, esta célula deve ficar em branco.

Tipo: Aquivocé preencheracom0ou 1, conforme os pagamentos sejam postecipados ou antecipados.
Se for deixado em branco, o Excel assumira 0, considerando os pagamentos postecipados.

Observagao: O Excel trabalha com a “Ldégica do contador”, na qual os pagamentos e recebimentos
devem ter sinais contrarios. Logo, se o valor presente é um valor positivo, o valor das prestacdes deve ser

obrigatoriamente negativo.

Exemplo: Qual a taxa de juros na compra de um veiculo cujo preco a vista é de RS 8.000,00 e é pago em 24
pagamentos de RS 400,00, sendo que o primeiro pagamento é efetuado um més apds a compra?

Assim, Nper = 24, Pgto = 400 e Vp = - 8000 (veja que o Tipo é omitido, pois o primeiro pagamento é
postecipado)

Substituindo esses valores no Excel temos que a taxa sera 1,51% ao més.

Exemplo: Qual a taxa de juros na compra de um veiculo cujo preco a vista é de RS 8.000,00 e é pago em 24
pagamentos de RS 400,00, sendo que o primeiro pagamento é efetuado no ato da compra?

Assim Nper = 24, Pgto =400, Vp=-8000 e Tipo= 1

Substituindo esses valores no Excel temos que a taxa serd 1,56% ao més.
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