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APRESENTACAO

A sequéncia didatica para o ensino de Inequacgéao trigonométrica foi construida
no ambito do Programa de Pés-graduacdo em Ensino de Matematica da Universidade
do Estado do Para, como produto de uma pesquisa dissertacao de mestrado.

Este produto educacional é destinado a escolas da rede publica e privada de
ensino como recurso ou apoio didatico para professores de Matematica no Ensino
Médio para ensino e aprendizagem de Inequacdo Trigonométrica. Trata-se de um
produto didatico validado experimentalmente que apresentou efeitos positivos
guantitativa e qualitativamente para o objetivo a que se destina: ensinar Inequacéo
Trigonométrica por meio de atividades.

Ao longo do desenvolvimento deste produto identificou-se as dificuldades de
ensino e aprendizagem no estudo de Inequacdes, em especial das trigopnométricas.
Com base na metodologia Ensino por Atividades, elaborou-se este produto
educacional sobre Inequacdes Trigonométricas também com o intuito de atender as

atuais orientag@es curriculares para o ensino de Matemética no Ensino Médio:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como
Observacdo de padrbes, experimentagbes e tecnologias digitais,
identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracado cada vez mais
formal na validacdo das referidas conjecturas (BRASIL, 2017, p. 523).

O professor que adotar este produto estara proporcionando a seus educandos
um instrumento de ensino e aprendizagem de Inequacao Trigonométrica validado que
explora dentre outras habilidades as seguintes:

e Construcdo autbnoma do conhecimento matematico;

e Retomada de conhecimentos base;

e Formacdo, tratamento e conversdo de representacdo grafica,
geométrica, algébrica e lingua natural como forma de significacdo ao
conhecimento apreendido.

¢ InteragOes entre estudantes entre os estudantes e com o professor.

e Melhora no desempenho quantitativo em exercicios sobre Inequacgdes

Trigonométricas.



Para dar suporte tedrico ao professor que for fazer uso de nossa sequéncia de
atividades realizou-se um estudo sobre o objeto matematico Inequacéo
Trigonométrica na perspectiva histérica e epistemoldgica apresentados no capitulo 3.

A sequéncia didatica construida possui quatro atividades que de forma gradual
e colaborativa conduzem para o alcance das habilidades necessarias para a
aprendizagem de Inequacao Trigonométrica, seno, cosseno, tangente, quais sejam o
reconhecimento dos tipos de desigualdade, as diferentes formas de representar suas
solugdes e os métodos resolutivos.

Todo material necessario para utilizacdo deste produto educacional, bem como

a fundamentacao, instrucdo de uso € apresentado a seguir.
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1. PRESSUPOSTOS TEORICOS E METODOLOGICOS

Este capitulo dedica-se em apresentar os aportes tedricos e metodoldgicos
adotados para que fosse possivel desenvolver o produto educacional para o ensino

de Inequacdes Trigonomeétricas.

1. 1 ENSINO POR ATIVIDADES

Neste produto, buscou-se elaborar um produto educacional em que “[...] ndo
basta, por exemplo, saber executar mecanicamente as inequacées trigonométricas. E
preciso ter o dominio total de sua aplicagado em situagdes” (DANTE, 2010, p. 21). Por
esse motivo, escolheu-se uma forma de organizar as atividades elaboradas de modo
a promoverem a autonomia e a redescoberta do conhecimento pelo educando, como
se propde o Ensino por atividades: “uma pratica metodolégica que proporciona ao
aluno construir sua aprendizagem, por meio da aquisicdo de conhecimentos e
redescoberta de principios” (SA, 2009, p. 14).

O Ensino por Atividades € uma metodologia de ensino que procura trabalhar os
conteudos Matematicos, para que o aluno possa descobrir as leis gerais ou um padrao
de solugcdo com mediacbes do professor no processo de aprendizagem. De tal
maneira, que por meio das atividades, os alunos descobrem que sao sujeitos ativos e
contribuintes de seu aprendizado.

Sa (2009, p.14-15) propde que: “[...] a pratica metodoldgica do ensino de
Matemética por atividade da oportunidade ao aluno de construir sua aprendizagem,
por meio da aquisicdo de conhecimento e redescoberta de principios”. Esse tipo de
abordagem interativa permite ao aluno realizar um grande nimero de experimentos,
interpreta-los, para depois discuti-lo em classe com professores e colegas.

Nessa perspectiva de ensino, o professor ndo faz sua aula iniciando pela
apresentacao de conceitos, seguidas de definicbes, exemplos e exercicios. Neste
caso, a aula é direcionada com a apresentacdo de diversas atividades e os itens
interrogativos destas que vao induzindo os alunos a perceberem e descobrirem uma
lei geral ou padréo de regularidade que venha auxiliar na compreensao e resolucéo
da atividade. Através desse processo, o0 aluno vai construindo / descobrindo o objeto

matematico estudado a partir do objetivo proposto para cada atividade. Deste modo:
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O professor geralmente, determina a agenda proposta, orienta a construcao
e valida os resultados, mas ao final das contas € o aluno quem deve fazer as
construcbes. Dessa forma, as avaliagbes sdo feitas com o intuito de
determinar o que o aluno construiu para que o professor possa determinar
como continuar sua orientagéo (FOSSA, 2009, p. 11)

Essa caracteristica do Ensino por Atividades confirma que o aluno pode
desenvolver muitas habilidades como analisar, planejar, testar, concluir e generalizar.
No entanto, ao fazer o planejamento e sua execuc¢ao, alguns cuidados devem ser
considerados, para haver aprendizado significativo e sem erros conceituais sobre o
objeto de estudo.

Para estruturar a sequéncia de atividades considerou-se que “uma aula por
meio de atividade de redescoberta tem o0s seguintes momentos: organizacéao,
apresentacio, execucao, registro, andlise e institucionalizagdo” (SA, 2019, p.

29). Para melhor explicar organiza-se esses momentos no quadro a seguir:

Quadro 1 - Organizacao do Ensino por Atividade de Redescoberta.
Momento Organizacao.

Momento de instruir a formacéo de equipes podendo
_ 5 também ocorrer de forma individual. O professor deve
Organizacao dirigir as acdes, orientar a formac&o das equipes sem
imposi¢cBes, demonstrar seguranga e objetividade
guanto ao roteiro a ser seguido.

Momento do professor distribuir o material necessario
para a realizagdo da atividade incluindo o roteiro da
mesma. O roteiro pode ser impresso ou disponibilizado
Apresentacao no quadro o que vai depender das condicdes
estruturais da escola. Para atividades com
procedimento mais longo é preferivel que o roteiro seja
disponibilizado de forma escrita para economizar
tempo.

Corresponde a etapa da experimentacao quando o
educando manipula os materiais, realiza medidas e/ou
calculo, compara e/ou observa.

. O professor neste momento deve deixar as equipes
Execugao trabalharem livremente, supervisionar o}
desenvolvimento das ac¢des e auxiliar nas duavidas,
gquando solicitado ou perceber dificuldade de
execucdo, que possam surgir em cada equipe no
ocorrer da realizacdo do procedimento.

Corresponde ao momento da sistematizagdo das
informagbes na pesquisa cientifica. Neste momento
Registro espera-se que cada equipe ou individuo registre as
informacbes obtidas durante a execugdo dos
procedimentos no respectivo espaco destinado no
roteiro.
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Neste momento espera-se que cada equipe analise as
informagdes que foram registradas e descubram uma
. relacdo vélida entre as informacgdes registradas. Este
Analise momento € crucial para o bom andamento da atividade
devido, ser o momento quando os alunos deverao ter
0 primeiro acesso a informacdo desejada pelo
professor.

E o momento em que sera produzida a conclusio
oficial da turma a partir das conclusbes que cada
Institucionalizac&o equipe elaborou no momento da analise. O momento
da institucionalizacdo corresponde grosso modo ao
momento da elaboracdo das consideracdes finais de
um trabalho cientifico.

Fonte: Adaptado de S& (2019)

Portanto, percebemos que o Ensino por atividade como metodologia de ensino
€ capaz de conduzir o aluno a desenvolver ou ampliar o0 seu envolvimento pela
matematica, uma vez que participa ativamente nos processos de descobertas e
generalizagbes de padrdes e leis bem como no desenvolvimento de habilidades
previstas no curriculo escolar conforme o nivel de ensino e faixa etéaria.

Para o contetdo de Inequacfes Trigonométricas o Ensino por Atividades foi
adotado por se propor a criar um envolvimento com a matematica, explorando

conhecimentos prévios e o entendimento de outros conteldos matematicos.

1. 2 REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

O objeto matemético deste produto, Inequacbes Trigonométricas, permite a
exploracdo de diferentes formas de representar esse mesmo objeto, de forma
algébrica, que é a mais usualmente encontrada em livros didaticos, mas também
como auxiliar no entendimento do comportamento das funcfes trigopnométricas de

forma grafica e geométrica. Explorar isso significa:
Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de
representacao matematicos  (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solu¢cdo e comunicacéo de resultados de

problemas, de modo a favorecer a construgcdo e o desenvolvimento do
raciocinio matematico. (BRASIL, 2017, p. 523)

O filésofo, psicologo de formacédo de professores Raymund Duval investigou a
aprendizagem matematica e o papel dos registros de representacdo semiotica para a

apreensdo do conhecimento matematico, na Franca entre 1970 e 1995, quando



13

publicou sua teoria na obra Sémiosis et pensée humaine: Registres sémiotiques et
apprentissages intellectuels. Nessa perspectiva, os estudos de Duval (2004)
preconizam que um sistema cognitivo de representagao necessita de trés atividades
cognitivas, as quais chama de semiosis: Formacéo, tratamento e conversao, e iSso se

deve ao fato de que:

a construcdo de conceitos matematicos depende muito da capacidade de
utilizar varios Registros de Representacdo Semiodtica dos referidos conceitos:
representando-os em um dado registro, tratando tais representacdes no
interior de um mesmo registro, e fazendo a conversdo de um registro para
outro”. Assim, para o autor, estes trés elementos estdo profundamente
ligados a aquisicdo conceitual de um objeto matematico, isto é, a noésis
(DALLEMOLE, 2010, p. 59).

Ao adotar-se os registros de representacdes semibticas como forma de
analisar os efeitos do produto educacional construido na aprendizagem de
InequacBes Trigonométricas, deseja-se explorar um nivel de compreensdo desse
objeto sob diferentes perspectivas. Para Duval (2003) a analise semibtica € um
importante instrumento de pesquisa para aquisicdo de conhecimentos mateméaticos e
organizacao de situacdes de aprendizagem por desenvolver capacidades cognitivas
gue favorecem o uso da linguagem matematica e a sua compreensao. Além disso, “o
transito entre os diversos registros de representacdo pode favorecer que o0s
estudantes tenham maior flexibilidade e fluidez na area e, ainda, promover o
desenvolvimento do raciocinio” (BRASIL, 2017, p. 519).

As atividades cognitivas ou Semiosis que sdo exploradas em uma atividade
gue necessite de registros e representacées sdo, segundo Duval (2004) e Dallemole
(2010):

a) Formacéo: atividade em que se estabelece um sistema de representacao que
permita o reconhecimento das representacdes como representacoes, isto é, 0s
registros de representacdo precisam ser identificaveis seja por meio de um
texto em lingua natural, de uma figura geométrica, de um grafico, etc.,
respeitando regras inerentes a cada sistema de registros.

b) Tratamento: trata-se da transformagao ao longo do desenvolvimento de uma
mesma representacao ou registro, por exemplo, resolver uma equagao ou
inequacgédo ou reformular um enunciado dado, em outro.

c) Conversio: E a transformacédo externa, em outro tipo de registro conservando
0S mesmos objetos matematicos, como por exemplo, passar da escrita

algébrica de uma equacdo a sua representacdo grafica ou passar de uma
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representacao linguistica em uma representacao figural. A conversdo se da
entre 0s registros, ou seja, é exterior ao registro de partida.

Na construgdo e na andlise da sequéncia didatica por atividades houve o
planejamento da realizacdo das atividades cognitivas descritas, em especial das
formas algébricas, graficas, geométricas e em lingua natural, para o objeto
matematico Inequacdes Trigonométricas. Ainda que o estudante nem sempre fale ou
escreva em lingua natural sobre o objeto matematico, o simples fato de interpretar os
enunciados demonstra sua capacidade de tratar e converter para outros registros em
linguagem matematica. No tratamento das representacfes € também o momento de
se fazer a retomada de conhecimentos prévios, tais como: desigualdade, intervalo,
equacao trigopnométrica, ciclo trigonométrico, etc.

Estando definido o percurso metodolégico desta pesquisa, no capitulo a

diante apresenta-se as analises prévias que nortearam tal percurso.

2. SEQUENCIA DIDATICA

Nesta secdo apresentamos a materializacdo da sequéncia didatica que se
apropriou das fundamentacdes dos estudos apresentados na integra na dissertacéo

disponivel em: https://ccse.uepa.br/pmpem/?page id=23.

2.1 ORIENTACOES AO PROFESSOR

Nesta sec¢do, apresenta-se como foi construida a sequéncia didatica para o
ensino de Inequacédo Trigonométrica. A construcao e analise a priori das atividades é
uma fase da Engenharia Didatica apresentada na secao 1.1 da dissertacéo que deu
origem a este produto, em que se apresenta os objetivos de aprendizagem que foram
previstos para cada atividade e uma previsdo das possiveis situacdes e dificuldades
gue possam ocorrer ao longo do processo de experimentagao do produto educacional

gue possui a estrutura apresentada no quadro 11.

Quadro 2 — Estrutura das atividades da Sequéncia Didatica
ATIVIDADE OBJETIVO MATERIAL TEMPO
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Descobrir uma relacdo | -Ciclo Trigonométrico
entre as solucbes de

1- Inequag&o | inequacéo do seno -Folha de atividade.; 2 h/aula
Seno -Caneta lapis e
borracha.

Descobrir uma relacdo | -Ciclo Trigonométrico
entre as solucbes de

2- Inequacgao inequacao do seno -Folha de atividade.; 1 h/aula
cosseno

-Caneta lapis e

borracha.

Descobrir uma relacdo | -Ciclo Trigonométrico
entre as solucbes de

3- |nequa(;a0 inequagéo do seno -Folha de atiVidade.; 1 h/aula
Tangente .
-Caneta lapis e
borracha.
Desenvolver a conversao | -Folha de atividade.;
entre as representagdes _
das solucdes da | -Caneta  lapis e
inequacao borracha.
4- Solucgdes de trigonométrica, as quais
Inequacdes sejam: No ciclo 1 h/aula
. L trigonométrico
Trigonometricas | (geométrica e gafica), na
solugéo particular

algébrica e no intervalo.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Perceba que na primeira atividade foi estimado um tempo maior por ser uma
atividade em que os estudantes comecariam a mobilizar os conhecimentos prévios
que precisariam para compreender o novo assunto. Os conhecimentos prévios estdo
relacionados a conceitos basicos da trigonometria, tais como: razdes trigonométricas,
equacdes trigopnométricas e reconhecimento e manipulacdo do ciclo trigopnométrico
como forma de representacdo geométrica e grafica.

As quatro atividades foram construidas de modo a fazer os estudantes
manipularem estaticamente o ciclo trigonométrico tracando sobre ele os intervalos de
arcos para compreensdo da solugédo da Inequacéo Trigonométrica. Essa solucado é
também explorada em diferentes registros de representacdo semiética, explicado na
secdo 1.2, podendo ser escrito como representacao algébrica, grafica, geométrica e

em intervalo.
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Na construcdo da sequéncia didatica foram dispostos diferentes momentos
orientados pelo material impresso disponivel no apéndice A, conforme o exposto na
secdo 1.1, momentos de organizacdo, apresentacao, execucao, registro, analise
e institucionalizacdo, em que a organizacdo e apresentacdo deve ser realizada
oralmente pelo professor, orientando a formacédo de grupos ou néo e as instrucdes
iniciais do roteiro da atividade. Assim segue a andlise a priori de cada uma das

atividades.

ATIVIDADE 1

A atividade 1 tem o objetivo de descobrir uma relacéo entre as solucfes da
inequacao seno, € possivel por meio dessa atividade explorar a representacao
algébrica, grafica e geométrica da inequacao seno.

Na primeira questdo da atividade 1 pede-se que com o auxilio do ciclo

trigonométrico, determine-se a solucéo algébrica de cada inequacdo sen a > k ou

sen a < k dada, no intervalo de [0, 2. E disponibilizado em cada item um ciclo

trigonométrico para dar apoio visual na solucao da inequacéo proposta. Os itens estdo
dispostos de forma a levar a percepc¢ao de que diferencas ocorrem quando se muda
a desigualdade ou quando se muda o sinal de k.

Estimou-se que os estudantes precisassem de mediacdo do professor para
relembrarem dos conhecimentos prévios, em especial as equacgdes trigonométricas.

O reconhecimento do ciclo trigonométrico de raio unitario e sua divisdo em
quadrantes também foi uma dificuldade prevista na elaboracao deste material. O eixo
a que deveria se considerar com relacdo a inequagao seno poderia ser uma duvida
dos educandos, para isso indicou-se enfatizar que a relacdo estabelecida deveria
voltar o olhar para o eixo das ordenadas (eixo de “y”).

Na questdo 2 solicita-se que com as informacdes obtidas na questdo 1 fosse
preenchido um quadro com as solugfes. A intencdo dessa questdo é promover uma
melhor observacdo do comportamento das solugcdes e assim poder estabelecer
relacbes, semelhancas e diferencas entre os diferentes tipos de inequacéo seno e
como esse comportamento interferia na representacdo da sua solugédo, na forma
algébrica e na forma de intervalo. Esse momento seria para o educando um exercicio

da linguagem matematica adequada, com uso do simbolismo préprio e formal e com
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a explicacdo de seu significado. Como na questdo 1 explora-se a representacao
algébrica da solucéo, presumiu-se que 0s estudantes nao teriam grandes dificuldades
em realizar a representacao da solugéo em intervalo.

A questdo 3 foi elaborada com a intencdo de estimular a capacidade de
observacdo e andlise. Deseja-se que o estudante perceba o intervalo ou intervalos
que satisfazem a solu¢do na inequacao seno, isto €, quando a desigualdade for (>k)
deve ser observado o arcsenk acima de k no eixo y e quando a desigualdade for (< k)
deve ser observado o arcsenk abaixo de k no eixo y.

Também foram previstas as situacdes em que a solucéo seria a unido de dois
intervalos, quando o arco alcanca parte do quarto quadrante, € necessario que se
represente o intervalo que pertence no quarto quadrante unido com o outro intervalo,

acompanhando a ordem do sentido anti-horario.

Exemplo:

Quadro 3 — Possivel erro de representacdo da Inequacéo Seno.
90°

120° n o 5n 7m
. 28 2 ‘60 S={XER/O<X<TUT<X<2T[}
V2
Senx>—7 51 71
$=]0,—|U[—,2
10,25 [U]5 2n

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Nessa situacdo o educando pode fazer equivocamente S = {x € R/%" <x< %"} ous-=
xeR/T<x<D, que é a solucéo de
Senx < — g Assim, nessa situacdo, caso a discussdao entre os educandos nao

levasse a essa compreensdo o professor deveria mediar a discussao para que
realizassem a unido dos intervalos de solugcéo devidamente.

A questao 4 é o momento de socializacao das discu¢cdes em que 0s estudantes
deveriam chegar a um consenso que levasse a uma conclusdo que demonstre a
redescoberta sobre o0 que seria uma inequagao seno e sua solugdo em diferentes
representacdes. Ao final ocorre a formalizac&o pelo professor, organizando a definicao

e a generalizacao de sua solucéo da inequacao seno.

ATIVIDADE 2
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A atividade 2 foi elaborada com o objetivo de descobrir uma relacédo entre as
solucdes de inequacao do cosseno. Na primeira questdo da atividade 1 pede-se que

com o auxilio do ciclo trigonométrico, determine-se a solucdo algébrica de cada
inequacdo cosa >k ou cosa <k dada, no intervalo de [0, 2m]. E

disponibilizado em cada item um ciclo trigopnométrico para dar apoio visual na solucao
da inequacao proposta. Os itens estao dispostos de forma a levar a percepc¢ao de que
diferencas ocorrem quando se muda a desigualdade ou quando se muda o sinal de k.

Nesta atividade estimou-se que os estudantes nao tivessem mais dificuldades
em manipular o ciclo trigonométrico e recorrer aos conhecimentos prévios.

O eixo a que se deva considerar com relacéo a inequacéo cosseno poderia ser
uma duvida dos educandos, para isso indicou-se enfatizar que a relacdo estabelecida
deveria voltar o olhar para o eixo das abscissas (eixo de “X”).

Na questdo 2 solicita-se que com as informacdes obtidas na questdo 1 fosse
preenchido um quadro com as solu¢des. A intencdo dessa questdo é promover uma
melhor observacdo do comportamento das solucdes e assim poder estabelecer
relacdes, semelhancas e diferencgas entre os diferentes tipos de inequagao cosseno e
como esse comportamento interferia na representacdo da sua solucdo, na forma
algébrica e na forma de intervalo.

A questdo 3 foi elaborada com a intencdo de estimular a capacidade de
observacdo e andlise. Desejou-se que o0 estudante percebesse o intervalo ou
intervalos que satisfazem a solucdo na inequacao cosseno, isto €, quando a
desigualdade for (>k) deve ser observado o arccosk a direita de k no eixo x e quando
a desigualdade for (< k) deve ser observado o arccosk a esquerda de k no eixo x.

Também foram consideradas as situagdes em que a solucdo € a uniao de dois
intervalos, talvez pela experiéncia na atividade anterior o educando percebesse que
guando o arco alcancga primeiro e quarto quadrante passando ou néo pelo segundo e
terceiro quadrante de forma descontinua, é necessario que represente na ordem do
sentido anti-horario a unido do primeiro intervalo da solu¢gdo com o segundo intervalo
da solucéo.

Exemplo:
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Quadro 4 - Possivel erro de representacédo da Inequacdo Cosseno
90°

m 5m
S={X€R/0<X<§U?<X<2T{}

Cosx > —
2 5 =10, % [U]>" 2n]
- 13 3 ’

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Nessa situacdo o professor deveria observar se equivocamente o educando
estabeleceu s ={xe IR/S?“ <x< g} . Assim, nessa situacdo, caso a discussao entre 0s

educandos nédo levasse a essa compreensao o professor deveria mediar a discussao
para que realizassem a unido dos intervalos de solu¢édo devidamente.

Na questédo 4 os estudantes socializam as discuc¢des e deveriam chegar um
consenso que leve a uma conclusdo que demonstre a redescoberta sobre o que seria
uma inequacéao cosseno. Ao final o professor formaliza e organiza essa definicdo e a

generalizacdo da solucéo da inequacao cosseno.

ATIVIDADE 3

A atividade 3 foi elaborada com a intencédo de descobrir uma relacao entre as
solugdes de inequacao tangente. Nesta atividade é possivel que seja necessario
explorar os conhecimentos prévios sobre a representacao da equacao seno no ciclo
trigonométrico, haja vista que agora o olhar sobre a correspondéncia do arco é voltado
para a reta tangente ao ciclo e paralela ao eixo dey.

Na primeira questdo da atividade 3 pede-se que com o auxilio do ciclo

trigonométrico, determine-se a solucéo algébrica de cada inequagdo tg a > k ou

tga < k dada, no intervalo de [0, 2m]. E disponibilizado em cada item um ciclo

trigonométrico para dar apoio visual na solucdo da inequagéo proposta. Os itens estédo
dispostos de forma a levar a percepc¢ao de que diferencas ocorrem quando se muda
a desigualdade ou quando se muda o sinal de k.

Na questdo 2 solicita-se que com as informacdes obtidas na questao 1 fosse

preenchido um quadro com as solugfes. A intencdo dessa questdo é promover uma
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melhor observacdo do comportamento das solucdes e assim poder estabelecer
relacdes, semelhancas e diferencas entre os diferentes tipos de inequacéo tangente
e como esse comportamento interferia na representacao da sua solugéo, na forma
algébrica e na forma de intervalo.

A questdo 3 foi elaborada com a intencdo de estimular a capacidade de
observacdo e analise. Desejou-se que o0 estudante percebesse o intervalo ou
intervalos que satisfazem a solugdo na inequacdo tangente, isto é, quando a
desigualdade for (>k) deve ser observado o arccosk a direita de k no eixo x e quando
a desigualdade for (< k) deve ser observado o arccosk a esquerda de k no eixo x.

Em tratando-se da inequacgéo tangente o estudante deveria perceber a solucéo
pode ter até trés intervalos, entretanto, presumiu-se que por consta das experiéncias
com as atividades anteriores represente naturalmente cada intervalo na ordem do
sentido anti-horario.

Exemplo:

Quadro 5- Possivel erro de representacdo da Inequacgéo Tangente.

' T
bovr S={xe]R§/0<x<§U

s 4 3w
< x<—U—

> 3 2<x<27T}

Tgx<\/§

S—OT[[ ]11 4 37‘[2
=ozlvlyglvigen

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Assim, nessa situacdo, caso a discussdo entre os educandos nao levasse a
compreensao desejado o professor deveria mediar a discussao para que realizassem
a uniao dos intervalos de solucédo devidamente.

Na questédo 4 os estudantes socializam as discug¢des e deveriam chegar um
consenso que leve a uma concluséo que demonstre a redescoberta sobre o que seria
uma inequacao tangente. Ao final o professor formaliza e organiza essa definigéo e a

generalizacdo da solugcéo da inequacao tangente.

ATIVIDADE 4
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A atividade 4 tem o objetivo de desenvolver a conversdo entre as
representacfes das solucbes da inequacgdo trigonométrica, as quais sejam: no ciclo
trigonométrico (geométrica e gréfica), na solucéo particular algébrica e no intervalo.
Aliado a isso, nessa atividade, o estudante recorreria ao conteudo das trés atividades
anteriores, aprofundando as formas de calcular e representar diferentes inequacdes
trigonométricas sabendo qual se refere ao eixo x, qual se refere ao eixo y e qual se
refere a reta tangente ao ciclo.

Na atividade 4, os momentos de execucao e registro estdo na questédo 1, onde
o educando poderia converter a representacdo de modo inverso a que se estava
fazendo nas atividades anteriores, isto €, agora explora-se a conversdo da
representacdo algébrica para a gréafica e geométrica e da solugcéo da inequacao para
a inequacédo, sendo esta Ultima situacdo a que pudessem ter maior dificuldade em
realizar.

Na questdo 2, o professor poderia verificar por meio do registro em lingua
materna quais as estratégias adotadas pelos educandos e se ndo haveria equivocos
em sua maneira de resolver cada inequacéo. Na questéo 3, as davidas deveriam estar
sanadas e a turma ter chegado a um consenso de como reconhecer cada uma das
inequacdes e como estabelecer e converter suas solugcdes em diferentes

representacoes.

Quadro 6 — Dificuldades e mediacbes
Possiveis dificuldades Formas de mediacéo

Atividade

-Retomada dos conhecimentos | -Retomada do

1-Inequacéao
seno

prévios sobre equacédo seno.
-Manipulacéo do ciclo
trigonomeétrico.

-Compreensdo da referéncia
ao eixoy

-Reconhecimento de que a
solugcéo possa ter mais de um
intervalo.

-Definicdo da ordem de
representacdo dos intervalos
da solucéo.

reconhecimento do ciclo
trigonométrico unitario e
suas caracteristicas.
(quadrantes, arcos,
eixos, etc);

- Enfase no olhar para o
eixoy.

-Enfase na ordem dos
guadrantes pelo sentido
anti-horario.

2-Inequacéao
cosseno

-Retomada dos conhecimentos
prévios sobre equacao
cosseno.
-Compreensdo da referéncia
ao eixo X.

-Diferenciar da atividade
1.

- Enfase no olhar para o
eixo X.




-Reconhecimento de que a
solugéo possa ter mais de um
intervalo.

-Definicdo da ordem de
representacdo dos intervalos

3-Inequacéao
Tangente

da solucéo.

-Retomada dos conhecimentos | -Retomada do
prévios sobre equacgao | reconhecimento sobre
tangente. equacao tangente;

-Compreensao da referéncia a
reta tangente ao ciclo.
-Reconhecimento de que a
solucdo possa ter até trés
intervalos.

- Enfase no olhar para o
eixo da reta tangente ao
ciclo trigonomeétrico.

4-Solucbes de
Inequacgdes
Trigonométricas

-Recorréncia ao conteudo das
trés atividades anteriores.
-Decisao sobre qual eixo de
referéncia: X, y ou reta
tangente.

-Realizar a o processo inverso
de conversao, da solucéo para
a inequacao.

- Discussao sobre o que
foi estudado nas
atividades  anteriores,
suas  diferencas e
semelhancas.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Note no quadro acima que se previu que algumas dificuldades poderiam ser
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minimizadas ao longo da execucado das atividades e que, portanto, a intensidade de

interferéncia do professor nas redescobertas dos educandos também tenderia a

diminuir. De modo que essa interferéncia seria ndo em diretamente em responder as

davidas dos educandos, mas leva-los a recorrerem aos conhecimentos que 0s

conduziriam para o alcance de tais respostas.

2.2 SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE INEQUACAO TRIGONOMETRICA
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SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE
INEQUACOES TRIGONOMETRICAS

Identificacdo da Escola:

Identificacédo do estudante:
Data: / /

Atividade 1- Inequacéo do seno
Objetivo: Descobrir uma relacao entre as solucdes de inequacao do seno
Material: Ciclo Trigonométrico e folha de atividade.
Procedimento: Os estudantes formardo duplas ou trios e deverédo resolver as

guestdes a seguir com o0 apoio visual do ciclo trigonométrico.

1. (Execucao) Com o auxilio do ciclo trigopnométrico, determine a solugéo algébrica de

cada inequacdo sen a > k ou sen a < k dada, no intervalo de [0, 2T].

a)Senx>% b)Senx<%

12"

51

I
S={xeR/ €<x<?

C) Senx >—% d)Senx<—%




V2 V2
e)Senx>7 f) Senx<7
90° - a0
120° o 1 E
L, 23 3 560 2 2% . £60° -
Y 3 R i g, 545
1
L

h)Sen3x>—\/2—E

24

2. (Registro) Com as informacgdes obtidas preencha o quadro a seguir.
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A inequacéo é da
~ ) . Intervalo da
Inequacao forma: Raizes ~
solucéao
sena > k | sena < k
T
X=—=8€
6 T 57
1 =1= ==
a) Senx > - X 51 S ]6’6[
2 X = —
6
1
b) Senx < >
1
c)Senx > — 5
1
d)Senx < —=
2
S > —
e) Senx >

f)Senx < ?

V2
g) Sen 2x >—7
2
h)Sen3x<—§
1) Sen 4x > 5
i) Sen4x >
V3
j)Sen5x<—7

3) (Andlise) Analise o quadro e responda:
a) Vocé consegue observar alguma relagdo comum entre as inequacdes seno de

mesma forma? Qual?

b) Consegue analisar o que muda na solu¢gédo quando muda apenas a desigualdade?



4) (Institucionalizac&o) Discuta com seus colegas, depois sintetize uma concluséo.

Formalizacédo do Professor

Atividade 2: Inequacao do Cosseno

Objetivo: Descobrir uma relacdo entre as solugdes de inequacgdes do cosseno
Material: Ciclo Trigopnométrico e folha de atividade.

26
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Procedimento: Os estudantes formardo duplas ou trios e deverdo resolver as
guestdes a seguir com o0 apoio visual do ciclo trigonométrico.

1)(Execucdo) Com o auxilio geométrico do ciclo trigopnométrico determine a solucéo
de cada inequacdo cosa >k ou cos a < k dada, no intervalo de [0, 21].

1 1
a)Cos x > 5 b)Cos x < >

m 5w
S:{xeR/0<x<§U?<x<2n}
1 1
c) Cos x >—§ d)Cosx < —3

2 2
g) Cos 2x < ey h)6053x>—7




2. (Registro) Com as informacg@es obtidas preencha o quadro a seguir.

Inequagéo

A inequacéao é da

) . Intervalo da
forma: Raizes ~
solucéao
sena > k | sena < k
i3
. y x=z e | s=]0,7 [T 20
a)Cosx > — 51
2 X = —
3
1
b) Cos x < >
C > !
c)Cosx >
1
d) Cos x < —3

V2
e)Cosx > -

f)Cosx < g

28
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V2
g) Cos 2x >—7
V2
h)COS3X< —7
3
i) Cos 4x > >

3
j) Cos 5x < —5

(Andlise) Analise o quadro e responda:
a) Vocé consegue observar alguma relagdo comum entre as inequacdes cosseno de

mesma forma? Qual?

b) Consegue analisar o que muda na solucdo quando muda apenas a desigualdade?

4) (Institucionalizagéo) Discuta com seus colegas, depois sintetize uma concluséo.



Formalizac&o do Professor

Atividade 3: Inequacgao da Tangente

Objetivo: Descobrir uma relagao entre as solugdes de inequacdes tangentes.

Material: Ciclo Trigonométrico e folha de atividade.

30
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Procedimento: Os estudantes formardo duplas ou trios e deverdo resolver as
guestdes a seguir com o0 apoio visual do ciclo trigonométrico e do gréafico da funcéo

tangente.
1. (Execucao) Com o auxilio geométrico do ciclo trigopnométrico determine a solugéo

de cada inequacdo tga > k ou tg a < k dada, no intervalo [0,211].

a)Tgx <3 b)Tg x >+/3

T 4m 3w
S:{xe]R/0<x<§UE<x<?U7<x<2ﬂ}

C)Tgx<1 dTgx>1

e)Tgx<—§ f)Tgx>—§




09)Tg2x<-1

h)Tg3x >1

i) Tg 5x > —3

2) (Registro) Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir.

32
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A inequacéo é da

~ ) . Intervalo da
Inequacéao forma: Raizes

solucéao

Tga >k | Tga <k

S

]O,E[U

(V15 2n]

N_I:I
w|F

T
a) Tgx <3 X 34 ]

b) Tgx <3

c) Tgx<1

d Tgx>1

e) Tgx < —g

f)Tgx>—\/?§

g) Tg2x<—1

h)Tg3x > 1

)Tg4x < —/3

I)Tg 5x > -3

(Andlise) Analise o quadro e responda:
a) Vocé consegue observar alguma relagdo comum entre as inequacdes cosseno de

mesma forma? Qual?

b) Consegue analisar o que muda na solu¢do quando muda apenas a desigualdade?



4) (Institucionalizagao) Discuta com seus colegas, depois sintetize uma conclusao.

Formalizacédo do Professor

Atividade 4- Solucdes de Inequacdes Trigonomeétricas

34



Objetivo: Desenvolver a conversao entre as representacdes das solucdes da

inequacao trigonométrica, as quais sejam: No ciclo trigonomeétrico (geométrica), na

solucao particular algébrica e no intervalo.

Material: Folha de atividade e caneta.

35

Procedimento: O professor disponibilizara para cada estudante (ou grupo de

estudantes) a folha de atividade que apresenta um quadro a ser completado com um

ou mais tipos de representacdo conforme o que foi estudado nas atividades anteriores.

1) (Execucédo e Registro) Complete o quadro com a inequacao trigonométrica ou

com alguma representacdo da

trigonométrico, na forma algébrica ou na forma de intervalo.

Inequacao

Ciclo trigonomeétrico

Solucédo algébrica
e Solucao no intervalo

senx < ——
2

12 12
Cos2x < —?
_ 5t m
=] 12°12
2
Cosx > —£

3n VA

s 2m
S={XER/E<X<—U—<X<T

3 2

inequagdo trigonométrica: grafica no ciclo



S=]=,—

Tg2x< V3

2) (Analise) Vocé conseguiu criar uma estratégia para reconhecer e fazer a
conversao das representacdes das solucdo nas inequacgdes trigopnométricas do
quadro? Explique.

3) (Institucionalizagc&o) Discuta com seus colegas, depois sintetize uma concluséo.

36



Formalizag&o do Professor

2. 3 QUESTOES DE APROFUNDAMENTO

37
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SEQUENCIA D~IDATICA PARA O ENSINO DE
INEQUACOES TRIGONOMETRICAS

Identificac&o da Escola:

Identificacéo do estudante:
Data: / /

ATIVIDADE DE APROFUNDAMENTO

x V3
3) Dada a inequacéo Cos E<7 X € [0, 27‘[], para quais valores de x a solucéo

€ negativa? Responda e ilustre sua resposta.

V2

4) Dada a inequacéo sen 2X < — = com X € [0, 2m], para quais valores a

solucéo é positiva? Responda e ilustre sua resposta.

5) Represente a inequacéo tangente que tem a solucao x, para 0 = x = 2m,
ilustrada na figura.
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6) Represente uma inequacao seno cuja solucao x, para 0 = x = 2w, seja
negativa. Responda e ilustre sua resposta.

5) Resolva a inequacio tg x =+/3 para 0 = x < 2. llustre no ciclo trigonométrico.

a)S:{xE]R,‘gixa‘:' i £x-=::3—”} -

3 2

SR
=]
=

|

b)S:{xE]Ri:fg <x <= ou‘:—n =x < E—R}

£
en

: : 3
C)S:{xE]l{i‘_fg = x {g ou — =x < TT} oA 5 8 £ U

7 7 2 47
d)S:{::cE]Ri:fHE Sx<-ou- =x < Tq}

2 3 : :
e)S:{xE]R,"?T < x = = au?q <x < —}

. ~ 1 . .
6) Resolva a inequagéo cosx < — — no intervalo [0,2x]. llustre sua resposta no ciclo

trigonomeétrico.

a) [n/3,5 n/3]

b) [/4, n/3]

c) [w/3. m/2]
d) [n/3,5 ©/3]

e) 12 n/3,4 n/3]
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1 1,."5 ] . .
7) As solucgbes de > < Senx = Y no intervalo [0, 27 [, sdo todas as medidas x , em

radianos, tais que:

T T 2 37T
AT <X =<~ ou—_— =x< —
& 3 3 &
T T 2 37T
b)y- =X < - ou— <Xx= —
& 3 3 &
T T 27 3T
- =X < - ou— <X= —
4 3 3 4
T T

d)—i:x{;

s <x < %

8) Determinar a solucdo da inequacdo tan 2x < +/3. llustre no ciclo trigonométrico.
a) [0, m/6[U[7 /6,3 /2]
b) [r/2, nJU[3 /2,2 [
c) [0, m/4[U] /2,5 /4]
d) 10, m/3[U] /2,4 /3]

e) ]0, m/3[U]13 /2,2 [

. . 2
9) Marqgue o item que apresenta o maior valor de x, com 0 < x < 27 , tal que cos x 3_3’? .

llustre.
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3. ESTUDO DO OBJETO MATEMATICO: Inequagfes Trigonométricas

Neste capitulo, apresenta-se o estudo sobre Inequacdes Trigonométricas, 0

objeto matematico sobre o qual este produto educacional foi desenvolvido.

3.1 ESTUDO HISTORICO

Para apresentar um estudo mais minucioso sobre o objeto matematico
Inequacdes Trigonométricas realizou-se uma pesquisa inicial um resgate da
construcdo histérica do desenvolvimento da trigonometria, por ser a base para o
ensino de InequacbBes Trigonométricas considerando sua importancia para a
constituicdo do saber matemético e, do ponto de vista didatico-pedagogico, por
promover a capacidade de relacionar raciocinio algébrico, geométrico e grafico
proporcionando também o desenvolvimento da capacidade de abstracédo, necessaria
para diversas circunstancias (Feijo, 2018, p. 53).

Brasil (2017) desafia professores de matematica a mediarem em seus alunos
habilidades de resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fené6menos
periodicos reais, como ondas sonoras, ciclos menstruais, movimentos ciclicos, entre
outros, e comparar suas representacdes com as funcdes seno e cosseno, no plano
cartesiano, com apoio da geometria, bem como identificar as caracteristicas
fundamentais das funcdes seno e cosseno (periodicidade, dominio, imagem), por
meio da comparacdo das representacdes em ciclos trigonométricos e em planos
cartesianos.

Para que essas habilidades de realizar e interpretar diferentes registros e
representacfes possam ser adquiridas pelo aluno, é necesséario também que tais
elementos do ensino de temas de trigonometria ndo sejam obstaculos
epistemoldgicos para o professor de Matematica ensinar 0os assuntos subsequentes.

Valendo-nos da teoria dos registros de representacdo semiodtica de Raymond
Duval e da analise dos obstaculos também vividos pelos matematicos no passado, foi
possivel fundamentar os objetivos de aprendizagem do produto educacional
construido a partir desta investigacao sob o olhar da Histéria da Matematica.

Para tanto, inicialmente, realizou-se um levantamento bibliografico sobre
histéria da trigonometria por meio dos obstaculos epistemolédgicos dos registros e

representacdes semioticas. Em seguida tragcou-se uma linha do tempo onde destaca-
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Se 0S personagens que marcaram a construcdo histérica da trigopnometria no que
tange a semiotica desse objeto matematico.

Por fim, faz-se a sintese e analise dos resultados obtidos ressaltando as
contribuicdes de cada personagem para a compreensao de como 0s obstaculos de
aprendizagem se dao e como isso pode ajudar professores de matematica que lerem
este trabalho a entenderem as dificuldades de aprendizagem de seus alunos ao
ensinarem temas de trigopnometria, em especial Inequacao Trigonométrica.

Na sec¢édo 1.3 desta dissertacao fala-se da teoria dos registros e representacdes
semidticas, que se retoma aqui. Raymund Duval é filosofo, psicologo de formacéo de
professores e investigou a aprendizagem matematica e o papel dos registros de
representacdo semidtica para a apreensdo do conhecimento matematico, na Franca
entre 1970 e 1995, quando publicou sua teoria na obra Sémiosis et pensée humaine:
Registres sémiotiques et apprentissages intellectuels.

Em sintese e para o que diz respeito desta pesquisa, Duval defendia que:

para que um sistema semibtico possa ser um registro de representagéao,
ele deve permitir as trés atividades cognitivas fundamentais ligadas a
semiosis: formacgéo (identificacdo do objeto matemético representado),
tratamento (operacdo cognitiva que vai compreender uma transformagéo
do registro representacdo no interior do mesmo sistema semibtico de
representacdo em que foi formado) e conversdo (transformag¢do de um
dado registro de representacdo, pertencente a um sistema semiético em
outro registro, pertencente a outro sistema semiético). (DIONIZIO e
BRANDT, 2011, p.4411)

Neste sentido, faz-se uma discusséo acerca dos elementos das semiosis, que
ao longo da descricdo histérica caracteriza como elementos de formacédo (F),
tratamento (T) e conversao (C) dos registros e representacdes dos estudos de
trigonometria feitas ao longo da historia, em especial aguelas tidas nas diretrizes da
educacao como fundamentais, tais como: resolver e elaborar problemas em contextos
que envolvem fendmenos periddicos reais (F); Realizar (T) e comparar (C)
representacbes com funcdes peridodicas nos ciclos trigonométricos, no plano
cartesiano, com apoio da geometria; identificar as caracteristicas fundamentais das
funcbes trigonométricas (F) por meio da Realizacdo (T) e comparacdo (C) das
representacdes em ciclos trigonométricos e em planos cartesianos, geometricamente
e em linguagem materna.

Aliado a isso, também se da destaque a Historia da Matematica como recurso

enriquecedor dos conhecimentos docentes, na perspectiva de compreender que a
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matematica, nasceu de necessidades praticas de cada povo, a cada nova situacao,

impulsionando o progresso cientifico da humanidade como afirma D’Ambrésio:

As ideias matematicas comparecem em toda a evolugcao da humanidade,
definindo estratégias de acdo para lidar com o ambiente, criando e
desenhando instrumentos para esse fim, e buscando explicacdes sobre os
fatos e fendmenos da natureza e para a prépria existéncia. Em todos os
momentos da histéria e em todas as civilizagdes, as ideias matematicas estao
presentes em todas as formas de fazer e de saber. (D’AMBROSIO, 1999, p.
97 apud CHAQUIAM, 2017, p. 16).

E nessa perspectiva de D’Ambrésio, de que a Histéria desempenha na
formacédo do professor um revestimento de significado a seu saber matematico e a
sua pratica de ensino. Assim traca-se a seguir uma linha do tempo, destacando alguns
personagens especificos que de alguma forma trouxeram contribuicbes importantes
para nosso objeto.

Ao longo da apresentacdo dos personagens destacados nos periodos
historicos, faz-se discussdes acerca dos obstaculos epistemoldgicos encontrados
e/ou superados sob a Optica da semiotica.

Para cada periodo historico destaca-se personagens cujos desafios e
descobertas contribuiram para a formacéo epistemoldgica no que tange a formacao,
tratamento e conversdo de registros e representacdes semidticas que levaram a
constituicdo de estudos em trigonometria.

Os personagens aos que se da destaque a seguir representam um marco ao
longo da histéria no que tange aos obstaculos epistemoldgicos superados e ao novo
registro de representacdo semibtica por eles utilizados. Situa-se pelo menos um
personagem em cada periodo histérico, em que também discorre-se sobre o cenario
sécio-cultural da época, para enfatizar de que maneira sua contribuicdo marcou na

construcdo das representacfes semioticas da trigonometria.

Antiguidade

A antiguidade, marcada pelo desenvolvimento da escrita a cerca de 4000 a. C.,
foi um periodo de notavel progresso cultural trazendo uso da roda e dos metais, e,
tendo seu término marcado pela queda do império romano em 476 d. C.

A origem das noc¢des de fun¢des trigonométricas ndo € precisa. Seu surgimento
veio com primeiros estudos em trigonometria pela necessidade de se medir distancias

inacessiveis em problemas que sugiram na agricultura, agronomia, navegacao e
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medicina. Os primeiros registros de representacdes trigonométricas dedicam-se a
babildnios e egipcios.

Na Babilonia havia grande interesse pela Astronomia, por suas ligagcbes com
0s conceitos religiosos e por suas conexdes com o calendario, as épocas de plantio e
estacdes do ano. Em 28 a. C. foi construido um calendario astrologico e elaboraram
uma tabua de eclipses lunares.

No Egito, a trigonometria foi utilizada nas medi¢des das piramides e em 1500
a.C., aproximadamente, a ideia de associar sombras projetadas por uma vara vertical
a sequéncias numéricas cujos comprimentos representavam a passagem das horas
(relégios de sol ou gnémon), anunciando a chegada, séculos depois, das funcdes
tangente e cotangente. (Costa, 1997, p. 10).

Segundo Mineiro (2019), nesse contexto, ao realizarem relagcdes entre

grandezas por meio dos termos “maior que” e "menor que” deu-se inicio aos estudos
de analise sobre o0s numeros reais, adotando-se intervalos numéricos ao
estabelecerem as desigualdades, o que entendemos ser a génese das relacdes de
inequacao.
o Eratéstenes de Cirene (276 -196 a.C.) - O grego Eratostenes, por volta de
200 a. C., ao medir a circunferéncia da Terra, fez o tratamento e conversédo de
registros representativos utilizando relacdes entre angulos e cordas, semelhanca de
triangulos e razbes trigopnométricas. Com esse feito, Eratéstenes marcou o
fechamento de dois séculos de lentos avancos na trigopnometria.

Para Boyer (2012, p. 124), de Hipdcrates a Eratéstenes, embora os gregos

estudassem as relacdes entre retas e circulos e as aplicassem na Astronomia, disso
nao resultou uma trigonometria sistematica, indicando que muito se precisava avancar
no que diz respeito a formalizacdo de estudos em trigonometria, sendo este um
obstaculo para que se avangasse mais.
o Hiparco de Nicéia (180-125 a.C.) - Hiparco ficou conhecido como “o pai da
trigonometria” quando ampliou a ideia de Hipisicles (180 a. C.) de dividir qualquer
circulo em 360 partes e a partir disso construir a primeira tabela da trigopnometria, mais
uma forma de representacao e registro trigopnometrico.

Para formular tais tabelas ele olhava para o céu e imaginava triangulos tragados

sobre a esfera e assim relacionava corpos celestes uns com o0s outros.
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Hiparco considerava que cada tridngulo estava inscrito dentro de um circulo
e desenvolveu um sistema para calcular &ngulos a partir de cordas. Ele
compilou tabelas de cordas produzidas desenhando-se angulos de diferentes
tamanhos que se relacionavam com o conceito moderno de senos e
cossenos. (ROONEY, 2012, p. 89)

A formulacdo da trigonometria de Hiparco, fazia o tratamento, isto €, operacdes
cognitivas, baseado na ideia de fungéo ao associar cada arco de circunferéncia de
raio arbitrario a uma respectiva corda, tendo, por assim dizer, gerado o “embrido” das

funcdes seno e cosseno.

Idade média

Esse periodo é datado 476 até 1453, quando Constantinopla foi tomada pelos

turcos otomanos. Iniciou com uma fase de pouco progresso cientifico, considerada
“‘idade das trevas”. Entre séculos Xll e Xlll surgiram as primeiras universidades, tendo
suas contribuicbes entendidas como um prolongamento do saber das correntes
filosoficas platonicas e aristotélicas (Roque e Carvalho, 2012, p. 188).
o AL Battani (aproximadamente 850 a 929 d.C.) - Dos séculos VIII até o século
Xl, o Império Muculmano ou Arabe teve uma expansdo econémica e avangos em
diversos campos das artes e da ciéncia, em ao século 1X, devido também a difusédo
da lingua arabe em substituicdo ao grego, permitindo a preservagao do saber por eles
constituido.

Al Battani, também conhecido como Ptolomeu de Bagdad, para calcular a
altitude do sol usou razfes trigonométricas e construiu tdbuas de senos, naquela
época chamada de Jiva ou meias-cordas, caracterizando a formulacdo do objeto
matemaético.

Sua genialidade se mostrou no tratamento do registro das representacfes
semidticas utilizadas, a partir da introducéo do circulo de raio unitario e com isso
demonstrando e generalizando que a razéo jiva é valida para qualquer triangulo
retangulo, independentemente do valor da medida da hipotenusa, propondo uma
conversdo geomeétrica e algébrica das relagBes trigonométricas do circulo para o
retangulo, diferente de como se ensina na escola, onde primeiro se faz o estudo das
relacbes no triangulo e muito depois, sem fazer associacdes, fala-se do ciclo

trigonometrico.
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De acordo com Alvarenga, Barbosa e Ferreira (2014, p. 168), as contribuicdes
do arabe Al Battani podem ser observadas nos trabalhos de Euler, que se baseava
em relagbes entre lados de um triangulo retdngulo e sintetizou férmulas
trigonométricas, tomando o seno inteiro igual a 1, proporcionando também aplicacdes

na fisica como, por exemplo, a propagacao do som.

Idade moderna

Periodo de 1453 a 1789, ano da revolucdo francesa. A idade moderna é
marcada por uma ampla dissemina¢do do conhecimento matematico de carater mais
significativo e pela comercializagdo dos livros, devido a invencdo da impressao de
tipos moveis.

A ltalia se destacou no desenvolvimento dos conceitos matematicos,
aritmética, algebra e trigpnometria. A populacédo volta a ter interesse pela educacao e
os livros apresentam uma linguagem matematica mais acessivel as massas
populares. Nesse periodo também ocorreu um maior desenvolvimento das fungdes.
o Johann Miller (Regiomontanus) (1436-1475) - Este matematico é um dos
maiores século XV, cujo trabalho teve grande importancia, estabeleceu a
Trigonometria como uma ciéncia independente da Astronomia. O primeiro trabalho
impresso em trigonometria foi a “Tabula Directionum” de Regiomontanus, publicado
em Nuremberg em 1485.

Segundo Costa (1997), a Trigonometria de Regiomontanus nao diferia
basicamente da que se faz hoje em dia, ele calculou novas tabuas trigonométricas,
aperfeicoando a dos senos e introduziu na trigonometria europeia o0 uso das
tangentes, incluindo-as em suas tabuas.

Em suas formulagbes houve uma mudancga no tratamento dos registros de
representacao, pois as seis func¢des trigonométricas foram definidas como fungdes do
angulo, em vez de func¢des do arco, e subentendidas como razdes. Deduz-se que
neste momento houve uma ruptura entre a trigonometria do tridngulo retangulo e a
trigonometria do ciclo trigonométrico.

o Francois Viete (1540-1603) - Francois Viéte ndo era matematico de profissao,
era advogado do Estado, por seu amor pela matematica dedicava horas de seu

descanso ao estudo e investigacdo matematica. Em 1579 utilizou como registro e
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representacédo, férmulas que determinam funcdes trigonométricas de multiplos de um
angulo, quando se conhecem as func¢des trigonométricas do mesmo.

Segundo Chaquiam (2017, p. 168), na sua obra Canon Mathematicus, Viete

desenvolveu o tratamento sistematico de métodos para resolver problemas com
triangulos planos ou esféricos, com o auxilio das seis fungdes trigonométricas, uma
vez que John Wallis tabulou as seis, mas s6 tratava as do seno.
o Pierre de Fermat (1601-1665). Traz-se Fermat para este estudo, ndo por ter
desenvolvido contribui¢cdes diretas a trigonometria, mas sim com a introducéo da ideia
de desigualdade no estudo de funcdes. De acordo com Boyer e Merzbach (1991),
desde 1629 Fermat estivera considerando lugares geométricos numa notacao
baseada em equacgbes da forma y = x™, definindo uma geometria analitica de curvas
planas de grau superior. Fermat denotou para curvas polinomiais daformay = f (x),
que a fungdo assume um maximo ou 0 um minimo. Ele comparou o valor de f (x) em
um ponto como valor f (x + E) com variagdo quase imperceptivel, tornando-os quase
iguais, uma pseudoigualdade, o que fez chegar a definicdo de maximos e minimos e
a esséncia do que hoje chama-se de derivagao.

Nesse sentido percebe-se que a ideia de inequacéao utilizada por Fermat por

meio de desigualdade trouxe um tratamento diferente ao pensamento algébrico e uma
definicao analitica de funcdo que alcancasse também as funcées trigonométricas.
o Sir Isaac Newton (1642-1727) - John Wallis (1616-1703), fazia registros e
representacdes das seis férmulas trigonométricas usando equacdes e séries infinitas
em vez de proporgdes. Esse avango contribuiu com os estudos de Sir Isaac Newton
(1642-1727) sobre célculo infinitesimal na geometria do movimento.

Newton observando o movimento dos planetas, teve uma nova concepc¢ao do
universo regido por leis mecéanicas de uma assombrosa precisdo. Fazia
representacfes com séries infinitas, tendo expandido arcsen x em séries e, por
reversao, deduzido a série para sen x. Além disso, comunicou a Leibniz a férmula
geral para representar sen (nx) e cos (nx) tendo, com isso, aberto a perspectiva para
0 sen x € 0 cos x surgirem como numeros e ndo como grandezas.

Segundo Alvarenga, Barbosa e Ferreira (2014, p. 174), Joseph Fourier (1768-
1830) utilizou as séries definidas por Newton para representar fenémenos fisicos
(transmissdo do som, e fluxo do calor), manifestando a certeza de que qualquer

fungdo, ainda que “descontinua”, podia ser representada por uma série soma de
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senos e cossenos, uma vontade que Euler, tinha rejeitado, “isto mostra que a definicao
anterior de continuidade era inadequada” (ROQUE e CARVALHO, 2012, p. 336).
Nota-se aqui que Newton superou o obstaculo antigo da homogeneidade, a
partir dele Fourrier superou o da descontinuidade, porém este Ultimo teve obstaculos
de generalizacdo, pois sua definicAo de funcdo contemplava apenas aquelas

consideradas convergentes.

Periodo contemporaneo

A ldade Contemporanea € estudada de 1789, época da Revolucdo Francesa,

até os dias atuais. Dentro desse periodo, varios acontecimentos politicos,
econdmicos, sociais, cientificos e tecnologicos, como a Revolugdo Industrial,
receberam influéncia da evolucdo da matematica e em especifico das funcdes
trigonométricas. Por exemplo, os arquivos em MP3 hoje sdo possiveis por causa de
matematicos como Fourrier e Euler que definiram fungdo analiticamente como sendo
uma seérie trigpnométrica complexa e composta. (Rooney, 2012)
o Leonard Euler (1707-1783) - A trigonometria toma a sua forma atual quando
Euler (1707-1783) adota, em 1748, a medida do raio de um circulo como uma unidade
e representa funcdes aplicadas a um niumero e ndo mais a um angulo como era feito
até entdo. Neste sentido percebe-se que Euler realizou a conversao do registro de
uma representacdo geométrica baseada no angulo para outra cartesiana baseada no
namero, tal conversdo permitiu estabelecer melhor caracterizacdo da periodicidade
das funcbes trigonométricas.

Segundo Roque e Carvalho (2012) Euler generalizou fun¢cdo como sendo uma
expressao analitica que pode ser formada pela aplicacdo de finitas ou infinitas
operacdes algébricas de adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacao e
radiciacdo, integrando também ao escopo das fun¢bes admissiveis aquelas que sao
transcendentes, ou seja, que podem nao ser algébricas, como a exponencial, a
logaritmica e as trigonométricas.

A transicado das razdes trigonométricas para as funcdes peridodicas comecou
com Viete no século XVI, teve novo impulso com o aparecimento do Calculo
Infinitesimal no século XVII com Newton e culminou com a figura de Euler que
desenvolveu também a analise de Fourier que permitiu a Newton “encontrar valores

necessarios para modelar a propagacéo do calor para qualquer distribuicao inicial de
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temperatura” (ROONEY, 2012, p. 164), convergente ou ndo, superando assim um
obstaculo de generalizagao.

Para melhor organizar as analises apresentadas ilustra-se no quadro a seguir
uma sintese do que foi discutido sobre os registros e representacfes semidticas

utilizadas por alguns personagens ao longo dos periodos historicos no estudo da

trigonometria.

Quadro 7- Sintese dos resultados

L L N
(180 - 125 a.C.)

geométricos em tabelas
trigonomeétricas.

PERIODO PERSONAGEM | REGISTRO DE CONTRIBUICAO

HISTORICO REPRESENTACAO

Eratéstenes Relagbes entre angulos e | Utilizou trigonometria (ndo

cordas, semelhanca de | formalizada) para calcular

triangulos e razbes | a circunferéncia da Terra

Antiguidade trigonométricas. e com aplicagdes na

(4000 a.C.- 476) Astronomia.
Desenvolvimento da | (276 -196 a.C)

escrita e primeiros ‘Hiparco Formulava, tratava e | Dividir circulo em 360

registros da : convertia registos de | partes para construir a

trigonometria representacao primeira tabela

trigonométrica utilizando a
ideia intuitiva de funcéo.

Idade Moderna
(1453-1789)

Ampla disseminacéo
de conhecimento
através da editoracéo
e impresséao e
comercializagao de
livros.

y
(1436-1475)

como funcdo do angulo e
néo do arco.

Idade Média AL Battani Fazia representacdes | Introduziu o circulo de raio
(476-1453) semidticas geométrica e | unitario a trigonometria e
Primeiras algébrica do circulo para o | com isso generalizou que
universidades e triangulo. arazao jiva (seno) é valida
génese circulo para qualquer tridngulo
trigonométrico (850 a929) retangulo.
Johann Muller | Formulou seis func¢des | Publicou o] primeiro
(Regiomontanus) | trigonométricas tratadas | trabalho impresso em

trigonometria, reuniu seis
relagbes trigonométricas
em fungdo do angulo,
desassociando triangulo
retangulo do ciclo
trigonomeétrico.

Francois Viéete

(1540-1603)

Determinava funcbes
trigonométricas de
multiplos de um &ngulo,
quando se conhecem as
fungbes  trigonométricas
do mesmo.

Desenvolveu o tratamento
sistematico de métodos
para resolver triangulos
planos ou esféricos, com o
auxilio das seis funcdes
trigonométricas.

Pierre de Fermat

(1601-1665)

Desenvolveu a ideia de
desigualdade no estudo de
comportamento funcional.

Desenvolveu um
tratamento diferente da
representacdo algébrica
de funcbes por meio de
inequacdes.

Sir Isaac Newton

Fez tratamento das seis
férmulas trigonométricas
usando equacdes e séries

Contribuiu com os estudos
de John Wallis (1616-
1703) sobre  calculo
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infinitas em vez de | infinitesimal na geometria
proporc¢oes. do movimento, superou o
obstaculo da
homogeneidade.

(1642-1727)

Contemporaneo Realizou a conversdo do | Caracterizou a
(1789 - atual) Leonard Euler | registro de uma | periodicidade das funcdes
Revolucao industrial e Fia representacdo geométrica | trigonométricas e superou
cientifica com varias baseada no angulo para | os problemas de
contribuicbes das outra cartesiana baseada | convergéncia ao
novas definicdes de no ndmero. generalizar fun¢des sendo

funcoes convergentes ou nao.
trigonométricas (1707-1783)

Fonte: Elaborado pelo autor (2018)

Dos recortes da histéria da matematica e das contribuicdes dos personagens
destacou-se a construgdo semibtica dos estudos de trigonometria, chama-se a
atencao para os seguintes aspectos da funcionalidade dos registros como propde

Duval.

A originalidade da abordagem cognitiva estd em procurar inicialmente
descrever o funcionamento cognitivo que possibilite a um aluno compreender,
efetuar e controlar ele préprio a diversidade dos processos matematicos que
Ihe s&o propostos em situagdes de ensino. (DUVAL, 2003, p. 12).

Observa-se ao longo da historia representacdes multifuncionais, como por
exemplo o sen x que hora é dado como numero e hora como grandeza, um obstaculo
superado por Newton e que o professor de matemética precisa ter cuidado e clareza
tanto quanto a representacdo discursiva (associacdes verbais, argumentacdes e
deducbes) como quanto a representacdo nao-discursiva (operacdes, figuras
geométricas, modelagem) .

Foi possivel também constatar que os personagens, ora usavam triangulos
(Eratéstenes), ora triangulos inscritos em circulos (Hiparco) e ora passaram a utilizar
0 circulo trigonométrico desassociado da trigonometria do tridngulo retangulo
(Regiomontanus). Esses passos das formacgdes e tratamentos das representacdes
elucidam o surgimento do circulo unitario a partir do triangulo retangulo, o que pode
ser também utilizado por professores de matematica com funcionalidade tanto
discursiva como nao-discursiva.

Também se constatou de que modo as relacdes proporcionais entre lados de

um tridngulo retangulo se transformaram em func¢des trigonométricas, ao longo de
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cada necessidade da humanidade e em cada periodo historico. Isso revelou a
utilidade social, cultural e cientifica desse saber matematico.

Essas conversfes semibdticas razdo/propor¢cao - equacao/inequagéo -funcao,
que aconteceram ao longo da historia, elucidam como 0s personagens superaram 0S
obstaculos epistemoldgicos de proporcdo (Al Battani), homogeneidade (Newton),
separacao entre nameros e grandezas (Newton), generalizacdo (Euler, Al Battani),
continuidade (Fourrier) e convergéncia (Euler).

Tais obstaculos superados pelos personagens apesentados elucidaram como
os estudos de trigonometria aliado a ideia de inequacdo contribuiram para uma
definicdo mais ampla de funcdo. Em certas circunstancias essas formas de tratamento
algébrico na forma de razéo, proporcdo, equacdo, inequacdo e funcdo e suas
respectivas interpretacdes geométrica e grafica no ensino de Matemética séo tratadas
de forma monofuncional, assim como na historia, mas a consideracao que se faz aqui

segundo a teoria das representacfes semidticas de Duval, é:

A existéncia de diferentes representacdes semidticas para um mesmo objeto
matematico possibilita a escolha da melhor e mais adequada ao que se
pretende trabalhar. Certas vezes, um objeto se apresenta em uma forma de
representacdo que possui um custo cognitivo muito alto para realizacéo de
raciocinios e procedimentos de calculo necessarios, logo, a possibilidade de
usar outra representacao que proporcione tratamentos menos trabalhosos é
de extrema importancia (DIONiZIO e BRANDT, 2012, p. 3)

Neste sentido a sequéncia didatica que se construiu nesta pesquisa considerou
a articulacdo de todas as formulagBes semidticas possiveis para uma melhor
aprendizagem de Inequac¢des Trigonométricas, tendo em vista que é valido comecar
por aquela que tenha menor custo cognitivo e que se avance progressivamente no
tratamento dos registros e representacdes para apreensao das habilidades e objetivos
de aprendizagem pretendidos.

3. 2 ESTUDO EPISTEMOLOGICO

Nesta parte do estudo sobre o objeto Inequac¢des Trigonométricas, apresenta-
se um estudo epistemoldgico que funciona também como um organizador de
conteudos e objetivos de aprendizagem do objeto com o rigor das definicdes
matematicas inerentes ao objeto como conteddo curricular da educacdo basica. As
definicbes e propriedades a seguir apresentadas foram embasadas por Machado
(1986), Antar Neto (2010), Murakami e lezzi (2013), Dante (2010), Oliveira (2017).
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3. 2. 1 Medidas de arcos

Considerando uma circunferéncia. Sobre esta circunferéncia tome dois pontos
A e B, conforme a figura abaixo. A circunferéncia fica dividida em duas partes, cada

uma é chamada de arco da circunferéncia AB.

Figura 1- Arco da Circunferéncia AB.

-]

Perceba que a simples simbologia AB ndo determina o arco, sendo necessario
designar um sentido de medidas, horario ou anti-horario, de modo a especificar que
dos dois arcos em gue a circunferéncia ficou dividida é realmente o arco AB desejado.

Para calcular a medida do arco de circunferéncia, deve-se determinar sobre a
circunferéncia uma unidade fundamental de medida e calcular a quantidade destas
unidades de medidas que estdo contidas no arco. Por exemplo, na figura a baixo
definiu-se a unidade de medida u. Perceba que o arco AB, destacado na figura
existem exatamente 5 unidades u, fazendo com que AB = 5u.

Figura 2- Unidades u de uma arco.

B . u

Se essa circunferéncia for dividida em 360 partes iguais, dizemos que cada
uma dessas partes possui um grau ( © ) como medida de cada um destes arcos

menores em que a circunferéncia foi dividida. Em outras palavras, 1° (um grau) é igual

. 1 .
a medida Py de um arco completo. Deste modo, um arco completo posssui 360°. Por
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exemplo, considere que os pontos A, B, C e D dividem uma circunferéncia em 4 partes

iguais. Assim, cada um dos menores arcos AB, BC, CD e DA vale % =90°.

Figura 3- Pontos que dividem a circunferéncia em 4 partes iguais.

D

B

Um radiano (1 rad) é o &ngulo definido em uma circunferéncia por um arco com
0 mesmo comprimento que o raio da referida circunferéncia. E possivel demonstrar
gue em uma circunferéncia existe 2r radianos em um arco completo.

Das defini¢cdes de grau e radianos € possivel identificar uma relacao linear entre
ambos. Assim, para fazer a conversao basta resolver uma regra de 3 simples. Para
converter um angulo conhecido 6, com a medida dada em graus, para radianos deve-

se fazer da seguinte forma:

GRAU RADIANOS
180° T
0 X

X = rad (6 em grau)

00
Para converter de radianos para graus.

GRAU RADIANOS

180° T[
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6.180°

X = rad (6 em grau)

3. 2. 2 Ciclo trigopnométrico

Considere um sistema de eixo cartesianos xOy, suponha que A é uma
circunferéncia de raio 1, centrada na origem O. Observe que o comprimento desta
circunferéncia é 2m. A é o ponto da circunferéncia A intercepta o eixo x. A partir desde
ponto A todos os arcos sao medidas ao longo de A.

Seja f(8) uma funcéo que associa para cada 6 um ponto P na circunferéncia de moo
que:

i) Se 6 =0, o ponto P coincide com o ponto A

i) Se 8 > 0, a partir do ponto A e no sentido anti-horério, é contado um arco de

comprimento 6. O ponto P é outro extremo deste arco.

iii) Se 6 < 0, a partir do ponto A e no sentido horério, € contado um arco de

comprimento |6]. O ponto P é o outro extremo deste arco.

Figura 4- Arcos no sentido horério e anti-horario.

L !“r

¥

8<0

Afirma-se que o ponto P € a imagem de 6 pela funcdo f. Quando a fungéo f é
associada a uma circunferéncia A de raio unitario afirma-se que A é o ciclo
trigonométrico. Como o raio da circunferéncia € igual a 1, o comprimento do arco AP,
em unidades de comprimento é igual ao valor do angulo central 8, em radianos.

Assim, é possivel identificar a posi¢cdo de P para determinados valores de 6,

como exemplificado abaixo:
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Figura 5- Posicao de P para valores de 6 no sentido anti-horario.

y$ ¥ ¥4

0=x

0 =w2 8 =3/

N~ Y, PR w2
!_} ) P!Jh |

Figura 6- Posigéo de P para valores de @ no sentido horario.
_/)]\ Lx

-

v v v

g=-x

Observe que a fungéo f € uma funcao periddica, uma vez que:

f@) =6 t2n) =f0O x+4nr) = f(0 + 6m)...= f(6 + 2kn)k € N. Desta
maneira, caso dois arcos 6, e 6, sejam tais 6, - 6, = 2km, k € N, segue que 6, e 6,
possuem a mesma imagem pela funcao f. Neste caso, 8, e 6, sdo chamados de arcos
cbngruos. Assim, qualquer ponto P no ciclo trigopnométrico € a imagem de infinitos

arcos, todos cdngruos entre si.

Figura 7- P como imagem de infinitos arcos céngruos entre si.

vk

Q+2kx

o
-
-

Todos os arcos da forma 6 + 2km, k € Z, 6 positivo ou negativo, sdo associados

ao mesmo ponto P do ciclo trigonométrico. Os eixos x e y dividem o ciclo
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trigonométrico em quatro setores, denominados de quadrantes, conforme mostra a
figura a seguir. Em cada quadrante é possivel identificar as coordenadas do ponto P.

Figura 8- Quadrantes do ciclo trigpnométrico.

¥4

sezundo | primeire
quadrante | quadranic

mcleyy>0 | xp>0cy:>0
terceiro [quarto

qusdramie |quadrante

{ﬂcyr{ﬂh}ﬂey‘:{

+

Assim, podemos afirmar que:

IX€1°Q & 6 +2kn <6 <~ +2kn
ii)xe2°Q=>§+2kn<9<n + 2km

i) x €3°Q & m+2kr < 6 <= + 2kn

iv) X € 4°Q & =% + 2k < 6 < 2 + 2k, onde k € Z.

2.3. 2.3 Seno de um arco.

Considerando o ciclo trigopnométrico e o ponto P, imagem de um arco de

comprimento 6. Define-se a fungéo seno de um arco 8 como f: R — R que associa

a cada 0 a ordenada do ponto P.

f(0) = sen6 = y,.
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Figura 9- Relacédo seno.

Observacdes

1) A imagem da funcédo seno é o intervalo [—1,1], ou seja -1 < sen § < 1 para todo

arco 6.
2)sen8 >0nolellQ;send<0nolllQelVQ.
3)senf =0, para 8 = km, k € Z.

4)send =1, para 6 =§+ 2km, k € Z.

5)senf =-1, para 6 = 37"+ 2km, k € Z.

6) A funcéo f(6) = sen(8) é periodico de periodo 2m, k € Z |senf = sen(8 + 2km )|
2. 3. 2. 4 Cosseno de um arco

Considerando o ciclo trigonométrico e o ponto P, imagem de um arco de
comprimento 6. Define-se a fungdo cosseno de um arco 8 como f: R — R que associa

a cada 6 a abscissa do ponto P.

f() = cos O = x,.
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Figura 10- Relacdo cosseno.

vk

L4

Observagoes

i) A imagem da funcao cosseno € o intervalo [—1,1 ], ou seja; -1 < cosf < 1 para todo

arco 6

i) cosé >0, para g €1Q e IVQ, cosf <0, 8 € 11Q e llIQ.

iii) cos 8 = 0, para 8 = % + ki, ke Z.

iv) cos 8 =1, para 0 = 2km, ke Z.

V) cos 0 =-1, para 6 = + 2km, ke Z.

vi) A funcéo f(8) = cos 6 é periodica de periodo 2.
cos 6 = cos(f + 2km), ke Z.

Figura 11 — Projecdes de P e Q.

¥

yot-----7

P
L
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Em um ciclo trigonométrico sejam os pontos P e Q imagens de 6 e g— 0,

respectivamente. Os pontos B, C, D e E sdo as projecdes de P e Q sobre os eixos x

ey, conforme a figura acima.

Observe que os triangulos OPB e OQC sé&o congruentes logo:
OC=PB=> x4 = yp :cos(g—e):sene

QC = 0B = y, = xp = sen(Z — 6) = sen

3. 2. 5 Tangente de um arco

Considere um eixo t, com origem em A e paralelo ao eixo y. Esse eixo é
conhecido como eixo das t. O ponto P é a imagem do arco 8 sobre a circunferéncia

trigométrica. A reta OP intercepta o eixo t em um ponto de posi¢ao t,,.

A funcéo tangente é definida coo f: R — (g + km) - R que associa a cada 8 a posicao

t, sobre o eixo das tangentes. Assim temos f(8) = tg 6 = t,, observe que 6 = Z+kma
2

reta OP é paralela ao eixo das tangentes, ndo interceptando-a. Por isso a funcao
tangente nao € definida para 6 = §+ krm.

Propriedades:

1) A imagem da funcéo tangente € R.

2)tg6 >0, paraf € 1°Q e 3°Q.

3)tgh < 0, paraf € 2°Q e 4°Q.

4) A funcao tangente e periodica de periodo 7.
tg0 =tg (6 + km) ,k € Z.

2. 3. 2. 6 Relacbes entre as funcdes trigonométricas

senf

Teorema: Paratodo 6 € R, 6 # g + km, tem-setg 6 = 0
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Figura 12 - Relacdo Tangente.

Demonstracéo:

Suponha que P é a imagem do arco 6 sobre o ciclo trigopnométrico. B € a projecao de

P sobre o eixo x . T é a interseccdo de OP com o eixo t das tangentes.
Observe que o AOAT e AOBP possuem os mesmos angulos. Assim AOBP.

AT OA t 1 tgb 1 sen®
AT _O0A _ tp| _ 1 _ ltgol _ _ tqg = lsene!

PB OB vpl - xp| |sen8| ~ |cos®| " |cose|

O quadro mostra como variam os sinais de tg 6, sen 6 e cos 8 conforme 0s

guadrantes no ciclo trigopnométrico.

Figura 13 — Sinal das funcdes trigonométricas.

Quadranie | Sinaldetg 6 | Sinaldesen§ | Sinalde cos® . sen 8
Sinal de —
cosf
_I* + + + +
7 _ ¥ — —
3° + — - +
4" - — + -

. o . 0 ~
Como o sinal de tgé@ coincide, em cada quandrante, com o sinal de %, entao

pode-se afirmar que tgo = ﬂ, paratodo 6 € R, 6 # g + km, k € Z.

cos6

Ha outras relacdes trigonométricas que podem ser estudadas por meio do ciclo
trigonomeétrico, tais como a cotangente, secante e cossecante, que nao sao objeto de
estudo nesta pesquisa por ndo serem desenvolvidas na sequéncia didatica

construida.
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3. 2. 7 Equacdes Trigonométricas

Seja f(x) uma fungdo que envolve apenas constantes reais e operagbes com
fungBes trigonométricas. Resolver uma equacao trigonométrica f(x) = 0 significa
determinar todas os valores de « tais que f(a) = 0. Estes valores a formam um conjunto
denomminado conjunto solugédo da equagéo f(x) = 0. Note que, para pertencer ao
conjunto solucdo da equacdo f(x) = 0, todos os valores de a devem pertencer ao
dominio da funcéo f(x).

De maneira geral, as equacdes trigonomeétricas sdo dadas originalmente por
expressbes envolvendo varias funcdes trigonométricas que, apdés a devida
manipulacdo algébrica, se reduzem a resolver uma das equagfes fundamentais
abaixo:

i)sena =senpf
i) cos a =cos 8
iitga=tg B

7

Portanto, € importante estudar com detalhes o conjunto solucdo destas

equacdes trigonométricas fundamentais.
a) EQUACAO DA FORMA sena =senp

De modo que as imagens dos arcos a e [, sobre o ciclo trigonmétrico,

respectivamente os pontos P e Q, devem possuir a mesma ordenada:
Yp =Yg

Figura 14 — Equacao seno.




Isso é possivel em duas possibilidades:

I)a e B saocongruos:a =0+ 2kmr, KEZ
i)ae fsdocongruos:a=m— B+ 2kn, K€ Z
Portanto, conclui-se que:

a = + 2kn

sena:sen[h:){a — - B + 2k

b) EQUACAO DA FORMA cos a = cos f

62

De modo que cos a = cos B, as imagens dos arcos a € f sobre o ciclo

trigonométrico, respectivamente os pontos P e Q, devem possuir a mesma abscissa:

Xp = Xq

Figura 15 — Equacgao cosseno.

Y‘

e

frrmanma—-

fo;
K.

Isto ocorre em duas possibilidades:

i) e B saocongruos:a = +2kmr, KEZ

i) a e2r — B sao cbngruos : a =2mr — B + 2km, K € Z

Logo, conclui-se que:

cosa:cosﬁ@{a

.

i
Z

H-"
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Observacdo: E muito comum utilizar no lugar de 2 — £ 0 arco congruo — g:

a = f + 2kn

Cosa=cosﬁ@{a = —B + 2kn

ou ®a ==xp + 2kn
c) EQUACAO DA FORMAtg a =tgf8

De modo que tg « = tg 8, as imagens dos arcos a e 8 sobre o ciclo trigopnométrico,
respectivamente os pontos P e Q, devem estar alinhadas com o centro O do ciclo. Isto

ocorre em duas possibilidades:

Figura 16- Equacéo tangente.

YIL £

Jlt‘r

i) e B saocongruos:a = +2kmr, KEZ
i)aem+ B saocongruos:a=m+ [ +2kmr, KEZ

Logo, conclui-se que:

tga=tgﬁ®{a =+ f + 2kn

3. 2.8 Inequagdes Trigonométricas

Considere f(x) e g(x) expressdes que envolvem apenas operagdes com

funcdes trigopnométricas. Uma inequacao trigonomeétrica € qualquer expressao do tipo
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f(x) > g(x)ouf(x) = g(x). De modo a simplificar a analise, serdo considerados os
caos de > ou <, caso o0 sinal de desigualdade seja > ou <, a analise é identicam
bastando trocar >por > e <por <. O conjunto solucdo de uma inequacgéo
trigonomeétrica do tipo f(x) > g(x)é o conjunto dos arcos 6 tais que a inequacao €
satisfeita, ou seja f(8) > g(0).

De maneira geral, as Inequacfes Trigonométricas sdo dadas, originalmente,
com varias operacdes com funcbes trigonométricas que, depois da devida
manipulacdo algébrica, se reduz a resolver uma das inequacdes fundamentais (k € R
):

)] senx > k; senx < k
1)) cosx > k; cosx < k

i) tgx > k; tgx <k

Devido a importancia destas inequagdes fundamentais, suas solugcbes seréo

estudadas nos itens a seguir.
Solucédo de Senx > k:

Figura 17 — Inequacgéao Seno

Marcam-se no eixo v o ponto de ordenada k. Uma reta horizontal r € tracada
passando por este ponto. Esta reta intersecta o ciclo trigonométrico em dois pontos,
P; e P,. Considere o arco de circunferéncia P;P, sobre o ciclo trigonométrico que esta

acima daretar.



65

Todos os arcos do ciclo trigopnométrico que pertencem a P; P, sdo solucdo da
inequacédo senx > k . Deste modo, identificando o arco x de modo que x = arcsenk,
0 conjunto solucdo da inequacéo senx > k é:

S={x€eR/x = arcsenk + 2kn < x < m— arcsenx + 2km}

Solucéo de senx < k:

Marca-se no eixo v o0 ponto de ordenada k. Uma reta horizontal r é tracada passando
por este ponto. Esta reta intersecta o ciclo trigopnométrico em dois pontos, P; € P,.
Considerando o arco de circunferéncia P, P,, sobre o ciclo trigonométrico que esta
abaixo da reta r . Todos os arcos do ciclo trigopnométrico que pertencem a P, P, sdo

solugéo da inequacao senx < k.

Figura 18- Inequacéo Cosseno.

Deste modo, identificando o arco x de modo que x = arcsenk, 0 conjunto

solucéo da inequacéo senx < k.
S = {xe€R/2kn <x < arcsenk + 2km ou m — arcsenk < x < 2m + 2km}

De maneira equivalente, utilizando arcos negativos, é possivel escrever o

conjunto solugdo em apenas um intervalo.

S ={x € R/ —marc cosk + 2km < x < arc cosx + 2km }
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Solucéo de cosx > k:

Marca-se no eixo v o ponto de abscissa k. Uma reta vertical r é tracada
passando por este ponto. Esta reta intersecta o ciclo trigonométrico em dois pontos,
P; e P,. Considerando o arco de circunferéncia P; P,, sobre o ciclo trigonométrico que
esta abaixo da reta r . Todos os arcos do ciclo trigopnométrico que pertencem a P, P,
sao solucéo da inequacao cosx < k. Deste modo, identificano o arco x de modo que

x = arc cosk, 0 conjunto solucédo da inequacao cosx > k é:

Figura 19 — conjunto solugéo da inequacao cosx > k

vi
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S={x € R/ 2kn < x < arccosk+ 2kmou 2m — arccosk + 2kn <x < 2m + 2k}

De maneira equivalente, utilizando arcos negativos, e possivel escrever o

conjunto solucdo em apenas um intervalo real.

S ={x € R/—arc cosk + 2km < x < arc cosx + 2Kkm }

Solucgéo de cosx < k:

Marca-se no eixo v o ponto de abscissa k. Uma reta vertical r é tracada
passando por este ponto. Esta reta intersecta o ciclo trigonométrico em dois pontos,
P, e P,. Considerando o arco de circunferéncia P, P,, sobre o ciclo trigonométrico que
estd esquerda da reta r . Todos os arcos do ciclo trigopnométrico que pertencem a P, P,
séo solucdo da inequacéo cosx < k. Deste modo, identificano o arco x de modo que x

= arc cosk, o conjunto solu¢do da inequagédo cosx < k é:
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Figura 20 - conjunto solucdo da inequacgao cosx < k
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S ={x € R/arccosk + 2kn < x < 2m — arccosx + 2Km}
Solucédo de tgx > k:

Marca-se sobre o0 eixo t das tangentes o ponto com posicao igual a k. A reta
gue passa por este ponto e o ponto O corta o ciclo trigopnométrico em P; e P;.0 arco X
é identificado no ciclo de modo que x = arc tgk. Sejam P, e P, 0s pontos onde o ciclo
corta o eixo V conforme a figura. A solucdo da inequacéo tgx > k é o conjunto dos

arcos x que pertencem a uniao entre P, P, e P;P,, ou seja,

Figura 21 - Conjunto solucéo da inequacao tgx > k.
L&
i

Py

¥
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S={xEIR{/ arctg k + 2km < x <§+2knoun+arctgk+ 2km < x <3?n +2kn}

Solugédo de tgx < k:

Marca-se sobre o eixo t das tangentes o ponto com posi¢ao igual a k. A reta
que passa por este ponto e o ponto O corta o ciclo trigopnométrico em P; e P;.0 arco x
é identificado no ciclo de modo que x = arc tgk. Sejam P, e P, 0s pontos onde o ciclo
corta o eixo V conforme a figura. A solugdo da inequacgéo tgx < k € o conjunto dos

arcos x que pertencem a uniao entre P,P; e P,P;, ou seja,

Figura 22- Conjunto solugéo da inequacéo tgx < k.
14

vh k

P
P,

S={xER/—§+2kn <X <arctgk+2knou;n+2k1t <x < m+arctgk + 2k1t}

Note que ao desenvolver a solucao algébrica de um Inequacgéo Trigonométrica
€ possivel de forma auxiliar ou ndo também expressar a solucédo de forma gréafica e
geométrica simultaneamente no ciclo trigopnométrico e também converter para a
representacdo de intervalos. Essas possibilidades de registros de representacao
semidtica das Inequacgdes Trigonométricas permite um estudo mais detalhado sobre

esse objeto.

Exemplo:
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Quadro 8 — Possiveis representacdes de inequacdes trigopnométricas.
Inequacao Ciclo trigonométrico Solucgéo algébrica
e Solucao no intervalo

7T 11w
S={XER/?<X<T}

senx < ——

_7111111
16’ 6

51t 7T
S:{XER/E<X<E

Cos2x < ——
57 7n

11212

T 2n 3n VA
SZ{XER/E<X<?U7<X<T}

Tgx<-1

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)
Chega-se ao final do estudo sobre o objeto matematico e sobre as analises
prévias desta pesquisa, nessa fase foi possivel estabelecer os elementos necessarios

para a construcao da sequéncia didatica a seguir apresentada.



70

REFERENCIAIS

ALMOULOUD, S. Ag. Fundamentos da didatica Matemética. Curitiba: UFPR,
2007.

ALMOULOUD, Saddo Ag; COUTINHO, Cileda de Queiroz e Silva. Engenharia
Didética: caracteristicas e seus usos em trabalhos. REVEMAT - Revista Eletronica
de Educacédo Matematica. V3.6, p.62-77, UFSC: 2008.

ARTIGUE, Michelle. Engenharia didactica. In: BRUN, Jean (Org.). Didactica das
matematicas. Traducdo de Maria José Figueiredo. Lisboa: Instituto Piaget, 1996. p.
193-217.

ALVARENGA, Karly; BARBOSA, Celso Viana; FERREIRA, Gislaine Maria Ferreira. O
conceito de fungdo: o desenvolvimento baseado em alguns modelos desde o ano de
2000 a. C até o século XX. REVEMAT. Florianépolis (SC), v.9, n. 1, p. 159-178, 2014.

ANTAR NETO, Aref. No¢cbBes de Matemaética. Volume 3, 12 — Edicdo. Editora
Vestseller,2010.

BARBOSA, Américo Augusto. Trajetorias hipotéticas de aprendizagem
relacionadas as razdes e as func¢des trigonométricas, visando uma perspectiva
construtivista . (Dissertacdo de mestrado). PUC-SP. 2009.

BLOOM, Benjamim S.; KRATHWOHL, David R., MASIA, Bertram B. Taxonomia dos
objetivos educacionais. vol.1 (dominio cognitivo). Porto Alegre: Globo, 1973.

BOYER, C. B. ; MERZBACH, U. C. History of mathematics. 2. ed. New York: John
Wiley & Sons, Inc., 1991.

BOYER, Carl B. Hist6ria da Matemética. Traducdo de Helena Castro, Ed. Bliicher
Ltda, Sdo Paulo, 2012.

BRASIL. Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio
Teixeira (Inep). Relatorio SAEB (ANEB e ANRESC) 2005- 2015: panorama da
década. — Brasilia: Inep, 2018.

BRASIL. Ministério da Educacgéo. Secretaria da Educacéo Basica. Base nacional
comum curricular. Brasilia, DF, 2017.

BRASIL. Secretaria de Educacdo Fundamental. Parametros curriculares nacionais:
matematica- ensino médio-Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias.
Brasilia: MEC/SEM, 1998.

CHAQUIAM, Miguel. Ensaios tematicos: historia e mateméatica em sala de aula.
Belém: SBEM/SBEM-PA, 2017.

COSTA, Nielce Meneguelo Lobo da. Fun¢des seno e cosseno: Uma sequéncia de
ensino a partir dos Contextos do “mundo experimental” e do computador. 197 f.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Ensino de Matematica). —- PUC/SP. S&o Paulo,
1997.



71

DALLEMOLE, Joseide Justin. Registros de Representacdao Semiética: Uma
experiéncia com ambiente virtual SIENA. Canoas: ULBRA, 2010.
Dissertacdo(Mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica), Universidade Luterana
do Brasil, Canoas, 2010

DANTE, L. R. Volume Unico,- 12 ed. Sdo Paulo: Artica, 2010.

DANTE, Luis Roberto. Matematica: contexto e aplicacdes. Sdo Paulo: Editora Atica,
2015.

DIONizIO, Fatima Queiroz; BRANDT, Célia Finck. Andlise das dificuldades
apresentadas pelos alunos do ensino médio em trigonometria. X Congresso Nacional
de Educacgéo. EDUCERE. PUC/PR. Curitiba, 2011.

DUVAL, R . Registros de representa¢gfes semidticas e funcionamento cognitivo da
compreensao em matematica. In. MACHADO, S.D.A. (Org.) Aprendizagem em
matemética: Registros de representacdo semiotica. Campinas: Papirus, p. 11-33.
2003.

DUVAL, R. Les problemas fundamentales en el aprendizaje matematicas y las
formas superiores en el desarrollo cognitivo. Tradu¢do de Myrian V. Restrepo.
Cali: Universidade del Valle: 2004.

DUVAL, Raymond. Ver e ensinar a matematica de outra forma: entrar no modo
matematico de pensar: o0s registros de representacdes semidticas / organizacéao. 1.
ed. Sdo Paulo: PROEM, 2011.

FEIJO, Rachel Saffir Araujo Alves. Dificuldades e obstaculos no aprendizado de
trigonometria: Um estudo com alunos do ensino médio do Distrito Federal. 108 f.
Dissertacdo (Mestrado Matematica em Rede Nacional). - Universidade de Brasilia.
Brasilia, 2018.

FERRAZ, A. P. C. M.; BELHOT, R. V. Taxonomia de Bloom: revisdo tedrica e
apresentacdo das adequacbes do instrumento para definicho de objetivos
instrucionais. Gestédo & Producédo, Sao Carlos, v. 17, n. 2, p. 421-431, 2010.

FOSSA, John Andrew. Prefécio. In: SA, Pedro Franco de. Atividades para o Ensino
de Matematica no Nivel Fundamental. Belém: EDUEPA, 2009.

GODOQY, Elenilton Vieira; SANTOS, Vinicio de Macedo. O Cenario do Ensino de
Matemaética e o Debate sobre o Curriculo de Matematica. Praxis Educacional, v. 8,
n. 13, p.253-280.Vitoria da Conquista-BA, 2012.

MACHADO, Antonio dos Santos. Matematica: Trigonometria e progressdes. Sao
Paulo: Atual, 1986.

MELO, Guiomar Namo de. Curriculo da Educac¢éo Béasica no Brasil: concepc¢des
e politicas. Setembro de 2014. Disponivel em
www.ceesp.sp.gov.br/comunicado.php?id=321. Acesso em 13 de julho de 2018.



http://www.ceesp.sp.gov.br/comunicado.php?id=321

72

MINEIRO, R. M. Construcédo de um Percurso de Estudo e Pesquisa para o
Estudo de Inequacdes. 2019. Tese (Doutorado em Educacao Matemética).
Pontificia Universidade Catodlica de Séo Paulo, Sado Paulo, 2019.

MURAKAMI,Carlos e IEZZI, Gelson FUNDAMENTOS DE MATEMATICA
ELEMENTAR, Volume 3, 92 Edi¢cdo 2013 - Editora Atual.

OLIVEIRA ,Marcelo Rufino de.Elementos da matematica-Trigonometria e
Geometria Espacial-1 ed- Belém. Gréfica GTR.2017.

OLIVEIRA, Carlos André Carneiro de et al. Trigonometria: o radiano e as funcées
seno, cosseno e tangente. 2014.

OLIVEIRA, Tais de. Trigonometria: A mudanca da pratica docente mediante
novos conhecimentos. (Disseratacdo de Mestrado). Universidade Federal de Sao
Carlos. 2010.

PAIVA, Manoel Rodrigues. Matematica. Sdo Paulo: Editora Moderna, 1995.
Para. Belém, 2017.

PATRIOTA, Maria do Rosério Alves; DUARTE, Vania de Moura Barbosa. A
importancia das inequacdes trigopnométricas: reflexdes com relacdo ao ensino e
aprendizagem. Revista Dialogos, v. 14, p. 291, 2015.

PEDROSA, Leonor Wierzynski. Uma proposta de ensino da trigonometria com
uso do software GeoGebra. 2012.

PEREIRA, Cicero da Silva. Aprendizagem em trigonometria no ensino medio:
Contribuicdo da Aprendizagem Significativa. Dissertacdo (Mestrado Profissional
em Ensino de Ciéncias e Matematicas). Universidade Estadual da Paraiba. Grande.
2011

PEREIRA, Edcarlos; GUERRA, Ediel Azevedo. A utilizacao de applets no geogebra
para a aprendizagem da trigonometria no ensino médio. Revista de Ensino de
Ciéncias e Matematica, v. 7, n. 3, p. 53-72, 2016.

PINHEIRO, Evandro. O ensino de trigonometria na educacéo béasica a partir da
visualizacao e interpretacdo geométrica do ciclo trigonométrico. (Dissertacao
de mestrado). Universidade Federal de Belo Horizonte. 2008.

RODRIGUES, Julyana Cosme et al. Elaboracéo e aplicacdo de uma sequéncia
didatica sobre a quimica dos cosméticos. Revista eletrnica. Experiéncias em
Ensino de Ciéncias V.13, No.1. 2018.

ROONEY, Anne. A Histé6ria da Matematica. M. Books do Brasil Editora Ltda. Sao
Paulo, 2012.

ROQUE, Tatiana; CARVALHO, Joao Bosco Pitombeira de. Tépicos de histéria da
matematica. Rio de janeiro: SBM, 2012.



73

RUFINO, Marcelo de Oliveira. Colecdo elementos da matematica: trigonometria
espacial. S&o Paulo: Editora Ximango, 2018.

SA, Pedro Franco de. Atividades para o ensino de Matematica no Nivel
Fundamental — Belém: EDUEPA, 2009.

SA, Pedro Franco de. Possibilidades do ensino de matematica por atividades.
Organizador Demetrius Gongalves de Araujo. SBEM-PA. Belém, 2019.

SALDAN, CLAUDIO. Equacdes e inequacdes trigopnométricas: uma abordagem com
o aplicativo de matematica dinamica GeoGebra. 2014.

SANTOS, Robério Valente. O ensino de problemas envolvendo as quatro
operac¢des fundamentais com numeros naturais. 393f. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em ensino de Matematica). Universidade do Estado do Para. Belém,
2017.

SILVA, Wellington. O ensino de trigonometria: perspectivas do ensino
fundamental ao médio. (Dissertacdo de mestrado). Rede Nacional. 2013.

SOUZA, Irlan Cordeiro de; SILVA, Marinaldo Felipe da. Aplicacbes tedricas e
praticas da trigonometria para um ensino significativo e interdisciplinar. 2015.



ISRAEL COSTA LIMA

Mestre em Ensino de Matematica (UEPA-
2022). Graduagdo em Licenciatura em
Matemética (UFPA-1996). Professor do
Ensino Superior da Universidade CEUMA
(2014-2018). Atualmente é professor do
guadro efetivo da SEDUC-MA desde 2002.

DUCIVAL CARVALHO PEREIRA
Possui graduacdo pela Universidade
Federal do Para (1972), mestrado em
Matematica pela Universidade de Brasilia
(1980), doutorado em Matematica pela
Universidade Federal do Rio de Janeiro
(1987) e p6s-doutorado em Matematica pelo
Laboratério Nacional de Computacao
Cientifica do Cnpq (1989). Professor adjunto
IV, aposentado da Universidade Federal do
Para. Foi Chefe do Departamento de
Matematica da Universidade Federal do
Para (1992 a 1994), Coordenador do Curso
de Mestrado em Matematica da
Universidade Federal do Para (1995 a
1997). Atualmente é professor adjunto |V da
Universidade do Estado do Para, tendo sido
Coordenador do Mestrado Profissional em
Ensino de Matematica (maio/2015 a
maio/2019). E pesquisador na éarea de
Matematica, com énfase em Analise,
atuando principalmente no estudo das
propriedades das solucdes de problemas de
equacdes diferenciais parciais hiperbdlicas
nao lineares

VWEPA

UKIVEREOANE DO EATADA DO FARA

Universidade do Estado do Para
Centro de Ciéncias Sociais e Educacédo
Programa de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica
Travessa Djalma Dutra, s/n — Telégrafo
66113-200 Belém-PA




