Universidade do Estado do Para

Centro de Ciéncias Sociais e Educacéao

Departamento de Matematica, Estatistica e Informatica.
Programa de Pos-Graduacédo em Ensino de Matematica

DILSON MARTINS DO NASCIMENTO
NATANAEL FREITAS CABRAL

FUNQAO TANGENTE COM USO DE
MATERIAL MANIPULAVEL CONCRETO E
VIRTUAL
Produto Educacional

BELEM/PA
2022




Dilson Martins do Nascimento
Natanael Freitas Cabral

FUN(;AO TANGENTE COM USO DE
MATERIAL MANIPULAVEL CONCRETO E
VIRTUAL
Produto Educacional

Produto educacional vinculado a dissertacéo

“Ensino de Funcdo Tangente com uso de

Material manipulavel concreto e virtual” do
Programa de Pds-Graduac¢do em Ensino de
Matemética da Universidade do Estado do
Para.

BELEM/PA

2022



Clay Anderson Nunes Chagas
Reitor Universidade do Estado do Para

IIma Pastana Ferreira
Vice-Reitora Universidade do Estado do Para

Renato da Costa Teixeira
Pro-Reitor de Pesquisa e Pds-Graduacgao

Anderson Madson Oliveira Maia
Diretor do Centro de Ciéncias Sociais e Educacao

Fabio José da Costa Alves
Coordenador do PPGEM

Natanael Freitas Cabral
Vice coordenador do PPGEM



Diagramacéo e Capa: Os autores
Reviséo: Os autores
Conselho Editorial

Profa. Dra. Acylena Coelho Costa

Profa. Dra. Ana Kely Martins da Silva Prof. Dr. Jodo Claudio Brandemberg
Prof. Dr. Antonio José Lopes Quaresma

Prof. Dr. Benedito Fialho Machado Prof. Dr. José Antonio Oliveira Aquino
Prof. Dr. Carlos Alberto Raposo da Prof. Dr. José Augusto Nunes
Cunha Fernandes

Profa. Dra. Celsa Herminia de Melo Prof. Dr. José Messildo Viana Nunes
Maranhao Prof. Dr. Marcio Lima do Nascimento
Profa. Dra. Cinthia Cunha Maradei Prof. Dr. Marcos Antbnio Ferreira de
Pereira Araljo

Profa. Dra. Claudianny Amorim Prof. Dr. Marcos Monteiro Diniz
Noronha Profa. Dra. Maria de Lourdes Silva
Profa. Dra. Cristina Lucia Dias Vaz Santos

Prof. Dr. Dorival Lobato Junior Profa. Dra. Maria Lucia P. Chaves
Prof. Dr. Ducival Carvalho Pereira Rocha

Profa. Dra. Eliza Souza da Silva Prof. Dr. Miguel Chaquiam

Prof. Dr. Fabio José da Costa Alves Prof. Dr. Natanael Freitas Cabral
Prof. Dr. Francisco Hermes Santos da Prof. Dr. Pedro Franco de Sa

Silva Prof. Dr. Raimundo Otoni Melo

Prof. Dr. Geraldo Mendes de Araujo Figueiredo

Profa. Dra. Glaudianny Amorim Profa. Dra. Rita Sidmar Alencar Gil
Noronha Prof. Dr. Roberto Paulo Bibas Fialho
Prof. Dr. Gustavo Nogueira Dias Profa. Dra. Talita Carvalho da Silva de
Prof. Dr. Heliton Ribeiro Tavares Almeida

Comité de Avaliacao
Natanael Freitas Cabral
Miguel Chaquiam
Gustavo Nogueira Dias

Dados Internacionais de Catalogag&o-na-publicacéo (CIP)
Biblioteca do CCSE/UEPA, Belém - PA

Funcdo tangente com uso de material manipulavel concreto e virtual: produto
educacional / Dilson Martins do Nascimento, Natanael Freitas Cabral. - Belém,
2022.

Produto educacional vinculado a Dissertagdo “Ensino de fun¢do tangente
com uso de material manipulavel concreto e virtual do Mestrado Profissional em
Ensino de Matematica da Universidade do Estado do Para, Belém, 2022.

ISBN: 978-65-84998-01-8
1. Trigonometria-Estudo e ensino (Ensino medio) 2. Pratica de ensino 3.
Aprendizagem. I. Cabral, Natanael Freitas. II. Titulo.
CDD. 23°ed.516.24

Regina Coeli A. Ribeiro — CRB-2/739


https://www.cblservicos.org.br/servicos/meus-livros/visualizar/?id=39338280-0515-ed11-b83f-002248de6f5f

SUMARIO

APRESENTAGCAOD ..ottt ettt ettt ettt ae et e ettt et e et e s te et e e e saeereaae s 6
1 APORTES TEORICOS E METODOLOGICOS.......coeiieeieeteeeeeeceee e 8
1. 1. TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS .....coviveeeeeeeteeeeeeeeeee e 9
1. 2. SEQUENCIA DIDATICA ESTRUTURADA POR UARC.......c.cccoveveeieiraraienne 14
1. 3 USO MATERIAIS MANIPULAVEIS NO ENSINO DE MATEMATICA ............... 17
1. 3. 1 Material Manipuldvel CONCIretO..........ccovveeiiiiiiiice e 18

1. 3. 2 Material Manipulavel VIrtual ............cccuuiiiiiiioiiiieee e 19

2 SEQUENCIA DIDATICA .ottt ettt ettt et eeeeeens 22
2.1 INSTRUCOES AO PROFESSOR......ccveiiiteitieeeeie e et eee e sae e anaenens 22
2.2 MATERIAL DO PROFESSOR ...ttt 29
2. 3MATERIAL DO ESTUDANTE ...ttt ettt eeeans 41

3 FUNGCAO TANGENTE ..ottt ceee ettt ettt ettt eaeeae e ne e e eteseeareaneans 59
3. 1. EVOLUGCAO HISTORICA ......oveieeeeteceeeeeeee ettt a e 59
3.1 L ANLQUIATE ... 60
3.1 2. 1dAAE MEQIA ... 61

3. 1. 3. 1dade MOUEINA......ccciiiiiiiiiii 62

3. 1. 4. Idade CONEMPOIANEA ......cuvvuuiiieeeeiieeeiiee e e e e e e e et s e e e e e e earre e e e e e eaeanees 63

3. 1. 5. Sintese da evoluGA0 NISTOMCA .......ccceeeiiiiiiiiiiiiieee e 64

3. 2. DEFINICOES E PROPRIEDADES ........ccvotiteiteeieeieeee e 65
3.2.1. Tangente trigONOMELIICA .......couuvvriieiiee e ettt e e e e e e as 66
3.2.2. Definicdo de FUNGA0 TaNgeNte ........coovviiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee e 67

3. 2. 3. “Ingredientes” da Fungao Tangente ............ccoovvvviiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee 69

3. 2. 4. Grafico da FUNGEO TANQGENTE.......cciiiieiiiiiiiiiiiee e 70
3.2.5 Generalizacdo algébrica e grafica..........cccccevvvviiiiii 71

REFERENCIAS ... ettt e e e e e e e e et e e 77



APRESENTACAO

O produto educacional intitulado “Fungéo Tangente com uso de material
manipulavel concreto e virtual” para o ensino de Fun¢éo Tangente foi estruturado
como sequéncia didatica estruturada com Unidades Articuladas de
Reconstrucdo Conceitual (UARC), segundo o tedrico Cabral (2017). Este
produto foi construido, experimentado e validado durante uma pesquisa de
Mestrado profissional em ensino de Matematica do Programa de Pés-graduacéo
em Ensino de Matematica da Universidade do Estado do Para.

Durante o desenvolvimento da sequéncia didatica foi realizada uma
pesquisa baseada na teoria das SituacGes Didaticas (Brousseau, 1996). Este
produto educacional é destinado aos professores e estudantes do Ensino Médio
para ensino e aprendizagem de Funcdo Tangente. Trata-se de um produto
didatico validado experimentalmente que apresentou potencialidades
quantitativas e qualitativas para o objetivo a que se destina: ensinar Funcéo
Tangente por meio de dois recursos didaticos: Prancha Trigonométrica e
aplicativo Geogebra.

A Prancha trigonométrica € aqui utilizada como Material Manipulavel
Concreto de modo que os estudantes podem manusear e visualizar o
comportamento de fun¢des trigonométricas. O aplicativo geogebra é adotado
como Material Manipulavel Virtual e trata-se de um software educacional gratuito
gue pode ser utilizado para diversos conteudos de Matematica auxiliando no
desenvolvimento da linguagem grafica, geométrica e algébrica.

O professor que adotar este produto estar4 proporcionando a seus
educandos um instrumento de ensino e aprendizagem de Funcdo Tangente
experimentado e validado com potencialidades didaticas quantitativas e
gualitativas das quais destaca-se:

e Um instrumento de ensino que promove uma aceleracdo da
construgdo autbnoma do conhecimento matematico;

e Retomada de conhecimentos base;

e Desenvolvimento da linguagem grafica, geométrica, algébrica e
lingua natural como forma de significacdo ao conhecimento

aprendido.



¢ Interacdes entre estudantes, entre professor e estudantes a niveis
crescentes de formalizagéo, do intuitivo ao teorico.

e Motivagdo, autonomia e cooperacdo no processo de
aprendizagem.

e Um produto fundamentado por meio de pesquisa cientifica,
bibliografica e experimental baseada nas atuais diretrizes
educacionais para o ensino de Matematica no Ensino Médio.

Neste material também disponibiliza-se uma secdo sobre o objeto
matematico Funcdo Tangente como um passeio historico e epistemoldgico.
Também, ha um roteiro de aplicagéo e instrucdo para o professor que adote este
produto que foi criado com o intuito de colaborar com a Educacdo Matemaética.

A sequéncia didatica a seguir apresentada possui quatro atividades que,
de forma gradual e colaborativa, conduzem para o alcance das habilidades
necessarias para a aprendizagem de Funcdo Tangente, quais sejam sua
conceituacado, reconhecimento, construcdo grafica, generalizagbes e exercicios.

Todo material necessério para utilizacdo deste produto educacional, bem

como a fundamentacao e instrucédo de uso, apresentamos a seguir.

Os autores.



1 APORTES TEORICOS E METODOLOGICOS

Esta secdo é destinada a apresentar os aportes tedricos e metodoldgicos

gue fundamentam e estruturam este produto educacional: Teoria das Situacdes

Didaticas (TSD) de Brousseau (1996); Sequéncia Didatica Estruturada como

Unidades Articuladas de Reconstrucdo Conceitual (UARC’s) do teérico Cabral

(2017);

Os aportes acima apresentados estédo correlacionados aos elementos

epistemoldgicos da pesquisa que construiu e validou este produto para ensino

de Funcéo Tangente como descrito a seguir.

a)

b)

A Teoria das Situacfes Didética € a teoria mais geral adotada e a que
desempenha o papel de caracterizar os sujeitos, 0s contextos e 0 objeto
matematico de estudo. Para realizar tal caracterizacdo, os capitulos
preliminares da dissertacdo que descrevem todo o processo de
construcdo, experimentacdo e validacdo deste produto passaram por
uma revisao de literatura, pesquisa com estudantes e professores e do
estudo do objeto matematico funcdo tangente, para verificar as
necessidades de ensino e aprendizagem desse objeto no ensino médio
e assim definir os trés elementos de estudo dessa teoria: aluno, professor
e saber.

A Sequéncia Didatica Estruturada como Unidade Articulada de
Reconstrucdo Conceitual se apropria do levantamento preliminar para
elaborar e planejar a experimentacao do instrumento de pesquisa: uma
sequéncia didatica elaborada para o ensino de funcdo tangente, o que
também cria 0 meio didatico e pedagogico que se pretende promover a
aprendizagem. A estrutura em UARC permite que as intervencdes do
professor sejam motivadas de intencdo, possibilitando a ocorréncia das

situacOes didaticas.



1. 1. TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

A Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) teve origem na Francga, no final
da década de 60 do século XX, através de estudos realizados no Instituto de
Investigacdo do Ensino de Matematica (IREM), em meio ao Movimento da
Matematica Moderna. O instituto surgiu com objetivo de oferecer
complementacdo na formacdo de professores de Matematica, através da
producdo de meios materiais de apoio para complementar o ensino de
matematica na sala de aula. Os meios materiais eram jogos, brinquedos, textos,
problemas, exercicios e experimento de ensino. Através da producdo desses
materiais, surgiram discussdes que amadureceram e favoreceram para 0
surgimento da TSD.

A criacdo da TSD se deve a Guy Brosseau, um educador matematico
francés que elaborou esta teoria, dentro do Movimento da Matemética Moderna
(MMM), a qual foi baseada em teorias construtivistas como a Epistemologia
Genética de Jean Piaget e no Sécio construtivismo, de Vygotsky.

Como os materiais produzidos no instituto trabalhavam bastante a parte
cognitiva, a TSD ganhou apoio nos estudos de Piaget, no Construtivismo, que
entende que o conhecimento é algo que sé passa a existir quando interagimos
com o mundo que nos cerca, ou seja, quando interpretamos esse mundo; e do
socio construtivismo, de Vygotsky, que afirma que de fato existe um
conhecimento do lado de fora, um conhecimento que esta impregnado na
cultura, nos objetos, nas formas como as pessoas vivem. Mas quando esse
conhecimento é internalizado, ou seja, quando alguém adota esse
conhecimento, ele é interpretado pelo sujeito com base na sua histéria de vida.
Vygotsky estava, portanto, interessado em estudar como a interacdo social
interfere no desenvolvimento e na aprendizagem das pessoas.

Dessa forma, de acordo com Almouloud (2007, p.32), o qual diz que “o
objeto central de estudo nessa teoria ndo € o sujeito cognitivo, mas a situacao
didatica, na qual séo identificadas as intera¢des entre professor, aluno e saber”

A TSD tem o objetivo de compreender as relagdes existentes na terna
aluno, professor e saber. A teoria permite que o professor organize uma

situacdo (didatica) que incentive a autonomia do aluno na construgdo do



conhecimento. O professor propde ao aluno e este se compromete em se
apropriar do saber. O aluno € que vai construindo os saberes através das
orientacdes do professor que o direciona. Por isso Brosseau compara o trabalho
do aluno a de um pesquisador, o qual testa conjecturas, formula hipéteses e as
prova, constréi modelos, conceitos, teorias e socializa os resultados, sempre
com o suporte do professor, que proporciona um ambiente favoravel para que
ele transforme esse saber em conhecimento.

A TSD tem, entdo, a intencdo de modelar o processo de ensino e
aprendizagem dos conceitos matematicos. A figura a seguir mostra o triangulo

didatico, formado por aluno, professor e saber e como se relacionam.

Figura 1: Tridngulo didatico

O Saber

Epistemologa Reliagdo

aluno/saber

/

do pre essor

T Aluno

Relacho pedagogica

Fonte: Elaborado pelo autor

A TSD é uma teoria que estimula o desenvolvimento de alunos
autbnomos, reflexivos, ativos e argumentativos. Alunos que buscam varios
caminhos na busca de solugdes e procuram na mente conhecimentos adquiridos
no passado (conhecimentos prévios) que serdo usados na situagcado presente.
Esses conhecimentos sdo chamados de adidaticos. S&o os conhecimentos onde
ndo ha a presenca do professor, ou ndo hi a necessidade de sua presenca, ndo

tendo assim, interferéncia ou auxilio no aprendizado.



A busca pela solucéo do problema se da através das situacdes elaboradas
pelo professor, aproximando o aluno do saber, que depois sera transformado em
conhecimento. Nesse sentido, o professor deve tomar cuidado na criacdo dessa
situacdo de modo que ela torne favoravel essa transformacao.

Nesse momento, surgem os termos “situagdo didatica” e situagao
adidatica”, sendo necessario fazer a diferenca entre eles. Brousseau (1996)
define uma situacdo como sendo uma acgdo entre duas ou mais pessoas,
podendo ou ndo, a partir desta acao, gerar um conhecimento ou saber e afirma
gue uma situacao didatica ocorre quando ha a intencéo de aprendizagem, e nela
ha o suporte de alguém que direcione esta aprendizagem, que no caso € o
professor.

Dessa forma, percebemos uma relagéo na triade aluno — conhecimento —
professor. Ela € marcada por um jogo de interacdes do aluno com os problemas
apresentados pelo professor.

Na situacao adidéatica, h4 uma conexéao entre o aluno e o conhecimento
sem a presenca do professor. O aluno se encontra sé, diante de um problema
gue precisa resolver, tendo como suporte seus conhecimentos prévios. Neste
momento o professor ndo interfere com nenhum modelo de resolucao pronto e
acabado. Portanto, o aluno se conecta ao conhecimento de forma direta,
trabalhando individualmente ou em grupo, deixando de lado o contato com o
professor. Além disso, a situacdo (ou problema) € elaborada com intuito de
estimular o aluno a agir, falar, refletir e evoluir por iniciativa prépria.

Em relacéo as situacdes adidaticas, Brosseau a utiliza para se referir a

uma situagcéo fundamental:

cada conhecimento pode ser caracterizado por, pelo menos uma
situacdo adidatica que preserva seu sentido, e que é chamada de
situacdo fundamental. Ela determina o conhecimento ensinado a um
dado momento e o significado particular que esse conhecimento vai
tomar do fato tendo em vista as escolhas das varidveis didaticas e as
restricdes e reformulagfes sofridas em seu processo de organizacéo e
reorganizacdo. (ALMOULOUD, 2007, p.34)

Dessa forma, uma situacao fundamental é definida como um grupo restrito
de situacdes adidaticas a qual considera a nogao de ensinar seja a resposta mais
adequada ou indicada para o problema.

Para fundamentar a Teoria das Situa¢fes, sdo usadas trés hipoteses:



a) O aluno aprende quando se adapta a um milieu fator de dificuldades,
contradicbes, desequilibrios. O saber € desenvolvido com as respostas
novas, que aparecem para provar a aprendizagem.

b) O professor deve criar e organizar um milieu com objetivo de desenvolver
situacOes favoraveis para que ocorra o aprendizado.

c) O milieu e as situacdbes devem engajar fortemente os saberes
matematicos envolvidos no processo de ensino e aprendizagem.

Assim, as situacfes didaticas sao planejadas e elaboradas pelo professor,
isto é, sdo motivadas pela intencdo de alcancar os objetivos educacionais,
estabelecendo-se um “contrato didatico” entre professor e aluno, nem sempre
explicitos.

As situacbGes didaticas criadas pelo professor para os alunos séo
compostas de fases de acdo, de formulacdo, de validacdo e de
institucionalizacdo que, segundo Brousseau (1996) e Almouloud (2014), sdo
caracterizadas como:

a) Situacao de acado: A partir das proposi¢cdes do professor aos alunos,

interagem entre si e o0 milieu.

b) Situacéo de formulacdo: Momento de discussao e com mobilizacdo da
linguagem oral e escrita entre alunos e professor a fim de argumentar
sobre o que foi constatado.

c) Situacdo de validacdo: Momento de apresentar um modelo de
resolucao para as proposi¢des do professor, validando, verificando e
demonstrando as informacdes.

d) Situacdo de institucionalizacdo: Momento conferido ao professor ao
formalizar e generalizar os conceitos pretendidos.

Em tais situacOes estabelece-se modelos explicativos e esguemas
tedricos para responder as intervengdes do professor, buscando-se validar ou
refutar modelos e esquemas anteriormente constituidos e ao se chegar a um
consenso possam ser formalizados pelo professor para institucionalizar o saber
pretendido. ApOs essa institucionalizacdo espera-se que 0 estudante consiga
realizar a transformacéo do conhecimento cientifico em conhecimento escolar,

isto €, realize a transposicéo didatica. Para tanto, a qualidade das interacdes



aluno-professor e aluno-aluno, bem como o amadurecimento cognitivo individual
dos educandos definirdo o sucesso do evento didatico.

Diante do exposto, a TSD funcionarou nesta pesquisa como uma estrutura
metodoldgica geral empregada, partindo-se de uma investigacdo preliminar
sobre os objetivos e dificuldades de ensino e aprendizagem de fungéo tangente
no ensino Médio, para fundamentar a elaboracdo da sequéncia didatica

construida.



1. 2. SEQUENCIA DIDATICA ESTRUTURADA POR UARC

No contexto do planejamento estratégico de atividades organizadas para
o desenvolvimento de objetivos educacionais no contexto escolar, uma
“Sequéncia Didatica” € um conjunto de atividades ou oficinas de aprendizagem

aplicadas ao ensino de qualquer tipo de conteudo escolar. Para Cabral (2017):

Uma sequéncia didatica € um conjunto de atividades escolares
organizadas, de maneira sistematica, em torno de um género oral ou
escrito. [...]. Quando nos comunicamos, adaptamo-nos a situacao de
comunicacdo. [...] Os textos escritos ou orais que produzimos
diferenciam-se uns dos outros e isso porque sdo produzidos em
condicdes diferentes. (ROJO e GLAIS, 2010 apud CABRAL, 2017, p.
32)

O adendo de Cabral (2017) revela que, uma sequéncia didatica é
elaborada considerando-se condi¢des especificas do publico a que destina, isto
é, nivel de ensino, modadlidade de ensino, amadurecimento cognitivo,
habilidades e objetivos que se pretende alcancar, realidade e contexto cultural e
social que se possa tirar inspiracdo e motivacao, dentre outros.

Logo, a sequéncia didatica em si abre diversas possibilidades
pedagogicas podendo agregar de forma individual ou combinada diferentes
tendéncias do ensino de matematica, neste caso, das quais podemos citar a
modelagem matematica, a etnomatematica, o uso de tecnologias, uso de jogos.

A maneira em que se deu coesao as atividades do produto objeto desta
pesquisa foi sob a estrutura de Unidades Articuladas de Reconstrucao
Conceitual (UARC'’s), proposta por Cabral (2017) para estruturar a sequéncia

didatica para o ensino de fungdo tangente.

um conjunto articulado de dispositivos comunicacionais de natureza
escrita ou oral que sistematiza as intervencfes de ensino com a
intencionalidade objetiva de estimular a aprendizagem de algum
conteddo disciplinar de Matematica a partir da percepcdo de
regularidades e do estabelecimento de generalizacbes adotando-se
uma dindmica de interag8es empirico-intuitivas (CABRAL, 2017, p. 12).

Tal como a TSD, as UARC’s como forma estruturante de sequéncia

didatica apresenta uma dindmica de interacdes motivadas de intencdo de



estimular a aprendizagem, aqui chamadas de intervencdes e classificadas como

ilustro a sequir:

Figura 2: Estrutura das UARC’s

—Intervencéo Inicial ()
Pré-formal — Intervencao Reflexiva (Ir)
Intervengéao Exploratoria (le)

ESCRITAS 4 Formal - Intervengéo Formalizante (I)

INTERVENGOES __ o o e o +| UARC
ESTRUTURANTES

. Intervengao Avaliativa Restritiva (I1Ar)
Pés-formal —
L Intervengéao Avaliativa Aplicativa (l1Aa)

ORAIS —[ Intervengédo Oral de Manutengéao Objetiva (IOMO)

Fonte: Cabral (2017)

As intervencdes ilustradas na figura estruturam de maneira sistematica
todo o episddio didatico apresentado aos educandos de forma gradual ao nivel
de formalizacéo (pré-formal, formal e pds -formal) do conhecimento e tendo as

seguintes caracteristicas:

a) Intervencdo Inicial (Ii): Corresponde a primeira peca utilizada em uma
espécie de jogo no qual o professor busca envolver o discente a partir de
um discurso didatico-pedagogico, na busca da percepcédo ativa (de
maneira empirica e intuitiva) das regularidades relacionadas a
determinado conceito;

b) Intervencao Reflexiva (Ir): Trata-se de uma intervencgéo que sempre se
apresenta em forma de pergunta. Nela, um ou mais aspectos relacionados
ao conceito estudado séao inquiridos dos educandos e servirdo para
facilitar a reconstrucao final do conceito pretendido pelo professor;

c) Intervencdo Exploratoria (Ie): Busca aprofundar a percepg¢do dos
alunos quanto as respostas dadas por eles nas intervencdes reflexivas.
Para isso, o professor solicita que os estudantes executem determinados
procedimentos, agindo ativamente em simulacdes, descri¢oes,

preenchimentos de tabelas, etc.



d) Intervencé&o Formalizante (If): A partir das intervengdes anteriores, 0
professor considera aquilo que os escolares conseguiram se apropriar do
conceito trabalhado e, levando em consideracdo a percepcao de
regularidade empirico-intuitiva dos alunos, formaliza o conceito
matematico construido até entdo intuitivamente, mas agora, com o rigor
inerente a Matematica.

e) Intervencéo Avaliativa Restritiva (IAr): Procura sondar o aprendizado
do discente sobre o conceito matematico discutido, avaliando-o a partir de
duas perguntas fundamentais: (i) O que é o objeto de estudo? E (ii) Como
se justifica a utilizacdo de determinado algoritmo na resolucédo de dada
guestao?

f) Intervencéo Avaliativa Aplicada (IAa): Nessa intervencédo, o educando
€ levado a mobilizar as nogdes relacionadas ao conceito construido em
resolucdes de problemas e exercicios, tendo capacidade de ajustar as
devidas habilidades em situacdes nas quais 0 objeto matemético é

apresentado de forma plural, ou seja, em situacdes diversificadas.

Transversalmente a essas intervencfes escritas, para sanar duvidas e
corrigir situacbes nao previstas, € necessario que o professor realise
intervencdes orais durante a aplicacdo da sequéncia didatica aos discentes, as
quais Cabral (2017) denomina de Intervencdes Orais de Manutencéo Obijetiva (I-

OMO).

Na verdade essa Ultima categoria de intervencdo pode ser entendida
como uma espécie de Sequéncia Didatica implicita complementar que
€ sustentada no discurso do professor durante todo o processo de
ensino-aprendizagem e que permite a ele fazer as reformulagcbes
emergentes inevitaveis no processo de reconstru¢cdo conceitual
(CABRAL, 2017, 45)

Todas essas intervencdes permitiram que ocorressem interacdes aluno-
aluno e aluno-professor necessérias para que fosse posssivel detectar indicios
de aprendizagem no discurso dos alunos que levaram a inferir a potencialidade
da sequéncia didatica. Neste sentido, as I-OMO contribuem na manutencao do
didlogo e servem para que se provoque a externalizacdo das estratégias

adotadas e conclusdes alcancadas pelos alunos.



1. 3 USO MATERIAIS MANIPULAVEIS NO ENSINO DE MATEMATICA

O curriculo de matemética brasileiro orienta a inser¢cdo de recursos
didaticos diversos em sala de aula. A aproximacdo dos jovens a recursos
tecnoldgicos exige do professor de matematica uma adequacao e adaptacdo a
esse puUblico cada vez mais digital. E possivel se apropriar sabiamente dessas
habilidades dos estudantes para tornar o ensino de matematica mais dindmico e
prazeroso, sem perder o objetivo da aprendizagem e do rigor matematico. Assim,
as diretrizes da Educacdo apontam formas de agregar tais recursos ao ensino

de matematica.

Os estudantes deverdo ser capazes de fazer indu¢Bes por meio de
investigacdes e experimentacdes com materiais concretos, apoios
visuais e a utilizagdo de tecnologias digitais. Assim, ao formular
conjecturas, mediante suas investiga¢des, eles deverdo buscar contra-
exemplos para refutd-las e, quando necessério, procurar argumentos
para valid4-las. Essa validacdo ndo precisa ser feita apenas com
argumentos empiricos, mas deve incluir também argumentos mais
“formais”, sem que haja necessidade de chegarem a demonstracédo de
diversas proposicoes. (BRASIL, 2017, p. 532)

Neste sentido, o recurso didatico, concreto ou digital, deve ser uma
ferramenta de investigacdo, que explore o raciocicio e argumentacdo dos
estudantes, bem como a comunicacédo das estratégias e conclusfes alcancadas,
sem que se perca o formalismo e rigor matematico necessarios a aprendizagem.

A pesquisa realizada por Rodrigues & Gazire (2012) a respeito do uso de
materiais manipulaveis no ensino de matematica levanta pontos importantes a

considerar sobre essa utilizacao:

* A importancia da utilizagdo de material didatico manipulavel no ensino
da Matematica. A utilizagao e as potencialidades do uso do material
didatico manipulavel no ensino da matematica.» O papel do professor
durante a utilizacdo destes materiais de ensino. (RODRIGUES &
GAZIRE, 2012, p. 190)

O aporte metodoldgico que adotei nesta pesquisa, material manipulavel,
permite a insercdo de recursos pedagogicos dos mais diversos tipos, e,
considerando as orientagdes curriculares para insercao de materiais de apoio
visual e tecnolégico, optei pelo uso de dois tipos de materiais manipulaveis:

concreto e virtual. Descrevemos a seguir do que se trata esses recursos e como



deve ser utilizado nesta pesquisa, considerando os pontos levantados por
Rodrigues e Gazire (2012).

1. 3. 1 Material Manipulavel Concreto.

Neste produto educacional, apontamos uma alternativa para o ensino de
Funcdo Tangente que possa atender as necessidades de aprendizagem sobre
0 assunto de forma acessivel a estudantes e professores. Optamos por utilizar
um material manipulavel concreto estatico, definido por Rodrigues e Gazire

(2012) da seguinte forma:

O material manipuldvel estatico: material concreto que nao permite a
transformacé@o por continuidade, ou seja, alteracdo da sua estrutura
fisica a partir da sua manipulacéo. Durante a atividade experimental, o
sujeito apenas manuseia e observa o0 objeto na tentativa de abstrair
dele algumas propriedades. Ao restringir 0 contato com o material
didatico apenas para o campo visual (observagéo), corre-se o risco de
obter apenas um conhecimento superficial desse objeto.
(RODRIGUES & GAZIRE, 2012, p. 190)

Devido a restricdo acima citada, de incorrer em conhecimento superficial,
a utilizacdo do material a ser utilizado na sequéncia didatica para o ensino de
funcdo tangente se dé apenas como artefato de investigacao, para chegar ao
objetivo de aprendizagem almejado.

O material aqui adotado chama-se Prancha Trigonométrica, um material
que pode ser adquirido em papelarias ou lojas virtuais, ou facilmente
confeccionado artesanalmente, com papel sulfite e transpatente em tamanho A4.
Esse material manipulavel concreto estético, permite a afericdo da

correspondéncia angulo/valor da fungéo trigonométrica, como ilustra a Figura 3:



Figura 3: Prancha trigopnométrica

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=X_UGmnErhYk

Nesse sentido, o aluno manipula um material palpavel, com recurso
visual, que permite investigar regularidades e concluir um padrdo de
comportamento. O papel do professor é, entdo, de mediar essa investigacao
para que se alcance os objetivos de aprendizagem pretendidos, de modo a ter
condicdes de formalizar os conceitos necessarios e possibilitar que o estudante
consiga aplica-los em situacdes adidaticas, isto é, fora do contexto escolar e sem

0 USOo desse recurso.

1. 3. 2 Material Manipulavel Virtual

A sequéncia didatica proposta nesta pesquisa foi aplicada com um grupo
de estudantes do ensino Ensino Médio regular. Portanto, trata-se de um publico
de faixa etaria de 16 a 17 anos de idade, uma geracao que nasceu tendo contato
com tecnologias da informacdo e comunicacao. Além disso, fazendo parte da
rotina diaria desses alunos o uso de aparelhos eletrénicos como smartphones,
aplicativos, notebooks. Nos apropriamos dessa caracteristica desse publico,
para despertar o seu interesse e estimular o desenvolvimento do seu raciocinio
para o estudo de Funcao Tangente utilizando Material Manipulavel Virtual.



engquanto um material manipuldvel é um objeto que o aluno ou o
professor podem manipula-lo de forma fisica, o manipulavel virtual é
um objeto que o aluno ou o professor podem manipula-lo de forma
virtual.(PEREIRA, 2017, p. 39)

Logo, o carater da manipulacdo virtual se deu atavés de aparelhos
eletrdnicos, 0s quais os estudantes ja possuiam familiaridade e tornaram o

processo de ensino e aprendizagem mais dinamico.

[...] tém auxiliado estudantes e professores a visualizarem,
generalizarem e representarem o fazer matematico de uma maneira
passivel de manipulacdo, pois permitem construgdo, interagéao,
trabalho colaborativo, processos de descoberta de forma dindmica e o
confronto entre a teoria e a pratica (PARANA, 2008, apud PEREIRA,
2017, p. 38).

Este recurso didatico também se adequa ao aporte metodoldgico adotado

nesta pesquisa, no que tange ao estimulo da investigacao e interatividade, pois:

[...] permitem a criacdo de ambientes de aprendizagem que estimulem
a reflexdo, a discusséo, a interpretacdo, a simulagéo, a exploragéo, a
experimentacao e a resolucdo de problemas, de modo que o estudante
possa desenvolver habilidades como a interpretacdo, a organizacao, a
andlise, a reflexdo, a discussdo, a criatividade, a autonomia, a
interac&o, afetividade e o trabalho coletivo (SILVA, SAMA e MOURA,
2016, apud PEREIRA, 2017, p. 38)

Dadas as inumeras vantagens da adocdo de materiais manipulaveis
virtuais, tanto para professores quanto para estudantes e considerando a
acessibilidade na escola publica desses recursos, optei por utilizar um aplicativo
com recursos graficos e de calculadora, gratuito e manipulavel mesmo sem uso
de internet, o que me levou a decidir pelo aplicativo Geogebra, que segundo o

préprio site:

Figura 4:0 que é geogebra

O que é o GeoGebra?
GeaGehra & um saftware de matematica dindmica pats todos iveds de o que redne Geomedria, Algebra, Planilhg de Cileul
Gebra se tomo n lcer area de softwares matamatica 1dmuca, apolando o e a aprendizagem er dnoa. Tecnologla Enge
Matematica

Fonte: https://www.geogebra.org/about

O aplicativo Geogebra pode ser instalado em celurares, notebooks,
computadores e tablets, ou utilizado on-line no préprio site do produto para

criacdo de calculadoras, planilhas, graficos, livros virtuais, etc, para os mais



diversos contetdos do ensino de matematica como, no caso desta pesquisa,

funcao tangente.
Figura 5: Exemplo de janela grafica e de manipula¢do no Geogebra

e T o P AP
22 e, eprda

Fungdo tangente fixj = tg(x)

N

e, *om
" ——

Fonte: https://www.geogebra.org/m/rrS2SHgU

Os objetos manipulaveis virtuais podem ser criados por professores e
estudantes no aplicativo Geogegra ou ser utilizados os que estdo disponiveis no
préprio site. A manipulacdo em episodio didatico precisa ser orientada e mediada
pelo professor afim de alcancar os objetivos de aprendizagem almejados.

A seguir apresentamos o produto educacional Sequéncia didatica

estruturada por UARC para o Ensino de Fung&o Tangente.



2 SEQUENCIA DIDATICA

Apresentamos o produto educacional “Funcdo tangente com uso de
Material Manipulavel concreto e virtual”. Antes de apresentar cada uma das
atividades no material do professor, indicamos algumas instru¢des que facilitardo
a aplicacdo satisfatoria deste produto com estudantes do Ensino Médio ao

estudarem Funcédo Tangente.

2.1 INSTRUCOES AO PROFESSOR

Os aportes que fundamentaram a construcao deste produto pressupdem
a valorizagdo dos conhecimentos base do educando, haja vista que
desenvolvem uma formalizacdo sobre o objeto matemético Funcdo Tangente
que parte das ideias a niveis perceptivos/intuitivos, passando por niveis
empiricos (manipulacdo e constru¢do), para entdo alcancar uma seguranca
conceitual que evidencie a aprendizagem do educando. Deste modo, é
necessario que o professor promova previamente a retomada de alguns
conceitos antes de iniciar a aplicacdo deste produto, quais sejam:

e Conceito de funcdo, dominio, contradominio e imagem;

e Nocao de periodicidade;

e Ciclo trigpnométrico;

e cosx e senx respectivamente como a abcissa e a ordenada do
ponto P(x) da circunferéncia unitéria;

e TransformacBes geométricas (translacédo, rotacao, reflexao,
deformacédo por expansao e contracao).

Essa retomada de conhecimentos base pode ser feita por meio de
revisdo ou resolugcdo de exercicios, haja vista que sdo normalmente estudados
no Ensino Fundamental e possivelmente necessitarao ser despertados para uma
aplicacdo satisfatoria. E possivel também que o professor inicie a aplicagéo e va
fazendo intervencgdes orais durante a aplicacdo, deixando que os educandos
discutam entre si para se lembrarem e assim trocar experiéncias e ideias. De
todo modo essa seria uma decisdo que o professor tomard por meio do

conhecimento que possui sobre seus educandos, considerando a realidade e



condicbes cognitivas que tenha acompanhado ou verificado por meio de
avaliacdo ou experiéncia adquirida com a vivéncia com seus educandos.

Outro ponto importante a se considerar € a Familiarizagdo com o0s
recursos Prancha Trigonométrica e aplicativo Geogebra. Nesse aspecto o
professor pode previamente proporcionar a manipulacdo para explicar o
funciomento desses recursos ou proporcionar essa familiarizacdo durante a
aplicacdo deste produto educacional, a seu critério.

No que diz respeito a Prancha Trigonométrica (usada nas atividades 1, 2
e 3) pode ser adquirida em papelarias ou comprada pela internet. Também &
uma boa opcao promover com os educandos uma oficina para construcéo desse
material. A Prancha Trigonométrica funciona neste produto como Material
Manipulavel concreto, desse modo é necessario estar acompanhado do material
impresso de instrucdo e registro das atividades. Nesse recurso ha uma base
onde esta desenhado o ciclo trigonométrico unitario e no centro esta fixada uma
folna de material transpatente com linha que passa pelo centro do ciclo. Ao
realizar o giro da folha transparente, a linha indica o valor numérico do seno,

cosseno e tangente, como ilustrado a seguir:

Figura 6- Uso da Prancha Trigonométrica para registro nas atividades.




Sobre o aplicativo Geogebra, adotado na atividade 4 o professor pode
instruir que os educandos instalem no celular pessoal ou que usem on-line no
endereco geogebra.org. Também é possivel utilizar de modo on-line ou off-line
no computador ou notebooks, a critério do professor. Esse aplicativo € adotado
como Material manipulavel virtual e também tem funcao de auxiliar no registro,
observacdo e analise de comportamento da Tuncdo Tangente, aliando a
linguagem gréfica, geométrica, algébrica e lingua natural para um maior
aprofundamento sobre o objeto de estudo.

A figura a seguir ilustra a primeira tela do aplicativo Geogebra. Nela o

usuario deve clicar em “Start Calculator”, como indica a seta vermelha.

Figura 7- Tela inicial Geogebra.

Fonte: Geogebra.org

Abrira a tela ilustrada na figura 8 em que o usuario deve clicar no botédo
“f(x)” (seta azul), em seguida no botdo “tg” (seta vermelha), automaticamente
aparece a forma algébrica “f(x)=Tg (x)” (seta verde) e seu grafico, mas o eixo

das abscisas ainda ndo estara em radianos.



Figura 8- Inserindo a Funcédo Tangente

Fonte: Geogebra.org

Para que o eixo das abscissas seja ajustado para radianos, na lateral
direita superior da interface abre-se algumas opcdes e o usuario deve clicar em

“configuracdes” (seta vermelha).

Figura 9 - Configurando os eixos

L=

Fonte: Geogebra.org

Na aba de configuragdo que abrira o usuario clica no botéao “eixo x” (seta

vermelha) e altera a distancia para /2 (seta azul).



Figura 10- Selecéo do eixo e distancia dos valores

4

W

Fonte: Geogebra.org

Feito isto, o grafico da Tungcdo Tangente aparece no plano cartesiano
(Figura 11) tal qual foi construido pelos alunos com auxilio da prancha

trigonomeétrica.

Figura 11- Gréafico da Funcado tangente

E Wy
Fonte: Geogebra.org

Na barra de algebra (seta vermelha) o usuéario pode escrever a funcéo
Tangente  generalizada f(x) =a+btg(cx+d), automaticamente

aparecem as barras de rolagem para cada um dos coeficientes, a, b, c e d,

conforme ilustra a figura 12.




Figura 12 - Funcao Tangente generalizada

Fonte: Geogebra.org

O professor deve, nesse momento da atividade 4, retomar algumas
propriedades verificadas nas atividades anteriores, tais como sobre a existéncia
da funcéo tangente, que implica em a,b,c,d € R, b # 0 e que o coeficiente d

deve ser informado em radianos, como indicado (seta vermelha) na figura 13.

Figura 13 - Insercdo da representacao algébrica generalizada

Fonte: Geogebra.org

O grafico pode ser alterado tanto pela movimentacao dos coeficientes na
barra de rolagem quanto pela insergéo escrita da forma algébrica com os valores
dos coeficientes definidos.




Para melhor sintese do roteiro das atividades apresenta-se no quadro a
seguir as informacdes pertinentes a cada atividade com informacé&o de seu titulo,

objetivo de aprendizagem, material utilizado e tempo estimado de aplicacé&o.

Quadro 1- Resumo do roteiro das atividades

Titulo Objetivo Material Tempo
ATIVIDADE 1- | Introduzir a ideia de | Folha de atividades, 3
Tangente tangente régua, lapis,
Trigonométrica trigonométrica calculadora, Tabua | h/aula

Trigonométrica.
ATIVIDADE 2- | Definir  a  funcao | Folha de atividades,
Definicdo de funcéo | tangente. régua, lapis,
tangente. calculadora, tabua 1h/aula
trigonométrica.
ATIVIDADE 3- | Construir o grafico da | Material manipulavel
Representacéo Funcdo  Tangente, | concreto estético e
gradfica da Funcao | reconhecendo folha de atividade. 1h/aula
Tangente. assintotas, periodo e
sinal.
ATIVIDADE 4- | Generalizar o | Folha de atividade,
Generalizacdo  da | comportamento  da | lapis, borracha,
funcdo tangente e | funcdo tangente a | computador ou | 2h/aula
suas partir da insercdo de | celular com aplicativo
transformacdes. coeficientes. Geogebra.

Fonte: Elaborado pelos autores (2021)

Note que estima-se um tempo maior de aplicacdo para a primeira
atividade devido a familiarizacdo com o material e retomada de conhecimentos
base. Nas demais atividades o tempo de aplicacdo é naturalmente reduzido,
sendo que na atividade 4 também é momento de familiarizacdo com o aplicativo,
mas 0s estudantes serdo capazes de acessar 0s conhecimentos das atividades
anteriores.

Durante toda a aplicacdo que pode ser individualizada ou grupo é
importante que o professor esteja atento sobre 0 momento de intervir oralmente,
isto €, quando a atividade ndo avancar apenas com as discussfes entre 0s
educandos ou perceber que houve algum equivoco no entendimento conceitual

ou procedimental.
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ATIVIDADE 1: Tangente Trigonométrica

Objetivo: Introduzir a ideia de tangente trigonométrica.
Recursos: Folha de atividades, régua, lapis, calculadora, Tabua Trigonométrica.

Orientacdo para aplicacdo: O professor devera formar grupos e disponibilizar os
recursos acima descrito. Os alunos preencherdo o quadro e por meio de
intervencdes reflexivas da atividade e mais as orais que o professor julgar
necessérias. O professor fard a formalizacdo apds perceber que os estudantes
alcancaram o conhecimento pré-formal de tangente trigopnométrica. Em seguida
ird propor intervencgdes de avaliagdo de aprendizagem.

Intervencao Inicial: Observe e compare a ilustracao a baixo com a configuracao
da tabua trigopnométrica que recebeu.

B b
.

Intervencdo Exploratdria: Utilize a tdbua trigonométrica e a calculadora, para
preencher o quadro, a partir de cada angulo.

Angulo(a) 1 2 3 4
Graus Rad sena cosa sena Medida da
cosa projecao
na reta

tangente

Med. AT
0° 0
30° n
6
45° n
4
60° n
3
90° n
2




120°

135°

150°

180°
210°

225°

240°

270°

300°

315°

2T
3
3
4
57
6
T
7T
6
5
4
41
3
3T
2
5w
3
7T
4
11n

330°

360° 2

Intervencao Reflexiva: Existe alguma regularidade ou padréo entre as colunas
3 e 4? Explique.

~ . ~ . sena
Intervencao Reflexiva: Vocé conseguiu encontrar o valor de —— para todos
cosa
os angulos da tabela no ciclo? Relate.

Intervencdo Reflexiva: Vocé conseguiu encontrar o valor da medida da
projecdo AT (med. AT) na reta tangente para todos os angulos dados na tabela?
Relate.

Intervencao Reflexiva: Observando as manipulacdes na tdbua trigonométrica
e a tabela preenchida, quais os angulos em que ndo houve valor para o

. sena -
quociente —— e a Med.AT?
cosa

Intervencao Reflexiva: Com o material manipulavel, partindo do angulo 0 (em
rad), existe alguma regularidade nos angulos em que nao existem valores para

sena —_ . .
e a Med.AT? Explique como isso acontece.

cosa



FORMALIZACAO

Dado um arco qualquer a (medidos em radianos ou em graus), o quociente de razdo

trigonométrica tg a é dada pelo quociente trigonométrico % = AT, sendo AT a medida do

sena

segmento formado na reta tangente e cosa # 0, a partir da origem. Portanto, cos & =

tga=ﬁ,cosa¢0.

Outras orientagoes:

Na ficha de atividade do estudante devera ir em branco o quadro da
formalizacdo para que, ao final, o professor disponibilize. O momento de realizar
a formalizacdo serd quando o estudante enxergar a regularidade da igualdade
das medidas algébricas, e compreende o porqué de alguns casos ndo ser
possivel aferir essa medida.

Intervencao Avaliativa Restritiva: Dados senx = 1ecosx = 2, calcule tg x .

Intervencao Avaliativa Restritiva: Dados calcule tg x para:
a) x=30°
b) x =-90°

Intervencao Avaliativa Aplicativa: Marque para quais valores de g abaixo

existe tg x, para as que nao existe, justifique.

a) ()B=90°
b) ()B=-30°
c) ()B=120°
d) ( )B =180°
e) ()B=-90°
f) ( )B =450°
g ()B=0°

h) ()8 =270°




ATIVIDADE 2: Definicdo de funcéo tangente
Objetivo: Definir a funcéo tangente.
Recursos materiais: Folha de atividades, régua, lapis, calculadora, tabua

trigonométrica.

Orientacdo para aplicacdo: O professor deverd manter os grupos da atividade
anterior e disponibilizar os recursos acima descritos. Os alunos preencherao o
quadro e por meio de intervencdes reflexivas da atividade e mais as orais que o
professor julgar necessarias. O professor fard a formalizacdo apds perceber que
0s estudantes alcancaram o conhecimento pré-formal dos “ingredientes” da
funcdo tangente: dominio, imagem e como se relacionam. Em seguida ira propor
intervencdes de avaliacdo de aprendizagem.

Intervencao exploratdria: Considerando x o valor “variavel” do angulo em
graus ou radianos, baseado no quadro da atividade 1 e com apoio da tabua
trigonométrica, preencha o quadro.

Tg (x + 4m)
§ tg(x)| Tg&x+m) | Tg(x+2m) T‘(g+(1xe+1?g ) (+2 voltas)
Graus Rad (+ 1/2 volta) (+1 volta)
volta)

0° 0
30° T
6
45° T
4
60° T
3
90° T
2

135° 3_7T
4

150° 5m
6
180° 4

225° 5_7T
4

240° 4_7T
3

270° 3_7T
2

300° 5_7T
3

330° 11m
6

360° 21




Intervencédo Reflexiva: E possivel dizer que existe tg( x) para qualquer valor
de x? Explique.

Intervencao Reflexiva: Exceto para os valores de x estabelecidos na questao
anterior, para todo valor x existird um Unico valor da tg(x) ?

Intervencdo Reflexiva: E possivel afirmar que o comportamento estudado
sobre a tangente trigonométrica € funcional? Se sim, defina o dominio e a

imagem.

FORMALIZACAO

Chamamos de fungdo tangente a fungdo definida por y = tg(x) = % ,emque x * g + km,

para todo k € Z. O dominio da fungdo tangente é D:{x € R/x # g + km, k € Z} e aimagem é
Im(f) =R.

Outras orientagdes:
Nessa atividade é possivel também explorar regularidades realizando os

giros no sentido anti-horario. Ainda que sem o auxilio gréafico, o professor podera
explorar preliminarmente os sinais da funcdo, com o quadro preenchido ou com
o material manipulavel. E importante frisar a diferenca entre o nimero tg x (fixo)
e a funcdo tg (x) (variavel). As intervengcBes avaliativas deverdo ser feitas,
preferencialmente sem ajuda da tabua trigonométrica. A ficha do estudante sera

com o quadro de formalizagdo em branco.

Intervencao Avaliativa Restritiva: Sejay = tg (x), para cada intervalo indicado
abaixo, informe o valor de x para o qual a funcdo tg(x) ndo possui imagem.

a) 45° < x < 120°- angulo encontrado:

b) 200° < x < 300° - angulo encontrado:

c) 600° < x < 700° - angulo encontrado:

d) —30° < x < —180°-angulo encontrado:

Intervencao Avaliativa Aplicativa: Sejay = tg (x), de acordo com a definicdo

a funcao tangente, o seu dominio percorre todo o conjunto dos reais, exceto para

guais valores? Explique.



ATIVIDADE 3: Representacéo grafica da Funcédo Tangente.

Objetivo: Construir o grafico da Fungdo Tangente, reconhecendo assintotas,
periodo e sinal.

Recursos utilizados: Material manipulavel concreto e folha de atividade.

Orientacdo para aplicacdo: O professor deverda manter os grupos da atividade
anterior e disponibilizar os recursos acima descritos. Os alunos preencherédo o
quadro e por meio de intervencdes reflexivas da atividade e mais as orais que o
professor julgar necessarias. O professor fara a formalizacdo apos perceber que
0os estudantes alcancaram o conhecimento pré-formal sobre onde e porque
ocorrem as assintotas do grafico da funcéo tangente e como elas delimitam a
periodicidade dessa funcédo. Em seguida ird propor intervencdes de avaliagdo de
aprendizagem.

Intervencao Inicial: Transcreva as informacdes do quadro da atividade 2, para
0 quadro abaixo.

X
tg (x)
Graus Rad
0° 0
30° n
6
45° .
4
60° .
3
90° n
2
135° 31
4
150° EE
6
180° T
225° EE
4
240° 4
3
270° Ez
2
300° §E
3
330° 11m
6
360° 21




Intervenc&o Exploratdria: Localize graficamente os pontos (x, 0T) , com x em
radianos, no plano cartesiano abaixo, com o auxilio da tbua trigonométrica e do
quadro anterior, em seguida, ligue os pontos.

Intervencao Reflexiva: E possivel fazer a correspondéncia por meio de pontos
para todos os angulos do ciclo trigonométrico? Relate.

Intervencao Reflexiva: Em todo o intervalo analisado, vocé percebeu algum
valor x em que ocorre uma “ruptura” do grafico da tg(x)? Baseado nas atividades
1 e 2, em quais situacdes e por que iSso acontece?

Intervencao Reflexiva: Com o auxilio da tAbua trigonométrica e apoio visual do
grafico construido, em quais quadrantes a fungcdo tangente é positiva ou
negativa?

Intervencao Reflexiva: Observando o comportamento do grafico a cada
“ruptura”. Qual o menor intervalo em que vocé observou a repetigdo do mesmo
comportamento no grafico da fungéo tangente?

Intervencao Reflexiva: Como vocé explica o comportamento gréafico da funcao
tangente, considerando a “repeticao” e as “rupturas”.

FORMALIZACAO

A fungdo tangente é periddica e também assintdtica, seu periodo é p = m, pois T é o menor
numero real positivo tal que tg(x + m) = tg(x), para todo x no dominio da fungdo. Suas
assintotas (valores para os quais a tangente nao existe) estdo localizadas nos arcos g + km, k €Z.

E o grafico é positivo no primeiro e terceiro quadrantes e negativo no segundo e quarto
guadrantes.




v

Intervencao Avaliativa Restritiva: A partir da formalizacdo anterior, sabendo
que a funcdo tangente tem periodo m, e que tg(x + m) = tg(x), preencha os
parénteses com os angulos e os valores das tangentes que tem mesmo valor no
periodo seguinte ou anterior, conforme o caso. A primeira serve de exemplo.

tg(0°) = tg(180°) = 0

V3

tg(30) = tg( ) =%

tg( ) =tg(225°) =1
tg(609) =tg( ) =+v3
tg( )=tg( )=432
tg( ) =tg(300°) = —/3
tg(135) = tg(315°) =

tg(150) = tg( ) =-%

tg(180) =tg( ) =0

Intervencao Avaliativa Aplicativa: A partir do grafico que vocé construiu,
identifique para cada item abaixo o proximo valor de x cuja imagem tg(x) tera
sinal oposto:

Exemplo: tg (g) =\V3mmp Tg(x)= —\/3mmp x = %n

) a()-2

b) tg(135°) = —1

) 15() =13

d) tg(—120°) =+3



ATIVIDADE 4: Generalizacdo da funcao tangente e suas transformacdes.

Objetivo: Generalizar o comportamento da fungéao tangente a partir da insercao
de coeficientes.

Material: Folha de atividade, lapis, borracha, computador ou celular com

aplicativo Geogebra.

Orientacdo para aplicacdo: O professor deverd manter os grupos da atividade
anterior e disponibilizar os recursos acima descritos. O professor vai retomar os
conhecimentos adquiridos nas atividades anteriores, fazendo manipulacées
através do aplicativo Geogebra, na funcdo f(x) = tg x. Os alunos preencherao
0s quadros e as intervencdes relativas a eles, por meio dessas intervencoes,
orais e escritas, deverdo observar que tipo de transformacdes ocorrem no
comportamento do gréafico da funcéo tangente a cada alteracdo de valores dos
coeficientes a,b , c e d na forma geral da fungéo tangente f(x) =a + b tg(cx +
d). O professor fara a formalizac&o apds perceber que os estudantes alcancaram
o conhecimento pré-formal sobre as transformacdes geométricas percebidas no
grafico. Em seguida ira propor intervencdes de avaliacdo de aprendizagem,
preferencialmente sem o recurso virtual do Geogebra.

Intervencao Inicial: Ao abrir a janela de calculadora grafica do Geogebra,
escreva no espaco destinado a fungdo: ” f(x) = tgx” . Observe todas as
caracteristicas estudadas nas atividades anteriores: Dominio, Imagem
assintotas, periodo, sinal, forma geométrica do grafico.

Intervencao Exploratoria: Acrescente o coeficiente a forma algébrica da funcao
tangente, conforme indicado e faca as substituicbes de valores indicados para
observar e registrar as transformacdes geométricas ocorridas.

f(x)=a+tgx | Transformacdo geométrica | Mudouo | Mudouo
dominio periodo

a>0
a<0

f(x)= btgx | Transformacdo geométrica Mudou o | Mudou o
dominio periodo

b>0
b<0
|b| >1 crescente
|b| <1 se

aproximando de
zero




f(x)= tgcx Transformagdo geométrica Mudou o | Mudou o
dominio periodo

c>0
c<0
|c] >1 crescente
|| <1 se
aproximando de
Zero

f(x) =tg (x+d) | Transformagdo geométrica Mudou o Mudou o
dominio periodo

d>0
d<0

Intervencao reflexiva: Quais coeficientes promovem translacéo do grafico? Em
relacéo a abscissa ou a ordenada? Relate.

Intervencao reflexiva: Quais coeficientes promovem reflexdo do grafico? Em
relacdo a abscissa ou a ordenada? Relate.

Intervencao reflexiva: Quais coeficientes promovem deformacdo? Como
ocorre?

Intervencao reflexiva: Quais coeficientes alteram dominio e quais alteram o
periodo da funcéo tangente. Como ocorre?

FORMALIZACAO

A fungdo tangente tem como forma algébrica generalizada a expressao f(x) =a +
btg (cx + d),a,b,c,d € R,b+0eD = {x €ER/x # [(§+kn)c‘1] +d,(ke€ Z)}e

p = mc™1. De modo que asvariagdes nos coeficientes promovem as seguintes
transformagbes geométrica em seu grafico:

Coeficientes Transformagao
a Translagao vertical
b Reflexdo no eixo vertical (sinal)
Deformacgdo bidimensional (mddulo)
C Reflexdo no eixo horizontal (sinal)

Deformacgdo no eixo horizontal (mddulo)
Interfere no dominio e no periodo
d Translagao horizontal

Interfere no periodo




Intervencao Avaliativa Restritiva: A partir do grafico da funcéo f(x) = tg(x) e
da funcdo geral f(x) = a+ b.tg(c.x + d), indique, nos itens abaixo, em qual
coeficiente houve a variacao.

f(x) =tg(x)
Gréfico 1 Grafico 2
(J)a ()b ()c ()d (J)a ()b ()c ()d
Gréfico 1 Gréfico 2

()a ()b ()c ()d ()Ja ()b ()c ()d
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Objetivo: Introduzir a ideia de tangente trigonomeétrica.

ATIVIDADE 1: Tangente Trigonomeétrica

Questao 1: Observe e compare a ilustracdo abaixo com a configuracdo da
prancha trigonométrica que recebeu.

Questao 2: Utilize a prancha trigopnométrica e
quadro, a partir de cada angulo.

B

ﬂk
“

a calculadora, para preencher o

Angulo(a) 1 2 3 4
Graus Rad sena cosa sen a Medida da projecéo na
cosa
reta tangente Med. AT

0° 0
30° i
6

45° T
4

60° i
3

90° T
2

120° 2_7T
3

135° 3
4

150° 51
6

180° T

210° 7n
6




225° 51
4
240° 4n
3
270° 3
2
300° 51
3
315° 7n
4
330° 1in
6
360° 2m

Questao 3. Existe alguma regularidade ou padrdo entre as colunas 3 e 4?
Explique.

~ A . sena .
Questao 4: Vocé conseguiu encontrar o valor de os g AT todos os angulos
da tabela no ciclo? Relate.

Questao 5: Vocé conseguiu encontrar o valor da medida da projecdo AT (med.
AT) na reta tangente para todos os angulos dados na tabela? Relate.

Questao 6: Observando as manipulagdes na tabua trigonométrica e a tabela

. . ~ ~ . sena
preenchida, quais os angulos em que néao houve valor para o quociente e
a Med.AT?

cosa




Questao 7: Com o material manipulavel, partindo do angulo 0 (em rad), existe
sena

alguma regularidade nos angulos em que nao existem valores para
C
Med.AT? Explique como isso acontece.

ea

osa

FORMALIZAGAO 1

Questédo 9: Dados os angulos, calcule tg x

c) x=30°

d) x =-90°

para:

Questao 10: Dentre os angulos £ a seguir, para alguns deles nédo existirda tg .

Identifique esses angulos e justifique porqué ndo existe a tg .

B =90°

B =—-30°

B =120°

B = 180°

B =—-90°

B = 450°

B=0°

B = 270°




ATIVIDADE 2: Definicdo de funcéo tangente
Objetivo: Definir a funcéo tangente.
Recursos materiais: Folha de atividades, régua, lapis, calculadora, prancha

trigonométrica.

Intervencdo exploratéria: Considerando x o valor “variavel” do angulo em
graus ou radianos, baseado no quadro da atividade 1 e com apoio da prancha
trigonométrica, preencha o quadro.

X
tg (x) tg(x+m | tg(x+2m) | tg(x+3m) | t9 (x+4m)

Graus Rad
0° 0
30° T
6

45° T
4

60° T
3

90° T
2

120° 21
3

135° 3
4

150° 5
6

180° T
210° 7
6

225° 51
4

240° fz
3

270° 31
2

300° 5
3

315° Vhis
4

330° 11m
360° 27




Questao 1: E possivel dizer que existe tg( x) para qualquer valor de x? Explique.

Questao 2: Exceto para os valores de x estabelecidos na questao anterior, para
todo valor x existird um Unico valor da tg(x) ?

Questao 3: E possivel afirmar que o comportamento estudado sobre a tangente
trigonométrica é funcional? Se sim, defina o dominio e a imagem.

Questdo 4: Em quais quadrantes observados na prancha trigonométrica os

valores da tangente sdo positivos e em quais sao negativos?

FORMALIZACAO 2

Questao 5: Sejay = tg (x), para cada intervalo indicado abaixo, informe o valor
de x para o qual a fungéo tg(x) ndo possui imagem.

e) 45° < x < 120°- angulo encontrado:

f)  200° < x < 300° - angulo encontrado:

g) 600° < x < 700° - angulo encontrado:

h) —30° < x < —180° - dngulo encontrado:




Questao 6: Sejay = tg (x), de acordo com a definicdo a funcdo tangente, o seu

dominio percorre todo o conjunto dos reais, exceto para quais valores? Explique.

Questdo 7: Os arcos notdveis de uma volta completa, de 0° a
2m estdo distribuidos de acordo com sua posicdo nos quadrantes ( do 1° ao 4°

gquadrante). Determine o sinal (positivo ou negativo) desses arcos.

Angulo Quadrante | Sinal da
Graus m rad tangente

30° T 1°
6

45° T 1°
4

60° T 1°
3

120° 2n 20
3

135° 3n 2°
4

150° ST 20
6

210° 7n 3°
6

225° Sm 30
4

240° 4n 3°
3

300° 5_7T 40
3

315° n 40
4

330° 11w 40
6




ATIVIDADE 3: Representacéo grafica da Funcédo Tangente.
Objetivo: Construir o grafico da Funcdo Tangente, reconhecendo assintotas,
periodo e sinal.

Recursos utilizados: Material manipulavel concreto estatico e folha de atividade.

Intervencao Inicial: Transcreva as informacdes do quadro da atividade 2, para
0 quadro abaixo.

X
tg (x)

Graus Rad
0° 0
30° n
6

45° n
4

60° T
3

90° T
2

120° EE
3

135° 3n
4

150° 51
6

180° T
210° ZE
6

225° EE
4

24.0° fz
3

270° %E
2

300° EE
3

315° ZE
4

330° 11m
6

360° 21

Intervenc&o Exploratéria: Localize graficamente os pontos (x, AT) , com x em
radianos, no plano cartesiano abaixo, com o auxilio da tAbua trigopnométrica e do
quadro anterior, em seguida, ligue os pontos.



Intervencao Reflexiva: Sobre a questao anterior que voceé realizou, responda:

a) E possivel fazer a correspondéncia por meio de pontos para todos os angulos
do ciclo trigonométrico? Relate.

b) Em todo o intervalo analisado, vocé percebeu algum valor x em que ocorre
uma “ruptura” do grafico da tg(x)? Baseado nas atividades 1 e 2, em quais
situacdes e por que isso acontece?

c) Com o auxilio da tAbua trigpnométrica e apoio visual do grafico construido, em
quais quadrantes a funcéo tangente € positiva ou negativa?

d) Observando o comportamento do grafico a cada “ruptura”. Qual o menor
intervalo em que vocé observou a repeticio do mesmo comportamento no
grafico da funcéo tangente?



e) Como vocé explica o comportamento grafico da funcdo tangente,
considerando a “repeticao” e as “rupturas”.

FORMALIZAGAO 3




Intervencao Avaliativa Restritiva: A partir da formalizacdo anterior, sabendo
que a funcdo tangente tem periodo m, e que tg(x + m) = tg(x), preencha os
parénteses com 0s angulos e os valores das tangentes que tem mesmo valor no
periodo seguinte ou anterior, conforme o caso. A primeira serve de exemplo.

tg(0°) = tg(180°) = 0
tg(30°) =tg( )=
tg( ) =1tg(225°) =1
tg(60°) =tg( ) =+3
tg( )=tg( )=132
tg( ) =1tg(300°) = —/3
tg(135) = tg(315°) =

“|%

V3

tg(150) =tg( ) =%

tg(180) =tg( ) =0

Intervencao Avaliativa Aplicativa: A partir do grafico que vocé construiu,
identifique para cada item abaixo o proximo valor de x cuja imagem tg(x) tera
sinal oposto:

Exemplo: tg (g) = g =a que Tg (x) = —g x :eé

e) tg(5)=1






ATIVIDADE 4: Generalizacdo da funcao tangente e suas transformacdes.

Objetivo: Generalizar o comportamento da fungéao tangente a partir da insercao
de coeficientes.

Material: Folha de atividade, lapis, borracha, computador ou celular com
aplicativo Geogebra.

Intervencao Inicial: Ao abrir a janela de calculadora grafica do Geogebra,
escreva no espacgo destinado a fungdo: “f(x) = tg x”. Observe todas as
caracteristicas estudadas nas atividades anteriores: Dominio, Imagem
assintotas, periodo, sinal, forma geométrica do gréfico.

Intervencao Exploratoria: Acrescente o coeficiente a forma algébrica da funcao
tangente, conforme indicado e faca as substituicbes de valores indicados para
observar e registrar as transformac6es geométricas ocorridas.

f(x)=a+tgx Transformagdo geométrica Mudou o | Mudou o
dominio periodo

a>1

a<l

dominio | periodo

f(x)=btgx Transformagdo geométrica Mudou o | Mudou o

b<1

|b| >1 crescente




|b| <1 se
aproximando de

zero
f(x)=tgcx Transformagdo geométrica Mudou o | Mudou o
dominio | periodo
c>1
c<l1
|c] >1 crescente
|c| <1 se
aproximando de
zero
fx)=tg(x+d) Transformagdo geométrica Mudou o Mudou o
dominio periodo

d>0

d<0

Intervencao reflexiva: Quais coeficientes promovem translagdo do grafico? Em
relacéo a abscissa ou a ordenada? Relate.

Intervencgao reflexiva: Quais coeficientes promovem reflexdo do grafico? Em
relacéo a abscissa ou a ordenada? Relate.




Intervencao reflexiva: Quais coeficientes promovem deformacdo? Como
ocorre?

Intervencao reflexiva: Quais coeficientes alteram dominio e quais alteram o
periodo da funcéo tangente. Como ocorre?

FORMALIZAGAO 4




Intervencao Avaliativa Restritiva: A partir do grafico da fungéo f(x) = tg(x), e
da funcdo geral f(x) = a+ b.tg(c.x + d), indicar, nos itens abaixo, em qual

coeficiente houve a variacao.

f(x) =tg(x)
¥ IV VRIS / / i
// —An / -&n ;/..:n / / " S an - 3 r
Grafico 1

Coeficiente em que houve a variagao.

()a ()b ( )c ( )d



__—'*/—

Coeficiente em que houve a variagao.

()a ()b (e ( )d
1. Grafico 4.



Coeficiente em que houve a variacgao.

()a ()b ()c ()d

Intervencao Avaliativa Aplicativa: Marque a funcéo representada pelo
gréfico abaixo.

Gréfico

a) f(x) = tg(3x)
b) f(x) =3 +tg(x)
¢) f(x)=3.tg(x)

d) f(x)=tg(x+3)
e) f(x)=3.tg(3x)



3 FUNCAO TANGENTE

Nesta secdo, faco a apresentacdo do objeto matematico Funcgéo
Tangente, agora tratando-o numa perspectiva cientifica de rigor e
aprofundamento matematico, considerando os fatos e personagens historicos
que contribuiram para o desenvolvimento de seus estudos, bem como a
epistemologia do objeto, tendo em vista as dificuldades de aprendizagem
diagnosticadas nas sec¢des anteriores e para apresentar subsidios da sequéncia

didatica construida.

3. 1. EVOLUCAO HISTORICA

O objeto matematico desta pesquisa é um contetido pouco explorado no
curriculo brasileiro e com poucas propostas pedagdgicas para seu ensino,
conforme apresentado no capitulo anterior, no entanto possui um milenar
histérico de seus usos e contribuicbes para a humanidade. Entender como o
conceito de Funcéo Tangente foi construido ao longo da histéria, pode ser um
fator de superacdo de obstaculos epistemoldgicos de professores formados e
em formacao, bem como indicar possibilidades de abordagem em sala de aula

sobre o tema, uma vez que:

Para que cada elemento novo de um campo conceitual seja agregado
foi necessario superar obstaculos epistemoldgicos explicados por
Bachelard, que em sua teoria buscou esclarecer durante o processo
de aprendizagem os professores devem estar atentos para que 0s
obstaculos epistemolédgicos ndo estejam presentes na sua forma de
ensinar, e ter um olhar especial também nos recursos didéaticos
utiizados em sala de aula que impecam a formacdo do espirito
cientifico ou até mesmo o seu retrocesso (SILVA, MIRANDA e
CABRAL, 2019, p. 491)

Neste sentido, vou apresentar alguns marcos historicos de superacédo de
obstaculos epistemologicos na evolucdo do conceito de funcdo tangente. Para
tanto chamo atenc¢éo para a composi¢ao do nome do objeto “Fungédo Tangente”,
ambas as palavras da composicdo possuem um significado evolutivo

concomitante, que promoveu a fuséo de funcao e trigopnometria.



3. 1. 1. Antiguidade

A ideia intuitiva de tangente teve seu surgimento com primeiros estudos
em trigonometria pela necessidade de se medir distancias inacessiveis em
problemas que sugiram na agricultura, agronomia, navegacao e medicina com
primeiros registros entre os babilénios e egipcios.

Segundo Lima, Nascimento e Silva (2019) No Egito, a ideia intuitiva de
tangente foi utilizada nas medicdes das piramides e em 1500 a.C.,
aproximadamente, a ideia de associar sombras projetadas por uma vara vertical
a sequéncias numeéricas cujos comprimentos representavam a passagem das

horas em reldgios de solares conhecidos como gnémon.

Figura 14: Gnémon

Fonte: http://senhorahistoria.blogspot.com/2011/04/historia-do-relogio-de-sol-gnomon.html

Na Babildnia havia grande interesse pela Astronomia, por suas ligagdes
com 0s conceitos religiosos e por suas conexdes com o calendario, as épocas
de plantio e estagcbes do ano. Em 28 a. C. foi construido um calendario
astroldgico e elaboraram uma tadbua de eclipses lunares.



Segundo Silva, Miranda e Cabral, Pitdgoras de Samus (542-497 a. C.)
apresentou a interdependéncia entre ndamero, espaco e harmonia, em um
experimento chamado monocordio, que representou um avanco quanto a ideia
de funcdo, relacionando variaveis de naturezas diferentes, o que exemplifica a
superacao do obstaculo da homogeneidade, pois até entdo sé se podia comparar
elementos de mesma natureza ou dimensao.

Séculos depois, o grego Eratostenes de Cirene (276 - 196 a.C.), por volta
de 200 a. C., se apropriou dessa possibilidade de relacionar grandezas
diferentes ao medir a circunferéncia da Terra, utilizava relacdes entre angulos e
cordas, semelhanca de triangulos e razdes trigopnométricas. Com esse feito,
Eratostenes marcou o fechamento de dois séculos de lentos avancos na
trigonometria.

Para Boyer (2012, p. 124), embora os gregos estudassem as relacdes
entre retas e circulos e as aplicassem na Astronomia, disso ndo resultou uma
trigonometria sistematica, indicando que muito se precisava avancar no que diz
respeito a formalizacdo de nosso objeto matematico, sendo este um obstaculo

para que se avancasse mais.

3. 1. 2. Idade Média

Na idade Média, periodo datado 476 até 1453, quando Constantinopla foi
tomada pelos turcos otomanos, iniciou com uma fase de pouco progresso
cientifico, considerada “idade das trevas”. Entre séculos Xll e XIII surgiram as
primeiras universidades, tendo suas contribuicbes entendidas como um
prolongamento do saber das correntes filosoficas platbnicas e aristotélicas
(Roque e Carvalho, 2012, p. 188).

Dos séculos VIl até o século XI, o Império Mugulmano ou Arabe teve uma
expansao econdmica e avangos em diversos campos das artes e da ciéncia, em
relacdo ao século 1X, devido também a difusdo da lingua arabe em substituicao
ao grego, permitindo a preservacao do saber por eles constituido.

Nesse contexto AL Battani (aproximadamente 850 a 929 d.C.), também
conhecido como Ptolomeu de Bagdad, introduziu o circulo de raio unitario ao



estudo da trigonometria e com isso demonstrou e generalizou que a razao jiva
(seno) é valida para qualquer triangulo retangulo, independentemente do valor
da medida da hipotenusa, propondo uma conversdo geométrica e algébrica das
relagBes trigonométricas do circulo para o retangulo, diferente de como fazemos
na escola, onde primeiro se faz o estudo das relagdes no triangulo e muito
depois, sem fazer associacbes, fala-se do ciclo trigonométrico, utilizado
atualmente para o ensino de Fung&o Tangente.

De acordo com Alvarenga, Barbosa e Ferreira (2014, p. 168), as
contribuicdes do arabe Al Battani podem ser observadas nos trabalhos de Euler,
gue se baseava em relacfes entre lados de um triangulo retangulo e sintetizou
formulas trigonométricas, tomando o seno inteiro igual a 1, proporcionando

também aplicacbes na fisica como, por exemplo, a propagacéo do som.

3. 1. 3. Idade Moderna

Na ldade Moderna, periodo de 1453 a 1789, ano da revolucédo francesa.
A idade moderna é marcada por uma ampla disseminacdo do conhecimento
matematico de carater mais significativo e pela comercializacdo dos livros,
devido a invencéo da impressao de tipos moveis.

A ltalia se destacou no desenvolvimento dos conceitos matematicos,
aritmética, algebra e trigopnometria. A populacdo voltou a ter interesse pela
educacao e os livros apresentam uma linguagem matematica mais acessivel as
massas populares. Nesse periodo também ocorreu um maior desenvolvimento
das fungdes, inclusive fungao tangente.

Johann Miller (Regiomontanus) (1436-1475) foi um dos maiores
matematicos do século XV, cujo trabalho teve grande importancia, estabeleceu
a Trigonometria como uma ciéncia independente da Astronomia. O primeiro
trabalho impresso em trigonometria foi a “Tabula Directionum” de
Regiomontanus, publicado em Nuremberg em 1485.

Segundo Costa (1997), a Trigonometria de Regiomontanus néo diferia

basicamente da que se faz hoje em dia. Ele calculou novas tabuas



trigopnométricas, aperfeicoando a dos senos e introduziu na trigonometria
europeia o uso das tangentes, incluindo-as em suas tabuas.

Em suas formulagbes, as seis funcdes trigonométricas foram definidas
como fungbes do angulo, em vez de fungbes do arco, e subentendidas como
razdes. Neste momento houve uma ruptura entre a trigonometria do triangulo
retangulo e a trigonometria do ciclo trigonométrico.

3. 1. 4. Idade Contemporanea

A ldade Contemporanea € estudada de 1789, época da Revolugéo
Francesa, até os dias atuais. Dentro desse periodo, varios acontecimentos
politicos, econémicos, sociais, cientificos e tecnolégicos, como a Revolucdo
Industrial, receberam influéncia da evolugdo da matematica e em especifico das
funcdes trigonométricas. Por exemplo, os arquivos em MP3 hoje sdo possiveis
por causa de matematicos como Fourrier e Euler que definiram funcao
analiticamente como sendo uma série trigopnométrica complexa e composta.
(Rooney, 2012)

Com Leonard Euler (1707-1783), trigonometria toma a sua forma atual
guando adota, em 1748, a medida do raio de um circulo como uma unidade e
representa func¢des aplicadas a um ndmero e ndo mais a um angulo como era
feito até entdo. Neste sentido, percebeu-se que Euler realizou a conversao do
registro de uma representacdo geométrica, baseada no angulo para outra
cartesiana baseada no numero. Tal conversdo permitiu estabelecer melhor
caracterizacéo da periodicidade das fungBes trigonométricas, incluindo a funcéo
tangente.

A transicdo das razdes trigonométricas para as funcbes periddicas
comecou com Viete no século XVI, teve novo impulso com o aparecimento do
Céalculo Infinitesimal no século XVII com Newton e culminou com a figura de
Euler que desenvolveu também a analise de Fourier que permitiu a Newton
“‘encontrar valores necessarios para modelar a propagacdo do calor para
qualquer distribuicdo inicial de temperatura” (ROONEY, 2012, p. 164),

convergente ou nao.


https://www.todamateria.com.br/idade-contemporanea/
https://www.todamateria.com.br/revolucao-francesa/
https://www.todamateria.com.br/revolucao-francesa/

3. 1. 5. Sintese da evolucao historica

A apresentacao evolutiva de funcéo e da trigonometria proporcionaram a
superacéo de obstaculos e deram condi¢6es para que se formalizasse o conceito
de Funcdo Tangente. No quadro a seguir apresento uma sintese, dando
destaque aos personagens que marcaram cada periodo da evolucdo histérica
de Funcgao Tangente.

Figura 15: Evolucdo da Funcéo Tangente

Periodo Personagem Contribuicéo para a Evolucao de
Funcdo Tangente

; Apropriou-se da possibilidade de relacionar
Eratostenes de | grandezas diferentes, promovendo avangos

Antiguidade : _ . : ~
, Cirene na trigonometria em manipulacdes de
(Ate 476) (276 - 196 a.C.) | relacdes entre éngljlos e cordas, semelhanca
de tridngulos e razdes trigonomeétricas
o AL Battani Introduziu o circulo de raio unitario ao estudo
Idade Média (aproximadamente da trigonometria, propondo uma conversio
(476-1453) P geométrica e algébrica das relagBes

850 a929d.C.) trigonométricas do circulo para o retangulo.

Idade Moderna Johann Miiller Introduziu na trigonometria europeia o uso das

tangentes, incluindo-as em suas tabuas e
(1453-1789) (1436-1475 primeiro material impresso em trigonometria.

Adotou, em 1748, a medida do raio de um
Idade circulo como uma unidade e representou
Contemporanea | Leonard Euler ;“;O‘?On‘:zgpgci‘rsé?‘;mo”;‘g:)’rg é(fr?(:;e)s'znzzjg
(17_89 a (1707-1783) permitiu estabelecer melhor caracterizacéo da
atualidade) periodicidade das fungdes trigonomeétricas,
incluindo a funcéo tangente.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nota-se que, no percurso evolutivo de funcdo tangente, os personagens
ora usavam triangulos (Eratdstenes), ora triangulos inscritos em circulos (Al
Battani) e ora passaram a utilizar o circulo trigopnométrico desassociado da
trigonometria do triangulo retangulo (Regiomontanus). Esses passos
representativos elucidam o surgimento do circulo unitario a partir do triangulo
retangulo, o que pode ser também utilizado por professores de matemética com
funcionalidade tanto discursiva (associagbes verbais, argumentacdes e
deducdes), como nao-discursiva (operacoes, figuras geométricas, modelagem).

Também constatou-se como relacdes proporcionais entre lados de um

tridngulo retangulo se transformaram em func¢des trigonométricas, ao longo de



cada necessidade da humanidade e em cada periodo histérico. Isso revelou a
utilidade social, cultural e cientifica desse saber matematico.

Existiu também uma mudanca de invariantes na sequéncia razao-
proporcdo — equacdo - fungdo, que aconteceram respectivamente na
Antiguidade - Idade Média - Idade moderna — ldade contemporanea, que
elucidam como nossos personagens superaram ao longo da historia os
obstaculo epistemoldgicos de Homogeneidade (Eratostenes), proporcdo (Al
Battani), generalizacao (Jhon Muller) e convergéncia (Euler).

Assim, reforco a importancia desta investigacao histérica como recurso
enriguecedor desta pesquisa, na perspectiva de compreender que a matematica,
em especial Funcao Tangente, nasceu de necessidades praticas de cada povo,
a cada nova situacdo, impulsionando o progresso cientifico da humanidade

como afirma D’Ambrésio:

As ideias mateméticas comparecem em toda a evolugdo da
humanidade, definindo estratégias de acédo para lidar com o ambiente,
criando e desenhando instrumentos para esse fim, e buscando
explicagBes sobre os fatos e fendmenos da natureza e para a propria
existéncia. Em todos os momentos da histéria e em todas as
civilizacdes, as ideias matematicas estdo presentes em todas as
formas de fazer e de saber. (D’AMBROSIO, 1999, p. 97 apud
CHAQUIAM, 2017, p. 16).
E nessa perspectiva de D’Ambrdsio, de que a Histéria desempenha na
formacao do professor um revestimento de significado a seu saber matematico
e a sua prética de ensino. Logo esta secdo da um significado diferenciado as

secdes e capitulos a seguir.

3. 2. DEFINICOES E PROPRIEDADES

Como apresentado na secdo anterior na evolucdo histérica de funcéo
tangente, este objeto matematico se constuiu a medida que o conceito de fungéo
evoluiu. Deste modo podemos partir dessa definicdo para dar prosseguimento
as formalizacdes que se pretende fazer.

Definicdo 1: Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Diz-se que f é uma fungéo

de A em B quando para todo elemento x € A existe um unico elemento y € B.



Da deficdo de funcdo denota-se que o conjunto A € chamado dominio e
ao conjunto B de Contradominio da funcao f. “Deve-se ainda observar que uma
funcdo conta de trés ingredientes: dominio, contra-dominio e a lei de
correspondéncia x = f(x)" (LIMA et al, 1997, p. 39)

Além disso, Lima el al (1997) também destaca que a esséncia da definicdo
de funcao esta sujeita a apenas duas condi¢fes a saber:

a) N&o deve haver excecdes: afim de que a funcdo f tenha o
;:(03231;0 X como dominio, a regra deve fornecer f(x), seja qual for x €

b) N&o pode haver ambiguidades: a cada x € X, a regra deve fazer
corresponder um unico f(x) em Y. (LIMA et al 1997, p. 41)

Assim, a seguir apresento as caracteristicas do comportamento de funcéo

tangente retomando tais implicacdes da definicdo de funcgéao.

3.2.1. Tangente trigonométrica

As Funcdes Trigonométricas cos: R — R e sen: R - R, chamadas funcéo
cosseno e funcao seno respectivamente, sao definidas pondo-se, para cada x €
R:

P(x) = (cosx,senx)

A

\

Noutras palavras, cosx e sen x sao respectivamente a abcissa e a

ordenada do ponto P (x) da circunferéncia unitaria.



Segue-se imediatamente desta definicdo que vale, para todo t € R, a
relacdo fundamental:
cos?x + sen’x =1

Das fun¢des seno e cosseno derivam as outras fungdes trigpnométricas

. . sen x COS X
quocientes a saber. tgx = , cotgx = , Secx =
COosS Xx sen x COsXx

1
cossec x = S

on X Chamadas tangente, cotangente, secante e cossecante, mas

0 Nosso interesse esta em estudar a Funcdo Tangente. Até aqui, 0 que temos é
a relacao tangente trigonométrica obtida pelo quociente das funcdes seno e
cosseno. Entdo, o que falta para que se chegue a definicdo funcao tangente?
Voltemos a consequéncia do conceito de funcdo expressa anteriormente
por Lima et al (1997) de que funcdo é composta de trés elementos: dominio,

contradominio e como se relacionam, 0 que apresento a seguir.

3.2.2. Definigao de Funcdo Tangente

p T . . .
Dado um numero real x ¢E+kn, seja P sua imagem no ciclo.

Consideremos a reta OP e seja T sua intesec¢do com 0 eixo das tangentes.

Denomina-se tangente de x (e indica-se tg x) a medida algébrica do segmento

AT .

Figura 16:Representacdo geométrica da funcéo tangente

T
AT =tg x
ou
f(x) =tgx
A




Fonte:Elaborado pelo autor (2020)

Definicdo 2: A fungéo tangente é definida po f: D — R que associa a cada real x,

x¢§+krc, oreal AT =tg x, isto é, f(x) =tg x.

Note que, para x =~ + km, P estad em B ou B’ e entdo a reta OP fica

paralela ao eixo das tangentes, ndo existindo neste caso o ponto T, a tg x ndo é
definida. Perceba que essa situacao implica na restricdo no dominio da funcéo
f(x) =tg x, para que se atenda a condicdo de ndo excecado que preconiza a
definicdo de funcéo.

Existe uma outra maneira de definir funcao tangente, e mais utilizada em

livros didaticos da educacdo basica, é considerando-a algébicamente igual a

. s senx
tangente trigonometrica tg x = cosx

, em que cos x # 0. Nesta definicdo a

retricdo no dominio se deve ao fato de que quando P esta em B ou B’ tem-se
cos x = 0 e, portanto uma indeterminagao.
Desse modo, mostramos a seguir que tg x = m(AT), em que m(AT)

significa a medida algébrica do segmento AT.

a) Se P esta no primeiro ou terceiro quadrante.
Suponhamos que x seja um arco do primeiro quadrante, e portanto, x +

7, do terceiro. Os triangulos OCB, OSB, OC'B’' e 0S'B’' sao congruentes, e

. S _CB AT _ 4T
semelhantes ao triangulo OAT. Portanto, tgx = = —=—=—="—=
cosx ocC ocC 0A 1
mAT,
__sen(x+m) _ -0S' _ Cc'B" AT _
etg (x + T[) ~ cos(x+m) -oc' ~ oc’ ~ 04 mAT

b) Se B estd no segundo ou quarto quadrante.
Suponhamos que x seja um arco do segundo quadrante, e portanto, x +

m, do quarto quadrante.

senx 0S CB —AT —AT

tgx= =—_=—_=:=—=—ﬁ=mAT,
COos X -0C -0C OA 1
e
tg (x+n)=sen(x+n)—_os =5 A _AT = mAT

cos(x+m) ~ oc’ ~  oc’ 04



Assim, conclui-se que a tg x pode ser vista como a medida algébrica de

um segmento AT, ou que

nx

se T
fx)=tgx= p— =mAT;cosx #0oux # =+ km, k €Z

2
Daqui, tem-se definido o elemento “lei de correspondéncia’, isto é, a regra

que faz corresponder cada elemento do dominio a um Unico elemento do contra-

dominio.

3. 2. 3. “Ingredientes” da Fungao Tangente

Agora, apresento a correspondéncia estabelecida entre dominio e
contradominio da funcéo tangente de modo que aconteca a hdo excecao e a nao

ambiguidade.

12) O dominio da fungéo tangente é D = {x ER/x # g + km,(k € Z)} onde estao

excluidos os reais x para os quais cosx = 0.
Cumpre observar que tais funcbBes, sendo definidas por meio de
guocientes, tém seus dominios restritos aos nameros reais para 0S quais O

denominador é diferente de zero.

Assim, por exemplo, a funcéo tangente, dada pela expressdo tg x = ——

cosx’

tem como dominio o conjunto dos nimeros reais que nao sdo multiplos impares
de g pois cosx = 0 se, e somente se, x = (2k + 1)% = km + g onde k € Z.
Assim, o dominio da funcdo x —» tgx é formado pela reunido dos

intervalos abertos (km — =, km + ), para todo k € Z.

Em cada um desses intervalos [por exemplo, (—g,g)] a funcao tangente

€ crescente e, na realidade, x - tg x € uma correspondéncia biunivoca (néo
excecdo e ndo ambiguidade) entre um intervalo aberto de comprimento = e a

reta inteira R.



Imagem

A imagem da fungdo tangente é R, isto é, para todo y real existe um x real
tal que tg x = y. De fato, dado y € R, consideremos sobre o eixo das tangentes
o ponto T tal que mAT = y. Construindo a reta que passa por O e T, observemos
que ela intercepta o circulo unitario em dois pontos B e B’, imagens dos reais x

cuja tangente é y.
3%) Periodo

A funcdo tangente, embora ndo esteja definida para todo numero real R,
pode ser considerada como uma funcao perioddica, de periodo m, pois ® é o
menor numero real positivo tal que tg(x + m) = tg x para todo x no dominio da
funcao.

A restricdo da funcdo tangente no intervalo (—%,g), sendo uma
correspondéncia biunivoca tg: (—g,g) - R, possui uma fungéo inversa,
chamada arco tangente, indicada com a notacao arctg: R — (—g,g), a qual é

uma correspondéncia biunivoca de dominio R e imagem igual ao intervalo aberto

T T
3. 2. 4. Gréfico da Funcao Tangente

Observando, inicialmente, que para todo x do dominio D da funcéo

tgx=tg(x+mn)=tg(x+2n)=tg(x+3n)=...=tg(x+kn), ke

7

Veremos que a funcéo tangente é periddica e seu periodo € p = . Vamos
verificar isto, fazendo
tgx+tg (km)  tgx+0

t = = =
g x+m) 1—-tgx.tglkm) 1—-tgx.0

tg x

Pela definicdo dada, temos T = km, de onde tiramos, para k = 1, o periodo
n da fungao tangente.
Construiremos, entdo, o grafico de f(x) = tg x nointervalo | — gg [e,em

seguida, o ampliaremos para o dominio D.



N

O leitor deve perceber que, quando x percorre o intervalo | —%% [, a tangente

cresce indefinidamente, percorrendo todo o conjunto imagem R, de —co a +oo.
3.2.5 Generalizacdo algébrica e gréafica

As funcbes trigonométricas podem ser atribuidos coeficientes que
provocam transformacdes algébricas e geométricas, que geram novas funcgdes,
pois “uma transformacédo geométrica € uma funcao”. (LIMA, 2007, p. 141). A
funcdo tangente, nao é diferente, tem como generalizacao a forma:

f(x)=a+btg(cx+d);ab,c,d € R,b#0

Todos esse coeficientes vao variar a imagem da funcéo tangente, porém
os coeficientes ¢ e d alteram as caracteristicas relacionadas ao dominio e ao
periodo da funcéo tangente.

As figuras abaixo foram geradas no aplicativo Geogebra para ilustrar o
comportamento geométrico promovido pelos coeficientes da generalizacdo da

funcao tangente:



Figura 17: Funcao tangente sem influéncia dos coeficientes
" RS F(x)=tgx

| | o

@ ~ =i Y ary laris - A e
) 10110 aliculaqora wraflica

a+btglcx+d)

1 tgll x4 %)

Fonte: Elaborada pelo autor (2020)

Note que para que ndo haja a influéncia dos coeficientes a e ¢, que
somam, é necessario serem iguais a “zero” (elemento neutro da adi¢do). Os
coeficientes b e d, que multiplicam, devem ser iguais a “um” (elemento neutro

da multiplicacao).

o Transformacgfes geométricas da variacdo dos coeficientes a e b
Quadro 2: Transformacdes sobre o coeficiente a
a>0

a<0

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)
Note que ocorre uma translacdo na direcdo do eixo y, de modo que se

a < 0, o ponto de inflexdo do grafico é transladado a unidades para baixo.Caso

a >0 o ponto de inflexdo € transladado a unidades para cima, 0 que para

Oliveira e Pinheiro (2010) € um tipo de translagéo vertical.



Quadro 3: Transformacdes sobre o coeficiente b

b<-1 -1<b<1 b>1

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

O coeficiente b promove transformac¢des com e sem deformacgao. Olhando
apenas pela perspectiva do sinal, quando b < 0 ocorre uma reflexdo do grafico
na diregdo do eixo x, que Oliveira e Pinheiro (2010) chamam de reflex&do de f
em relacdo ao eixo das ordenadas.

Agora, olhando para a magnitude do valor absoluto, isto € |b|, se |b| < 1
se aproxima de zero, ocorre uma deformacéao do gréfico provocada pela rotacdo
dos pontos de curvatura do grafico em torno do ponto de inflexdo do gréfico, e
consequente diminuicdo de seu angulo de curvatura, que tende a se aproximar
de 90°; se |b|>1, a medida que aumenta, ocorre uma deformacao do grafico
causada pela a rotacdo dos pontos de curvatura do grafico em torno do ponto de
inflexdo do grafico, aumentando o angulo de curvatura, de modo que o grafico

da funcao tangente tende a se aproximar de uma reta.

o Transformacfes geométricas provocadas pelos coeficientes c e d.

Estas transformacBes precisam de uma andlise mais criteriosa, pois

interferem diretamente no dominio e no periodo da fungéo tangente.

Quadro 4: Transformacdes sobre o coeficiente ¢
c<-1 -1<c<1 c>1




Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Com relag&o ao sinal do coeficiente ¢, quando ¢ <0 ocorre uma
reflexdo do grafico na direcdo do eixo x ou reflexdo de f(x) = tg x em relagédo
ao eixo das ordenadas.

Analisando a magnitude de |c|, quando |c| < 1 tende a zero, ocorre uma
transformacao por deformacéo do gréafico da fungcéo tangente com expansao na
direcédo do eixo das abscissas. Quando |c| > 1, ocorre uma transformacéo com
deformacéo do grafico da funcao tangente por contracdo na direcéo do eixo das
abscissas.

Em consequéncia das transformacdes provocadas pela variagdo do
coeficiente ¢ da generalizacdo da funcdo f(x) =tgx, ocorrem também
variacBes no dominio e periodo da fungéo tangente podendo ser generalizada
de modo que o dominio D = {x ER/x # (g + kn) c (ke Z)} e o periodo p =
-1

ic

Quadro 5: Transformacdes sobre o coeficiente d
d<0 d>0

d =—m/4 d =

NE
+
NS

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Pelo fato de d ser um parametro que se adiciona aos valores x do dominio,
deve estar convertido em graus ou radianos conforme esteja x € D(f).
Em decorréncia da variacéo do coeficiente d da generalizacdo da fungéo

tangente, a transformacao que ocorre no grafico € a translacéo na direcdo do



eixo x , de modo que se |d| < 0 o gréfico translada para o sentido direito e se
|d| > 0, o gréfico translada para o sentido esquerdo.

Assim, a influéncia disso para o dominio da funcdo ocorre de modo que o
dominio D = {x ER/x # [(g + kTL’) c‘l] +d, (k€ Z)}

Em sintese:

Quadro 6: Sintese das transformacdes decorrentes da generalizacao

Transformagdes a b c d
Para direita se
~ . d<o;
Translagcao no eixo x
Para esquerda
se d> 0.
Para baixo
~ . se a<o0;
Translagcdo no eixoy :
Para cima se
a>0
Reflexao_ através do Se b<0 Se c<0
eixo X
O angulo de
Deformacéo por curvatura  diminui,
Rotacéo do ponto de se |b] <1 se
curvatura em torno aproxima de 0;
do ponto de inflex&do @) angulo de
curvatura aumenta,
se |b| > 1 aumenta.
Deformacéo por Se || <1
expansao no eixo x aproxima-
sede 0
Deformacdo por Selc|>1
contracdo no eixo x aumenta

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Logo, infere-se que os coeficiente a e d, de soma, promovem apenas
transformacdes sem deformagdo, com translagdo nos eixos y e x,
respectivamente. Os coeficientes multiplicativos, b e ¢, causam transformacgdes
com deformacédo, decorrentes da magnitude de seus valores absolutos, e,
reflexdes, decorrentes da mudanca de seus sinais.

Além, disso os coeficientes ¢ e d alteram o dominio e periodo da funcéo

tangente podendo ser expressos da seguinte forma:

D={xE]R/x¢[(§+kn)c‘1]+d,(kEZ)}ep=7rc‘1.



No trato do ensino na educacéo basica, quando os estudantes ainda nao
conhecem definicdo de ponto de inflexdo e ponto de curvatura, indica-se
conversao da linguagem de “deformacéo por rotacdo do ponto de curvatura em
torno do ponto de inflexdo” para “ deformagao por expansido e contragcao nas

direcbes x e y”
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