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ANALISE COMBINATORIA

1 FATORIAL

Sendo n um numero inteiro, maior que 1 (um), define-se fatorial de n,

e indica-se n!, a expressao

nl=n(n-1)(n-2)..3.2.1

neNen>1
onde: , ,
n! (1€ - se : n fatorial ou fatorial de n)

Definices especiais:

0!=1
11=1

'
Exemplos: 1. Calcular ﬁ
42!

Resolugao:

50 (54321 120 120

_ _ = =15
342 32.D)+(2.1) 6+2 8

2. Resolver a equagéo (x + 3)H+(x +2)!=8(x +1)!
Resolugao:

(x+3)H+(x +2)!=8(x + 1)!

(x+3)(x+2)(x + DH(x +2)(x + D!I=8(x + 1)!

(x + DI(x +3)(x +2) + (x + 2)] = 8(x + 1)!

(x+3)(x+2)+(x+2)=8

X +3x+2x+6+x+2=8

X +6x=0=>x(x+6)=0

Portanto "~ 0
x =—6(ndo satisfaz)

Logo x=0.
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I |
3. Simplificar a expressao w
n.

Resolugao:

n=(n+)! _nl=(n+1)n! _ n[l=(n+1)]

n! n! n!

=l-n-1l=-n

4. Resolver a equacgéo (n-4)!=120
Resolugao:
(n—-4)!=120= (n—-4)!=54.3.2.1

(n—4)!=15!
n—-4=>5
n=9

(1) Exercicios

1. Calcule:
a) 6!+31-2! b) 41-21-0! c) 9
5! I! 7!
2. Simplifique as expressoes:
! — !
a) n! b) n'—(n +1)! c) (n+2)!
(n—=1)! n! (n—=1)!
3. Resolva as equacdes:
a) xl=15(x —1)! b) (n—2)!=2(n—-4)!
|
c) (n-2)!=720 d) CED_ g6
(x—1!
—(x —1)!
4. Simplifique: D=1t
x—(x—1)!

5. Determine o conjunto solug&o das equagdes:

a) (x+ 5)(x + 4)!=35(x + 3)! b) E flz)!=3o
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2 PROBLEMAS DE CONTAGEM

Analise combinatoria € a parte da Matematica que estuda o numero
de possibilidades de ocorréncia de um determinado acontecimento (evento)
sem, necessariamente, descrever todas as possibilidades.

O esquema desenvolvido nos exemplos a seguir mostra as
possibilidades de um acontecimento e € chamado arvore das possibilidades.

Exemplos: 1. Quatro carros (C,,C,,C,,C,) disputam uma corrida. Quantas
sdo as possibilidades de chegada para os trés primeiros lugares?

1° Lugar 2° Lugar 3°Lugar  Orden de chegada
(4 possihilidades) (3 possihilidades) (2 possihilidades) (24 possihilidades)
Cs C1CC3
c,— S C1GCy
C,— G5 Cy C1G G,
Cy Cy C1G Gy
\ 62 C1 C4 C2
Cs C1C4yCs
Cs C GGy
c,— G4 C,CiCy
c,—GC; C C G5 Cy
Cy Cy CrGCy
\ 61 C2 C4 C1
Cs CoC4Cs
C, GGG,
C |Gy C3CCy
C;,—GC, C C3GCy
Cy Cy Ci& Gy
\ 61 C3 C4 C1
< C3C4 Gy
c,— & CsC1Cq
C, o) C; CsC Cy
C; G Ci GGy
\ C1 C4 03 C1
G CiG G
Observe que: O numero de possibilidades para o 1° lugar é 4.

O numero de possibilidades para o 2° lugar é 3.
O numero de possibilidades para o 3° lugar é 2.
O numero total de possibilidades é 4.3.2=24.

O numero de possibilidade de chegada é 24.
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2. Num hospital existem 3 portas de entrada que dao para um
sagudo onde existem 4 elevadores. Um visitante deve se dirigir ao 5° andar
utilizando-se de um dos elevadores. De quantas maneiras diferentes podera
fazé-lo?

1° Etapa 2° Etapa Maneiras diferentes
{3 possibilidades) (4 possibilidades) {12 possibilidades)

€1 Py ey
€ P e;
P €, P, eg
€4 P1 €4
e P; ey
€5 P, e,
P2 € PQ €
€4 P, e,
e Ps ey
€ Ps e
Ps e Ps €3
€4 P3 €4

Observe que: O numero de possibilidades para a 1° etapa é 3.
O numero de possibilidades para a 2° etapa é 4.
O numero total de possibilidades é 3.4=12.

O numero de maneiras & 12.

3 PRINCIiPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

O principio fundamental da contagem mostra-nos um método
algébrico para determinar o numero de possibilidades de ocorréncia de um
acontecimento sem precisarmos descrever todas as possibilidades.

Se um acontecimento pode ocorrer por varias etapas sucessivas e

independentes e tal modo que:

p1 € o numero de possibilidades da 1° etapa
p2 € o numero de possibilidades da 2° etapa

px € 0 numero de possibilidades da k-ésima etapa,
entdo p1.p2...px € 0 numero total de possibilidades
de o acontecimento ocorrer.
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Exemplo: Os numeros dos telefones de S&o Paulo tém 7 algarismos.
Determinar o numero maximo de telefones que podem ser instalados, sabendo-
se que 0s numeros nao podem comegar com zero.

Resolugao:

9 10 10 10 10 10 10

Com os algarismos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9) temos 9
possibilidades diferentes de escolha para o primeiro algarismo (o zero né&o
pode ser colocado) do numero do telefone e dez possibilidades para os outros
algarismos.

Logo, pelo principio fundamental da contagem, temos:

9.10.10.10.10.10.10=9.000.000

O numero de telefones € 9.000.000

(2) Exercicios

1. Num hospital existem 3 portas de entrada que dao para um amplo saguéo no
qual existem 5 elevadores. Um visitante deve se dirigir ao 6° andar utilizando-

se de um dos elevadores. De quantas maneiras diferentes podera fazé-lo.

2. Uma companhia de moveis tem dez desenhos para mesas e quatro
desenhos para cadeiras. Quantos pares de desenhos de mesa e cadeira pode

a companhia formas?

3. Numa eleicdo de uma escola ha trés candidatos a presidente, cinco a vice-
presidente, seis a secretario e sete a tesoureiro . Quantos podem ser os

resultados da eleigao.

4. Quantas comissdes de trés membros podemos formar com os alunos Ayrton,

Pedro, Odair e Valter?

5. Quantos numeros de trés algarismos distintos podem ser formados usando-

se os algarismos 1, 2, 3,4 e 57
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6. Oito caminhos conduzem ao cume da montanha. De quantos modos uma

pessoas pode subir e descer por caminhos diferentes?

4 ARRANJOS SIMPLES

Arranjo simples ¢ o tipo de agrupamento sem repeticdo em que um
grupo é diferente de outro pela ordem ou pela natureza dos elementos
componentes.

Exemplo: Quantos numeros de dois algarismos (elementos) distintos podem

ser formados usando-se os algarismos (elementos) 2, 3, 4 e 57

12 algarismo 2° algarismo  numeros formados
{4 possibilidades) (3 possibilidades) {12 nimeros)

23
24
25

32
34
35

42
43
45

52
53
54

Observe que os grupos (numeros ou elementos) obtidos diferem
entre si:
¢ pela ordem dos elementos (23 e 32, por exemplo);
¢ pelos elementos componentes (natureza) (25 e 43, por exemplo).

Os grupos assim obtidos s&o denominados arranjos simples dos 4
elementos tomados 2 a 2, e sdo indicados Az, 2.
Dai define-se:

Arranjo simples de n elementos tomados p a p séo todos
0s agrupamentos sem repeticdo que é possivel formar com

p (n > p) elementos diferentes escolhidos entres os n

elementos de um conjunto dado.

e p
Indica-se: 4, , ou 4.
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4.1 Férmula dos arranjos simples

Quantas palavras de duas letras distintas podemos formar com as
letras A, B, C e D?

19 letra 20 letra palavras formadas
{4 possibilidades) (3 possibilidades) (4.3=12)

AB
AC
AD

BA
BC
BD

CA
CB
CD

DA
DB
DC

Ocw>rllogwrlloorlloo ol

Observe que:

com 4 letras, temos: palavras de 2 letras = 4.3

com 4 letras, teriamos:  palavras de 3 letras = 4.3.2

com 6 letras, teriamos:  palavras de 2 letras = 6.5
palavras de 3 letras = 6.5.4
palavras de 4 letras = 6.5.4.3

com n letras, teriamos:  palavras de 2 letras = n(n—1)

palavras de 3 letras = n(n—1)(n-2)

palavras de p letras = n(n—1)(n=2)...(n—p +1)
Generalizando:
O numero de arranjos simples de n elementos em grupos de p

elementos é dado por:

4,,=nn-1)n-2)..(n—p+1)

Anp — |é-se: arranjo simples de n elementos tomados p a p.

Note que o desenvolvimentos de Anp contém p fatores.
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4.1.1 Uma Férmula Importante

Calculando 4, ,,temos: 4,,=7.6.5.4

Multiplicando e dividindo por 3!, obtemos:
7.65430 70 T

33 (T-4)

Generalizando temos: 4,  =n(n—1)(n-2)..(n— p+1)

Multiplicando e dividindo por (n — p)!, obtemos:

A,, =n(n=1)(n-2)..(n—p+1), (n=p)
’ (n—p)!

B n!
~(n-p)!

n,p

Esta formula mostra que os arranjos dos n elementos tomados p a p

podem ser escritos utilizando-se fatoriais.

A5,4 + A3,2

Exemplos: 1. Calcular:
A4,2 - AZ,I
Resolugao:

Ay +4;, 5432432 126 63
A, -4,  43-2 105

2. Calcular E=4,, + 45, — 4,

Resolugao:

7! 3! 5!
E= + -
(7-3)! 3B-2)! (5-4)!

7.6.5432.1 321 54321
E= + -
43.2.1 1

=210+6-120=96
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A+ A
3. Resolver a equacgao: % =9

n,4
Resolugao:

A +A4

n,6 n,5 — 9

An,4

nn-1n-2)(n-3)n-4)(n-5+nn-1)(n-2)(n-3)(n-4) _

n(n—1)(n-2)(n-3)

n(n—1)(n-2)(n=3)[(n—4)(n - 5) + (n - 4)]
n(n—1)(n-2)(n-3)

=9

(n—4(n-5+n-4=n"-9n+20+n-4=9

'

n2—8n+7:0:{
n

Como n>6=>n=7

S ={7}

9

4. Quantos numeros pares de 4 algarismos podemos formar com os

algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6, sem repeti-los?

Resolugao:

Possuimos um total de sete algarismos e os numeros que vamos

formar devem ter quatro algarismos.

Para o numero formado ser par, deve terminar em 0,2,4 ou 6; logo:

0| = As3
2| = Ass3
4] = As3
6| = Ass
3 casas 4. Ae3

Quando os numeros terminam em 2, 4 ou 6, eles ndo podem

comegar por zero.
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0 2| =As2
0 4| = As2
0 6| = As2
2 casas 3. As2
Portanto, o total de numeros é: 4. As3-3. As2

4.6.5.4-3.5.4 = 480-60=420

Podemos formar 420 numeros.

(3) Exercicios

1. Calcule:
a) A6,2 + A4,3 - As,z b) As,z + A6,1 - A5,3
A9,2 + AS,l AIO,Z - A7,3
2. Resolvas as equacoes:
a) A, =12 b) 4,,=44,, Cc) A2, =30

3. Quantos numeros de 5 algarismos distintos podemos formar com

os algarismos 1, 2, 3,4,5,6,7,8¢e 9.

4. Quantos numeros de 3 algarismos, sem repetigdo, podemos
formar com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8 e 9, incluindo sempre o algarismo
47?

5. Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 sdo formados numeros de

quatro algarismos distintos. Dentre eles, quantos sdo divisiveis por 57

6. Quantos numeros de 4 algarismos distintos podemos formar com
os algarismos 0,1, 2, 3,4, 5,6,7,8e 9?7
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7. Quantos sao os numeros compreendidos entre 2000 e 3000,

formados por algarismos distintos escolhidos entre 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 e 97

8. Quantos numeros de 3 algarismos distintos podemos formar com
os algarismos do sistema decimal, sem os repetir, de modo que:
a) comecem com 1.

b) comecem com 2 e terminem com 5.

5 COMBINAGAO SIMPLES

Combinacao simples é o tipo de agrupamento sem repeticdo em
que um grupo é diferente de outro apenas pela natureza dos elementos

componentes.

Exemplo: Quantas comissbes de 2 pessoas podem ser formadas com 5
alunos (A, B, C, D e E) de uma classe?

12 aluno 2°aluno numero de cominssoes
(5 possibilidades) (4 possibilidades) (10 com issbes

B AB
C AC
é D AD
E AE
(A Ba
C BC
. B D BD
E BE

— ADCD

D CD —

£ CE AE CE

— BC DE
A D
D B pE
C pe
E DE
[ A B
E B =]
C B
D =24
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Observe que os grupos AB e BA representam a mesma comissao.
Os alunos A e B, n&do importa a ordem, formam apenas uma comissao. Isto

significa que uma mesma comisséo foi contada duas vezes. Portanto, o total de

comissdes é dez (%) =10.

Observemos que os grupos obtidos entre si pelos elementos
componentes (natureza), ndo importando a ordem (posicdo) em que
aparecem. Os grupos assim obtidos sdo denominados combinagdes simples

dos 5 elementos tomados 2 a 2.

Indica-se: Cs.

Dai Define-se:

Combinacdes simples de n elementos distintos tomados
p a p (n > p) sdo todos os subconjuntos de p elementos que

€ possivel formar a partir de um conjunto com n elementos.

5.1 Féormula das Combinagdes Simples

Para calcularmos o numero de combinagdes, basta calcular o
numero de arranjos e dividir o resultado por 2 (20:2=10), que é o fatorial do
numero de elementos que compdem cada comissao (2).

O numero de combinagbes de n elementos de grupos de p
elementos € igual ao numero de arranjos de n elementos tomados p a p,
dividido por p!, isto €,

n!
Ay _(n=p)_ !
p pt plin-p)

C =

n,p

n!
" pl(n - p)!

Ch,p — |é-se: combinagéo simples de n elementos tomados p a p.
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Exemplos: 1. Quantas comissbes constituidas de 3 pessoas podem ser
formadas com 5 pessoas?
Resolugao:
As comissdes formadas devem ter 3 pessoas, por exemplo: AB C
Invertendo-se a ordem destas pessoas, obtemos a mesma
comissao. Portanto, o problema é de combinacéo.
! ! !

Podemos formar 10 comissoes.

2. Uma classe tem 10 alunos e 5 alunas. Formam-se comissdes
de 4 alunos e duas alunas. Determine o numero de comissdes em que participa
o aluno x e n&o participa a aluna y.

Resolugao:
Devemos escolher:

3 alunos entre os 9 restantes = C, ,

2 alunas entre as 4 restantes = C, ,

A escolha dos alunos pode ser efetuada de C,, maneiras e a
escolha das alunas, de C,,. Entdo, pelo principio fundamental da contagem, o

numero de comissdes é dado por:

_ 9 4 987 43
2231602120 3.2.1°2.1

Sera formada 504 comissoes.

C,,.C 504

(4) Exercicios

1. Resolva e equagdo: C, +C,, =6

n,l

!
2.Se 47 =30 e C? =15, ache o valor de M
n!

3. De quantas maneiras podemos escalar um time de futebol de

saldo dispondo de 8 jogadores?
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4. Com 10 espécies de frutas, quantos tipos de salada, contendo 6

espéecies diferentes podem ser feitas?

5. Uma empresa é formada por 6 sécios brasileiros e 4 japoneses.
De quantos modos podemos formar uma diretoria de 5 socios, sendo 3

brasileiros e 2 japoneses.

6. Numa sala, temos 5 rapazes e 6 mogas. Quantos grupos

podemos formar de 2 rapazes e 3 mogas?

6 PERMUTAGOES SIMPLES

Permutagado simples € o tipo de agrupamento ordenado, sem

repeticdo, em que entram todos os elementos em cada grupo.

Exemplo: Quantos numeros de 3 algarismos distintos podem ser formados

usando-se os algarismos (elementos) 2, 4 e 57

19 algarismo 2° agarismo 3% algarismo  numeros formados
(3 possibilidades) ({2 possibilidades) {1 possibilidade) {6 ndmeros)

, K 5 245
5 4 254
. 2 5 425
5 2 452
; 2 4 524
4 2 542

Observe que os grupos (numeros) assim obtidos diferem um do
outro apenas pela ordem dos elementos (245 e 254, por exemplo).

Os grupos assim obtidos s&o denominados permutagoes simples
dos 3 elementos tomados 3 a 3 e sdo indicados Ps.

Observe que a permutagao simples é um caso particular de arranjo

simples, isto €, Az 3=Ps.
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6.1 Féormula da Permutagoes Simples

Observe que os arranjos dos 3 elementos tomados 3 a 3 s&o as
permutacdes dos 3 elementos, isto €, 4,, =P, =3.2.1=6

Em geral, temos:

A4,,=nn-Dn=-2)..(n-p+1)

se n=p, vem:

4,,=P =n(n-1)(n-2)..(n—n+1)=n(n-1)(n-2)..1, portanto,

P =nn-1)(n-2)..1=n

P, -P
Exemplos: 1. Calcular £, sendo E =P, + 2.%.
2
Resolugao:
P, —P 4! -
E=P, 2 Tl g O 50, 720720 gy
P, 2! 2

2. quantos numeros de 4 algarismos distintos podem ser formados,
usando-se os algarismos 1, 3, 5e 7?

Resolugao:
P, =41=4321=24

Podem ser formados 24 numeros.

(5) Exercicios

o ~ P +mP
1.Calcule o valor de m que verifica a relagao: Lo T %

m+1

2. Quantos s&o os anagramas com a palavra CAFE?

3. Quantos anagramas da palavra EDITORA
a) comegam com A?

b) comegam com A e terminam com E?
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4. Quanto ao anagramas da palavra ENIGMA, calcule:
a) o numero total deles.
b) o numero dos que terminam com A.

C) 0 numero dos que comegam com EM.

5. Um estudante ganhou numa competicdo quatro livros diferentes
de Matematica, trés diferentes de Fisica e dois diferentes de Quimica.
Querendo manter juntos os da mesma disciplina, calculou que podera enfileira-
los numa prateleira de estante, de modos diversos. Calcule essa quantidade de

modos.

7 PERMUTAGAO COM ELEMENTOS REPETIDOS

Até agora estudamos permutagdo com elementos distintos.

Vejamos o que acontece quando em uma quantidade n de
elementos houver uma quantidade de elementos repetidos.

= Por exemplo consideremos a palavra CAMA.

CAMA (1)

trocando o C pelo M (em 1) obtemos: MACA (2)
trocando o C pelo A (em 1) obtemos: ACMA (3)
trocando o A pelo A (em 1) obtemos: CAMA (4)
trocando o A pelo A (em 2) obtemos: MACA (5)

Continuando com esse processo, obteriamos 24 palavras (P4=4!), 12
das quais repetidas (1 e 4 sdo iguais, 2 e 5 sdo iguaisO.

Cada palavra foi contada duas vezes, no caso de a palavra ter 2

letras (A e A) repetidas.

= Caso agora consideremos a palavra ABACATE:

Neste caso temos 3 letras repetidas. Elas podem ser permutadas 6
vezes (3!), fazendo com que cada palavra seja repetida 6 vezes. Como o
numero de permutagdes possiveis € 120 (6!), o numero total de palavras e 6

vezes menor, ou seja, 20 (120:6).
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Conclusao: De acordo como o exposto, temos:
“O numero de permutacdes possiveis com n elementos, dentre os
quais um certo elemento se repete a vezes, é igual ao fatorial de n dividido pelo

fatorial de o”.

104
Pn = —
a!

Se tivermos n elementos, dos quais: a s&o iguais a A,  s&o iguais a

B e y sdo iguais a C, o numero de permutagdes distintas dos n elementos sera:

why _ n!

! al By

Exemplos: 1. Quantos anagramas tem a palavra NATALIA?
Resolugao:

A palavra NATALIA tem 7 letras, sendo que 3 sdo iguais a A,

portanto,
! !
Pl - 7765430 240
3! 3!

Logo a palavra NATALIA tem 840 anagramas.

2. quantos anagramas tem a palavra ARITMETICA?
Resolugao

A palavra ARITMETICA tem 10 letras, sendo:

2 iguais a A,

2iguaisale

2iguaisa T,

portanto,

!
Pyt = 10 _ 453,600

2001
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(6) Exercicios

1. Quantos anagramas tem as palavras:
a) PATA?

b) PARALELOGRAMO?

c) GUANABARA?

2. Quantos sdo os anagramas da palavra MATEMATICA que

comegam por vogal? (Nao leve em conta o acento.)

3. Quantos anagramas diferentes podem ser formados com as letras

da palavra ARAPONGA, de modo que a letra P ocupe sempre o ultimo lugar?
4. Usando uma vez a letra A, uma vez a letra B e (n—2) vezes a letra
C, podemos formar 20 anagramas diferentes com n letras em cada anagrama.

Calcule n.

(7) Exercicios complementares - PFC

1. Uma pessoa possui 5 camisetas, 3 calgas e 2 pares de sapatos.
Usando apenas essas pecas, de quantas maneiras diferentes essa pessoa

pode se vestir?

2. Quantos numeros de trés algarismos distintos podem ser

formados usando apenas os algarismos impares?

3. Com os algarismos 2, 4, 6 e 8, quantos numeros de dois

algarismos podemos escrever?

4. Utilizando os algarismos do sistema decimal, quantos numeros de

quatro algarismos podemos escrever?

5. De quantos modos diferentes podemos dispor 5 alunos em fila

indiana?
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6. Em um campeonato de futebol com a participacdo de 12 clubes,
de quantas maneiras diferentes podemos ter um campedo e um vice-

campeao?

7. Usando somente os algarismos 1, 3, 4, 5, 6, 7 e 8, quantos
numeros:
a) de trés algarismos podemos formar?

b) de trés algarismos distintos podemos formar?

8. Quantos numeros pares de trés algarismos distintos podemos

formar, utilizando apenas os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5?

(8) Exercicios complementares — Arranjo Simples

1. Calcule o valor de:
a)Ai22 b)Ase, 3 C)A 153 d) A2, 2

2. Utilizando as letras A, B, C, D, E e F, quantos anagramas,

contendo 4 dessas letras distintas, podemos formar?
3. Determine o valor de X:
a)Ax 2=90

b) A x,3=5.A x,2

4. De quantos modos podem ser escolhidos o presidente, o vice-

presidente e o tesoureiro de uma firma entre os seus 10 sécios?

(9) Exercicios complementares — Combinaciao Simples

1. Determine o valor de X em C x 2=28

2. Em uma sala de aula com 20 alunos, quantas comissdes de 3

alunos podemos formar?
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3. Quantos segmentos de reta ficam determinados por 4 pontos

distintos de uma circunferéncia?

4. Num grupo de 15 pessoas, 5 sdo do sexo masculino. De quantas
maneiras podemos formar comissdes de 8 pessoas de modo que:
a) nenhuma pessoas seja do sexo masculino?
b) nenhuma pessoas seja do sexo feminino?
c) todas as pessoas do sexo masculino participem da comissao?
)

d) metade das pessoas da comissao sejam do sexo feminino?

(10) Exercicios complementares — Permutacoes

1. Quantos sdo os anagramas da palavra REAL?

2. Com relacao a palavra BONITA?
a) quantos anagramas existem?
b

Cc

)
) quantos anagramas comegam por B?

) quantos anagramas comegam pela silaba BO?
)

d) quantos anagramas comegam e terminam por vogal?

3. Em uma estante temos 4 livros de Matematica de autores
diferentes, 0 mesmo acontecendo com 3 livros de Fisica e 2 livros de Quimica.
De quantos modos diferentes podemos:

a) dispor esses livros nessa estante?

b) dispor esses livros, de modo que os livros de Matematica
permanegam sempre juntos?

c) dispor esses livros, de modo que os livros de Fisica permanegam
sempre juntos?

d) dispor esses livros, de modo que os livros de uma mesma matéria

permanegam sempre juntos?



Colégio Técnico Industrial de Santa Maria 21
Professores Elisia Chiapinotto e Mauricio Lutz

(11) Exercicios complementares — Analise Combinatoria

1. (PEIES — 1996) O valor de m que satisfaz a igualdade Am-1), 2=Cm, (m-2), para
m>2, &

a)2

b) 5

c)6

d)3

e)4

2. (PEIES - 1996) Sabe-se que uma equipe de basquete é formada por 5
jogadores. De quantas maneiras distintas o técnico pode montar a equipe,
dispondo de 9 jogadores e supondo que eles joguem em qualquer posi¢ao?

a) 17.010

b) 3.024

c) 756

d) 126

e) 252

3. (PEIES — 1997) As placas de automdvel no Brasil sdo constituidas de 3
letras seguidas de 4 algarismos. O numero maximo de placas iniciadas por
EVA, com final impar e com algarismos distintos, é

a) 504 b) 420 c) 2520 d) 840 e) 2500

4. (PEIES - 1999) Uma funcdo f:A—B, de dominio A e contradominio B, é
injetora, se os elementos distintos de A tiverem imagens distintas em B, isto é,
se x1#x2 em A, entdo f(x1)=f(x2) em B. Se A={1, 2, 3, 4} e B={5, 6, 7, 8, 9}, 0
numero maximo de fungdes injetoras f:A—B é

a) 20

b) 20!

C) 24

d) 120

e) 415!
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5. (PEIES - 2000) Tércio e Sétimo sao, respectivamente, o 3° e o 7° filhos de
uma familia de imigrantes italianos. Tércio acha que tem sorte com o numero
3, e Sétimo acredita muito no numero 7. Numa promocéo beneficente, em sua
comunidade, sera sorteado um computador mediante cartelas numeradas de 1
a 4999, ao preco de R$ 1,00 a cartela. Os irmaos se associam e resolveram
arriscar a sorte. Nessas condi¢des, assinale V nas afirmativas verdadeiras e F
nas falsas.

() Se adquirirem todas as cartelas com final 3 e todas as cartelas com final 7,
gastardo exatamente 1000 reais.

() Se adquirirem todas as cartelas com dezenas finais 37 e todas as cartelas
com as dezenas finais 73, gastardo exatamente 100 reais.

() Se adquirirem todas as cartelas que contém somente o algarismo 3 e

todas as cartelas que contém somente o algarismo 7, gastardo exatamente 8

reais.

a)V-V-V.
b)V-V-F.
c)F-F-V.
dF-V-F.
e)V-F-F.

6. (PEIES — 2001) Sao dados sete pontos distintos, A, B, C, D, E, F e G, sobre
uma circunferéncia. Unindo esses pontos dois a dois, sdo determinados
retas. O numero de tridngulos determinados, por esses pontos é

Desses triangulos, exatamente _ tém vértice no ponto A.

A alternativa que preenche corretamente as lacunas &

a)21,70,15 b) 21, 35, 15 c) 42, 35,15

d) 42,70, 30 e) 21,70, 30

7. (PEIES - 2001) A quantidades de numeros naturais de cinco algarismos
distintos que se pode formar com os algarismos 2, 3, 4, 5 e 6, de modo que os
algarismos pares permanegam juntos, €

a)12 b) 24 c) 30 d) 36 e) 40
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8. (PEIES — 2002) O conselho do Departamento de Matematica da UFSM é
composto de 3 professores e 2 alunos, sendo renovado por eleicdo, a cada 2
anos. Para a proxima eleicdo, candidataram-se 7 professores e 5 alunos. O
numero de maneiras diferentes com que esse conselho pode ser eleito é

a) 350 b) 410 c) 420 d) 792 e) 798

9. (PEIES - 2002) Para viabilizar o acesso a caixas eletronicos, determinado
banco elaborou senhas individuais que constam de 6 algarismos escolhidos
entre {0, 1,2 ,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} e seguidos de 3 letras, escolhidas entre {A, B,

C, D, E, F, G, H}, conforme exemplifica a figura

0/5(/9/4|3|5|G|E|G
Assim, o nimero maximo de senhas diferentes é . O numero maximo

de senhas diferentes cujos algarismos s&o distintos e cujas letras sao vogais é

a) 105.8% 64, b) 108.8%; 8.4 c) 108.8%; 8CY,

d) A16O C; 5 A192 e) A16O C; ’ C192

10. (Vest. — 1996) A expressao 1 € equivalente a

n (n+1)!
n b n c n-—1
nl(n+1)! (n+1)! n!(n+1)!
!
n! e) 1
(n+1)! n+1

11. (Vest. 1997) A senha para acessar um programa secreto num computador
€ composta por 3 letras diferentes seguidas de 4 algarismos distintos. As letras
sdo escolhidas entre as 23 do alfabeto e os algarismos entre 0, 1, 2, ..., 9. O
numero maximo de senhas diferentes que se pode esperar é

a) C23 3.A104 b) A23,3.C104 C) P33, 7

d) C23,3.C104 e) A23,3.A104
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—k!
12. (Vest. — 1998) A expressao % para keN*, equivale a
+1)-k!
a) (k+2)! b) k* +3k +1 C)k+2
(k+1)! k K +1
2
d)2 e) k* +2k
k-1

13. (Vest. — 1999) Numa Cémara de Vereadoras, trabalham 6 vereadores do
partido A, 5 vereadores do partido B e 4 vereadores do partido C. O numero de
comissdes de 7 vereadores que podem ser formadas, devendo cada comissao
ser constituida de 3 vereadores do partido A, 2 vereadores do partido B e 2
vereadores do partido C, é igual a

a)7 b) 36 c) 152 d) 1200 e) 28800

14 (Vest. — 2001) De quantas maneiras distintas podem-se alinhar cinco
estacas azuis idénticas, uma vermelha e uma branca?
a) 12 b) 30 c) 42 d) 240 e) 5040

15. (Vest. — 2001) Analise as afirmativas a seguir.

I. O numero de comissdes de 3 pessoas que se pode formar num grupo de 5
pessoas é de 60.

II. Com os digitos 1, 2, 3, 4 e 5, podem-se formar 125 numeros de 3
algarismos.

lll. A quantidade de 7 bombons iguais pode ser repartida de 6 maneiras
diferentes, em duas caixas idénticas, sem que nenhuma caixa fique vazia.
Esta(ao) correta(s)

a) apenas |I.

b) apenas II.

c) apenas | e lll.

d) apenas Il e lll

e) I, I, I
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16. (Vest. — 2002) Para ter acesso a uma sala reservada, cada usuario recebe
um cartdo de identificacdo com 4 listras coloridas, de modo que qualquer
cartdo deve diferir de todos os outros pela natureza das cores ou pela ordem
das mesmas nas listras. Operando com 5 cores distintas e observando que
listras vizinhas ndo tenham a mesma cor, quantos usuarios podem ser
identificados?

a) 10 b) 20 c) 120 d) 320 e) 625

17. (Vest. — 2003) A reforma agraria ainda € um ponto crucial para se
estabelecer uma melhor distribuicdo de renda no brasil. Uma Comunidade de
sem-terra, recebe informacédo de que O INCRA ira receber uma comissao para
negociagdes. Em assembléia democratica, os sem-terra decidem que tal
comissao sera composta por um presidente geral, um porta-voz que repassara
as noticias a comunidade e aos representantes e um agente que cuidara da
parte burocratica das negociagdes. Além desses com cargos especificos,
participardo dessa comissao mais 6 conselheiros que auxiliarao indistintamente
em todas as fases da negociagéo.

Se, dentre toda a comunidade, apenas 15 pessoas forem consideradas aptas
aos cargos, o numero de comissdes distintas que poderdo ser formadas com
essas 15 pessoas € obtido pelo produto

a)13.11.7.52.32.24

b) 13.11.7.5.3.2

c) 13.11.72.52.33.28

d) 13.72.52.33.26

e) 13.11.72.5.32.23
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BINOMIO DE NEWTON

8 NUMEROS BINOMIAIS

Dados dois numeros naturais, n e p, chamamos numero binomial

n

ao par de valores (
p

J,onde:

[HJ_ n!
p) pln-p)

onde neN,peN e n>p.
(n] Ié-se: binomial de n sobre p

p
Em que n é o numerador e p o denominador do numero binomial.

N

Observe que (nj =C,
P

Consequéncias da defini¢ao:

n
a) 0 =] para V neN.
n
b) | =pparaVn>1€e neN.
n
C) =] para V neN.
n

s o -1}

Resolugao:

SN

5! 3! 5! 7!
E= + + +
205-2)! 313-=-3)! 0(5-0)! 1UWT-1)!

E:%+1+1+7=19

Logo E=19
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(12) Exercicios

1. Calcule o valor dos seguintes binomiais:

o) oG o) ol
esom (0

3. Ache o conjunto solugao da equagao (n ; 3] =21.

4. Resolva a equacéao (;) + (;) =35.

9 NUMEROS BINOMIAIS COMPLEMENTARES

Dois numeros binomiais sdo chamados complementares quando a

soma dos denominadores é igual ao numerador.

Os numeros (nj e [ " j s&o complementares, pois p+n—p=n.
P n—p

5 5) . .
Exemplos: 1. (J e (3} sdo complementares, pois 2+3=5.

7 AT .
2. (1] e [J sao complementares, pois 1+6=7.

10 PROPRIEDADES DOS NUMEROS BINOMIAIS

1° propriedade:

Dois numeros binomiais complementares s&o iguais.

D)
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Demonstracio:

n!

Sabemos que: [nj =
r) pl(n-p)!

( n j_ n! B n! B n!
n-p) (-pll-(-pl -plln-n+pl @n-p)p!

Portanto, [”J:[ " j
p n—p

Exemplo: Determinar x na igualdades 12 = 12
Sx x+38

Resolugao:
Temos dois casos:

1°: binomiais iguais

12 12
= =S5x=x+8=4x=8=x=2
5x x+8

2°: binomiais complementares

12 12 2, . .
= =5x+x+8=12= 6x=4= x== (n&o satisfaz)
Sx x+8 3

2° propriedade: Relagao de Stiffel
Lo )
—+ =
p-1 P P

Partindo do 1° membro, temos:

(n—=1)! (n—1)! (n—=1)! (n—=1)!
+ = +
(p-Dln-1-(p-D} plln-1-p}] (p-Din-p)! pl(n-p)

Como (n - p)!=(n—p)n—p-D!e p!=p(p-1)
Vem,

Demonstracio:

p(n—1D)H+(n—- p)(n-1)! _ (p+n—-p)(n-1) _ n(n—1)! _ n!
pl(n—p)! pl(n—p)! pl(n—p)!  pl(n-p)!

porare (1~1+(* 1)1
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~ 5 5 6
Exemplo: Resolver a equagéo: +| 7 |=
4 5 xX+2
Resolugao:
Devemos ter:

x+2=5 5+4x+2=6
ou

x=3 x=-1

S={123}

(13) Exercicios

1. Resolva as equacdes:
G
6 7 x+3 2x x+2

11 TRIANGULO DE PASCAL (OU DE TARTAGLIA)

c)[

14
3p

|

|

14
p+6

|

29

Os numeros binomiais podem ser dispostos ordenadamente em um

quadro denominado tridngulo de Pascal ou de Tartaglia.

Coluna 1
Coluna 2
Coluna 3
Coluna 4
Coluna 5

Linha 0

Linha 1

Linha 2

Linha 3

Linha 4

Linha 5

Linha 6

—— —— —— p—— p—— p——— p———
- o o oh Ow ON o=~ oo Colunal
S N N N N S S

TN TN TN TN TN TN

s RO =20 Al A AN a2

S N e S e S

TN TN TN TN T

SN DO DR DR DN

S N N e e

—— p——— p——

R O e LW

n
1

n
2

o:. .
\q_/
N
S
N
S’
Pl
w33 .- .
\—/

Linha n (

Colunan
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Observe que:
¢ binomiais de mesmo numerador estdo colocados na mesma linha.
¢ binomiais de mesmo denominador estdo colocados na mesma coluna.
Se no triangulo de Pascal substituirmos cada binomial pelo

respectivo valor, obteremos:

11.1 Propriedades do tridngulo de Pascal

1°) Todos os elementos da 1° coluna s&o iguais a 1, pois (g] =1.

2°) O Gltimo elemento de cada linha & igual a 1, pois [”j 1.
n

3°) Numa linha qualquer, dois binomiais dos extremos s&o iguais:

1 6 15 20 15 6 1

b4

n
p
da linha (n-1): aquele que esta na coluna p com aquele que esta na coluna
(p—1) (relagéo de Stiffel)

4°) Cada binomial ( j da linha n é igual a soma de dois binomiais
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. (192
1 2 1
1 3 3 1

4 1

10 5

20 |15

5°) A soma dos numeros binomiais de uma mesma linha € uma

H3)
(B(E-)

1

6 1

poténcia de base 2 cujo expoente € a ordem da linha (dada pelo numerador).

Linha0 = 1 = 20=1
Linha1 = 1+1 = 2'=2
Linha2 = 1+2+1 = 22=4
Linha3 = 1+3+3+1 — 2°=8
Linha4d = 1+4+6+4+1 = 2*=16
Linha5 = 1+5+10+10+5+1 = 2°=32

Em geral:
G5

Exemplos: 1. Calcular n, sabendo que: [ZJ + (Tj N (Z] _4

Resolugao:

n n n
+| |+ |=4=22"=4=2" =27
0 1 2
2
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2. Determinar o valor de n que satisfaz a sentenga Z(nJ =512
k=0

Resolugao:

Fazendo k variar de 0 até n, temos:

n) (n\ (n n
+| |+ |+.+] |=51222" =512=2"=2°
0 1 2 n

Son=9

(14) Exercicios

n

1. Calcule n, sabendo que: (ZJ +Uj +...+( J=2048

n

k=0

8. (8
2. Calcule Z(k]

3. Determine x, de modo que (TJ + (;j + (;C] +..+ (x] =4095.
X

12 FORMULA DO BINOMIO DE NEWTON

Neste item vamos obter o desenvolvimento de (x +4)', com neN,
gue é denominado binémio de Newton.

Observe os seguintes desenvolvimentos:

nzO—)(x+a)0 =1

n=1-(x+a) =lx+la

n:2—>(x+a)2 =1x% + 2ax + 1la*

3
n=3—-(x+a) =1x* +3ax + 3a’x + 1a*
n=4-(x+a) =1x* +4ax’ + 6a°x> + 4a’x +1a*
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Portanto a Férmula do binbmio de Newton é

(x+a) = (g)aox" + (’:Jax"_l + [Zjazx”_z +.t (nJa”xo
n

No desenvolvimento do binémio (x — )", temos:

(x + a)" = [x + (—a)]" = (gjx” + [Tj(—a)x”l + (ZJ(—CI)Z X" [nj(—a)”
n

(x—a)' = v{n}c" - (n]ax"_l + [nJazx"_z -+ (=D" (n]a”
0 1 2 n

Os sinais de cada termos do desenvolvimento s3do alternados, isto é,

os termos de ordem par (2°, 4°, 6°, ...) sdo negativos e os de oredem impar (1°,

3°, 5°, ...) séo positivos.

Exemplo: Desenvolver o binémio (x +3)*

Resolugao:

4 4 4 4 4
(x + 3)4 = [ij4.3° + (Jx3.31 + (2jx2 37+ (Jxl 3%+ (4}9.34

(x+3)" =1x* +12x° + 54x” +108x + 81

(15) Exercicios

1. Desenvolva:

a) [1+37“j6 b) (k> +1) ©) (x—1) d) (2a-3b)" €) (¢ —xy)

13 FORMULA DO TERMO GERAL

Observe o desenvolvimento:

n n n n
(x +a)’ Z[OJaox” +(1]ax"l +(2ja2x”2 +...+( ja"xo
n

I T, T, Ty
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1°termo 7, =T, :(gJan”

2° termo T2 = T1+1 = [Tjalxnl

3°termo T, =T,,, :[Zjazx“

(p+1)-ésimo termo T, = (n}l”x"”
P

Portanto, um termo qualquer de ordem (p+1) é dado por

T _n Py.n=p
el = pax

Observacéo:

4

Para o desenvolvimento de (x—a)", temos: (x —a)" =[x+ (-a)|"-

O termo geral é dado pela expressao:
n P NP r n P \-N—p
T, = (—a)’ x"7 =(-1) a’x
p p

Exemplos: 1. Determinar o 4° termo no desenvolvimento de (x +2)’.

Resolugao:

Para 0 4° termo, temos: p+1=4=p=3¢ {”

h n— 7 373
T,,=| |a’x""=T,=|_|2°x
P 3

| |
T, :L,&x“ _ 1654 8x* =35.8x" =280x"
31(7-3)! 3.2.1.4

34
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2. Achar o termo independente de x no desenvolvimento de

(2x-1)°.
Resolugao:
Temos:
n==6
X =2x
a=1

O temo geral € dado por:
p| | p np P 6 P 6-p P 6 6-p ,.6-p
T,,=(1) a’x"" =T, =(-1) 17.2x)"" =T,,, =(-1) 277 x
p p p

O termo independente de x é o que contem x’, logo:
6-p=0=p=6

Substituindo no termo geral, temos:

6
T, :(—1)6(6j2°.x° =T, =1

(16) Exercicios

1. Calcule o 6° termo no desenvolvimento de (g + 3b)°.

2. Calcule o 5° termo no desenvolvimento de (\/} + \/})6 .

3. Calcule o 11° termo no desenvolvimento de (x - 1)20.

2 15
. a
4. Calcule o termo em x° no desenvolvimento de (\/x + _J )
X

5. Determine o termo independente de x no desenvolvimento de
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(17) Exercicios complementares — Binomio de Newton

1. Calcule o valor de n nas seguintes igualdades:

n!

a) — " =10
n(n—2)!

b) nn=Dt_
(n-2)!

2. Desenvolva os seguintes binémios:
a) (x+y)*

b) 3-x)’

c) (x> +x.y)°

d) (x—+/3)*

3. Determine o quinto termo no desenvolvimento de (x - y)°.

4. Qual é o termo médio do desenvolvimento de (2x —1)°?

5. Qual é o coeficiente em x° no desenvolvimento de (x +2)’?

6. Qual o termo independente de x no desenvolvimento de
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(18) Exercicios complementares Bindomio de Newton

6
1. (PEIES — 1996) No desenvolvimento (\/Z+gj , com a>0, o termo geral é
a

e o termo independente de a vale
Assinale a alternativa que completa corretamente as lacunas, considerando
keN e 0<k<6.

3 3 3
a) 2+ © a2 120 by 2¢[ ®]a2™: 60 o) 24/ ¢ 12" 60
k K K
3 3
d) 2k(2ja6—2k; 120 e) 2k(2ja3—2k; 120

2. (PEIES — 1997) Consideres as afirmativas referentes a analise combinatoria
e binbmio de Newton, indicando se s&o verdadeiras (V) ou falsas (F).

() O valor de x na equagéo Ay, 3—4Cx, 2=0, onde x=3, é 7.

() No desenvolvimento (x+1)7, o coeficiente de X3 é 35.

( ) Num campeonato de futebol, chegaram as quartas de final 4 equipes:
Palmeiras, Grémio, Corinthians e Flamengo. O némero de maneiras distintas
com que essas equipes podem ser classificadas do 1° ao 4° lugares é 24.
a)V-F-V. b)V-F-F. c)F-V-V.

dV-V-V. e)F-V-F.

3. (PEIES — 1998) Nas afirmag¢des que se referem a analise combinatéria,

assinale V nas verdadeiras e F nas falsas.

() Um conjunto A tem 8 elementos distintos. O numero de subconjuntos de A,

com 3 elementos distintos, é 56.

() Usando apenas os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, & possivel formar, no

maximo, 56 numeros naturais com 3 algarismos distintos.

() Se p e nsaonumeros inteiros positivos, com n>p, entao (n] =[ 7 j
p n—p

a)V-F-V. b)F-F-V. c)V-F-F.

dV-V-F. e)F-V-F
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4. (PEIES - 1998) O valor de k, k#0, para que o coeficiente do termo x?, no
5
desenvolvimento de [x+ %j , Sejaigual a 80, é

a) 1/2. b) 1. c) 3/2. d) 2. e) 5/5.

5. (PEIES - 1999) A soma das raizes da equagé&o binomial [ 12 j:(lz) e

6—x 2x
a) 8. b) 6. c) 4. d) 2. e)0.
3 -1 |9
6. (PEIES — 2000) Consideres as matrizes A4=|1 2 e B:( | j ,
- n
1 m o 2x2
2 6
onde m € o termo independente de x no desenvolvimento do binbmio (g__)
X

e n é a solugdo da equagédo 2C2, =3C’

n+2 n+l’

onde C;f indica o numero de

combinacgdes simples de p elementos tomados q a q.
O termo C32 da matriz produto C=A.B é
a) -84 b) -82 c)-78 d) 82 e) 90

7. (PEIES - 2002) Seja a matriz 4= (4

5 i - a
8}’ onde a é o coeficiente da poténcia
a

x2 no desenvolvimento do bindmio de Newton (X+1)* A matriz inversa de A,

denotada por A, é tal que é(A + 2A‘1) ¢ igual a
1 0 0 1 1 1 -1 1 1 1
a b c d e
8. (Vest. — 1996) Se x:(6]+(6)+...+m e (yj+(yj+...+(y}zss, entso
o) (1 6 1) |2 y

X
— vale
Yy

a)5 b) 6 c)8 d) 7 e)9
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1 3
9. (Vest. — 1999) Dadas as matrizes M =E 33 _1} e N=|-2 1/|,ondem
— m
1 0

6
€ o termo independente do desenvolvimento do binémio (l+x2j , entdo o
X
determinante da matriz Q=M.N é igual a

a) 15 b) 126 c) 374 d) —126 e)—156

6
10. (Vest. — 2003) O coeficiente de x° no desenvolvimento de (x + sz é dado
X

por
a)0 b) 1 c)8 d) 28 e) 56
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GABARITOS

(1)1.a)%§% b)21 ¢)72 2.a)n b)-n c)n(n+1)(n+2)

3.a) S={15} b)s={4} c)s={8 d)s={7}

4. XXl 54y sofl b) S={6)

x—1

(2)1.15 2.40 3.630 4.4 5.60 6.56

17 17
(3)1.a)Za b)ai 2.a) S={4} b)s={6} c)s={7}

3.156120 4.168 5.60 6.4536 7.336 8.a)72 b)8

4)1. =03} 2.56 3.56 4.210 5.120 6.200

(5)1. s={3) 2.24 3.a)720 b)120 4.a)720 b)120 c)24
5. 1728

(6) 1.a) 12 b) 129729600 c)15120 2.75600 3.840 4.n=5

(7)1.30 2.60 3.16 4.9000 5.120 6.132
7.a)343 b)210  8.24

(8)1.a) 132 b)120 ¢)2730 d)380 2.360
3.a)x=10 b)x=7 4.720

9)1.x=8 2.1140 3.6 4.a)45 b)impossivel c¢)120 d)1050

(10)1.24 2.a)720 b)120 c)24 d)144
3.a) 362880 b) 17280 c)30240 d)1728

(11)1.e 2.d 3.c¢ 4d 5b 6.b 7.d 8a 9b
10.b  11.e 12.b 13.d 14.c¢ 15.d 16d 17.e.
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(12)1.a)5 b)190 ¢)30 d)120 2.75 3.5={10} 4. S=1{6}
(13)1.a) s={-1,4} b) s={1,2} c¢)s={2,3}
(14) 1.n=11 2.256  3.x=12.

(15) 1. a) 14 9a + 135 5 135 5 1215 , 729 5 729 ,
4 2 16 16 64

b) 14" +5k® +10k® +10k* +5k* +1 ¢€) x* =3x? +3x—1
d) 16a* —=96a’b + 216a*b* —216ab* + 81b*

e) a® —6ax’y+15a"x*y? —20a’x°y’ +15a°x*y* —6a’x"’y’ + x"*y°
(16) 1. 7, =30618p°a* 2. T, =15y°x 3. T, =184756x"

4. 455q°%3 5.84

7)1.a)n=11 b)n=3  2.a) x* +4x’y+6x°y" + 4xp° + y*
b) 27 -27x+9x* —x° c) x +5x"y+10x*y* +10x7y’ +5x°y* +x°y°
d) x* —443x" +18x> —1243x+9 3. T, =70x"y"
4.-160x 5.84 6.80

(18)1.c 2.¢c 3.a 4.a &6 a 6.c 7.a 8c 9e 10.c
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