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ﬁetﬂcamo& essa obra aos améyow, membros do ggjoemem, e

a todos os Jar(?fé&&@r&f de :ﬂzoatema'tz'ca que Jutam e

mifitam por uma fc[ucaa‘io publica, gratuita, fibertadora
e de Yuafz'(llnlé.




f z}ryfortmte guwe o gue acornteca

em sala de acta Strva para dm/fz’ar
0 mundo dos alines, e nio apenas
para ensinar o gue os Svres
diddticos, tantas vezes mal
z'fy%‘mm/éw, dizerm gue deve ser

ensinade,

(LINS, 2014, p. 20).
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1 ;’z]are.rentafc;ﬁo

f&te Joarac[z'cfa’tz'co é destinado a Jargfe&sorea
que ensinam matemdtica, tanto dyuefeo‘ que se
encontram em processo de féma(;ﬁo inicial, quanto
dguefe& que estdo em efétz'vo exercicio como
ﬁmarlbre& e que, de a[yuma maneira, se envelvermn

com a tffjel;ra finear e a jeometrz'a analitica.

Jaf criagio advém de uma pesquisa  de
mestrado que deu omjem a dissertacio “Coma
feitura da producic de significado para possiveis
nogées do vetor em uma turma do Licenciatura em
HMatomitica” (SOUSA, 2021), gque desenvolvemos a

partir de chservagées nas aulas de a:/yeé}d Sinear,

ministradas em wm curse de ffyma(;ii’o de

Jarg%&&ore&.

f&ta obraé ﬁuto de nossas exJaerz'é‘ncz'aJ como

Jar(#é&foreef de é[yeﬁra Sfinear e da educacio bisica e,
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para tal, nos inspiramos em dois clissicos da
fiteratura ~ Planclindia: wm romance do muitas
Limensées, de Fdwin Abhott Chbott (ABBOTT,
2021 [1884]), que € uma Jeitura metafcrica do Mo
da Gaverna, de gjfatﬁo, e O maravillioso mdgico de
O, de Lyman Trank Laum (BAUM, 2013 [1900])

~ e também em wum mcmjci de %f ebra Iz'near
(TAKAHASHI; INOUE; TREND-PRO, 2012).

1;% partir de nosso reférencz'af tecrico,
entendemos que existam matematicas (com s
mesmo, HO Jofuraf), por ndo c[eféncﬁarmow o cardter
universalista-positivista de wuma matemdtica
/;ejeménz'ca, ocidentalizada, branca e eurocéntrica,
mas assim, as concebemos como discursos (LINS,
1993) e, portanto, se constituem como atividades
Jarocfutz'ww e Jardtz'ca& soctats dos homens (LINS,
1993; RIBNIKOV, 1991 [1987]; KNIINIK et al, 2012). f,
por assim ser, lrazemos na ﬁma [fiterdria uma

satira Joofz’tz’ca ﬁccz'onaf envolvendo mjn?flcm&m

roduzidos a respeito de objetos constituidos como
L P 7]
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vetores, Jor afuno&, atores de nossa Jae&yuz’&a.
?éria& fizfa& dos Jpersonagens sido extraidas de

residuos de enunciacio obtidos em nossa Jae&yuz’&a.

4;% partir da saga de ﬁorot/t}/, Jpersonagem
central de O maravilkoso mdgico de Oz, do Iyman
Trank DBawm (BAUM, 2013 [1900]). crimmos o
protagonista desta histéria, wm vetor que busca
ajut[a de um ermitio que fabita wma gruta na
Jenddiria montanka da gjec[ra do (Ctg%ffyl, na
tentativa de sclucionar a devastadora ameaca de
mortes, advindas de uma pandemia que se alastrou
pelas terras de Voetorfindia, dizimando _grande
parte da populacio.

;Z]aresentamos nestas pdginas uma ﬁcqiio,

Jaautmfa em jenerafizaqSeJ, mas com © Jarczfoé&ito de

! Cafofo é o Centro Alternativo de Fomento & Formag&o, vinculado ao
Laboratério de Praticas de Ensino Integradas (LPEI) do Ifes, campus
Vitdria, na qual se desenvolvem vérias atividades de ensino e extensao,
vinculadas a formagdo docente.

2 Max Stirner é o pseuddnimo de Johann Kaspar Schmidt (1806-1856),
fildsofo alemao que fez parte da esquerda hegeliana. Stirner foi aluno de

11



construirmos uma narrativa ﬁccz'onaf que mistura
ideias matemdticas, ohjetos de espacos vetoriais em
um cendrio que o Jeitor Jm(lé constderar como wm
conjunto de e&téjoufaq@e& Jocais, em meic a uma
atividade, cperando a partir de modos de producio
de &jm’fi’cm&m bem Jaecufz'arees ao Jeitor. j‘zjw,
gesyuntlé HOSSO reférencz'af(LlNS, 2012; 1999), quem
produz &jnz’flcm&» € o Jeitor de wuma enunciacio, e
nao o autor, entdo, detxaremos a cargo do Jeitor que

exercite a z'mtgz'naqiio.
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2 O que Joretemﬁmo.r

Eu tinha muitas inquietacbes e perguntas
relacionadas a sala de aula, sempre coisa
de professor mesmo, e que 0s autores que
eu lia ndo me ajudavam a tratar. Em
particular, queria dar conta de caracterizar
0 que os alunos estavam pensando quando
“erravam”, mas sem recorrer a esta ideia
do erro.

(LINS, 2012, p. 11, grifos do autor).

fm nosso texte abusamos de certo firismeo e,
portanto, adotamos meta’fc‘vraa‘, com © Jﬂr(gjﬂéefl'to de
convidarmos o Jeitor a re:ffetz'r a reajaez'to dos
diversos ob:]'eto& que sd@o constituidos como vetores,
por alunos em aulas de matemdticas;, isso ndo
z'mJofz'ca em dizer que nio possa ser direcionado a
outras dreas do conhecimento, como ﬁfowc?ﬁa, ética,

Jaofz’tz'ca, fiteratura ete.

4

“ »
%o nos Jorentﬁemoa a_possiveis realidades
matemdticas, Jaorém, a ideias que envolvem ob;]'etoa‘
matematicos para discutirmos temas tido carentes a

todos nos, Jarinajoafmente em momentos tao ﬁ@ez’&
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como © gue vivemos. W;JJO Jar(go&n'to € convidarmos
o Jeitor a reffetz'r a respeito de que as matemadticas
podem ser abordadas de férma Jeve e descontraida,
ﬁzcuftzmc&v dyuefe& que as utifizam realizar
Jeituras do mundo, para que possam reffetz'r a
re.,yaez'to ([Zzguz'fo que nos cercam ne dia a dia, dentro
e féra da escela e, JoeJJiVefmente, passando a agir de

ﬁrma critica, ref]eaciva e colaborativa.

gjara atz'njz'rmo& HOSSOS Jorg]a&n'to&,
apropriamo-nos de residuocs de enunciacio de atores
de nossa Joe&guz’&a ao tratarem dos ob:]'eto& vetores e
sorvemos de outras obras a ideia apresentada em
ﬁrma de conto e prosa para discutirmos questées
ndo apenas vinculadas as matemdticas, mas em
contraposicio & concepcio positivista a respeito de

uma matemdtica heqeménica.

A matematica, segundo o positivismo “[...] reduz o objeto
préprio das ciéncias a natureza observavel, ao fato
positivo; reduz a filosofia aos resultados das ciéncias;
reduz as ciéncias humanas as ciéncias da natureza. Mas a
preocupacdo positivista de tudo reduzir ao racional
redunda no seu oposto, ou seja, na criacdo de mitos. O
positivismo cria o mito da cientificidade, segundo o qual o

14



Gnico conhecimento é o cientifico.” [...] em nome da
racionalidade se exerce a dominacdo do homem pelo
homem e, por ser ideoldgica, a razdo induz a aceitacdo do
mito dos progressos cientificos vindouros, submetendo-
nos a técnica, classificando-a como instrumento de
dominacdo. (CHAVES, 2004, p. 104-105, ipsis litteris,
destaques do original).

%&n’m, convidamos o Jeitor a ref]et:z'r a
respetto de Jao&dﬂficﬁzd&& de rompermos  com
7uai57uer c[z'gaoen'tz'vos de controle, sobretudo os que
usam as matemdaticas como férramenta de exclusio
soctal, tornando o Jarcy[éw“or um agente de sistemas
de exclusico e de manutencio de castas, sobretude

SOCIOECONOIMICAS.

O vies dus discussées apresentadas nio
JPOSSUL um cardter prescritivo, mas assumimos que
o[i;’etz'vamo& subverter o engessamento social
excludente, que se zgare&enta a Jaartz'r de aulas

férmaz’& e c[e&conte.xtuafz’zacﬁw, J(yr(yanc&p alunos e

Jorofé&&ore&.

15



;zcm'm, esta obra nao Jao&sui a pretensio de ser
um juz'a diditico, muite menos wum roteire de aula,

mas stm um convite a reffe,xiio.

ﬂsaraﬁ*aﬁeanzlb © Joen&atﬁvr mzjzx Stirner?,

entendemos que © saber tem gwe morrer para
renascer na ﬁma de vontade, e por issc mesmo dar-

nos-emos por Jatz'ﬁ%z'to&, S€ © fr(?f‘eeﬁfor tgaolf Jer este
conto, Joroc[uzz'r myn?ﬁcac&w para a ideia de que,

_para romper com o cendrio Jécio:]oofz’tico—amﬁentaf
na Yuaf vivemos, € func[amentaf desestabifizarmos a
inércia mantenedora de praticas de poder que ﬁ,?cam
as imensas c[eajuafcfatléw erm nHosso Joazif, erm que ha
matemdticas escolares e uma matemdtica académica
que, na férma de dispositivo titico, se mostram
come ﬁrma& de discurse de ﬁacaqiio e Jorofzﬁraq[io
dessas c[eajua/zfacléa‘.

2 Max Stirner é o pseuddnimo de Johann Kaspar Schmidt (1806-1856),
fildsofo alemao que fez parte da esquerda hegeliana. Stirner foi aluno de
Hegel na Universidade de Berlim, entre 1826 e 1828 (CHAVES, 2004,
p. 7).
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f&&e Jaocfer da Yuaf nos refén’mo& encontra-se
diametralmente oposte a concepeio tradicional.
@gfén’mo—no& a um tz(']ao de Jm([ér ﬂaaffinar,

adestrador - “[...] adestrar para retirar, e se apropriar
ainda mais [...]” (FOUCAULT, 2002, p. 143) -

’ ’ r f
exercido invisivelmente, mas Jaermanente e

inebriante, que destréi:  “O sucesso do poder

disciplinar se deve sem davida ao uso de instrumentos
simples: o olhar hierdrquico, a san¢do normalizadora e
sua combinacdo num procedimento que lhe é especifico,

0 exame” (FOUCAULT, 2002, p. 156) e, por 7550,

bebemos nas ideias finstanas de que

[...] a ampliacdo de diversidade que proponho deve,
necessariamente, ter impacto nas vidas dos alunos — vida
na rua, vida na escola —, isto é, a educacdo matematica que
pratico ndo é nunca vista como uma prepara¢do para a
vida: ela j& é vida (LINS, 1999, p. 92).

f HOS Jart#é&forea, ao nos c[é]aararmoa com
essas idetas temos que pensar se & esse lipo de
Jaodér que gueremos exercer ou se adotaremos as

N f
matematicas Jara nos opormos a ele, se querermos

entender ¢ guwe & ¢ alurno » para Wl tdLEINALICT OU SE

subverteremos essa relacic e nos Jrocuraremos erm

17



entender ¢ gue possa VI7 @ SE7 tirna ratermitica  para

o alere e que matemadtica(s) é(sdo) essa(s), ou como
c[éfént[i'a o educador matemdatice &mufo
Camfo& Iz'n&, devermos ﬁcar atentos para a ideia

de que “[...] a demanda a que o sistema escolar devera

responder, € que a educacdo matematica de nossos alunos
deve corresponder a uma ‘educagdo PELA Matematica’ e
ndo uma ‘educacdo PARA A Matematica’” (LINS, 2020, p.
15, destaques do original).

“Do mesmo modo que proponho uma educacdo matematica
que ndo seja preparacao para a vida, e sim vida,

proponho uma reflexdo que néo seja

preparacéo para a agéo, e sim a¢édo”

(LINS, 1999, p. 94)

18



Uom cendrio atual do
A ‘?etorfﬁndz‘a

Voetorfandia é um pats trg]oz'caf exuberante,
com vasta diversidade natural, constituido por

riguissimos biomas ou espagos vetoriais.

Jemos o bioma dos vetores denominados
matrizes, o bioma dos vetores denominados func&e&,
o bioma dos espacos tridimensionats, dos espagos
bidimensionais e virios outros dencminados de

espacos vetoriats arbitrarios.

gjorém, em um _processo eleitoral viciado, com
z'nte;féréncz’a eatranjez'ra e confuio de afjumf
grupos da classe dominante, ocorreu um joéae que
acabou por Jevar ao Jw([er wm veter de dimensces
duvidosas, havendo indicios de envolvimento com

miliciancs e com suspeita de atos ilicitos,
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pertencente ao erxo @m, que, devido a sua visao
estreita e Jof‘c?mana, considera 7uaf1uer vetor féra
desse eixe come comunista, afiwtanrlb assim a
fo&m’lfz'fz'c[ac@ de tentar entender que hd outros
espagos vetoriais féra da reta Ox e, portanto,
outros  vetores  gque  ndo necessartamente
comfartifﬁam de seus idetas, ou seja, que possuem
modulo, direcio e sentido di’férentees dos seus ... ou
ndo_possuem / %fz’d&, em sua torpe e estretta visdo,
um ob:]'eto Jpara ser vetor, necessaritamente deve
possutr médulo, direcio e sentido, iste 6, deve ser

terrivelmente oé}'eto jeométn'co.

gjor essa fimitada ﬁma de ver o munde, todos
os Tnvestimentos t[emjnmlba‘ as Joofz’tz'ca& soctats,
educacionais, temoftz’yica&, artisticas, culturais,
cz'entzfz‘ca& e de saide Jadﬁfz’ca de Vtorfoncdia
féram reduzidas e desviadas para ﬁn& militares e
de Jaofz%ica de controle, sobretude destinados acs

Ay g -~

JoofztzcoJ que Jhe dio sustentacdo ao modus (Zpenmcﬂ

ngrejacz'om'efta, fundbmentafz’&ta e eujem'ata,
20



centrade e pautado nas operacies pertinentes

exclustvamente ao etxo @x

fw&e vetor o;;yuf/fa—&e em disseminar valores
duvidosos na criacio de sua Jarofe e de serem, tal
como ele, vetores do eixo Ox:

— Meus quatro filhos me puxaram, sdo todos vetores de

Ox, machos, com extremidade na direita da reta, com

historico de atleta. No quinto dei uma fraquejada e saiu

um vetor com extremidade na esquerda da reta...

Paciéncia! Fazer o que? Mas ainda é um vetor de Ox.

Felizmente eu os criei bem e nenhum deles se mistura

com vetores de outro eixo, taoquei? Quem quiser

gueimar a origem que va pra outro espaco. Filho meu
nao, po... Filho meu n&o é vetor nulo!

gjor mats que pareca z'nz'mzyz’mivef, ©
signatdirio fider do Fxecutive, minimiza as mortes
advindas de umafanc[emz’a que assola o mundo - “E
s6 uma gripezinha, po..!” -, receita - sem possuir
J%rmm;iio para tal - flirmaco& comJorovatfamente
z'neflcaze&, estimula a circulacio do virus, para
muttos Jetal, minimizande o uso de mdscaras. ;%

Jetalidade desse virus é tio jr[mdé que em menos de

21



dois anos J’d sucumbiu mais de 600 mifvetores, sé em

%torfﬁn([i'a.

@ mesmo, ao ser Jaeryuntm[b Jor J'ornafz'o"tzw
Jaorgue desconsidera outros vetores que nao Jg]'am oS

do eixo Ox, enﬁd&nﬁamente regoonrlé:

— Esse negécio de espaco vetorial é coisa de
baderneiro! Sé sabem fazer balbdrdia. Espago vetorial
¢ casinha de vetor comunista. Ndo tem que ser
diferente, po...! Isso é coisa da esquerda. Comigo nao!
Vetor para mim tem que ser terrivelmente geométrico.
Esses baderneiros rezam na cartilha de um tal vetor
chamado Paulo Freire, que defende que existem
espacos vetoriais arbitrarios. Onde ja se viu? Vetor
formado por n-upla! Daqui a pouco vdo falar que a
Terra ndo é plana, po..! Esse vetorzinho comunista
alfabetizou mais de 40 mil vetores unitarios... Unitario
é unitario, po...! Nao tem que ficar se misturando.
Lugar de vetor unitario é na base, servindo ao sistema.
Eu ndo trato com produto vetorial, ndo leva a lugar
algum. Po..., como todo mundo sabe a Terra é plana, ja
diria o grande mestre astrologo e filésofo por
correspondéncia, com doutorado em redes sociais,
taoquei? Vetor unitario tem que ficar em Ox.

eﬁitmte desse terrivel Yuat[}o, com escolas
abandonadas a prépria  sorte, universidades

sucateadas, flzmz’fz'a& de vetores assoladas Joefa ﬁme

22



e Jaefo desempreqgo, inﬁaz;a”o jafg]oante, com fafta de
Jaofz’tz'ca& sociais, depredacio dos biomas, com
7uez’mat[2w e jrz'fzyem de terras, devastacio de
reservas naturais, crise hidrica etc. Vootorfandia
tornou-se  uma Jafutocracz'a cfecjotocrata e

ch['amonocrata e _por isso, resofvemos entic sair de

Vstorfondia em busca de zg’u([a.

%ﬁﬂ'm, ew e meu mestre tomamos a estrada e
ﬁmo& procurar um sabio ermitio que Jau(léé‘é‘e nos
aconselfiar uma ﬁrma de mudarmos o devastador

yumfro na Yuaf se encontra %torf[indi’a.

in’guez’ sabendo da existéncia deste sibio por
intermédio de mew mestre que teve a honra de ter
side alunc dele. cﬁe tanto fa/ar de suas sdabias
idetas, interessei-me e con&gjuz' convencer o mestre
de buscarmos orientacao para tentarmos mudar o

Yuﬂ[l;‘(? ([éVlIJtd(lzﬂ‘ Yue tICtIEO C[é (léJ'CreVBT.
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4 Viisitando o planc

%fﬂﬂ bela e J)wa'ww IANSE,  Saimos e
direcio a outros broomas de / 2torsindia, deixando

© e2X0 @x e passamos & Lransziar 7¢ Jﬂ./ﬂﬂo.

Zrcontrames wm vetor AB, sendo A = (3,—4) e
B =(-2,3), gue sugeriu gue Luscassenos owulros

espages veforiars, come, por exefrya[p, o espage

ewclidiarne do R3.

— Bom dia! Eu e meu mestre saimos do distrito Ox para
buscarmos ajuda. N&o sei se estas sabendo, mas ha um
virus & solta causando muitas mortes.

— Ah! Por isso vocés estdo usando méscara? Mas o
vetor com histérico de atleta ndo disse que é sé uma
gripezinha? Que quem pegou ndo precisa se vacinar?
Pelo menos foi 0 que eu vina TV.

— J& que tu assistes TV, tens acompanhado o nimero de
mortes causado por esse virus? E por favor, ndo
acredite na sandice de que as vacinas que estdo
circulando causam AIDS!

— No principio eu nem acreditava, porque o vetor
governante falou que é coisa de maricas, mas agora eu
estou vendo tanta gente morrer que estou comecando a
ficar preocupado.

24



— Pois é! Temos que fazer alguma coisa. Por isso eu e
meu mestre estamos procurando o sabio ermitdo
conhecido como Bacaiau. Por acaso sabes onde
podemos encontra-lo? Ouvi dizer que ele sabe de
muitas coisas, que é um sabio, que estudou na
University of Nottingham...

— Sei ndo, Seu Moco! Vocés ja pensaram em ir para
fora do plano?

— E, estou falando para vocés irem no R3. L4,
possivelmente, vocés encontraram quem possa 0S
ajudar.

E}Z‘zyﬂ%dz‘o er;yuﬂz‘ezlffé‘

— Como assim R3? Eu sd conheco o R?! S6 fui
apresentado a dimensao 2. Existe outra dimensdo?

O lrande mew mestre nos offios, guwe esbocava
wre J?’]yé'/o Sorriso de canto de boca, o vefer AB

reymfzﬁu -2,

— Sim, meu jovem. Existem outras dimenses, existem
outros biomas e espacos euclidianos de n dimensdes, o
R™. E existem outros espagos vetoriais com objetos que
também se chamam vetor e ndo possuem uma
representacéo geométrica como a define ...

— ... segmento orientado com modulo, direcédo e sentido.

— Isso, meu caro!
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gauyaream e berm cozfz}wo z'ﬂ[/é/z/ezf'

— Como assim? Eu sei que vetor tem médulo, direcdo e
sentido e é representado por um segmento de reta
orientado. Ou sera que estou enganado?

;fcz'fzﬁ esbocando wm sorriso suti/ de canto de

boca, e mestre intervezo.

— Parafraseando o fil6sofo Max Stirner, que viveu no
final do século XIX, digo-te que: “o saber tem que
morrer para renascer na forma de vontade” ... E se eu
te disser que o conjunto das matrizes quadradas de
ordem 2, por exemplo, seguido das operaces de adi¢éo
e de multiplicacdo por um escalar, constitui-se como
um outro bioma, um espago vetorial, na qual os objetos
desse conjunto denominamos de vetores? Ou seja, estou
indagando se uma matriz quadrada de ordem 2 pode
ser um vetor?

Com o5 oflios saltando & cara, oo ﬁrfrm
deboctiada o retrufuezf'

— Mestre, eu acho que o senhor usou erva estragada! O
senhor ndo pegou muito sol na extremidade? Por mais
que eu me esforce em tentar identificar uma relacéo de
matriz com modulo, direcéo, sentido e segmento de reta
orientado ndo consigo vislumbrar essa faganha! Cara!
Onde estaria 0 modulo, a direcdo e o sentido de uma
matriz?
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Fazendo sua Lipica cara de  parsagen efe e

regymfzﬁu.'

— Dar-te-ei a oportunidade de pensar a respeito. Daqui
vamos visitar o espaco tridimensional e depois iremos
em direcdo ao espaco vetorial das matrizes. Até Ia,
como faziam os mestres da escola pitagérica, com seus
discipulos esotéricos, oportunizar-te-ei o siléncio para
refletires a respeito, pois a ddvida, meu caro, ajudar-te-
4 a produzir novos significados a respeito do assunto.
Porém, o que posso te dizer no momento é que a ideia
de que vetor possui mddulo, direcdo e sentido é uma
ideia bésica, uma representacdo elementar que
caracteriza um tipo particular de vetor. Nessa
representacdo elementar, os vetores estdo associados a
grandezas que necessitam indicar distancia — dai o
madulo —, direcéo e sentido para serem especificadas. E
0 caso do deslocamento de uma particula, da
velocidade, aceleracdo, quando existe e de uma certa
forca. Nesse interim, um vetor nds representamos
geometricamente por uma seta, com comprimento
proporcional ao seu médulo, mas que é algo intuitivo.

— Mas s6 mais uma pergunta entdo, mestre: Como
vamos sair do plano para esse tal de espaco
tridimensional, ou como disse 0 companheiro |4 atras, o
tal de R3? Ha algum portal, um umbral, por acaso?

— Ja que vocé gosta tanto de vetor geométrico como
aquele ser ignobil, entdo vou te explicar a partir do teu
proprio entendimento a respeito desse objeto vetor...

— [Imitando os trejeitos de fala da noiva do Aristides] ...
mas pelo menos ndo tenho aquele perfil de atleta, ndo
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defendo que a Terra seja plana e ndo pratico
rachadinha! Taoquei?

— Tudo bem, meu jovem! Vejamos entéo: suponhamos que
ao invés de uma dupla arranjada de valores, um par
ordenado, tenhamos um terno, ou seja, trés valores
arranjados, de forma que o terceiro valor seja zero. Assim,
ao inves de u = (u,uy) e v=(v,v,), passamos
considerar u = (uy, u,, 0) e v = (vq, v,,0). Agora me diga
de maneira bem prética o que tu endentes por um par
ordenado (uy,u,)?

— Ah, penso que u, significa andar para esquerda ou
para direita, dependendo do sinal e u, significa andar
para frente e para tras. Para frente se for positivo e
para tras se for negativo, por exemplo. Podemos
convencionar assim?

— Otimo! Mantendo a mesma linha de raciocinio que
empregaste para u = (uy,u,), 0 que seria entdo, de
forma bem pratica, u = (uy, u,, u3)?

— Se u, é andar para esquerda ou para direita e u, é
andar para frente e para tras, entdo us seria andar
para cima e para baixo?

— Perfeito, meu camarada!

— Entdo quer dizer que no espaco tridimensional eu
posso sair do chdo, como se estivesse voando?

— Pode sim, alids essa é a ideia para aumentar nosso
espectro. H& algo que vai além de comprimento e
largura. Alids, teu amado vetor que por ocasido reside
no planalto sé enxerga uma dimensdo, para ele s
existe comprimento. Ele s6 anda para frente — pouco — e
para tras — bastante! Mudar do plano, do R?, para o
espago tridimensional, R®, seria como deixar de
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brincar com carrinho de controle remoto e passar a
brincar com drone.

— Nossa! Entdo quer dizer que ndo tentar enxergar uma
terceira dimensdo é agir que nem o governante de
Vetorlandia?

— De certa forma podemos usar essa metafora. Mas
voltemos a ideia dos ternos ordenados. Eu te sugeri
pensarmos em um determinado vetor u = (uq,u,,0) €
num outro vetor v = (v;,v,,0). Usando a mesma
metafora que adotaste, o que vem a ser u = (uq, u,, 0)?

— Ele anda ou para esquerda ou para a direita e anda
ou para frente ou para tras.

— E 0 que significa o zero na terceira casa?

— Ah! Significa que ele é igual a um carrinho ... no é
drone ... Ele ndo voa!

— Perfeito! Entéo posso dizer que por ndo voar, como 0
drone, ele ndo pode subir, nem descer, concorda?

— Por isso tem zero na terceira casa! Ele ndo sai do
chao!

— Bem observado! Agora, jovem mancebo, vamos
pensar que nosso objeto é o drone. O que significa eu
dizer que seu deslocamento é u = (u4,0,0)?

— Ah! Ele é igual aquele cara que critica todo mundo,
mas na hora que o bicho pega e foge para Paris: ele
anda da esquerda para a direita, mas ndo vai nem para
frente, nem para trés e também n&o sai do chao.

— Supimpal! Agora, jovem mancebo, vamos pensar que
nosso objeto € o drone. O que significa eu dizer que seu
deslocamento é u = (0, u,, 0)?

— Esse é aquele ser terraplanista e eugenista, pois ndo
vai para a esquerda nem para a direita, ndo sobe nem
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desce e sd anda para frente e para tras e acaba dando
v0z para o centrao.

— Gostei da metafora! E o que seria um drone com
deslocamento u = (0,0, u3)?

— Significa que ele sobe e desce, mas ndo vai para
frente nem para tras, como certo astronauta brasileiro.

— Entdo, nesses trés casos nos temos que u = (u4,0,0)
¢ um vetor que encontra-se em Ox ou eixo das
abscissas; v = (0,v,,0) é um vetor que encontra-se
sobre 0 eixo Oy ou eixo das ordenadas; w = (0,0, ws)
€ um vetor que encontra-se sobre um eixo que
designaremos de eixo das cotas ou Oz. E ai eu te
pergunto: qual o vetor da base candnica em relagdo ao
eixo Ox?

— Se for similar ao R? entdo serd o 7 que acho que vai
sero (10,0).

— Isso! E o vetor da base candnica em relacéo ao eixo
Oy?

— Nessa linha de raciocinio vai ser o j = (0, 1, 0).

— Bacana! E o vetor da base canbnica em relagdo ao
eixo 0z?

— Ah! Vai ser um vetor, que ainda ndo sei o nome, que é
(0,0,1).

— Perfeito! O chamaremos de k = (0,0,1). E assim
como no R?, todos os vetores do espaco tridimensional
podem ser escritos como uma combinacgdo linear dos
vetores da base canbnica. Ou seja, um vetor u =
(uy,uy,uz) do R3pode ser escrito como u = w7+
uyJ + u3E. E por mais que o ser das trevas tenha falado
que lugar de vetor unitario é na base, no sentindo
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eugenista, no fundo ele, dessa vez, ndo falou besteira,
tamanha a importancia da base canénica.

E muito comum vermos textos que abordam operacdes
com vetores, principalmente no que se refere as formas
de produto, apresentarem de maneira pragmatica as
respectivas definicdes para produto escalar, produto
vetorial e produto misto, como se fossem leis divinas ou
homilias. Usualmente esses textos ndo mostram
nenhuma referéncia as razbes que levaram a essas
defini¢des. Particularmente, penso que esse recurso
maquia uma grande lacuna, pois induz o estudante a
pensar que a natureza (a fisica) justifica as defini¢Ges.

Tirande a&o cornto wn Jae)ydmz}z% do bornal o
728S5L7E 726 efzz‘reja wrre /J/é’/ mezre amarrolado, erc

ﬁl‘?ﬂ”dé Cﬂﬂudé,fﬂl‘ﬂé’ﬂ /6’ .

— D& uma olhada nisso. Veja o0 que pensas a respeito.

%ﬁﬂﬁ o rofo gue rreazs Jyarecz'ﬂ e sztcz'/o
Jyecr/dmz'ﬂ%, devide ae estzde oo JJJJJH[ 17 gue se
Lratava de wm JrZZZ}O e apesar do estado de

conservacie, malc [/m/djfwwfer ac//o coro.’

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 31, n.
2, 2305 (2009)
www.sbfisica.org.br
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O titwso do trabaltic estava mais /Ce/z?/e/ e

drzra

Sobre as origens das defini¢fes dos produtos escalar e vetorial
(On the origins of the scalar and vectorial product definitions)
M.J. Menon
Instituto de Fisica Gleb Wataghin, Universidade Estadual de
Campinas, SP, Brasil

Recebido em 11/11/2008; revisado em 29/1/2009; aceito em
10/3/2009; publicado em 26/6/2009

W;«f Lerko gue cofﬁaﬁ;wr guwe /Qxez'

mintia fortura a wma r parte gue estava reafyada
e wm fom amarefo ove. Gomecel a Jor
Irsrmmirande, mas [pjo /‘z}z' z'ﬁterrorr\;]az% JJ&[D

mestre geue me:/aez/z"u guwe Sesse e voz alia:

— Huuum! “Porém, no caso do produto vetorial, o
resultado é um vetor normal aos dois fatores e, pior
ainda, seu sentido é convencionado pela “regra da mao
direita". 1sso ndo é nada intuitivo e ndo sendo explicado
ou justificado, permanece uma incégnita com a qual os
alunos, infelizmente, acabam se acostumando, assim
como com algumas grandezas “estranhas”, como
vetores  deslocamento  angular  (infinitesimal),
velocidade angular, momento angular, torque e campo
magnético. E claro que a abordagem acima discutida,
padrdo nos textos didaticos, ndo pode ser criticada
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guanto a sua estratégia pratica ou pragmatica: da-se
uma definicdo e passa-se ao estudo das consequéncias
formais. Porém é certo que ha uma lacuna pedagdgica,
algo que o aluno ndo entende e ndo tem tempo para
pensar, devido a sequéncia das matérias e isso envolve
ndo s6 o produto em si, mas, principalmente, grandezas
fisicas tdo importantes como as acima referidas.

Afinal, de onde vem essa defini¢do tdo especifica e tdo
atil na pratica? Por que a definigéo é essa e ndo outra?
Tudo isso tem um fundamento matematico e/ou um
significado mais amplo? O produto vetorial tem algo a
ver com o escalar? Ndo é possivel unifica-los? E
possivel generalizd-los para outras dimensées?”
(MENON, 2009, p. 2305-2).

f antes mesrmie gue e viesse a esbocar Jéwma
pergunta, /@z’ Invadido com wma chuva de mais

Jye;cyzﬂztmc‘

— Ent&8o, meu jovem, 0 que pensas a esse respeito? Sera
gue uma aula pode ser repleta de generalizacfes ou o
professor deve esmiucar todos os detalhes, sem
oportunizar o estudante de procurar obter mais
informagdes a respeito do tem abordado?

— Eu acho que seria importante o professor trazer
generalizacBes para pensarmos, mas também é muito
importante que ele retome a questdo. Por exemplo,
mesmo que pragmaticamente, podes me dizer qual é a
definicdo de produto vetorial entdo?

— Se ao longo de nossa jornada prometeres pensar a
respeito, posso sim.
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— Entéo qual a defini¢do para produto vetorial?

— Primeiramente, para falarmos de produto vetorial, o
espaco bidimensional ndo nos basta, pois assim como o
produto escalar resulta em um escalar um ndmero, um
produto vetorial resulta em um vetor, mas ndo um vetor
qualquer e sim um que seja ortogonal aos dois vetores
dados. Por exemplo, se temos dois vetores u =
(uq,uy,uz) € v = (v, v,,v3), €ntdo o produto vetorial
representamos por u X v de tal forma que u X v seja
um vetor representado pelo determinante da matriz
formada da seguinte maneira: na primeira linha
escrevemos os vetores da base canodnica (—l), 7 2 );
na segunda linha, escrevemos os componentes do vetor
u (uq, uy, ug); na terceira colocamos 0s componentes

do vetor v (vq, vy, V3 ).

Gom wma varinfa arrumada @ Jadrz‘z'r e wm
jw/é:p encontrade no mero do caminko, o© mestre

deserntia 170 chéo arerncse.

— Assim, 0:
- S -
i j k
uUuxXv= u1 uz u3

Vi V2 V3
E esse determinante resultard na seguinte

eXPIressio [o rats wma vez desentia o

Cﬁo} :
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UXv=(Uy vz — Uz Vp) > + (VU3 — V3uy) = + (Ug vy — U V) ¢
i j

— Mas mestre, de onde e quando surgiu essa ideia?

— Como a estrada é longa, vamos aproveitar para
fazermos uma longa viagem no tempo.

;f}m’a’ sorver wm borne Jo/e de dgua de seu

cant?/ o mestre swugere gue e fd{,‘” © oSIHIC O BHLGC
7 Pl 4

comeca Sud naArrativa jad a4 caminto do espage

Lridimensional
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Vositando o espaco
5

tridimensional

%zﬂ'aam Para ouver suda fizstoria, acaber e
eayuecefﬂ/é %)ﬁfyﬂ drstincia guwe errcorrz’amw‘. g
estrada era chein de aclives e declives, com virios
entroncarnentos & éuyuerdé e & diretta ... Lambenm
cormt mitlos desvios af‘eﬁfe, Inas 15so 1nio me tirava

atengio do gue o mestre narrava.

— Para falarmos de vetor, temos que visitar a histéria
da matemética e examinarmos um pouco da histéria dos
nameros complexos e alguns antepassados nossos.

— Ao contrario do que possa imaginar, ndo foram as
equacdes quadraticas, com discriminante negativo

(Vb? — 4ac < 0) que motivaram o estudo dos nimeros
complexos, até porque, eles ndo foram inicialmente
aceitos como nimeros, mas como recursos algébricos e
ndo havia sentido nem significado geométrico para
justificar que existisse uma raiz quadrada de um
nUmero negativo.

— Penso que foram as equacdes cubicas estudadas pelos
italianos Cardano [figura 2], em Ars Magna (1545)
[figura 1] e Bombelli [figura 4], em L'Algebra (1572)
[figura 3], que motivaram a utilizacdo desses ditos
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“recursos algébricos”, que hoje denominamos niimeros
complexos.

Figura 1 - Ars Magna de Figura 2 - Gerolamo
Cardano Cardamo
(1545) (1501-1576)

HIERONYMI CAR
DANI, PRESTANTISSIMI MATHE
ARTIS MAGN A,
SIVE DE ﬂu(gxﬁﬁn.qunfms.
OPVS PERFECTVM
infripliceftin ordine Decimms,

—————
s s Ao

Toasoolemea dbs e s ot e e b, [

Fonte: Material de aula dos  Fonte: Material de aula dos

autores (2021). autores (2021).
Figura 3 — L’Algebra de Figura 4 - Rafael Bombelli
Bombelli (c.a. 1526-1572)
(1572)
L'ALGEBRA
OTERA
Di 0.;\u;);:;nmu—,]‘..:-4w‘,w

Con vaa Teuoks copiafs dele i
el & conteagoen

Fa bt i L d el
ko et el B

IN BOLOGNA,
Pet Giouanni Rofi. M4 DLXXIX,
Cam deema Y Superieri

Fonte: Material de aula dos Fonte: Material de aula dos
autores (2021). autores (2021).

— Um dos problemas enfrentados por Bombelli e
Cardano foi o de produzir significado para a seguinte
questdo: Qual o numero que elevado ao quadrado é
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igual a —1? Tanto que, em Ars Magna, Cardano
depara-se com o seguinte problema numérico: Divida
10 em duas partes cujo produto seja 40? Hoje,
representamos simbolicamente essa expressdo por
x+(10 —x) =40 e sabemos que 0s nudmeros que
satisfazem a condicdo apresentada no problema s&o

5++vV—-15 e 5—+/-15. S6 que na época ndo se
produzia significado para coisas do tipo x = a + bvV—1

— ... Mas o senhor néo disse que eles se deparavam com
problemas relacionados com raizes de equacdes
clbicas?

— Sim, disse, mas antes deixe-me contextualizar algo.
Procurar resolver equac@es cubicas, ndo tem inicio no
século XVI. Antes de Bombelli e Cardano, o matematico
chinés Wang Xiaotong, ou Hs'iao-t'ung [figura 6], que
viveu entre 580 e 640 DEC., em sua obra Jigu Suanjin
(Continuagio da Matematica Antiga — 25 5 £)
(c.a. 626) [figura 5], estabeleceu e resolveu 25 equacdes
clbicas da forma x3+ px?+gx =N, junto com 2
biquadraticas do tipo x* + px + ¢ = 0. O persa Omar
Khayydm (1048-1113) [figura 7] também resolvera
equacOes pelo uso das curvas conicas de Apolénio
[figura 8], no século XI e previra uma futura solucdo
das mesmas por métodos algébricos.
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Figura 5 — Jigu Suanjin Figura 6 - Wang ou Hs'iao-
(5 1 %1 %) (c.a. 626) t'ung (580-640 DEC.)
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Fonte: Material de aula dos  Fonte: Material de aula dos

autores (2021). autores (2021).
Figura 7 — Omar Khayyam Figura 8 — Resolucdes de
(1048-1113) equagdes utilizando conicas

-

Fonte: Material de aula dos  Fonte: Material de aula dos
autores (2021). autores (2021).

— Ja no ocidente, Scipione del Ferro (1465-1526)
desenvolveu um método para resolver equagdes cubicas
reduzidas (x®+cx =d) que tratavam de tentar
responder a questoes como “Um cubo de coisas
acrescido de parte dessas coisas € igual a numeros”.
Essa solucdo teria sido passada por Antonio Maria
Fior, um estudante dedel Ferro,a Gerolamo
Cardamo (1501-1576) que a publicou em sua obra-
prima matematica "Ars Magna"”, mostrando sua
aplicacgéo a equac0es cubicas gerais.
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— Acontece que del Ferro estabelecera espacos
comunicativos com Niccold de Brescia — Tartaglia
(1499-1557), que veio a desenvolver um método para
resolver x3+ cx =d, cujo propésito consiste em
encontrar dois nimeros u e v que satisfacamu —v = d

3
eu-v= (g) e depois escrever x = Yu — Y/v.

— Bombelli, sabendo da desavenca gerada entre
Cardano e Tartaglia passou a se interessar por resolver
equacles cubicas e pelos métodos adotados para
resolvé-las. Foi quando se deparou com a resolucéo de
uma equagdo, que nos dias de hoje, representariamos
por x3 = 15x + 4. Em sua solucédo, Bombelli encontrou
4 e —2 ++/3. Porém, ao usar 0 método proposto por
Tartaglia, que fora surrupiado por Cardano, deparou-

se com o seguinte resultado: x = V2 +V=121 +
V2 —v—121.

— Por isso podemos afirmar que foram as equacfes
cUbicas estudadas pelos italianos Cardano, Tartaglia e
Bombelli que motivaram a utilizagdo dos ndmeros
complexos. Porém, uma dificuldade na aplicagéo
de seus metodos a resolucdo de uma equacdo clbica,
reside no fato de ter aparecido nessas resolucdes,

coisas do tipo x = i/z +vV-121+ 3\/2 —vV=121 e
5++/—15, ou seja, algo como x = a+ bv—1, uma
raiz quadrada de nimero negativo. Alids, o simbolo

V=1 nédo fora utilizado nem por Bombelli, nem por
Tartaglia e nem por Cardano. Foi Albert Girard (1595-
1632) que em 1629, escreveu Invention nouvelle en
I'algebre, demonstrando que as equagfes podiam ter
raizes negativas e imaginarias e nessa obra Girard
introduziu o simbolo v/—1 para a raiz quadrada de -1

e, por sua vez, V—1 passou a ser representado pela
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letraia partir de 1777, por Leonhard Eiler (1707-
1783).

— Entao foi Eller ou Girard que adotou a representacio
a + bi para nimeros complexos?

— Depois de Girard ter cunhado o simbolo v/—1, René
Descartes (1596-1650), em 1637, na obra, La
Géométrie, introduziu a ideia de parte real (a) e parte
imaginaria (b) para a-+by—1, mas a expressdo
"ndmeros complexos" foi usada pela primeira vez por
Gaussem 1831. Foi Gauss que definiu entdo os
nimeros complexos na formaa+ bi, ondeaeb séo
numeros reais e i2 = —1.

— Mas foi Willian Rowan Hamilton (1805-1865) que
definiu os complexos como o conjunto dos pares
ordenados (vetores) (a, b), ondeaebsdo nimeros
reais, e associou a multiplicacdo (a + bi) (c +di) =
(ac —bd) + (ad + bc) i a uma operagdo envolvendo a
rotacdo de vetores em torno da origem. Também aferiu
que multiplicar por i envolve uma rotacdo de 90° no
sentido anti-horario, multiplicar por i’ envolve uma
rotacdo de 180° no sentido anti-horario, multiplicar
por i® envolve uma rotacdo de 270° no sentido anti-
horario etc. Foram os resultados estabelecidos por
Hamilton, no contexto da &lgebra de quatérnios e certas
adaptacOes realizadas por Josiah Willard Gibbs (1839-
1903) e por Oliver Heavisede (1850-1925) que levaram
ao ramo da matematica que hoje denomina-se algebra
vetorial.

— Mas mestre, 0 que sao 0s quatérnios?

— Basicamente sdo generalizagdes de nimeros
complexos para quatro dimensdes. Tanto Hamilton
qguanto Gauss, independentemente, passaram a tratar os
nameros do tipo a + bi como pares ordenados (a, b) de
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nimero reais Tal representacdo facilitou a
compreensdo de igualdade, adicdo e multiplicacdo de
nameros complexos.

FZzemos mats wma /Jfﬂ/ﬂ para o mestre

deserntiar no chie.

(a,b)=(c,d)yoa=ceb=d
(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)
(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc)

— Na préatica, meu jovem, as operacfes envolvendo
pares ordenados sdo mais simples e a unidade

imagindria i = v—1 esta implicita.
— Como implicita?

— Veja que (a,b) = a + bi, sendo “a” a parte real e
“b” a parte imagindria. Que (a,b)+ (c,d) = (a +
c,b+d) é equivalente a (a+bi)+ (c+di)=
(a+c)+ (b +d)i, sendo (a+c) a parte real e
(b+d) a parte imaginaria. E ainda, que (a,b):-
(c,d) =(a+bi) (c+di) = (ac — bd) + (ad +

bci, na qual ac—b4d € a parte real e ad+bc a parte
imaginaria.

— A relevancia dessa representacao de pares ordenados
nos permite observar a propriedade do fechamento
para adicdo e multiplicacdo de nimeros complexos, ou
seja, adicionar e multiplicar complexos gera novos
complexos com a mesma estrutura, parte real e parte
imaginaria formada por nimeros reais. Se pensarmos
que (a, b) e (c,d) sao vetores, entdo estou falando de
operagdes entre vetores que resulta em vetores.

42



— Mas como um par (a, b) pode ser entendido como um
vetor?

— Caspar Wessel (1745-1818) e Jean-Robert Argand
(1768-1822), independentemente e motivados pela
geometria e topografia, representaram
geometricamente, de maneira intuitiva e pratica, 0s
complexos como pontos (e como vetores) hum plano
cartesiano. Sendo que, Wessel, desenvolveu em 1797
uma representacéo grafica para os nimeros complexos,
publicada em 1798 nas atas da Academia
dinamarquesa, enquanto Argand, publica em Essai sur
une maniere de représenter les quantités imaginaires
dans les constructions géométriques (1806) e apresenta
0s numeros complexos como entidades geométricas,
colocados como pontos no plano com o eixo horizontal
construido como i =+/—1, por sua vez como uma
rotacdo de 90° no sentido anti-horéario. Essa publicacio
de Argand contribuiu decisivamente para a aceitagdo
dos complexos ndo mais como artificio algébrico, mas
como ndmeros, como conceitos matematicos legitimos;
0 que se da por meio da representacdo geométrica
destes nameros, que foi ampliado por Gauss. Essa
representacdo assemelha-se aos vetores do R?, que
tanto veneras, meu prezado, embora as defini¢fes de
multiplicacdo no R? (&lgebra vetorial) e de complexos
sejam distintas, porque no R? temos um produto escalar
que resulta em um nimero e no produto de complexos
temos um complexo, ou seja, um vetor.

— Mas onde entra o R3? nisso?
— O nome Marcio José Menon te lembras de algo?

— Sim, do pergaminho que o senhor me deu para ler
sobre as origens das defini¢cbes dos produtos escalar e
vetorial.
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— Isso mesmo, 14, Menon aponta que ha similaridades
geométricas entre numeros complexos e vetores no
plano, mas também aponta como a auséncia de
correlagBes entre os complexos e os vetores no R3
acabou por motivar Hamilton a estabelecer
generalizagOes desses nimeros em 3 dimensdes.

— Nesse texto que te entreguei para ler, Menon chama
atencdo de que uma ideia imediata, e a0 mesmo tempo
abstrata, refere-se ao fato de pensar que haja uma

ITEE

segunda unidade imaginaria, ‘j”, por exemplo. Dessa
forma, analogamente ao que acontece com o nosso “i”,
podemos dizer que j-j = —1 e dai é possivel entdo
pensarmos em tripletos de numeros reais associados a
essas unidades imaginarias. Assim como podemos
escrever w = x + iy ou z = (x,y), também podemos

pensar em um ndmerot = x + iy + jzou t = (x,, 2).
— Mas mestre, sera isso funciona?

— Essa foi a pergunta que motivou Hamilton, em
meados do século XIX, a buscar generalizacdes através
desses tripletos. Acontece que ele se deparou com
dificuldades em estabelecer regras tais como as
operacBes que utilizou para os pares ordenados. Ele
observou que no caso dos tripletos ndo h& como
garantir a propriedade de fechamento em relacédo a
multiplicacéo, o que o levou a se deparar com uma
algebra que ndo podia ser generalizada em outras
dimensdes.

— Entao ele desistiu?

— N&o. Ele se debrucou sobre esse problema por 15
anos ...

— ... 15 anos? Mas isso é muito tempo!
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— Isso € relativo, pois, por exemplo, para mim, 4 anos é
uma eternidade se pensarmos no tempo de duracéo de
um governo sofamanocrata, cleptocrta, plutocrata e
eugenista que renega a ciéncia, sucateia a educacgéo em
detrimento a investimento bélico, fomenta destruicéo de
ambientes naturais e lambe as botas do império
capitalista.

— E, o senhor tem raz&o. O tempo é mesmo relativo! ...
Mas falavamos de Hamilton.

— Pois entdo, para vocé ver que discursos se constroem
e se modificam com o tempo e, como diria Nietzsche,
conhecimento se constrdi na ordem da batalha. Ciéncia
é fruto de trabalho, de labuta, de suor. Nao adianta se
autocondecorar e se autoproclamar grao-mestre da
ordem do mérito cientifico. Ao longo desses 15 anos,
Hamilton identificou que a introducé@o de uma terceira
unidade imaginaria, proporcionaria, a partir de certas
propriedades, a possibilidade de se manter o
fechamento em relagdo a multiplicagdo. A esse novo
objeto, com quatro componentes, sendo 3 unidades
imaginarias, Hamilton, em 1843 denominou de
quatérnios e passou a representa-los por g = w + ix +
jy+kz em que i, j e k s@o as trés unidades
imaginarias no trabalho desenvolvido por Hamilton e w
foi denominada de componente real ou parte escalar do
quatérnio e representada por E(q) = w.

J4 a componente com as unidades imaginérias,
Hamilton denominou de parte vetorial do quatérnio
V(q) = ix + jy + kz ou quatérnio puro. Dessa forma
ficou mais simples de imaginar ¢ = E(q) + V(q).

— Sem ddvida é bem mais simpatico falar que q =
E(q) + V(q) do que dizer que = w + ix + jy + kz.
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— Na é&lgebra dos complexos o cerne esta na unidade
criada por Eller em que i=+/—1 nos leva a
generalizagdo de que i = —1. Essa era a pergunta que
0s matematicos se faziam desde que Cardano publicou
em 1545 seu Ars Magna e procurava responder a
questdo: divida 10 em duas partes de modo que uma
pela outra resulte em 40.

‘C;fﬁ;amo guwe /quez' corﬁ‘wv Lontando

4 4 4 4 ~ 47
Zmaginar como representar e /zzczyucayem StrnbcSsca
© Jaroffema' LPvida 70 et deas JaereJ de modo gue
wurna fe/a cwutra dé 4£0, mas cor © Sorriso de canto de
boca, /z‘zz'z'fzz‘erro”yﬂ% Ot 7160t S dOVaNneros Yudﬂfo o

28SLrE, 6712 marS wuma /ﬂfﬂ[[ﬂ; 7‘6’&’0/1/6’ /9&"6’.714}7‘ 770

chie.

— Assim, 6: Tenho 10 e se dividi-lo em duas partes estas
serdo x e 10 — x, pode ser?

— Entdo, o problema diz: ... de modo que uma pela
outra dé 40. Entdo penso que possa ser assim: x -
(10 — x) = 40.

— Agora resolva.

gggﬂ darmente, (/nguez' wm_graveto e ﬁz’ /"J"

escrevendo ne chio de terra:

x-(10—x) =40 © x2—10x+40=0
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_ 10+ +v100 - 160

> =5+V-15

X

— Pronto, mestre!

— Que pode ser escrito como x =5 + iv/15. Entdo,
voltando a nossa questdo, vejamos: 0 que Hamilton fez
foi considerar as seguintes regras a partir da ideia de
que i? = —1.

i2=j2=k2=_1

Agora se considerarmos que multiplicar por i é efetuar
uma rotagdo de 90° no sentido anti-horario e
multiplicar por —i é efetuar uma rotaco de 90° no
sentido horario, entdo os produtos

IXj=k=—jXi
JXk=i=-kxj
kxi=j=-ixk

representam que as unidades imaginérias i, j e k sao
regidas pelas mesmas propriedades e sdo vetores
unitarios, perpendiculares entre si. Isto quer dizer que o
produto de dois desses vetores gera o terceiro
perpendicular a ambos. Assim:

— Essa relagéo com o R3 foi inveng&o do Hamilton?

— N&o. O efeito geométrico de multiplicar um nimero
complexo z por i e dai provar que i -z é uma rotacao
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de 90° no sentido anti-horario foi Argand, em 1806, mas
acho que ja falei disso anteriormente.

— Ah, é mesmo! Ele publicou Essai sur une maniére de
représenter les quantités imaginaires dans les
constructions géométriques, quando apresentou 0s
nimeros complexos como entidades geométricas e
mostrou, como pontos no plano com o eixo horizontal
construido como i = v/—1, como sendo uma rotag&o de
90° no sentido anti-horario.

%fﬂ 220SLrar guwe estava aterte, ﬁz’ Soge
desentando no chwe

z=a+bi={a, b}
F=ilatb)=aitbil=ai+b(-1)y=ai—b=-b+ai=(-b,a)=w

— E isso, mestre?
— Perfeito!

— Mas como o Hamilton trouxe essa ideia de rotacéo do
plano?

— Para te responder voltarei ao nosso proficuo amigo
Eller. Em 1748, ele formulou a identidade que levou
seu nome, na qual e® = cosf +i - senf. Veja que se
eu multiplicar os dois lados da igualdade pelo escalar
mddulo de z (|z| = p), entdo passaremos a ter a
representacdo polar de z; seja na forma trigonométrica
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ou na forma exponencial, dai podemos representar o
teu z=a+bi por z=p(cosd +i-senfd) ou por
z = pe'?. Mas me diga uma coisa: o significa para ti a
forma polar?

— Geometricamente a representacdo cartesiana me da
um posicionamento que permite duas leituras, uma em
relacdo ao deslocamento horizontal e uma em relacdo
ao deslocamento vertical. Ou como diziamos |4 atras
com a metafora do carrinho: andar da esquerda para
direita ou de frente para trds. J& as coordenadas
polares me ddo um deslocamento e uma direcé&o.

— Isso mesmo! Assim, o moédulo do vetor z = (a, b) ou
como disseste z=a+bi, que é p, me did o
deslocamento e 0 argumento 6, me d& a direcdo. Agora
me diga o0 seguinte: se tenho um vetor z = i qual o seu
deslocamento e qual o seu argumento?

fm wuma r(a}az'(/é Jawwﬁ desentes a /?/zﬁw a

Jéyuz}‘.

I

———

— Sim, mas o queres me dizer com esse esbo¢o?

— Que 0 argumento 6 = %e 0 médulo ou distancia é 1.

.TT
— Ent&o eu posso dizer que z = i = ez, ndo posso?

— Pode!
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— Agora pense em um nimero complexo w ... ou um
vetor w do plano, mas genérico. Como eu represento
esse vetor?

— Ah, na forma algébrica ou de combinacédo linear
ficaraw = x + iy.

— E como fica esse vetor se eu o representar na forma
polar ... mas exponencialmente?

— Huuummmm! Ficaw = peif?

— lIsso! Mas agora multipligue z por w, mas
exponencialmente. Como fica?

ﬂ%‘% gue z‘omezc'yoerz‘o d6 escrever o cliie, pois
ﬁ;z’/pjo desentande.

. . ; b3
ZXW= (elf) x (pe'?) = pel(9+2)

—E isso?

— Sim, mas o que significa essa expressao para ti?

— Ah, que 0 argumento passou a ser 8 + % e 0 modulo
continuou 0 mesmo, p.

— Ou seja, se preservou o comprimento do vetor e da

diregdo inicial tu acrescentaste mais 1/4 de volta, isso
significa que efetuaste uma rotacdo de 7T/Z radianos ou

90°, pois escrever um novo argumento como 9+§

representa dizer que da direcéo inicial, tu rotacionaste
90° no sentido anti-horario.

— Tudo bem, mas onde entra 0 Hamilton nessa histéria?
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— Hamilton estabeleceu o produto de dois quatérnios
analogamente ao produto de dois complexos, como
fizemos agorinha e verificou que também em relagédo
aos quatérnios cabem as propriedades associativa e
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicéo e dai
ele trouxe essas regras que definem as unidades
imagindrias dos quatérnios.

i2=j2=k%=-1
IXj=k=—jXi
JXk=i=—-kXj
kxi=j=—-ixk

O mais interessante agora é que dessas relagdes
também é possivel verificar que i X j X k = —1.

— Desculpe-me, mas essa ndo entendi.

—Veja s, se i X j = k entdo se eu multiplicar por k dos
dois lados dessa igualdade ficaremos com i X j X k =
kxk maskxk=Kk>..

—..ek?=-1.
— Bacanal!

— Ent&o foi a multiplicacdo de complexos que levou a
essa ideia de rotacdo?

— Olha, como os quatérnios possuem unidades
imaginarias i, j e k, possivelmente ele pensou no efeito
de rotagdo e dai introduziu a denominacéo de versor,
ou seja, i, j € k sao vetores unitarios e perpendiculares
entre si. Assim, para Hamilton uma unidade imaginéaria
passou a um ser versor. Porém, Josiah Willard Gibbs
(1839-1903) e Oliver Heaviside (1850-1925)
interpretaram de maneira bem diferente, pois eles
entendiam um quatérnio puro como um elemento do
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espaco  euclidiano R3e, portanto, trazem a
denominacdo de vetor e ndo parte vetorial do
quatérnio, como propunha Hamilton. E mais ainda,
para Gibbs e Heaviside as unidades imaginarias eram
interpretadas como vetores unitarios, que depois
passaram a receber a notacdo de Hamilton de versores.

— Que loucura, mestre!

— Prefiro entender ndo como loucura, mas como beleza,
pois os quatérnios além de mais elegantes, também séo
bem mais eficientes na caracterizacio de rotacGes do
que as atrizes de rotacdo. Olha que coisa linda: eles
possibilitam que se represente todas as orientagdes
espaciais com um vetor do espaco.

— Posso dizer que eles possibilitam representar todas as
orientacGes 3D a partir de um vetor 3D?

— Penso que sim. E esses vetores denominam-se vetores
de Gibbs, que por vezes sdo chamados de vetores de
rotacio.

— Mas onde entra o produto vetorial?

— Para nosso propésito, é suficiente considerarmos
particularmente o caso de dois quatérnios puros, ou
seja, vamos pensar que E(q;) = E(q;) =0, que na
nomenclatura de Hamilton seria:

1 =V(q1) = ix; +jy, + kz,
e
42 =V(qz) = ix; + jy, + kz,

Agora, se multiplicarmos, assim como fizemos com o0s
complexos, ou seja, aplicando a distributividade da
multiplicagdo em relagdo a adi¢ao teremos:
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G X gz = (ix1 " ixp + ixy " jy, +ix; - k2zy)
+ Gy ix +jy1 Jy2 +Jy1 - kz3)
+ (kZl " ixz + kZl 'jy2 + kZl : kZz)
S0 que isso, pelas relagdes que discutimos a respeito do
produto das unidades imaginarias, nos leva a:

41 X Gz = (x5 + ijx1y, + ikx,z,)
+ (Jiy1x, +j23’1J’2 + jky12;)
+ (kizyx, + kjz,y, + k%2,2,)

Porém, meu jovem ...

— .. i2=j2=k%*=—1 e assim posso escrever que
G X @z = (=x1x, + X1y, + ikx;2;)
+ (iy1x, = y1y2 + jky122)
+ (kiZ1XZ + kalyz - lez)

—S6 isso?

— N&o, tem mais! No6s ja sabemos que i xXj =k =
—jxi,quejxk=i=—-kxjequekXi=j=-—iX
k, assim, podemos escrever:

G X Gz = —(X1X + Y1Y2 + 2125) + i(V122 — 1Y)
+j(z1x; — x123) + k(x1y, — y1%2)

E o interessante & que esse resultado mostra o
fechamento, ndo é mesmo, mestre? Olha sé, o produto
de dois quatérnios — mesmo que imaginarios puros —
resulta em um quatérnio.

— Bem observado! O produto de dois quatérnios puros —
sO parte vetorial — resulta em um quatérnio com uma
estrutura geral; isto é, ele possui uma parte escalar
E(qy X q2) = —(x1x; + y1¥2 + 212;) € uma parte
vetorial V(g1 X q2) = i(y122 — 21Y2) + j (2%, —
x1z224+k(x1y2—yix2).

Agora, se bem observarmos, a estrutura da parte real
E(q; X q,) da multiplicagdo de quatérnios, que é um
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nimero real, podemos observar que esse resultado é
simétrico ao que hoje definimos como produto escalar
de dois vetores do R3. J& a observancia da parte
imaginaria V(q, X q,), que é um vetor, se analisarmos
a sua estrutura, veremos que se trata do resultado do
produto vetorial de dois vetores do R3. Eis o cerne da
questao!

Apesar de muitos questionarem certas interpretagdes de
Hamilton, indubitavelmente que o0s quatérnios
configuraram-se como um grande passo para o inicio
do desenvolvimento de &lgebras mais avancadas, que
possibilitam importantes aplicacdes fisicas e que
impulsionaram também o desenvolvimento da algebra
vetorial ...

... Pronto, chegamos ao distrito das trés dimensdes!

%J‘JOZJ tao rajaz'(/é gue nerm SeLL, Imia$ Larberre
JOTgUe ﬁ;wez’ encantado de ver o distrifo das 3

dimensces.

7251/2'” retas z'fzz‘ercgy:z‘aﬂ%—a‘e ora do //J]ZO,
/J/ﬂﬂw‘ /JI‘J/&’/OJ} J:eyaefz%z’az/arw; crtogonars e
czf/a Intersecio davam retas ... Lambém favia
sclrdos _geomelrices, com suas projecoes em Irés
/J/ﬂﬂ@J (xg/, ACZ € J/o.,z) Lerm coro 7108 E1X0S gue sio

dernominados de abscissas, crdenadas e cotzs.
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Vista no Plano 3D

Cinaro

Divulgacao: Projegao
Ortogonal do Cilindro

Eixo:
V| x M vz
Configuragdo:
R n
@25 9°

Sélido

(V]Base
E Topo

(/] Lateral

Transparéncia

o

D Projecéo

Fonte: Sirtoli (2019, p. 54).

zimwa‘ frgépo’"ew r1es _permitem ny%’fz'r a
resperto de produgic de ch'/ﬂﬁcwf/ém ﬁ{/aw‘a ver
gue produzir {z}mﬁcaﬁef Jz’ﬁreﬂteo; cperar em
carnpos Semdnticos drstintos, rnio Z’?fyl./l’CJ et estar
certo owu erradeo, imas st em | PUTAT PATE EXAIINAT ©
gue a peossoa d7z e > prergue A7z @u&fe & o ponto de
vista da /eJJoa./ cﬁfo meres ﬂdfﬂé’/é’ Znstarite.

%gy’a guwe na /?73”‘” antecedernte a Jarg/fs’;io

sobre o erxe Aoy & wuma cz'n‘afﬁré?ﬂa'd e schre os
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EIXCS ACZ € Yoz sG0 retingules, e fodos cormo

Sormbras de wm cifindro rete, de base circelar.
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Gicho zyrz'fo "

56



— O do andar de baixo! Ai, brother, beleza? Perdidos aqui no R3?

— Estamos de passagem, é minha primeira vez aqui e estou muito
admirado, Senhor plano.

— PO, brother, pode me chamar de z = k.

— Rsrsrsrs ... Me desculpe, mas ndo consegui me conter. E um nome
muito incomum, pelo menos Ia no R2.

— Sem crise, irm&ozinho, é que eu sou do tipo cz + d = 0.
— Como assim?

— Por favor, ndo seja preconceituoso, escute 0 que o senhor z = k tem a
dizer.

— Relaxe, velhinho, o rapaz est4d confuso. Olha s6, amiguinho: a
equacdo geral de um plano é dada por ax + by +cz+d =0. E 0s
coeficientes a, b e ¢ sdo as componentes do vetor normal ao plano
referente a essa equacgdo. A equacdo € tipo uma identidade do plano.

— Assim como as equac@es das retas 14 no R??

— Isso ai, garoto! Quando disse que sou do tipo cz+d =0, ou
simplesmente z = k é porque o vetor normal a mim é do tipo 7 =
(0,0,¢)

Fonte: Sperotto e Freitas (2018, p. 42).

— Aaaahhhh! Como o vetor k = (0,0,1), éisso?
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— lIsso ai, brother, o (0,0,1) é irmdozinho do meu normal, o 7 =
(0,0, ¢). Eles sao paralelos.

— Entéo quer dizer que o senhor é um plano paralelo ao xoy?
— Matou a charada, meu camaradinha!

— Sabe, Seu z =k, eu e meu mestre estamos procurando o ermitéo
Bacaiau, que habita uma gruta na lendaria montanha da Pedra do
Cafofo, para solucionar a devastadora ameaga de mortes, advindas de
uma pandemia que se alastrou pelas terras de Vetorlandia, dizimando
grande parte da populacéo.

— Pois é, brow! T6 sabendo, mas aqui no R3 o pessoal tem se prevenido
seguindo o protocolo sanitario. Estamos levando bem a sério o
distanciamento, a higiene e o0 respeito para com o proximo,
principalmente nos espacos publicos.

— J&a morreram mais de 600 mil. L4 no R? o pessoal ndo tem a mesma
consciéncia que aqui no R3. E uma visdo bem restrita, pois s6 enxergam
comprimento e largura. Para eles ndo h& altura. Eles dizem que é
conspiragdo contra o governo. Que esse negécio de protocolo sanitario
é discurso da esquerda.

— P6 brow, lamentavel!
— Mas o senhor sabe como podemos ir em dire¢do a Pedra do Cafofo?

— Irméozinho, tens que sair do R? e ir em direcdo ao distrito dos
espacos vetoriais arbitrdrios. Vocés devem pegar 0 préximo
entroncamento a esquerda. N&o se esqueca, sempre a esquerda! Se
andarem rapido vocés conseguem chegar la antes do anoitecer, mas se
quiserem podem ficar por aqui essa noite que vai rolar um som

maneiro, ai!

— Nés agradecemos muitissimo, mas eu e meu discipulo deixaremos
para pernoitar no distrito dos espacos vetoriais arbitrarios.

— Vocés é que sabem, mas o convite continua de pé. SO posso desejar
sorte a vocés. V&o na paz!

— Muito obrigado Senhor z = k! Até breve!
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6 Indo além du frontoira

:ﬁ»r umas boas fe:’yua& t[i'chjaufo e mestre

caminhavam em stféncio, ﬁto que z'ntrzc'you o mestre.

— Meu jovem, por que estas tdo pensativo?

— E que o senhor e o irm&ozinho riponga, aquele bicho-
grilo, 14 do R3, falaram em espagco vetorial arbitrario e
eu ainda ndo consegui produzir significado para isso.

— Vamos com calma. Fagamos como Jack estripador:
Vamos por partes!

— Credo, que comparacao!

— Imaginemos um conjunto ndo vazio de objetos, de
forma que estejam definidas duas operac6es: a adi¢do e
a multiplicagdo por escalar.

— Como assim, mestre? O que queres dizer com “de
forma que estejam definidas duas operaces: a adi¢éo e
a multiplicagcdo por escalar”?

— Bom, vamos supor que u e v sejam objetos desse
conjunto, tudo bem?

— Certo, u e v estdo nesse conjunto.

— Falar que a adicdo estd definida nesse conjunto é
dizer que vale a propriedade de fechamento em relagéo
a soma; isto é, se u e v sdo objetos desse conjunto,
entdo u + v também é objeto do mesmo conjunto. Tudo
bem?
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— Tudo bem!

— Agora falar que a multiplicacdo por escalar esta
definida nesse conjunto, implica em dizer que vale o
fechamento em relacdo a multiplicacdo de um objeto
desse conjunto por um escalar qualquer ...

— Entéo o senhor quer dizer que se v esta no conjunto,
entdo k - v também esta nesse conjunto, quando k é um
escalar.

— E isso te lembra alguma coisa?

— Lembra do plano. Se dois vetores estdo no plano a
soma desses vetores também esta no plano e o multiplo
escalar de um vetor é uma expansdo ou uma contracao
desse vetor, mantendo a mesma dire¢do e com o mesmo
sentido, ou sentido contrario. Ah! E tem mais. Se esse
vetor v estd no plano, entdo qualquer maltiplo escalar
dele, ou seja, k - v, também esta no plano. Mas e dai?

— Dai que, se certo grupo de regras for satisfeito para
todos os objetos desse conjunto e para quaisquer
escalares, entdo esses objetos serdo denominados de
vetores e esse conjunto de objetos, munido dessas
operagdes bem definidas sera denominado de espaco
vetorial arbitrério.

— Mas que regras sdo essas?

— Vejamos primeiramente em relacdo a adicdo. Ja
haviamos falado da propriedade de fechamento, ou
seja, para quaisquer u e v objetos desse conjunto,
u + v também é um objeto desse conjunto. Essa é a
primeira regra.

— Entendi! E qual a segunda regra?
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— Vale a comutatividade em relagdo a soma; isto é,
u+v e v+ u representam o mesmo objeto, ou seja,
u+v=v+u.

— Beleza! E a terceira regra?

— Vale a associatividade, ou seja, se eu pegar trés
objetos de forma a somar o primeiro com o resultado da
soma do segundo pelo terceiro objeto, isso formara o
mesmo objeto fruto de eu somar o primeiro com o
segundo e o resultado da soma desses dois primeiros
com o terceiro. Como tu representarias isso que acabei
de falar em linguagem simbolica?

Fra o que eu esperava para Joodér voltar a
escrever no chio de terra. Gom minka velfia varinka
~ que nio descartei anteriormente - fuz’ Jogo
escrevendo.

—Assimmestre? u+ (v+w) = (u+v) +w.

— Perfeito!

— E aquarta regra?

j’Foz' ar que eu descobri que © mestre também
adorava escrever no chio, Jooz’& ele tomou a varinka

da minka méo e féz’ f(yo rabiscando.

— Nesse conjunto ha um objeto que n6s o chamaremos
de vetor nulo, representando-o por 0 de forma que

u+0=0+u=u.
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E isso acontece para qualquer objeto desse conjunto.
— Certo! E a quinta?
— Calma, meu jovem! Sem crise! Com menos ansiedade!

— P6! O senhor falou que nem o “brother” do R3, 0
z=k.

— A quinta regra é a seguinte: para cada objeto u desse
conjunto, existe outro objeto, que vamos representar
por (—u), chamando-o de simétrico, de maneira que

(—w)+u=u+(-u)=0

Retoricamente como vocé falaria o que eu acabei de
escrever?

(C’onféem‘o que ﬁz afjuna‘ minutos de stféncio
com a preccupagio de fafar bonito.

— Ah! Veja se pode ser assim: Se um objeto estd no
conjunto, seu simétrico também esta no conjunto e eles
se anulam em relacdo a soma, pois a soma d& vetor
nulo que nés chamamos de 0. Pode ser assim?

— Pode sim!

— Me desculpe, mas ndo tem como ndo me empolgar.
Tem mais regra?

— Essas sdo as regras em relacéo a operagdo de adigdo
de objetos desse conjunto. Agora, falta as regras
relativas a multiplicacdo por escalar, por isso usei a
metafora de usarmos a metodologia de Jack Estripador:
por partes!

— Ah! O senhor ja havia falado do fechamento em
relagdo a multiplicagéo por escalar.
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— Entdo diga para mim como posso tratar desse
fechamento.

— Veja se pode ser assim, 6: Se k € um escalar e v é um
objeto qualquer nesse conjunto, entdo kv também é um
objeto desse conjunto. Certo?

— 1ss0, meu jovem!
— Tem uma sétima regra?

— Sim. Um multiplo escalar da soma de dois objetos é a
soma dos multiplos escalares relativos a esses dois
objetos. Simbolicamente, como representas essa
retorica?

;ﬁe varinka & méo féfuz' eu para minka Jousa

z'mJorow'JatlZz no chéo.

— Da para o senhor repetir?

— Certamente! Eu disse que “‘um multiplo escalar da
soma de dois objetos é a soma dos multiplos escalares
relativos a esses dois objetos”.

— Assim?

k-w+w)=k-v+k-w
— Isso mesmo. Preparado para a proxima regra?
— T6, manda ai!

— O produto escalar da soma de dois escalares por um
objeto, resulta na soma dos respectivos produtos
escalares desse objeto. Queres que eu repita?

— Nao, deixe-me tentar.

63



Simultaneamente, fuz’ re:jaetz'nc[b © que o©

mestre havia dito e escrevendo ac chéo.

— O produto escalar da soma de dois escalares por um
objeto é (k + p)-v resulta na soma dos respectivos
produtos escalares desse objeto e vai dar k-v +p-v.

Entao acho que fica assim:
k+p)v=k-v+p-v
— E isso, mestre?
— Sim. Vejamos como tu te sais no préximo: O maltiplo
escalar de um certo multiplo escalar de um objeto desse

conjunto é um multiplo escalar do objeto, na qual o

escalar gerado é o produto desses dois escalares. E ai?

Usands a mesma técnica  adotada
antertormente ﬁn’ rgjoetz'nt& © que o mestre disse e

stmultaneamente desenkfande.

— O mdltiplo escalar de um certo multiplo escalar de
um dado objeto pode ser k(p - v), que para mim pode
ser chamado de maltiplo de um mdltiplo escalar. Agora
vamos ver a outra parte. E um multiplo escalar do
objeto ... entdo é alguma coisa vezes v ... Na qual o
escalar gerado é o produto desses dois escalares ...
Huuummm! Veja se é assim, mestre: (kp) - v.

— Agora junta tudo.

— Aivaificar k(p - v) = (kp) - v.
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— Beleza! E para terminar vamos ver a ideia de objeto
neutro em relacdo a multiplicacdo por escalar. Como
nos tratamos o vetor nulo em relacdo a adicao?

— O senhor disse que esse vetor nulo, chamado de
objeto0,meddu+0=0+u=u.

— Ou seja, a ideia é de preservar. O vetor nulo
adicionado a um objeto ndo altera esse objeto. Entdo
em relacdo a multiplicacdo por escalar manteremos
esse principio; isto é, quero um escalar que operado

com um objeto n&o altera esse objeto. Como seria?
— O escalar 1?
— Como assim?

— O escalar 1 multiplicado por qualquer objeto desse
conjunto vai dar o préprio objeto, porque

lru=u-1=u

— Perfeito! Quando esse conjunto de regras é satisfeito
para quaisquer objetos, entdo nds temos um espaco
vetorial arbitrério.

— Mas 14 no R? essas regras sdo todas validas e, pelo
que nds vimos durante a viagem, no R3 também.

— Sim, mas 14 nossos objetos sdo vetores geométricos ...

— ... Sim mestre, porque eles tém moédulo, dire¢do e
sentido!

— Ent&o, esses espacos vetoriais constituidos de vetores
geométricos nds designamos por espagos vetoriais
euclidianos.

— E onde entra os espagos vetoriais arbitrarios?

— Os objetos que designamos por vetores nao
necessariamente precisam ser objetos geométricos,
basta que atendam as regras que nés discutimos, nas
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condicbes que apresentamos, pertencerem a um
conjunto e com as operacdes definidas de adicdo desses
objetos e multiplicacdo dos mesmos por escalar.

— Mas de onde vem essa ideia, mestre?

— Analisando alguns compéndios de histéria da
matematica, como, por exemplo, Roque (2014 [2012]),
Eves (2008 [2004]) e Boyer (1978 [1974]), é possivel
verificar que, do ponto de vista historico, quando da
criagdo da Geometria Analitica, ao associarmos o0s
avancos dos estudos de matrizes, sistemas de equacdes
lineares e vetores euclidianos, chegamos as primeiras
ideias que levaram ao conceito de espagos vetoriais,
que a partir de Giuseppe Peano (1858-1932), passaram
a ter um tratamento mais moderno e abstrato, com
objetos mais gerais que aqueles que constituem o
espaco euclidiano; entretanto, boa parte dessa teoria
era vista como uma extensdo de algumas ideias da
Geometria classica como, por exemplo, de retas, planos
e seus andlogos de dimensdo mais alta. Esses espacos
vetoriais podem ser entendidos como a nogdo
apropriada da Algebra Linear para lidar com sistemas
de equacdes lineares. Assim, 0s espagos vetoriais, ndo
mais dependentes de coordenadas cartesianas ou
polares, passam a possibilitar entdo, de uma maneira
abstrata, de lidar com objetos geométricos e fisicos.
Tais espagos podem ser generalizados de diversas
maneiras, impulsionando-nos a no¢es mais avangadas
em Geometria e em Algebra Abstrata, na qual o0s
vetores passam a ter uma interpretacéo que vai além da
geométrica, tornando-se quaisquer objetos que
satisfagam os axiomas relativos as operagdes de adigéo
e multiplicacdo por escalares em um conjunto da qual
facam parte (SOUSA, 2021).
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— Como assim?

— Vamos 14, mas com calma. Pegue, por exemplo, duas
matrizes quadradas de ordem 2. A soma dessas matrizes
darad uma matriz?

— Sim! Mas & bicho complexo ... s6 podia ser mulher!

— Rapaz, deixa de machismo. A complexidade da
mulher, como ser vivo, é uma riqueza. Nao se esquega
que todos nds, para virmos ao mundo, dependemos
delas. Todas as nossas transformaces lineares podem
ser expressas a partir delas — as matrizes canonicas das
transformacdes lineares.

— S0 estava brincando. Foi zoeira! Mas de que ordem
S840 essas matrizes?

— Ah, pode ser de ordem 2! Assim 6:

_ [u11 u12]
Uz Uy
Sutv= [ull TV Ut le]
Upy + Va1 Upp + Uy
_ [V11 1712]
V21 V22

— Ou seja, nds preservamos a nhatureza dos objetos
desse conjunto. Em outras palavras, para soma de
matrizes vale a propriedade de fechamento. Tudo bem?

— Tudo! Mas onde o senhor quer chegar?

— Calma, por partes! Vale a comutatividade em relagéo
a soma de matrizes? Ou seja, u+v e v+u

representam o mesmo objeto?
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— Sim! Porque, em se tratando de matrizes, u+ v =

v+ u.

aﬁlra Ser STNCere Nnao _gosto 7ucmc&> o mestre
’ A ’ (C
ﬁz esse ar de mistério ... onfé&wo que, apesar

disso, me t[é{yaerta uma jrzmc[e curtosidade.

— Entéo agora me diga: vale a associatividade na soma
de matrizes?

‘Gom minka varinka emJaun/;ofuz' fojo(]oara

minka Jousa no chio.

— Um instante, mestre ... Eu tenho que verificar se
u+@w+w)=@Ww+v)+w

quando u, v e w sdo matrizes quadradas de ordem 2.

U1 Upp V11 V12 W11 Wi
ut @+w) =| 1+(] |+ )=
Uz  Up2 V21 V22 Wa1 Wy

_ [un u12] ([Un twi Vit le])
Upp Uz Va1 T Wa1 Uy +Wpp

u+ w+w)
_ [un + (V11 +Wig) U+ (V12 +wip)
Upy + (Vo1 + Wa1)  Upp + (Vpp + W)

Ta! Agora vou para o outro lado e depois comparo:

(w+v)+w= ( U1 u12] n [1711 U12D W11 W12]
Uz1 Uz V21 V22 Wa1 Wp3
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_ ( U1 + V1 Upp t V12D Wi le]
Upy T Vz1 Uppy + Uy Wa1 Wa

u+v)+w
_ [(un +v1) twip (U V) + le]
(U1 +V21) +War (Upp + V33) + Wy,

Huuummm!!! Comparando esses dois resultados da
para ver que sdo iguais, pois os elementos u;;, v;; e w;;
s80 nUmeros reais e, nos reais, vale a associatividade
em relacdo a adigéo.

ﬂjara ser mats stncere ainda, pior do que o ar
de mistério do mestre é Yucm(& ele faz cara de
Jaaz'&ajem, Jaoz'& dat nunca set se ele jowtou ou nao ...

JZZM tomer coragem e Joe;yuntei.

— Mestre, me desculpe a insoléncia, mas quando o senhor
faz essa cara de paisagem eu nunca sei se esta bom ou
ndo. Tenho que melhorar?

— Meu prezado, ndo se trata de melhorar ou ndo. Dizia
um grande mestre que tive, o professor Roberto Ribeiro
Baldino, amigo do sabio ermitdo Bacaiau, que toda
melhora é temporal e ideoldgica. Veja que Hitler e aquele
ser abjeto e negacionista, foram eleitos pelo povo,
tomado pela ideologia da melhora. E se bobear, a
histéria se repetira, com o povo elegendo o juiz lesa-
patria, capacho da CIA, agente do Império!

Eu ndo estou preocupado em te julgar ou avaliar, s6

quero entender a ldgica das operag0es ... quero entender

de onde falas e porque dizes o que dizes. S6 isso! Se eu

conseguir entender o que te levou a dizer o que dizes é um
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bom comecgo para procurarmos compartilhar um espaco
comunicativo. Entendo que meu papel como professor é
ouvi-lo e daf procurar, a partir do campo semantico® que
operas, no momento em que me apresentas algo,
apresentar outras possibilidades para falarmos em uma
mesma direcao.

— E que o senhor fica olhando para o que eu escrevo com
uma cara de paisagem e eu sei 0 que significa.

— Ao escreveres algo, como fizeste para verificar a
associatividade em relagdo a adicdo de matrizes, vejo que
operas simbolicamente, mesmo que generalizando, dai
fico pensando como expor retoricamente 0 que
escreveste.

— E como seria essa forma retérica?

— Vejamos: tu me disseste que vale o fechamento para
soma de objetos matrizes quadradas de ordem 2. Alias,
vale para qualquer matriz, desde que 0s objetos sejam da
mesma ordem, para que a soma seja definida.

— Até ai tudo bem!

— Entdo, se a adicdo de dois objetos gera uma soma,
também objeto nesse conjunto, quando eu acrescentar um
terceiro objeto, independentemente da posicdo que ele
ocupe na adicao dos trés objetos em questdo, ele também
gerard um novo objeto nesse conjunto. Ou seja, ao
adicionar duas matrizes de mesma ordem eu gero uma
nova matriz de mesma ordem, que adicionada a uma
terceira matriz gerard uma nova matriz de mesma ordem,
objeto desse conjunto de coisas.

% Entendemos campo semantico como “[...] um processo de producéo de
significado, em relacdo a um ndcleo, no interior de uma atividade [...]
sendo um processo, ao ser colocado em marcha cria condigdes para sua
propria transformag@o.” (LINS, 2012, p. 17).
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— E isso resolve o problema da associatividade?

— Em partes, mas falta verificar o que tu fizeste:
comparar os dois resultados e mostrar que sao iguais.

— E como podemos fazer isso retoricamente?

— Uma maneira que pensei agora foi lembrar que os
elementos de uma matriz, sdo numeros, como fizeste
anteriormente. Dessa forma, como em relagédo a soma de
matrizes, nés preservamos a posi¢cao dos elementos, ou
seja, adiciona-se o elemento da primeira linha, primeira
coluna de uma matriz, com seu correspondente na outra
matriz e assim por diante, eu passo a ter operacdes de
adicdo entre nimeros, na qual a adicdo é associativa,
ent&o eu preservo a estrutura.

— E mestre, na forma simbdlica ficou mais facil de
enxergar!

— Indiscutivelmente, mas quando uso a retdrica, apos
operares no campo semantico simbdlico, entendo que
estou procurando oportunizar um possivel
desenvolvimento de um tipo de pensamento algébrico.

— O que é pensamento algébrico?

— Bom, nosso caro amigo, o sabio ermitdo Bacaiau, diz
que

[...] h& distintos modos de produzir significado para a
algebra; o pensamento algébrico é um desses modos e tem
trés caracteristicas fundamentais:

1) produzir significados apenas em relagcdo a nimeros e
operagdes aritméticas (chamamos a isso aritmeticismo);

2) considerar nimeros e operagdes apenas segundo suas
propriedades, e ndo “modelando” ndmeros em outros
objetos, por exemplo, objetos “fisicos” ou geométricos
(chamamos a isso internalismo); e,

3) operar sobre nimeros ndo conhecidos como se fossem
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conhecidos (chamamos a isso analiticidade).

Pensar algebricamente é pensar dessa forma; é produzir
significado para situacbes em termos de nldmeros e
operacBes aritméticas (e igualdades ou desigualdades), e
com base nisso transformar as expressdes obtidas
operando sempre de acordo com (1), (2) e (3) (LINS;

GIMENEZ, 1997, p. 151, destaques do original).

— Por exemplo, meu caro discipulo, quando supusemos
que as matrizes que iriamos operar eram quadras e de
ordem 2, busquei possibilitar que produzisses
significado apenas em relagdo a numeros ... isso seria
aritmeticismo.

Mas quando, retoricamente te convido a pensar na
organizagcdo dos elementos de uma matriz, enquanto
nameros e te lembro da associatividade em relacdo a
soma desses nimeros, estou, a partir da retorica,
procurando considerar nimeros e operagdes apenas a
partir de suas propriedades e isso se denomina de
internalismo.

E quando generalizas considerando os elementos das
matrizes que operas em termos de u;;, v;; e w;;, estas
operando no campo da analiticidade.

— Mas eu ndo posso dizer que essa caracterizacdo de
pensamento algébrico que o senhor propde, a partir das
ideias do sabio ermitdo Bacaiau, seria um tipo de
manipulagéo formal?

— Pode e é bem possivel, tanto que Bacaiau também
considera essa hip6tese, mas ele também destaca que
“[...] queremos dizer que ndo estamos interessados em
reduzir ‘pensamento algébrico’ a uma nocdo abstrata e
extremamente genérica [...]” (LINS; GIMENEZ, 1997,
p. 151, destaques do original).
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u+0—[

E mais, essa ideia ele traz depois de afirmar que “A
algebra, como ja dissemos, consiste em um conjunto de
afirmac0es, para as quais é possivel produzir significado
em termos de ndmeros e operacles aritméticas,
possivelmente envolvendo igualdade ou desigualdade”
(LINS; GIMENEZ, 1997, p. 137; 150).

Na verdade, estou querendo trazer-te um conjunto de
afirmacdes — o conjunto de objetos, as operagdes
definidas e as regras que detalhamos — para os quais é
possivel produzires significado em termos de nimeros e
operacBes aritméticas envolvendo igualdade, a partir
das ideias de aritmeticismo, internalismo e
analiticidade, para vetores, ndo somente enquanto
objetos geométricos com modulo, diregdo e sentido,
como repetes a todo instante.

— Agora estou entendendo onde o senhor quer chegar. E
estou ficando curioso! Podemos continuar entéo
verificando as regras para o objeto matriz de ordem 2?

— Podemos. E digo-te que este teu furor pedagdgico é
contagiante, o que desperta em mim a vontade de
continuarmos mesmo. Entdo vamos 14! Como seria o
elemento neutro dessa adicdo de matrizes? Em outras
palavras, como somar duas matrizes de forma que eu
preserve uma delas?

— Seria considerar o vetor nulo como uma matriz nula
de ordem 27?

— Perfeito!
— Assim:
u12] [ [un +0 up+ 0] _ [un
u21 u12 u21 + 0 uzz + 0 uZl
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O mestre refére-&e a meu furor Jaec[cg(z’gico,
mas ele néo percebeu que toda vez que ffzfa das
idetas do sdbio ermitio ozgacaiau, sua voz se
trzm&férma, passando a fézfar com efoguéncz'a e seus
oftos brilkam. derd que t[ic'yo a ele que is50 € furor

(l‘/\ ’ 4 14 ?
académico e € 1550 gue me motiva !

;%nteo“ mesme que me perquntasse J'cf fuz’ Jogo
ﬁfanc&v de um elemento simétrico em relacio a
adicao.

— Mestre, para que a soma de duas matrizes dé a matriz
nula, basta eu constituir uma nova matriz formada, e
bem ordenada, com os elementos simétricos da matriz
dada. Algo assim:

u= —U11 _ulz] _ Y11 ulz]

—Uz1 —Up2 Uz Upy

_[uan + (Fugg) wgp+ (ug)] [0 0
whw =T Tl e e = 00

— Supimpa! E o que falta agora?

— Agora temos que ver as regras da multiplicacdo por
escalar. E ja vou dizendo que vale o fechamento, pois se
eu multiplicar uma matriz de ordem 2, por exemplo, por
3, a matriz 3u formada, continuaré sendo de ordem 2 e
os elementos serdo, ordenadamente o triplo dos
elementos correspondentes da matriz u.
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Mestre, quando opero dessa forma, ao trazer a ideia de
3 vezes a matriz, isso seria aritmeticismo porque estou
produzindo significado em relagdo a nUmeros e
operagBes aritméticas, no caso multiplicacdo por
escalar. Agora, por considerar a matriz u como
genérica de ordem 2, penso que estou considerando
nimeros e operagdes segundo suas propriedades e dai
entdo seria internalismo. Pode ser?

— Pode, como também € possivel considerar que estas
produzindo significado para situagdes em termos de
nimeros e operacdes aritméticas e, com base nisso,
estas transformando as expressdes e ideias, operando
de acordo com o aritmeticismo, o internalismo e a
analiticidade e, portanto, estds desenvolvendo
pensamento algébrico, estas apresentando a partir de
residuos de enunciacdo® um conjunto de afirmacdes
para os quais € possivel produzir significado em termos
de nimeros e operacbes que envolvam igualdade e por
isso, estas algebrizando.

— Agora entendo porque seus olhos brilham quando o
senhor fala das ideias do sabio ermitdo Bacaiau. Agora
sei porque ele é chamado de sabio. A gente se envolve
com suas ideias e quer coloca-las em pratica.

— Perfeito! Veja que falas retoricamente a respeito de
um objeto, sem precisar recorrer a representacdo
simbolica.

— E mesmo! Isso significa que estamos operando em um
mesmo campo semantico?

* Algo com que me deparo e que acredito ter sido dito por alguém [...]
residuo é o que resta de um processo. Um residuo de enunciagéo ndo é
nem menos nem mais importante que uma enunciagdo: ele é de outra
ordem. (LINS, 2012, p. 27, destaques do autor).
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— Eu teria que observar mais, realizar leituras mais
apuradas, no sentido de mais finas e criteriosas, porém,
posso dizer que estamos compartilhando um mesmo
espaco comunicativo, ou mesmo, em uma rapida leitura,
operando a partir de mesmos modos de producdo de
significado®.

— Mas vamos la. Vejamos as regras da multiplicacio
por escalar. Eu ja disse para o senhor sobre o
fechamento. Agora vamos ver o seguinte. Se eu
multiplicar uma matriz u por 1, dara a prépria matriz,
porque isso implica em multiplicar cada termo dessa
matriz por 1 e todo nimero multiplicado por 1 da ele
mesmo. Entdo, sem precisar escrever os elementos da
matriz, considerando o principio do interacionismo e da
analiticidade, posso dizer que se 0 objeto u é uma
matriz quadrada de ordem 2,entdo 1-u=u-1 = u.

— Bacana! Vou deixar por tua conta, pois estas fluindo
bem.

— Entdo vamos la! Eu j& falei de uma matriz 3 - u que
esta no conjunto dos objetos matriz quadrada de ordem
2. Agora se eu multiplicar essa matriz por 4, por
exemplo, assim:

4-(3-u)
Eu vou obter uma matriz que sera

4-3-u)=12-u

® Falar de modos de producdo de significado (MPS) ndo é falar
propriamente de campos semanticos, mas de “campos semanticos
idealizados” que existem na forma de repertorios segundo os quais nos
preparamos para tentar antecipar a respeito do que o0s outros estdo
falando ou, se o que dizem, é (ou ndo) legitimo, dentro do contexto

explicitado.

76



E a ideia € a mesma que ja trouxe, ou seja, cada
elemento de u, passa a ser multiplicado por 12, porque
primeiro multipliquei por 3 e depois por 4; logo é como
ser multiplicasse de uma vez s6 por 12. Pode ser?

— Pode, mas so vale para valores inteiros positivos?

— N&o, como estamos multiplicando por escalares,
valores reais, as regras que usamos sao validas para
todos os reais.

— E nessa linha de raciocinio, o que falta verificarmos?

— Olha s6, o multiplo escalar de uma matriz, tipo 2,5 - v
eu posso dizerque é2-v + 0,5 v.

— Como assim?

fra tudo o que querz'a para Ir mais uma vez a

Jousa imfrovz'sat[a no chio de terra.

— Assim, mestre. Se

_ [1711 U12]
V21 V22
entédo
o [2vi 2v12]
2rv= [21721 205,
e
_ [0,5v44 0,51712]
0,5 v= [0,51721 0,5v,,
S6 que

25 v=2v+05-v
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2’5 cp = 21711 21712] [0,5U11 0,5”12] — [2,5U11 2,5‘[)12

T 2vy 2V, 0,5v,; 0,5v,, 2,5v,;, 2,50,

E antes que o senhor me pergunte, isso é valido para a
soma de qualquer multiplo escalar de uma matriz, basta
trocar por valores arbitrarios. Agora, seguindo a
mesma linha de raciocinio, eu posso dizer que, sendo v
uma matriz e k e p escalares,

k+p)-v=k-v+p-v
E uma distributividade compativel, pois a soma (k + p)

¢ um escalar, da mesma forma que k-v e p-v séo
multiplos escalares de v.

— Tudo bem, mas agora temos que verificar se preserva
a igualdade.

— Olha sé, vou partir da ideia de que k+p é um
escalar, pois vale a regra do fechamento. Pode ser?
Entao,
_ Vi1 V12
Ue+p)v=C(k+p) [0 0

(k+pvyy (k+ p)vlz]
(k+pvyy (k+p)vy,
Acontece que k e p sdo escalares e os elementos v;;

também sdo valores reais, entdo posso aplicar a
distributividade. Desse jeito:

k+p)v=

kvis +pviy kv, + PU12]

k+p)v= [
( P) kvyy +pvar kvy, + pup,

S6 que isso € o resultado da soma de duas matrizes

kvqq kU12] b1 PU12]

(k + p) U= [kal kvzz PV21 DPV22

E dai, entdo
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k+p)-v=k-v+p-v

— Muito bom, meu caro! Falta mais alguma regra para
verificarmos?

ﬂsor um  tempo ﬁquez’ estatico, e ﬁ.,z uma
bendita cara de  paisagem — estou zgarenzlénc& ~ pots
verz'flquez’ tude e o mestre vem com esse papo de

verzﬁcarmow jlzjw‘ vamos Ji@, nédo vou entrar
“ ” W" / .
nessa vibe ... Nossa: apaz, estou até usando

as girias do brother z = k. cq:mo € contagiante /

— Nao, mestre. Verificamos todas.

— Entéo, anteriormente dissemos que, se um conjunto de
objetos, com as operacdes de adicdo e multiplicagéo
por escalar definidas satisfizessem essas regras, que
nome dariamos a esses objetos?

— Vetores!

— Ent&o, uma matriz, a partir dessas condi¢fes é um
vetor, mas ndo se trata do mesmo objeto do R? ou do
R3. Estamos tratando de outros objetos com o mesmo
nome, mas em espacos vetoriais distintos.

‘Garamba! %z’o como um soco na boca do
estomago. Fui pege de surpresa e nio havia como

negar agora que uma matriz é um vetor.

— Por que esse siléncio, meu prezado?
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— E que estou pensando. Por que 1a no R? eles vivem
dizendo que vetor tem que ter modo direcéo e sentido?
Por que desprezam tanto as matrizes?

— Mais uma vez, vamos a metodologia do Jack
Estripador. Bom, o time do negacionismo despreza as
matrizes por serem miséginos, além de eugenistas.
Talvez por estarem arraigado a um sistema patriarcal
... Eles ndo leram o Cddigo Da Vinci de Dan Brown.
Séao obtusos e sofémanos!

O segundo ponto, é que eles propagam e criam
verdades, repetindo-as incessantemente, para que as
pessoas passem a acreditar no que dizem. As vezes até
eles precisam acreditar nisso, por isso se repetem. N&o
sou psicanalista, mas a Psicanalise explica essas
coisas. E Foucault também explica. Segundo este autor,
uma das caracteristicas peculiares do discurso é que em
toda sociedade, a producdo do discurso, a0 mesmo
tempo que é controlada, também é selecionada,
organizada e propagada a partir de determinados
procedimentos que tém por objetivo maquinar,
conspirar, constituir e propagar seus poderes
(CHAVES, 2004). Para Foucault, “[...] o discurso ndo
descreve simplesmente objetos que lhes sdo exteriores:
o discurso ‘fabrica’ os objetos sobre os quais fala”
(SILVA, 2000, p. 43 apud CHAVES, 2004, p. 21,
destaques do autor).

— Que mal lhe pergunte, quem detém o poder esta
sempre com a verdade? O poder esta sempre associado
averdade?

— Vamos la. O entendimento de poder que trago, a
partir de Foucault, ndo € de algo que se possua, mas
que se exercite. E eu vou aproveitar Foucault para
trazer a ideia de que “Se o poder e a verdade estdo
‘ligados numa relagdo circular’, se a verdade existe
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numa relacdo de poder e o poder opera em conexao com
a verdade, entdo todos os discursos podem ser vistos
funcionando como regimes de verdade” (GORE, 1994
apud CHAVES, 2004, p. 19). Assim, produz-se
verdades com vistas ao exercicio de certo tipo de poder,
pois verdades sdo relativas e produzidas.

— Mas por que dessa necessidade de se produzir essas
verdades?

— Para que possam continuar exercendo o poder que
Ihes convém. Fake News é uma verdade produzida e
muitos passam a acreditar nessas verdades produzidas.

— Mas Fake News sdo mentiras!

— S8o verdades fabricadas, muitas vezes funcionam
como cortina de fumacga; sdo dispositivos taticos
inerentes aos sistemas de exclusdo do discurso. Para
esse grupo, de vetores do Ox, no R?, a falta de
argumentacdo tem de ser omitida com a producdo de
coisas estapafirdias, como mamadeira de pi ..., Jesus
na goiabeira, Ferrari de ouro, plantacdo de maconha
nas universidades, professor doutrinador, ndo houve
golpe e sim revolucdo e por ai vai. Olha ai exemplos
exemplares de verdades fabricadas e da relagdo
circular entre poder e verdade.

— E 0 que s&o esses sistemas de exclusdo do discurso?

— Para Foucault (2000), o discurso é envolvido por um
conjunto de procedimentos de exclusdo que o atingem:
(i) a interdicdo ou a palavra proibida; (ii) a separagéo
ou a segregacdo; (iii) a rejeicdo e a separacgdo
permanente; (iv) a vontade de verdade.

De forma objetiva, para voltarmos ao tema da nossa
conversa, podemos exemplificar que a interdicdo ou a
palavra proibida estd na censura, como praticada
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recentemente no Exame Nacional do Ensino Médio, ou
na interferéncia da liberdade de Catedra, quando um
deputado falastrdo, alegando doutrinacdo ideoldgica,
procura censurar uma professora com a ideia de escola
sem partido. Como se eles ndo carregassem em Seus
discursos uma ideologia: a da exclusdo. Como diria
nosso  querido  Paulo  Freire  “Ndo  existe
imparcialidade. Todos séo orientados por uma base
ideoldgica. A questao é: sua base ideoldgica € inclusiva
ou excludente?”’

A separacao ou a segregacdo, por exemplo, se pratica
qguando se defende a ideia de que se tu ndo és
terrivelmente evangélico, entdo tu és um herege, um
pecador e por isso ndo se deve dar valor ao que tu
dizes, ou seja, o que falas ndo tem legitimidade. Desde
ja, que fique claro que ndo estou praticando uma
separagdo ou sSegregacdo reversa, mas estou
colocando-me em ponto diametralmente oposto ao
fundamentalismo de igrejas que se autodenominam
neopentecostal, propagadoras da frenética busca pela
rigueza vinculada & préatica estelionataria de
enriquecimento por meio da fé alheia. Esses caras nem
sdo inovadores, pois na ldade Média ja se vendia
indulgéncia e partes da cruz de Cristo como amuleto
sagrado.

A rejeicdo e a separacdo permanente, por exemplo,
ocorrem quando se tenta expurgar as obras de Paulo
Freire, reconhecido internacionalmente, alegando que
0 mesmo era subversivo. E tentam fazer isso ndo sé com
o0 Paulo Freire, mas também com Zumbi dos Palmares,
com as mulheres, com os homossexuais, com 0s Sem-
terra, com os povos indigenas, com o pobre.

“Uma vontade de verdade ndo caracteriza uma verdade,
mas uma tatica para que essa ascenda ao grau de
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verdade” (CHAVES, 2004, p. 42). Por exemplo, falar
que ha plantacédo de maconha nas universidades é uma
vontade de verdade, mas dizer que a comitiva
presidencial transportara 39 quilos de pasta basica de
cocaina é uma verdade e essa ndo foi fabricada.

— Entd@o negar que matriz é um vetor é uma forma de
segregacao do discurso, mestre?

— Sim, para esconder suas limitacfes — limitaces deles
— e fazer valer suas verdades fabricadas. Lembre-se que
mito é uma verdade fabricada (CHAVES, 2004), ou no
contexto atual, ndo passa de uma grande mentira.

Mas voltemos a questdo. A circulagcdo da verdade de
gue sb se constitui como vetor os objetos geométricos, é
uma forma de mostrar que um discurso, como ja
dissemos anteriormente, ndo descreve simplesmente
objetos que lhes sdo exteriores. Ele ‘fabrica’ esses
objetos sobre os quais se fala, por isso negar que um
polinémio ou uma fungdo continua possa vir a ser um
vetor.

gjor um hom tempo caminhamos em siléncio.
@ mestre egaerant&a que eu Joeyuﬂta&&e a{go e eu
pensando a respeito do que ele dissera e 7uzmd6
penset em perquntar a{yo efe me solta essa Joe’rofa.‘

— Para Nietzsche, meu caro, o conhecimento &
produzido

[...] na medida em que, entre 0 homem e o que ele
conhece, se estabelece, se trama, algo como uma luta [...]
Nele, ha sempre alguma coisa que é da ordem do duelo e
que faz com que o mesmo seja sempre singular. E é
singular porque esquematiza e ignora as diferencas; e, por
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isso, ao esquematizar, configura-se sempre como uma
certa relacdo estratégica em que o homem se encontra
situado. Tratando-se de uma estratégia, passa a ser o
efeito de uma batalha, s6 ocorrendo sob a forma de um
certo nimero de atos diferentes entre si (CHAVES, 2004,
p. 70-71, ipsis litteris).

Por isso, meu caro, € precioso duvidares, colocares a
prova 0 que sabes, para que possas produzir novos
significados e dai, outro conhecimento, pois “Produzir
significado ¢, entdo, falar a respeito de um objeto”
(LINS; GIMENEZ, 1997, p. 145-146). Falar ¢
fundamental, pois

(...) a fala da pessoa que resolve um problema tende a
explicitar 0 ‘novo’ e a silenciar o ‘dado’. Dessa forma,
enguanto resolvemos um problema, ‘falamos’ as coisas
que estamos tentando entender ou descobrir, mas
silenciamos as coisas que tomamos como certas, como
dadas (LINS; GIMENEZ, 1997, p. 122, destaques dos
autores).

— Sim mestre, mas me deixe pensar mais um pouco,
principalmente a respeito dessas ideias do sabio
ermitéo Bacaiau.

x Jgguz’moa a vz'zyem JaefaJ estradas da

vida.
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Ghegando & Podra do

7 Gapp

— Mestre, pelo que aquele vetor que encontramos no
caminho, a fungdo diferenciavel, do espaco das funcées
continuas, nos disse, falta muito pouco para chegarmos
a Pedra do Cafofo. O senhor que foi aluno do sabio
ermitdo Bacaiau pode me contar como eram suas
aulas? Como ele era?

— Assim como Nietzsche, o Bacaiau vislumbra um tipo
de educacdo que ndo se afaste da vida. Ele costuma
dizer que “Do mesmo modo que proponho uma
educagdo matematica que ndo seja preparacdo para a
vida, e sim vida, proponho uma reflexdo que nédo seja
preparagdo para a acdo, e sim agdo” (LINS, 1999, p.
94). Essa sua fala me lembra algo que ouvi certa vez a
respeito de Nietzsche enquanto educador:

Nietzsche, como educador, ndo tinha interesse em se
tornar um vasculhador de textos antigos, fechado em seu
gabinete, nem em criar um circulo de alunos atentos, que
seguissem indiferentes a vida que os rodeava. Pretendia,
isso sim, incentivd-los a um olhar singular sobre
determinada ciéncia, conduzi-los de modo a poderem criar
humanidade rica e transbordante de vida. E preciso agir e
viver para aprender e compreender — eis 0 preceito
segundo o qual Nietzsche pretendia educar seus alunos
(DIAS, 1991, p. 26-27, destaque do original).

Penso que o sé&bio ermitdo Bacaiau era assim.
Chegavamos a sua casa apos as 22h e ele ia para o
fogdo e passavamos a noite beliscando, sorvendo uns
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bons goles de vinho e conversando sobre histdria,
filosofia e pedagogia libertaria, educacdo matematica,
histéria da matematica, futebol ... ele torcia pelo
Palmeiras e pelo Corinthians ...

— ... Ah! Por isso o senhor torce por dois times também?

— E possivel, mas na verdade torco por trés: Sou Olaria
de genética, de raizes bioldgicas; torco pelo Grémio
devido a meus manos e minha mae Alides, la de Santa
Maria da Boca do Monte e, como vi Reinaldo e Dada
Maravilha jogarem, ndo tem como n&o torcer pelo
Atlético. Também sou Galo!

— Mas vocés se encontravam com frequéncia?

— Sim, duas ou mais vezes por semana, por mais de 3
anos. Na verdade, convivemos por 6 anos, mas com
relagdo de amizade e como seu discipulo, com convivio
diario, foram 3 anos. Nossos filhos regulavam a mesma
idade e brincavam juntos. Em casa, na universidade, em
um bar préximo ao campus, chamado de Sujinhos e
também nos eventos da &area, estamos sempre juntos.
Foi uma convivéncia intensa.

O comportamento do Bacaiau € de um gentleman, de
uma fidalguia impressionante. Ele é incapaz de fazer
uma indelicadeza com alguém. E isso tudo sem perder a
simplicidade. Sempre cal¢cando havaianas ele mantinha
um tom de voz que ndo alterava, fala baixo e
pausadamente. Um grande amigo, um ser humano
impar!

— Quvi falar que ele leciona as mesmas disciplinas que
o0 senhor.

— Na verdade é o contrario. Eu que leciono as mesmas
disciplinas que ele. Inegavelmente que suas aulas foram
uma grande inspiracao para isso. Confesso que, até ser
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seu aluno, eu nédo vislumbrava lecionar algebra linear,
mas a partir de suas aulas tomei gosto e resolvi me
lancar a labuta.

— Tem algum caso pitoresco de vocés?

— Muitos, mas s6 vou te contar um. Certa vez o
encontrei na rodoviaria ... ele chegando e eu partindo,
mas houve tempo de sentarmos e tomarmos um café. Eu
olhava para ele e achava algo de estranho. Dai eu
perguntei: — Bacaiau, tudo bem contigo? Estou te
achando estanho o que houve? E ele respondeu: —
Talvez cansago da viagem.

Nos despedimos e quando me dirigia ao 6nibus olhei
para tras e o observei caminhar. Ele adernava meio que
de boreste a bombordo, alternando de um lado para o
outro, coisa que nao lhe era peculiar. Fitei-o de cima a
baixo e vi a diferenca. O algo estranho era que ele
trajava sapatos.

Quando voltei da viagem, no primeiro encontro que
tivemos narrei a ele minha observacdo. E ele me
respondeu: essa foi a tua leitura, pois que produz
significado é o leitor e ndo o autor da enunciacdo. E
rimos muito.

De repente, no alte de uma pequena
elevacio, wma coxilha, avistamos a
caverna da Pedsra do (Gtg%ffv. j‘Z;u
coracao cﬁ'gaarou, batia tao ﬁrte que

parecia que satria Jaefa boca. C mestre
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estava zgareenan'w», como se sentisse afjo

no ar.

— Mestre, mestre, vamos logo, estou doido para
encontrar com o sabio ermitdo Bacaiau!

— Calma! Faca uma leitura do que esta a tua volta.
Observe 0 ambiente.

— Vejo uma caverna, muitas folhas espalhadas pelo
chéo, a frente da caverna mato sem rogar, uma arvore
plantada, mas ainda jovem, com umas 3 polegadas de
diametro, de caule e um par de sandalhas havaianas
repousando no pé desse pequeno arbusto ...

?Foz' Yuancﬁv resclvi offiar para o mestre e o vz
c(l]ag]afe’tz'co, com offar ﬁrme para aguefe par de
veltas havaianas e (percg]atz'Vefmente havia f@rima&

correntleoefa Juaﬁce.

U siféncio Jg]aufcraf tomou o ambiente e
ayuefe velto fizfat&r meryuf/fava na mats Jarcfuntﬁz
prostragdo, com um ofbiar distante, estitico, que
mal dava para perceber sua respiragio. ‘Calei-me e
passet a fazer uma Jettura de sua postura, gue me

tocara Jaeruncﬂlmente.
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;%z'nc[a Jarocurcmclb manter wm offar de
paisagem, sem obter éxite, com a ﬁce encharcada
Jaefa& f@rz’ma& derramadas, com a voz presa como se

fouvesse um né na  garganta o mestre me fézfou.‘

— Ele ndo esta mais entre nos, foi produzir significado

em outros espacos vetoriais bem longinquos de nosso

mundo...

gjor mats que 7uiJeJJe ﬁfar a[yo, a voz ndo
saia, a respiracdo tornou-se Joe&a([a, mesmo com
uma Jeve brisa que soprava em nossa direcio tinka
c[iﬁcuf(fa(fe em inspirar. f o mestre afi, estdatico,
Jaa’fz’t&v, meryuf/fac&v em suas Jembrancas. O que
Jaotlén'a fazer 7 O mestre Jegou em seu bornal um
velke fivre escrite Jaefo sabio ermitdo ogacaz'au,
rasgou uma das pdginas e a depositou abaixo do
par de kavaianas. ﬁgjgoz’& c[z'réyz'u—&e ao interior da
caverna e féz’ quancﬁv resolvi Jer o que efe depositara

como ultima Fomentyem ao amz'yo:

Do mesmo modo que proponho uma educagdo matematica
gue ndo seja preparacdo para a vida, e sim vida, proponho
uma reflexo que ndo seja preparacdo para a acdo, e sim
acao (LINS, 1999, p. 94).
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ﬁez’-f/;e um abracoe, pequei-o Jaefa mao e

retornamos a 7 etorfandia.
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ﬂ‘;& rencva-se a

S

esperanca

detornan(&v a 7 etorléndia, em certo trecho
do caminko, observet que o mestre, mesmo calado,
encontrava-se com o semblante mencos abatido. T"oi

ar que resolvi romper o stléncio.

— Mestre, o que o senhor foi ver no interior da caverna.

— Duas coisas. Primeiramente, fui dar uma ultima
olhada e depois devolver um livro de histéria da
matematica do Konstantin Alexeyevich Ribnikov —
Historias de las Matematicas (Ribnikov, 1991 [1987]) —
que ele havia me emprestado ha muito tempo.

fntenc[z' ayuefe j(:'J‘tO come um Jor(ycunrlé
recgaez'to e sobre esse assunto me calei. 57%;9 © que

me causava incémodo era sobre o que ﬁzrz’amo&.

— Desculpe-me, mestre. Entendo e compartilho com o
senhor essa tristeza que lhe salta aos olhos, mas o que
faremos agora?
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— Nao precisas te desculpares. Essa é a vida! Vamos em
frente. Mas sugiro que facamos o que o sabio ermitdo
Bacaiau faria.

— E o que ele faria, mestre?

— Bom, primeiramente, vejamos o que ele ndo faria. Ele
nao ficaria se lamuriando, se vitimizando.

— E o que faria entdo?

— Procuraria uma solucdo, ajudando as pessoas e
formando um grupo de amigos que estivesse interessado
em mudar as coisas. Ele ndo gostava de ler pela falta e
por isso mesmo procuraria conversar, levar as pessoas
a refletirem para efetuarmos possiveis mudancgas. Por
isso ele propunha educar ndo para a matematica, mas
pela matematica (LINS, 2020).

— Agora entendi a frase que o senhor colocou sob o
velho par de havaianas: “[...] que nédo seja preparacao
para a vida, e sim vida, proponho uma reflexdo que ndo
seja preparagdo para a agao, e sim a¢do” (LINS, 1999, p.
94).

— Quer dizer que além de falador o senhor também é
bisbilhoteiro?

ﬂgjnoz’& de muitoe tempo ﬁnafmente VI © mestre
eshocar wm sorriso. Jalvez pela vermellidio de
minka face que sentia mais Yuente, como  se

estivesse féﬁn’[

— Desculpe-me, mestre, mas ndo resisti. Eu tinha que
ver o que o senhor ali depositara. Entendi que o gesto
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foi como algo do tipo: Va em paz e aqui estd o que
aprendi com o senhor. Foi isso?

— Se essa foi a tua leitura, s6 posso agradecer, pois,
naquela situacdo, compartilhamos o mesmo campo
semantico.

f a Juta continua, comfaﬂ/fez'ro /

REFLEXOES...
SIM, MEU JOVEM!
| _MESTRE, HA MUITOS MAIS
E VERDADE que ESPAGOS VETORIAIS
NEM TODOS 0S g A
s QUE NOSSA VA
SAO GEOMETRICOS? mc‘:"s::u =
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‘Gonversando com

S professores

A partir de narrativas dos alunos, durantes aulas de
Algebra Linear, elaboramos este conto trazendo ideias a
respeito de vetores e espacos vetoriais, objetos tratados nas

aulas do curso, dentre tantos outros.

Mas também trouxemos elementos histdricos que
permeiam o assunto, bem como discutimos elementos
tedricos e conceituais a respeito de vetores e espagos
vetoriais. O texto estd repleto de generalizagbes e em
momento algum pretendemos que 0 mesmo substitua um
livro texto, mas que, de forma agradavel nos permita
pensarmos a respeito das matematicas bem como do que

vem acontecendo no pais. Inclusive nas salas de aula.

Como sugestdo de praticas educativas, apresentamos o
desafio de procurar seguir a perspectiva apresentada
envolvendo outras ideias, conceitos e unidades
programaticas com suas turmas; sejam elas de Educacdo
Basica ou Ensino Superior. Mas, para apimentar mais 0
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processo, que tal procurar interagir com professores de
outras areas — como, por exemplo, Histéria, Geografia,
Literatura, Linguagens, Filosofia etc. — para procurarem

caminhar em uma perspectiva interdisciplinar?

O que fizemos ndo € novidade, pois nosso querido
Malba Tahan produziu inimeras histérias e contos muito
bem mais elaborados que o nosso. O diferencial estd em
procurar construir uma narrativa envolvendo ideias e
conceitos matematicos, discutidos em sala de aula, de
maneira informal — falar sobre — a partir das falas dos

alunos.

Romulo Campos Lins, que foi por muito tempo
professor de Algebra Linear e elaborador do Modelo dos
Campos Semanticos sempre dizia que 0 aspecto mais
importante da aprendizagem, bem como de toda cognicéo
humana, é a producdo de significados. Para tal, nos

professores, temos que aprender a ouvir os alunos.

Entendemos que além de ouvir os alunos também é
fundamental estabelecermos uma certa cumplicidade para
que eles se sintam a vontade de falar o que sentem e o que

pensam.
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Entdo, basta convida-los a criacdo e muita coisa bonita
pode surgir em lindas criagOes textuais. Que tal convida-los
a construirem uma historia? Uma sugestdo seria, por
exemplo, convida-los a lerem uma obra de Malba Tahan e, a
partir dessa leitura, usarem o que trabalharam em suas aulas,
para confeccionar um romance, um conto, uma peca teatral,
uma histéria em quadrinhos ou manga, um texto

colaborativo escrito a muitas maos.

Entdo, vamos a luta!
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