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1. APRESENTACAO

O intuito deste produto é oferecer aos professores, um material que norteie o
trabalho com o assunto de Matrizes de forma mais dindmica.

A importancia de se estudar o assunto de Matrizes é percebido ndo somente
na Matematica, mas também em outras areas como na Engenharia, na Medicina, na
Quimica, na Fisica, na Economia, na Estatistica, na Psicologia e outras. Neste
trabalho, nos se preocupamos em mostrar a importancia de estudar esse assunto na
Educacao Basica e no Ensino Superior.

Este produto podera beneficiar a atividade docente mediante a necessidade
encontrada e alguns pontos que nos fizeram repensar o nosso fazer pedagdgico.

Como docente e um dos autores deste produto tive a oportunidade de ensinar
o contetdo de Matrizes no Ensino Médio, com o cuidado de mostrar a importancia
dele na série em questédo e incluso no assunto de Geometria Analitica.

Por isso, construimos este material, que apresenta uma Sequéncia Didatica
sobre Matrizes que foi utilizado em uma dissertacdo de mestrado do autor Farias
(2021) com o titulo Ensino de Matrizes por Atividades em Sequéncias Didaticas:
Estudos de Situacdes Didaticas e Aspectos Curriculares, que tem o objetivo de
analisar e refletir sobre as potencialidades de uma sequéncia didatica desenvolvida
para o ensino de Matrizes, de modo a favorecer a construcdo do conhecimento de
estudantes do 22 ano do Ensino Médio contribuindo para a melhoria do desempenho
e rendimento deles em relacéo a resolucao de questdes referentes ao tema.

Os resultados dessa dissertacdo foram satisfatérios, devido a isso temos o
desejo de poder contribuir com a préatica de ensino dos colegas docentes quando
abordarem este assunto em suas aulas.

Os estudantes desde o Ensino Fundamental ndo sao preparados para analisar
situacdes que envolvem dados de tabelas e gréaficos, e ao chegarem ao Ensino Médio
se deparam com situacdes-problema que exigem uma maior habilidade. Essas
dificuldades estdo presentes nas pesquisas de Steinhorst (2011), Avila (2013),
Messias, S& e Vilhena (2007) principalmente quando falamos nas operacdes com
Matrizes, pois ora os estudantes ndo compreendem a teoria, ora ndo compreendem a
aplicacao pratica desse assunto.

O objetivo deste produto educacional € apresentar uma Sequéncia Didatica

para o ensino de Matriz para os professores. A constru¢cdo do mesmo levou em



consideracdo documentos curriculares como Parametro Curriculares Nacionais -
PCNs e Base Nacional Comum Curricular - BNCC, bem como um conjunto de

questionamentos e potencialidades apresentadas por varias pesquisas nessa area.

2. ASPECTOS HISTORICOS

Nesse capitulo apresentamos um recorte histoérico em relagdo a histéria da
matematica sobre as matrizes, mesmo que sem ser da forma como a conhecemos na
atualidade. Algo que possibilitou ter um vislumbre sobre como e quando a concepcéao
das matrizes se estruturou.

Os Chineses eram povos das civilizagbes antigas do Ocidente que
representavam os sistemas lineares, por meio de seus coeficientes, com barras de
bambu sobre os quadrados de um tabuleiro, e assim descobriram o método de
resolucao por eliminacdo. Exemplos desse procedimento sdo encontrados nos nove
capitulos sobre a arte da matematica, em um texto que data provavelmente do século
111 a.C. (EVES, 2004, p. 243).

No inicio de seus estudos desenvolveram livros relacionados ao tratamento de
calculos astrondmicos, assim como, promoveram contribuicbes a respeito das
propriedades relacionadas ao triangulo retangulo, fracfes, geometria relacionada a
algebra e na aritmética. Boyer e Merzback (2012, p. 143 — 144) destaca que “datar os
documentos matematicos da China ndo é nada facil”’, pois segundo os autores “Nao
se conhece nenhuma versao dos primeiros classicos que tenha se preservado.” Por
isso a importancia do conteudo do livro Jiuzhang suanchu (Chui-chang suan-shu) ou
Nove Capitulos sobre a arte matematica.

Eves (2004, p. 243) corrobora dizendo que este livro € “0 mais importante dos
textos de matematica chineses”. Pois nesse periodo, os chineses gostavam de
manusear os diagramas, gosto que fez com que surgisse 0 primeiro registro de um
guadrado magico, onde a soma na horizontal, na vertical e na diagonal dos numeros
fosse sempre iguais a 15, veja:

Figura 1 — Quadro magico criado pelos chineses

4 9 2
3 5 7
8 1 ©o

Fonte: Boyer e Merzback (2012)



Boyer e Merzback (2012, p. 144) afirmam que esse quadro “foi supostamente
trazido para os homens por uma tartaruga (considerado um animal sagrado) do Rio
Luo nos dias do lendario Imperador Yii, considerado um engenheiro hidraulico.” Veja
a préxima figura 13 que ilustra o que foi narrado por Boyer.

Figura 2 — Representacdo da tartaruga do Rio Luo
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Disponivel em: http://matematicanaarea.blogspot.com/2009/12/v-behaviorurldefaultvml-o.html
Acessado em: 14 de nov. 2020

Nessa obra é mencionado, também, um método que mostra como fazer para
se obter a solucdo do sistema de equacdes lineares do primeiro grau:

3x+2y+z=39
2x+ 3y +z=34
X+ 2y+3z=26

Boyer e Merzback (2012) afirmam que “A preocupagao com tais padrdes levou
0 autor dos nove capitulos a resolver o sistema de equacdes lineares simultaneas”. E

€ isso que mostraremos agora, pois assim, foram efetuadas operacdes sobre colunas

na matriz.
1 2 3 0O 0O 3
2 3 2 0O 5 2
3 1 1]|Parareduzi-laal36 1 1
26 34 39 99 24 39

Observe que a Unica diferenca entre 0 modo atual de representamos um
sistema linear para o antigo modo chinés é que hoje, escrevemos as equacgles
lineares como as linhas da matriz e ndo como colunas. A segunda forma de
representacéo de acordo com Boyer e Merzback (2012, p. 144), era representado

através das equacgdes: 33z =99; 55y +z = 24; 3x + 2y +z =39, das quais se

, . ~ . . 11 17 37
calcula e obtém-se a seguinte solugéo do sistema linear como: z = Y= ex =
Lima e Pereira (2017, p. 60) verificam:

[...] uma caracterizacdo inicial de matrizes, de forma intuitiva, associada ao
diagrama do quadrado magico. Como consequéncia objetivavam solucionar
o sistema de equacg0es lineares simultdneas por meio do escalonamento para
se chegar a matriz escalonada.


http://matematicanaarea.blogspot.com/2009/12/v-behaviorurldefaultvml-o.html

Assim, observamos que a tabela utilizada no método chinés é atualmente
denominada de matriz. Ja a reducdo é conhecida hoje como um processo de
eliminacdo Gaussiana, a qual nos mostra que o estudo das matrizes foi motivada
historicamente pela necessidade de se resolver sistemas de equacdes lineares.

Bernardes e Roque (2016, p. 2) afirmam que:

[...] a ordem de exposicdo de alguns conceitos matematicos com a ordem
com a qual os mesmos surgiram na histéria, € comum se deparar com uma
inversdo. O conceito de matriz surgiu depois das no¢des de determinantes,
sistemas lineares, transformagdes lineares e formas quadraticas.

Ja Nunes (2016, p. 5), destaca que:

[...] a ordem em que estes elementos da &lgebra foram formalizados
matematicamente pode ser descrito pela sequéncia: sistemas lineares,
determinantes e matrizes; e que tais conhecimentos foram construidos ao
longo dos séculos & medida que o homem necessitou para resolver algum
problema prético.

Segundo Nunes (2016, p. 3), em 1303, o chinés Chu Shi-kié (1249 — 1314)
escreveu um trabalho intitulado como The Precious Mirror of the Four Elements (O
Espelho Precioso dos Quatro Elementos), nessa obra sédo tratadas questdes de
algebra com um elevado grau. Assim, Eves (2011, p. 246) acrescenta ao dizer que
“Ele se utilizava dos métodos matriciais comuns hoje em dia e seu método de
eliminacéo e substituicdo ja foi comparado ao de Sylvester (1814-1897).”, entretanto,
o chinés ndo empregava a mesma simbologia que é usada atualmente, ja que esta
veio ser adotada somente no século XIX.

Temos também o trabalho do matematico Seki Shinsuke Kowa (1642-1708)
com um manuscrito intitulado por Kai Fukudai no Ho (Método de Solucéo de Questdes
Secretas) e que através dos problemas envolvidos nessa obra tenha melhorado as
consideracdes realizadas por Chu Shi-kié.

De acordo com Kraieski (1999, p. 3), Kowa foi a primeira pessoa a estudar
determinantes em 1683. Dez anos mais tarde Leibniz, independentemente, usou
determinantes para resolver equac¢des simultaneas, embora a versédo de Seki ainda
fosse a mais geral.

Em seguida, surge Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) com uma notagao
de escrita associada ao método de determinantes, tornando-se a primeira referéncia
no Ocidente sobre o assunto. No ano de 1693, segundo Boyer e Merzback (2012, p.
290), Leibniz apresentou por meio de cartas a L’Hospital, escrevendo que

ocasionalmente usava numeros para indicar linhas e colunas (Matrizes), em uma


https://www.somatematica.com.br/biograf/leibniz.php

colecdo de equacdes lineares simultaneas, como as utilizadas pelos chineses. Veja
como Leibniz apresentou as equacgdes lineares para L’Hospital.
20+ 21x+22y=00u 20+2;,+2,=0
30+31x+32y=0 30+3;+3,=0
Escreviam isso como:
a; +bix+cy=0
az+b2X+C2y= 0
az +bzx+cyy=0
Se as equacgdes fossem consistentes, entéo:
19.21.3,  14.2,.34
11. 22. 30 = 11. 20. 32
1,.20.3;  1,.24.3,

Que equivale ao moderno enunciado

a; by ¢
do b2 C| = 0
az by ¢

Boyer e Merzback (2012, p. 290) afirmam que a antecipacao dos determinantes
por Leibniz so foi publicada anos depois, em 1850, tendo que ser redescoberta mais
de meio século depois. Fica evidente aqui que as matrizes sdo evidenciadas a partir
de equacdes lineares simultaneas, como propostas pelos chineses. Porém, Leibniz
enfatiza a indicacdo de linhas e colunas de matrizes para compor o método do
determinante, este apresentado bem proximo ao que utilizamos atualmente.

O fisico francés Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) nasceu em 25 de janeiro
de 1736 e morreu em 10 de abril de 1813, por causa do excesso de trabalho e
pagamento baixo, vindo este a sofreu com a sua saude, ficando com uma constituicao
debilitada.

Apesar disso, Lagrange foi um dos cientistas matematicos e fisicos mais
importantes do final do século XVIII, e ao lado de Euler, fizeram varias criticas a
Andlise, por meio de sua grande obra Théorie des Functions Analytiques Contenant
les Principes du Calcul Différentiel', além das importantes atribuicGes a série de Taylor
e ao conceito de funcéo destacada por Lagrange em um livro de 1797.

Ele inventou e trouxe a maturidade ao calculo de variacdes e depois aplicou a
nova disciplina para Mecanica Celestial, especialmente para achar solucdes

melhoradas para o Problema de Trés — Corpos.

! Teoria das fung8es analiticas que contém os principios do calculo diferencial. (Tradug¢éo nossa)
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Boyer e Merzback (2012, p. 332) evidencia o trabalho desenvolvido por
Lagrange que merece destaque que € o artigo intitulado “Solutions analytiques de
quelques problémes sur les pyramides triangulaires?”, anunciado em 1773 e publicado
em 1795. O qual apresentou resultados analiticos para o calculo de area de um
triangulo e o volume de um tetraedro, denotados respectivamente por A e V, como

apresentamos a seguir, veja.

x;, y; 1 X y1 71 1
1l ellX2 Y2 z; 1
¥z Y2 31 x; y; z3 1

X3 y3 1
Xqe Va4 Za 1

Essas formas compactas, embora expressas de maneira diferentes, de acordo
com Boyer e Merzback (2012), retratam o pensamento de Lagrange, pois neste artigo
nao tem nenhuma representagéo, conforme os autores. E assim, os autores
corroboram destacando uma fala de Lagrange sobre a solugéo do problema analitico

apresentado no seu artigo.

Eu alimento a esperanca de que a solugéo que vou dar sera de interesse para
os gedmetras tanto pelos métodos quanto pelos resultados. Essas solugfes
sdo puramente analiticas e podem ser compreendidas mesmo sem figuras.”
(BOYER E MERZBACK, 2012, p. 332)

Assim, Lagrange fiel & sua promessa ndo apresenta em seu artigo nenhum
diagrama como o que consta em Boyer e Merzback (2012), para representar a solucao
do problema em relacdo ao célculo de area de um triangulo e o volume de um
tetraedro.

Lima e Pereira (2017, p. 62) afirmam que “Lagrange buscou artificios analiticos
para caracterizar os elementos que compde as linhas e colunas das matrizes”,
querendo mostrar que esses elementos n&do representavam apenas “‘numeros
tabulados”.

Algustin Louis Cauchy (1780 — 1857), filho de pais instruidos, ingressou na
Ecole Polytechnique® em 1805e foi a estrela da década de 1820, apesar de ter nascido
no ano da revolugéo francesa. Segundo Boyer e Merzback (2012, p. 334 — 335) esse
francés trabalhou como engenheiro até 1813 e escreveu sobre a Matematica pura e
aplicada, vindo destaca-se por producdes em Séries Infinitas, Teoria das Funcdes

2 Solucdes analiticas de alguns problemas em piramides triangulares. (Tradugdo nossa)
3 Universidade Politécnica. (Tradugéo nossa)
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Reais Complexas, Equacbes Diferenciais, Probabilidade, Fisica — Matematica e
Determinantes.

Dentre estas producdes destacou-se pelos estudos acerca dos Determinantes,
o qual influenciou a apresentar significativas consideracdes a respeito das matrizes.

Lima e Pereira (2017, p. 61 e 62) afirmam que Cauchy:

[...] foi o matematico que mais desenvolveu estudos acerca dos
Determinantes, consequentemente apresentou consideracées significativas
a respeito das matrizes. Ente as contribuicdes, a demonstracdo de um
teorema que envolvem ambos os contelidos. O qual foi proposto da seguinte
maneira:
“Se Ae Bsdomatrizesnxn,entdo |A.B|=]|A|.|B”

Assim, a partir do teorema exposto, verifica-se que apesar de ele néo citar a
nomenclatura “ordem”, mas considera que A e B sdo matrizes n x n
(classificacdo intuitiva das matrizes quadradas), caracterizando mais um
elemento para constru¢do deste estudo. Além disso, destaca-se a relagao
entre o determinante e as matrizes, a qual, também foi citada na abordagem
feita por Leibniz.

Boyer e Merzback (2012, p. 335) corroboram destacando que Cauchy, no seu
artigo de 1812, apresentou o termo “determinante” para aquilo que descreveu como
uma classe de funcdes simétricas alternadas, sendo representada assim: a;b, — b, a,.
Nesse artigo Cauchy comecou com 0s n elementos ou ndmeros a;,a,,as, ... ap,
formando o produto deles, por todas as diferencas de elementos distintos
a;a,as ... ap:(a, —a;)(az—ay)...(ap, —a;)(az —ay) ...(a, —ay) ...(a, —ap_1).

Cauchy define o determinante como sendo a expressao resultante da
transformacao da poténcia que aparecia em um segundo indice assim a$, e com a
mudanca ficou assim a,;. Com isso, Cauchy escreveu o determinante como
S (+a; a55a33 ... a,,) € ele dispés as n? diferentes quantidades em uma tabela
guadrada semelhante ao usado atualmente, segundo Boyer e Merzback (idem).

James Joseph Sylvester nasceu na cidade de Londres em 03 de setembro de
1814 e faleceu em 15 de marco de 1897, em Oxford. Atuou como professor de filosofia
e matematica em universidades na Inglaterra e nos Estados Unidos por dois periodos
de sua vida académica. Na matemética contribuiu no desenvolvimento da teoria
matricial, teoria dos invariantes, teoria dos niameros, analise combinatoria e também
nas formas quadraticas.

Boyer e Merzback (2012, p. 380) destaca que trés anos apos 1838, Sylvester
vai ensinar no University College?, em Londres, onde seria colega de seu antigo

professor, De Morgan. Bernardes e Roque (2016, p. 9) afirmam que “Entre 1850 e

4 Faculdade Universitaria. (Tradugdo nossa)


https://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_invariantes
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_n%C3%BAmeros
https://pt.wikipedia.org/wiki/Combinat%C3%B3ria
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1851, Sylvester publicou uma série de memadrias analisando os tipos de intersecdes e
contatos entre duas conicas e entre duas quadricas.”

De acordo com Bernardes e Roque (2016, p. 9), foram essas memoarias que
mostraram uma das principais contribuicdes de Sylvester, em relagao aos trabalhos
de outros matematicos, como 0 recurso que ele usou ao realizar o calculo de
determinante menores. E assim, Sylvester fez a generalizacao da técnica de extracao
de sistemas de determinantes menores que foi baseada em uma representagéo em
forma de tabela retangular a qual Sylvester denominou de matriz.

Bernardes e Roque (2016) observaram que Sylvester usa a no¢ao de matriz
como uma tabela retangular, geradora de varios sistemas de determinantes menores
qgue foram utilizados para classificar o tipo de contato entre duas conicas.

Como as matrizes ndao foram o objeto de estudo de Sylvester em suas
pesquisas, elas foram inseridas com o propésito de extracdo de determinantes
menores, baseando-se na tabela que envolvia o determinante. Assim, as matrizes
foram usadas para ajudar a classificacao dos tipos de contatos entre as duas conicas
que Sylvester utilizou.

Temos agora nosso personagem principal, Arthur Cayley, que segundo Boyer
(2012) e Bernardes e Roque (2016, p. 11) destacaram mais contribuicbes do

personagem que foram:

[...] reunidas em 13 volumes nos The collected mathematical papers of Arthur
Cayley®, versavam sobre temas em geometria analitica, transformacdes
lineares, matrizes, determinantes, teoria dos invariantes e covariantes, teoria
das equacdes, calculo, fungdes homogéneas, equacdes diferenciais, teoria
dos grupos, etc.

Segundo Bernardes e Roque (2016) a nocdo de matriz foi utilizada pela
primeira vez por Cayley, em 1855, no artigo denominado de Remarques sur la notation
des functions algébriques®. Cayley introduziu uma notacdo sobre matrizes para
representar sistemas lineares e formas quadraticas nesse artigo.

De acordo com Boyer e Merzback (2012, p. 379), Cayley foi o primeiro a estudar
matrizes e, trés anos apos a utilizacdo da notacdo sobre matrizes em um artigo, ele
lanca uma memodria sobre a teoria das matrizes. Essa obra foi recebida em 10 de
dezembro de 1857 e lido em 14 de janeiro de 1858.

5 Os papéis matematicos coletados de Arthur Cayley. (Tradugdo nossa)
6 Notas sobre a notacéo de fungdes algébricas. (Tradugéo nossa)
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Bernardes e Roque (idem) destacam ainda que Cayley descreve nesse artigo
0 que é uma matriz, definindo as operacdes com matrizes, enunciando as
propriedades das operacdes, proclama e demonstra um resultado que ele se refere
como “teorema notavel” e apresenta aplicagcdes desse resultado. O nome desse artigo
€ A Memoir on the Theory of Matrices’ a partir da Teoria das Transformacdes Lineares
Simultadneas que apresentaremos a seguir, mas apenas as partes que foram utilizadas
neste trabalho.

Cayley (1858) define matriz como sendo “um conjunto de quantidades
dispostas na forma de um quadrado”, como apresentada por ele, vejamos.

“‘Representacdo de uma matriz

(a, b, )
a, b,
all’ bll’ C”

Fonte: CAYLEY, 1858, p. 17, traducdo nossa

Quanto a definicdo feita por Cayley temos Matos e Nunes (2014, p. 16)
destacando que “[...] ele introduziu uma notagao para matrizes, como sendo pratica
para representar sistemas lineares e formas quadraticas [...]”

E assim, Cayley (1858) afirma que “a nog&o de tal matriz surge naturalmente
da notacao abreviada para um conjunto de equacdes lineares”, as quais mostraremos
em seguida.

X =ax+ by + cz,
Y=ax+Dby+c'z
Z=a"x+Db"y+cc"z,

Essas equacdes podem ser representadas por:

“Representacdo das equacgdes por matriz
XY,Z)=@ b oxVyz)

a’ b, ¢ )

| aII bII CII |
Fonte: CAYLEY, idem, traducdo nossa

O autor afirma ainda que:

E a consideracao de tal sistema de equacdes leva a maior parte das no¢des
na teoria das matrizes. Ver-se-a4 que as matrizes (atendendo apenas as da
mesma ordem) comportam-se como quantidades Unicas; eles podem ser
adicionados, multiplicados ou compostos juntos, etc. A lei da adicdo de
matrizes é precisamente semelhante ao da adicdo de quantidades algébricas
ordindrias; no que diz respeito a sua multiplicacdo (ou composicdo), existe a
peculiaridade de que matrizes ndo sdo em geral conversivel; no entanto, é
possivel formar os poderes (positivos ou negativos, integral ou fracionario) de
uma matriz, e dai chegar a no¢cdo de uma racional e funcao integral, ou

7 Um livro de memodrias sobre a teoria das matrizes. (Tradugdo nossa)
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geralmente de qualquer funcao algébrica de uma matriz (CAYLEY, 1858, p.
17 — 18, traducéo nossa)

Essa representacédo de sistema de equacdes, segundo Cayley (1958, p. 18),
nos leva a representacdo do conjunto de funcdes lineares que equivale as

quantidades (X, Y, Z), vejamos o procedimento.

((ab,A(xy2), @, b, N(xyz), @"b" c)(xy2))
Conforme o autor essas quantidades (X, Y, Z) seréo:

“[...] identicamente zero, se todos os termos da matriz sdo zero, e podemos
dizer que é a matriz zero.

0, 0, 0)

0, 0, oy

0, 0, O

(CAYLEY, 1858, p. 18, traducdo nossa)

Temos aqui, a conhecida matriz nula, chamada por Cayley de matriz zero. A
proxima matriz apresentada sera a matriz identidade que Cayley identificou em seu

artigo assim:

“Novamente, (X, Y, Z) sera identicamente igual a (x, y, z), se a matriz for e
isso é dito ser a unidade da matriz

(1, o, 0)
0, 1, 0|
0, 0, 1

Podemos, € claro, quando, por distincdo, € necessério, digamos, 0 zero da
matriz ou (conforme o caso) a unidade da matriz de tal ordem. O zero da
matriz pode na maioria das vezes ser representado simplesmente por 0, e a
matriz unidade por 1.” (CAYLEY, 1858, p. 18, tradug&o nossa)

Feita a observacdo percebe-se que temos até agora dois importantes
resultados, pois até entdo ndo havia uma nomenclatura para denominar tais matrizes,

apesar de Cayley ja a ter utilizadas em 1855. Boyer e Merzback (2012) afirmam que:

(b 1)

gue é usualmente denotada por I, deixa toda matriz quadrada de segunda
ordem invariante por multiplicagdo; por isso é chamada a matriz identidade
para a multiplicacdo. A Unica matriz que deixa outra matriz invariante por
adicdo é, evidentemente, a matriz zero

(o o

00

que €, portanto, a matriz identidade para a adigédo. (BOYER, 2012, p. 379)

A matriz

E, com essas definicdes dada por Cayley, ele passou a pensar nas operacoes
sobre as matrizes como nas que envolvem a “Algebra”. Cayley (1958) aborda as

operacOes de adicdo e subtracdo da seguinte forma:

As equacdes

(X; Y; Z) = (a, b: C) (X, Y, Z)! ((X, B' y) (X’ Y Z)
|a/’ b’ ) C’| (X’, Yl’ Zl) — | (X’, B’: YI
all’ bll’ ¢’ (X”, B”l yll
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Dar
X+X,Y+Y,Z+7Z)=(@+q, b+ B, c+vy)xy,2),
a’+a, b +p, c+vy
|a!l + a”' bl! + Bll' CII + yl!
eissolevaa

(@a+aq, b+ B, c+y)=@ b, ¢) (@ B v)
a +a, b"+B, ¢ +vy [|a, b, |+|ad, B, ¥
a’+d’, b"+p", "+vy"lld", b", " |cx”, B, y"

como regra para adicdo de matrizes; que para sua subtracdo é obviamente

similar para isso. Uma matriz ndo é alterada pela adi¢cao ou subtracdo do zero
da matriz, ou seja, nds temos M + 0 = M. (CAYLEY, 1858, p. 19, traducéo

nossa)

Cayley (1958) aborda em seguida a igualdade de matrizes ao dizer que “A
equacdo L = M, que expressa que as matrizes L, M sao iguais, também pode ser
escrito naforma L —M = 0, isto &, a diferenga de duas matrizes iguais € a matriz zero”.

Assim, ele uso o termo matriz oposta para explica que:

A equacdo L = - M, escrita na forma L + M = 0, expressa que a soma das
matrizes L, M sdo iguais a matriz zero, as matrizes assim relacionadas séo
consideradas opostos um ao outro; em outras palavras, uma matriz cujos
termos sao iguais, mas oposto em sinal aos termos de uma dada matriz, é
dito ser oposto ao dado matriz. (CAYLEY, 1858, p. 19, traducdo nossa)

Dando continuidade, observamos agora Cayley (1858, p. 19, traducdo nossa)
que mostra algumas propriedade da adicdo, ao afirmar que “E claro que temos L + M
=M + L, ou seja, a operacdo de adi¢cdo € comutativa, e além disso que (L + M) + N =
L+(M+N)=L+M+N, isto é, a operacdo de adicdo também & associativa.” Temos
aqui Cayley organizando o assunto de matriz de forma bem parecida com as quais
encontramos nos livros didaticos atuais, impressionante.

Agora, apresentamos a propriedade da multiplicacdo de uma matriz por um

escalar m, em que Cayley (1858) exp6s no seu trabalho da seguinte forma:

A equacéo
X,Y,Z2)=(@, b, ¢)(mx, my, mz)
|a’, b’, c’|
a”, b”, CII

escrito sob os formularios

X,Y,Z) = m(a, b, 0)(x,y,z) = (ma, mb, mc)(X,V,z)
|a’, b’, c'||ma’, mb’, mc’|
all’ bll’ C” mall’ mbll’ mcll

Da
m(a, b, c) = (ma, mb, mc)
a’, b’, c'||ma’, mb’, mc’
|all’ bl’, C” ma”, mbl!' mcl’|

Como regra para a multiplicacdo de uma matriz por uma Unica quantidade. O
multiplicador m pode ser escrito antes ou depois da matriz e, portanto, a
operacao é comutativa. Temos claro que m (L + M) = mL + mM, ou a operagao
é distributiva.
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Pode-se dizer que as matrizes L e mL sdo semelhantes umas as outras; em
particular, se m = 1, eles sdo iguais e, se m = -1, sdo opostos.
Temos, em particular,
m(1l, 0, 0)= (m, 0, 0)
|0, 1, 0| |0, m, 0|
0, 0, 1/10, 0, m
ou substituindo a matriz no lado esquerdo por unidade, podemos escrever
m= (m, 0, 0),
0, m, 0|
0,0 00 m
A matriz no lado direito é considerada a quantidade Unica m considerada
como envolvendo a unidade da matriz. (CAYLEY, 1858, p. 19 — 20, traducéo
nossa)

Antes de Cayley definir matriz transposta, ele fez a seguinte observagao em
que:

Uma matriz como

(a, b, ©

|al‘ bl' CI|
onde o numero de colunas excede o numero de linhas, é considerado uma
matriz ampla; uma matriz como

(a b)
|a’, b’
a’l bll

onde o numero de linhas excede o nimero de colunas, é considerado uma
matriz profunda. (CAYLEY, 1858, p. 35, traducéo nossa)

ApOs essa observacgao, Cayley definiu a matriz transposta da seguinte forma:

A nocéo de transposi¢éo e o simbolo tr. aplicar a matrizes retangulares, o
efeito de uma transposicdo ser converter uma matriz ampla em uma matriz
profunda e reciprocamente. Pode-se notar que o simbolo tr. pode ser usado
com a finalidade de expressar a lei da composicio de matrizes quadradas ou

retangulares. Assim, tratar (a, b, ¢) como um matriz retangular, ou
representando-a por (al'b'lc), temos
r
1 i I (a)
tr.(a' b C)= b'l,
|| 2|
C

(CAYLEY, 1858, p. 36, traducdo nossa)

E assim, Cayley também definiu a matriz simétrica como sendo:

“Uma matriz como que por transposigao é transformada em seu oposto, é dito
gue é inclinado simétrico.

O, v, —w
|—v 0 A| (CAYLEY, 1858, p. 31, traducéo nossa)
p —A 0

Nosso trabalho se restringiu até aqui nas memorias de Cayley, mas, ainda ha
muito a ser feito e descoberto sobre a historia da matriz. Pelo o que fizemos,
observamos que a coordenacdo dessa memoria de Cayley ndo esta organizada como
a conhecemos atualmente, fato este observado pelas paginas que destacamos do seu

trabalho.
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Uma das importancias de se conhecer a historia dos objetos matematicos é
apresentado por Matos e Nunes (2014, p. 12) ao afirmarem que “[...] tal abordagem
pode contribuir para um saber, transcendendo meros processos algoritmicos, pois de
um modo geral o professor desconhece o porqué de se estudar matrizes por exemplo.”

Por fim, finalizamos este histérico com uma frase de Rinaldi e Rizzato (2005,
p.1) em que registram o seguinte “Charles Hermite registrou as seguintes palavras
“"talento de Cayley se caracterizou pela clareza e extrema elegancia da forma analitica;
reforcando por uma capacidade incomparavel de trabalho...", mostrando a
preocupacao britanica com forma e estrutura em algebra, tracos que Cayley
apresentou no seu trabalho.

Ressaltamos também que a partir do trabalho realizado por Cayley em relacao
as matrizes, encontra-se hoje facilmente nos livros didaticos atuais esse assunto;
organizado e mantendo ainda as mesmas caracteristicas e tracos que o autor

apresentou em 1858, no seu artigo.

3. REVISAO DE ESTUDOS

Neste capitulo apresentamos os resultados de uma revisdo de estudos que
tratam sobre o ensino e aprendizagem de Matrizes. Ela foi construida para conhecer
0 que se tem discutido na literatura académica e cientifica sobre o processo de ensino
e aprendizagem do referido assunto, e isso nos auxiliou no direcionamento para a
construcdo e planejamento da Sequéncia Didatica proposta.

Essa revisao foi dividida em duas partes, as quais sao:

1) Estudos Tedricos: sdo trabalhos em que os estudos tedéricos apresentados
propuseram e concretizaram atividades para o ensino de matrizes, com objetivo de
diminuir as dificuldades no ensino do assunto em questao.

3) Estudos Experimentais: Os trabalhos descritos nessa categoria destacam o
processo de investigacdo dos dados, obtidos nos trabalhos que conseguiram
resultados satisfatérios, nos aspectos voltados aos conceitos sobre o ensino de
matrizes.

As pesquisas revisadas possuem conhecimentos importantes acerca do ensino
e aprendizagem de matrizes. Conhecimentos estes ligados a questionamentos e
potencialidades no ensino, no diagndstico da aprendizagem, e assim como as

reflexdes conceituais. Diante de todo esse conhecimento, construiu-se o quadro 1 que
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sintetiza as principais informacdes pelos trabalhos revisados, de acordo com cada

categoria.

Quadro 1 — Sintese dos resultados mais importantes por categoria

Estudos Teoricos

Contribuicdes

Messias, Sa e Vilhena
(2007), Oliveira Janior
(2014), Rocha (2015),
Silva  (2016), Klein
(2018), Borges (2018)

- Averiguou as dificuldades apresentadas pelos estudantes ao
resolverem questdes referentes as Matrizes; Elaborou novas
alternativas para ensinar o assunto de Matrizes através da
proposta de resolugdo de problemas; Refletiu sobre a
necessidade de novas metodologias para o ensino em todos os
niveis de ensino.

- Mostrou abordagens diferenciadas no Ensino de Matrizes,
levando em consideracdo a contextualizacdo do assunto para
os estudantes do 2° ano do Ensino Médio.

- Apresentou uma maneira de ensino aprendizagem dos
assuntos, de forma que o estudante se sinta motivado e
desafiado a aprender matematica com o uso do aplicativo
Microsoft Excel 2013. Elaborou um projeto de extensao para
qualificar os professores de matemética através de oficinas com
diversos softwares gratis ou pagos.

- Avaliou a potencialidade de uma sequéncia didatica baseada
na resolugéo de problemas no Ensino de Matrizes; Aplicou os
conhecimentos em diversas situagbes e estimulou o
desenvolvimento da capacidade de raciocinio na resolugéo de
problemas.

- Propds aplicar e buscar evidéncias de uma aprendizagem
fundamentada na teoria da aprendizagem significativa de
Ausubel em relagcdo aos conceitos de Matrizes; Modificou o
ensino e a aprendizagem de matrizes fazendo com que o
estudante explicite, participe, questione, compreenda, socialize
suas ideias e incremente a sua bagagem cognitiva a novos
conhecimentos.

- Introduziu ferramentas para a introdugdo do conceito de
Matrizes através da metodologia de resolugédo de problemas;
Apresentou a teoria, sugeriu e analisou as aplicacbes com a
resolucéo de problemas e utilizou essa metodologia como uma
estratégia fundamental no auxilio do professor a essa tarefa
ardua que é ensinar Matematica.

Silva (2017), Brandéo
(2018)

Estudos Contribuicdes
Experimentais
Steinhorst (2011), | - Verificou como a planilha pode contribuir para o melhor
Borba (2011), Fonseca | entendimento de matrizes, determinantes e sistemas lineares
(2013), Avila (2013), | para estudantes do Ensino Médio; Utilizou a abordagem de
Pereira (2015), Reis | resolucdo de problemas e da interdisciplinaridade; Contribuiu
(2016), Real (2017), | para aproximar a tecnologia da sala de aula; Valorizou os

conhecimentos tecnoldgicos dos estudantes para manter o
interesse deles; Facilitou para que o estudante pudesse
prosseguir em seus estudos de Matrizes sem se preocupar em
realizar grandes calculos, pois estes agora passam a se
preocuparem com a interpretacéo a ser feita em cada quest&o
e com os métodos que irdo aplicar.

- Permitiu a exploracdo de Matrizes maiores e do uso do
algoritmo de escalonamento com os recursos da informética e
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de applets disponiveis na internet; Elaborou atividades de
matrizes que contemplem o0 uso das ferramentas
computacionais; Desempenhou um duplo papel em que facilita
a compreensdo dos conceitos e auxiliar os estudantes na
resolucéo dos passos repetitivos sobrando mais tempo para a
conexao com problemas reais e motivadores.

- Facilitou o ensino dos contelidos de matrizes, determinantes e
sistemas lineares através de recursos didaticos como o correio
eletrénico e de software de facil acesso; Verificou a aceitacao
do uso de softwares no Ensino de matemética e se houve
melhora na aprendizagem a partir do uso desses recursos
tecnoldgicos; Serviu como instrumento desafiante na busca das
solugbes através das ferramentas; Continuou a aplicar
softwares as praticas pedagdgicas e motivar professores a
sempre buscarem ferramentas que despertem nos estudantes
a motivacdo de aprender.

- Analisou a compreensdo dos estudantes sobre as quatro
operagbes e sua influéncia na aprendizagem de Matrizes;
Investigou a prépria pratica de ensino para identificar os erros
cometidos pelos estudantes na realizacdo das operacdes
aritméticas que influenciam nas operagbes com Matrizes;
Apesar dos estudantes terem dificuldades em aplicar as quatro
operacOes basicas em outros conteldos de matematica, isso
nao os impede de aprenderem novos conteldos, independente
de conseguirem realizar as operagfes ou nao.

- Propbr a construgcdo de imagens usando o conceito de
Matrizes no ambiente numérico Scilab como instrumento de
apoio computacional; Apesar de 3% dos discentes pesquisados
nao terem habilidades com as tecnologias, a sequéncia didatica
foi bem aceita, tendo 100% de aproveitamento nas correcées
das atividades; Explorou as ferramentas computacionais
associadas a metodologias alternativas na aprendizagem.

- Utilizou o aplicativo Whatsapp com estudantes da EJA, do
Ensino Médio, na resolugdo de problemas com Matrizes; Fez
com que os estudantes trabalhassem de forma dialogada nos
grupos e buscassem a autonomia da aprendizagem.

- Analisou as contribuicbes dos conceitos de transformacdes
geométricas com o0 uso da computacdo grafica para a
aprendizagem das operagbes de Matrizes; Estimulou os
estudantes a trabalharem com a informatica; Utilizou o software
GeoGebra na identificacdo e na construgédo das Matrizes.

- Utilizou o Arduino como atividade de investigacdo e
experimentagdo matematica para o ensino dos conceitos iniciais
de Matrizes; Contribuiu com a producéo tedrica e produzir um
roteiro de ensino de Matrizes através do Arduino.

- Buscou alternativas para despertar o interesse dos estudantes
e agucar a curiosidade deles sobre o assunto de Matrizes
através de jogos e atividade que promovesse a interagdo entre
os educandos; Promoveu discursos e reflexbes sobre o0 Ensino
de Matrizes no Ensino Médio, visando a importancia e a
aplicacdo do assunto no dia a dia dos discentes.

Fonte: Autoria prépria (2021)
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Ao todo foram revisados 15 trabalhos nos quais as Matrizes estavam
inseridas, sendo que para uma melhor compreensao do assunto em questdo foram
criadas 2 categorias. Uma com o titulo de Estudos Tedricos e outra com o titulo de
Estudos Experimentais.

Ao analisarmos as pesquisas sobre Matrizes percebemos que tanto os
trabalhos sobre estudos tedricos quanto aos de estudos experimentais, apontam em
suas conclusdes a ocorréncia da diminuigao nas dificuldades no processo de ensino-
aprendizagem, dos problemas envolvendo as operagbes com Matrizes quando se
utilizou metodologias de ensino diferentes da tradicional. Um bom exemplo referente
ao assunto é a formulacéo e resolucédo de problemas por parte dos estudantes com
utilizacdo de situacdo do cotidiano na introducdo do assunto ou na utilizacdo de
tecnologias com o uso de metodologias adequadas a cada situacao do ensino, para
gue ocorra de fato, a aprendizagem.

Neste levantamento bibliografico identificou-se também o aparecimento de
apenas uma tese que trata sobre as Matrizes, e € bem recente. 1SS0 nos mostra que
pesquisas mais avancadas ainda precisam ser realizadas sobre o assunto, voltada é
claro para a melhoria da aprendizagem.

Esta revisdo nos possibilitou identificar um panorama geral sobre o processo
de ensino-aprendizagem de problemas com Matrizes. Sua finalizac¢ao facilitou termos
uma maior percepc¢édo quanto ao ensino deste conteddo, e que ele pode se tornar mais
significativo para o estudante e para o professor, quanto a utilizacdo de metodologias
e tecnologias que contextualizam o que esta sendo ensinado e que pode ser percebido
no dia a dia.

O direcionamento desta reviséo de estudos possibilitou ter um uma visao sobre
muitos fatos relativos ao tema diante dos trabalhos revisados na area de matrizes, os
quais contribuiram com o planejamento desse produto educacional no sentido de
revelar a necessidade de estratégias didaticas e metodolégicas para o ensino de
matriz, aléem de apresentar algumas sugestdes importantes para a elaboragdo da

Sequéncia Didatica.

4. ENSINO POR ATIVIDADE

A Sequéncia Didatica proposta nesse trabalho foi construida com base no
Ensino por Atividade. De acordo Silva (2018) o “Ensino por Atividade” é uma tendéncia
da Educacdo Matematica, que € caracterizada como uma metodologia de ensino de
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conteudos matematicos mediados por atividades que possibilitam, ao aluno,
desenvolver habilidades de cunho pratico, pois, ela esta ligada no construtivismo?®,
propiciando, com isso, ao aprendiz participar de forma ativa, através das orientacdes
do professor, na construgdo do seu conhecimento, ao invés de recebé-lo
passivamente, isto €, por meio da aula expositiva, como geralmente acontece.

O “Ensino por Atividades” pode ser realizado por dois tipos basicos de
atividades: de conceituacéo ou de redescoberta.

A atividade de conceituag¢do, segundo Sa (2019, p. 17), tem como objetivo
principal “levar o estudante a perceber a ocorréncia de determinado tipo de
situacdo/tipo de objeto matematico.” Segundo o autor, esta definicdo do objeto
percebido é o objetivo desta atividade de conceituacéo.

J& a atividade de redescoberta, segundo Sa (2019, p. 17), tem como objetivo
“levar o estudante a descobrir uma relagéo ou propriedade relativa a um dado objeto
ou operagcao matematica.” O autor destaca que essa atividade corresponde a um
momento em que o estudante faz a exploracdo do objeto matematico e esta sim
antecedera a demonstracdo do resultado matematico.

Sa (2019) destaca que as atividades experimentais servem tanto para serem
trabalhadas como atividades de conceituacdo ou como atividades de descoberta. O
autor ressalta que apesar da diferenca dos objetivos de cada uma, ambas devem ser
desenvolvidas obedecendo 0s seguintes momentos: organizagdo, apresentacao,
execucao, registro, analise e institucionalizacéo.

No quadro 2 fizemos uma sintese de cada um desses momentos, para que o
leitor compreenda as atribuicdes do professor e dos estudantes em cada um dos
momentos da atividade.

Quadro 2 — Os momentos do ensino por atividade e as contribuicdes/competéncias
dos envolvidos
MOMENTOS ATRIBUIQ@ES/COMPETENCIAS

Organizagéo Neste momento a turma deve ser, preferencialmente, organizada em
equipes com no maximo 4 alunos e no minimo 2. Mas pode também
ocorrer de forma individual o que n&o é recomendéavel, por nao
estimular a troca de ideias entre os participantes que é fundamental
para o processo de aprendizagem.

8 Construtivismo considera que ha uma construcédo do conhecimento e que, para que isso aconteca, a
educacdo deve criar métodos que estimulem essa construgdo. Disponivel em:
https://escoladainteligencia.com.br/blog/entenda-o-conceito-de-construtivismo-na-educacao/. Acesso
em: 05 Out. 2021.


https://escoladainteligencia.com.br/blog/entenda-o-conceito-de-construtivismo-na-educacao/
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O professor deve dirigir as acdes, orientar a formacéo das equipes
sem imposicdes, demonstrar seguranca e evitar que 0s estudantes
desperdicem tempo com acdes alheias a organizacao da turma.

Os estudantes, neste momento, sdo livres para escolher 0s grupos
gue desejam patrticipar.

Apresentacao

Neste momento compete ao professor distribuir o material necessario
para a realizagdo da atividade incluindo um roteiro que pode ser,
preferencialmente, impresso ou disponibilizado no quadro o que vai
depender das condi¢bes estruturais da escola.

Esse material deve estar organizado em kits ou em envelopes para
facilitar a distribuicao.

Enquanto isso, os estudantes escutam com aten¢do as orientacdes
apresentadas pelo professor.

Execucéo

Este momento corresponde a etapa da experimentacdo que € quando
0 pesquisador manipula os materiais, realiza medidas e/ou célculo,
compara e/ou observa. Neste momento, espera-se que cada equipe
realize os procedimentos estabelecidos para a atividade.

O professor neste momento deve deixar as equipes trabalharem
livremente, supervisionar o desenvolvimento das a¢des e auxiliar nas
davidas, quando solicitado ou perceber dificuldade de execucgédo, que
possam surgir em cada equipe no ocorrer da realizacdo do
procedimento.

Os estudantes neste momento devem procurar seguir as instrucdes
previstas no roteiro da atividade, sem conversas paralelas ou atencao
para assuntos alheios a atividade. Também devem evitar deixar o
grupo ou ficar visitando outros grupos. Eles devem ter a oportunidade
de agir para obter os resultados buscados, mas também de receber
orientagBes cuidadosas quando tiverem dificuldades ou duvidas para
realizar alguma acéo prevista na atividade.

As orientagbes devem ser claras e precisas para permitir 0
prosseguimento da atividade sem constranger os estudantes. Quando
um guestionamento ou ddvida evidenciar que sua origem é fruto de
uma falha das orientactes contidas no procedimento ou da confec¢éo
do material a ser utilizado, o professor deve imediatamente socializar
com a turma o fato e apresentar orientagdes que contorne o ocorrido
e permita 0 prosseguimento da atividade, se possivel.

Registro

Corresponde ao momento da sistematizacdo das informacfes na
pesquisa. Neste momento espera-se que cada equipe registre as
informagfes obtidas durante a execucdo dos procedimentos no
respectivo espaco destinado no roteiro.

O professor deve supervisionar o desenvolvimento das agbes e
auxiliar as eventuais davidas que possam ocorrer durante 0 processo.

Andlise

Neste momento espera-se que cada equipe analise as informacdes
que foram registradas e percebam as caracteristicas do objeto
matematico que desejar conceituar ou definir entre as informacdes
registradas.

Este € o0 momento em que os estudantes deverdo ter o primeiro
acesso as informacdes desejadas pelo professor.

Caso ocorra que durante a andlise alguma equipe apresente
dificuldade para registrar uma relagéo valida a partir das informacgdes
registradas o professor deve auxiliar a equipe por meio da formulacéo
de questdes que os auxiliem a perceberem uma relacéo valida. Caso
ele ndo consiga fazer com que a equipe perceba o desejado deve
deixar para 0 momento da institucionalizagéo.
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Institucionalizacdo | E o momento em que o professor a partir das observacgdes elaboradas
pelas equipes apresentara o conceito ou definicdo planejada a turma.
E muito raro no inicio os estudantes apresentarem observacées
préximas do conceito a ser apresentado.

O professor, independente do formato das observacfes elaboradas
pelas equipes, deve solicitar que um representante de cada equipe va
ao quadro e registre a(s) observacdo(des) elaborada(s) por sua
equipe. ApGs analisar as observacfes registradas o professor devera
destacar as caracteristicas desejadas do objeto a ser definido e
apresentar o conceito ou definicdo na forma padrdo. Este momento é
oportuno para que o professor teca consideracfes das caracteristicas
historicas sobre o conceito, caso seja possivel, pois isso mostra o lado
humano da producdo do conhecimento matematico.

Com a apresentacdo do conceito chega ao fim o momento da
institucionalizacdo e da atividade. O recomendado é que apols a
institucionalizacdo seja proposto um conjunto de questbes
relacionadas com o conhecimento trabalhado na atividade.

Fonte: Adaptado de S& (2019 - grifo nosso)

No contexto geral da aplicacdo das atividades, Sa (2019) afirma que é na
primeira atividade onde emergem as primeiras duvidas/dificuldades por parte dos
estudantes, por desconhecerem o0 processo que exige deles a participagdo na
construcdo de conclusdes através das observacoes feitas no produto matemético que
podem vim ndo a atender as condicBes de um texto conclusivo, porém o professor
nao deve preocupar-se caso esse fato venha a ocorrer.

Outra caracteristica do “Ensino por Atividade” é que ela torna o estudante um
agente ativo no processo de aprendizagem, percebe-se que a eficacia dessa
metodologia dependerd dos conhecimentos prévios dos estudantes, das suas

manifestacdes e representacdes simbdlicas, aliados ao ambiente da experimentacao.

5. SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo, apresentamos uma proposta de Sequéncia Didatica como
metodologia para o0 ensino de Matrizes. As atividades que a compde foram elaboradas
levando-se em conta as conclusdes e entendimentos obtidos na revisao de estudos,
assim como da metodologia de Ensino por Atividade.

As etapas dessa sequéncia foram definidas tendo como base as habilidades
estabelecidas nos documentos da Base Nacional Comum Curricular (BNCC),

Parametros Curriculares Nacionais (PCN), bem como das habilidades avaliadas pelo
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Sistema Paraense de Avaliacao (SISPAE) e dos descritores do Sistema de Avaliacéo

da Educacéo Basica (SAEB).

Quadro 3 — Habilidades requisitadas em componentes curriculares

Documentos
Curriculares

Habilidades

BNCC

* (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas
do cotidiano, da Matematica e de outras areas do
conhecimento, que envolvem equacdes
lineares  simultaneas, usando técnicas
algébricas e graficas, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

» (EM13MAT404) Analisar fungdes definidas por
uma ou mais sentencas (tabela do Imposto de
Renda, contas de luz, agua, gas etc.), em suas
representacdes algébrica e gréfica, identificando
dominios de validade, imagem, crescimento e
decrescimento, e convertendo essas
representa¢cfes de uma para outra, com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

= (EM13MAT406) Construir e interpretar
tabelas e gréficos de frequéncias com base em
dados obtidos em pesquisas por amostras
estatisticas, incluindo ou ndo o uso de softwares
gue inter-relacionem estatistica, geometria e
algebra.

= (EM13MAT501) Investigar relacdes entre
nimeros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando
padrdes e criando conjecturas para generalizar e
expressar algebricamente essa generalizacao,
reconhecendo quando essa representacao é de
funcado polinomial de 1° grau.

PCN

» Reconhecer que existem nimeros que ndo sao
racionais.

= Resolver situagbes-problema envolvendo
nameros irracionais, ampliando e consolidando
os significados da adicdo, subtracao,
multiplicagéo, diviséo, potenciagéo e radiciacao.
= Selecionar e utilizar diferentes procedimentos
de calculo com numeros irracionais.

SISPAE

= MPA14 - Resolver situagdes-problemas por
intermédio de sistemas lineares até 32 ordem.

SAEB

= D31 - Determinar a solucdo de um sistema
linear, associando-0 a uma matriz

Fonte: Brasil (2018); Brasil (2002); Sispae (2016); Saeb (2001)

Com base nas habilidades anteriores, foi construido um mapa conceitual sobre

Matrizes que se encontra no apéndice A. Com base nos elementos desse mapa
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conceitual foram definidos topicos e objetivos para cada atividade que compde a
sequéncia didatica.

Acompanhe como ficou organizado o assunto de Matrizes que tomamos por
base na elaboracdo das atividades, segundo o levantamento bibliografico feito
anteriormente.

Quadro 4 —Topicos abordados na Sequéncia Didatica

Nocado de Matriz

l

Localizacdo de elementos nas matrizes

|

NUumero de elementos das matrizes

|

Igualdades de matrizes

|

Matriz transposta

|

Matriz simétrica

|

Adicao de matrizes

|

Matriz oposta

|

Multiplicacdo de um numero real por uma matriz

Fonte: Levantamento de dados do autor (2019)

Diante das informacdes apresentadas no quadro anterior, apresentamos agora
esses elementos que fazem parte da Sequéncia Didatica proposta nesse trabalho, no

guadro gue segue na préoxima pagina, veja:



26

Quadro 5 — Elementos de planejamento das atividades da Sequéncia Didatica

Aula Tépicos Objetivos das Atividades Tempo
Sugerido
12 | Nocao de Matriz Conceituar matriz. 50 min
22 Localizacdo de Descobrir uma maneira de 45 min
elementos da descrever elementos em uma
matriz matriz.
3a NUmero de Descobrir a relagdo que existe entre | 45 min
elementos da 0 numero de elementos da matriz e
matriz a quantidade de linhas e colunas.
4a Igualdade de Descobrir as condi¢bes para termos | 45 min
Matrizes a igualdade de matrizes.
52 Nomes de Conceituar alguns tipos especiais 20 min
algumas matrizes de matrizes.
62 | Matriz Transposta Conceituar matriz transposta. 30 min
72 Matriz Simétrica Conceituar Matriz Simétrica 25 min
82 Adicao de Conceituar adigdo de matrizes. 30 min
Matrizes
92 Matriz Oposta Conceituar matriz oposta 30 min
102 | Multiplicagéo de Encontrar uma maneira de 30 min
um namero real | multiplicar um ndmero real por uma
por uma Matriz matriz qualquer

Fonte: Autoria prépria (2021)

Com esse levantamento de dados construimos nossa sequéncia didatica com
o0 intuito de fazer com que os estudantes consigam resolver as atividades de forma
independente e, caso necessite, o professor/pesquisador deve estar a disposi¢cao para
esclarecer qualquer davida referente as atividades.

Ressaltamos ainda que as atividades da Sequéncia Didatica foram elaboradas
e adequadas para estudantes do Ensino Médio, e cada uma dessas atividades estdo
associadas com seus respectivos objetivos.

Na atividade 1 a seguir temos a situacdo do texto indicando que se faz
necessario a organizacao dos dados. Esperamos que através da observacado desses
dados e com algumas intermediacdes do professor, 0os estudantes sejam induzidos a
construir uma tabela que facilitara a organizacdo, a busca e a visualizacao dos dados,
agora organizados. Essa situacdo tende a levar intuitivamente o estudante a trabalhar
com matrizes, percebendo que é mais viavel trabalhar com dados organizados em
tabelas do que como estavam anteriormente, ou seja, completamente

desorganizados.
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o

. 1. ATIVIDADE 01

. Titulo: Matriz
. Objetivo: Conceituar matriz.
. Material: Roteiro da atividade, borracha e lapis ou caneta, papel.
. Procedimento:
Leia o texto;
Observe as informagdes contidas nele;
e E com base na organizacao dessas informagdes, resolva a questao proposta.

o 0 T 9

Texto: O que é inflagdo e como ela afeta sua vida? (Adaptado de G1, 2018, p.1)

Vocé se surpreende ao lembrar que, com a mesma quantia que seria suficiente
para comprar um carro zero no final dos anos 1990, nao é possivel adquirir mais que
um modelo usado e ndo tdo novo nos dias de hoje? Isso pode ser explicado pelos
efeitos da inflacao.

A inflacéo € o termo utilizado em economia para falar da alta dos precos de um
conjunto de produtos e servicos em um determinado periodo.

Considere que um recenseador tenha levantado os seguintes dados referentes
a inflac&o das cinco regides brasileiras no primeiro semestre do ano. Apos coletados,
os dados foram os seguintes:
No més 1: Norte 1,7%; Sul 2,0%; Centro-Oeste 1,8%; Nordeste 1,5%; Sudeste 1,0%
No més 3: Sul 1,6%; Nordeste 1,2% Sudeste 1,3%; Norte 1,6%; Centro-Oeste 1,7%
No més 2: Centro-Oeste 1,7%; Norte 1,8%; Nordeste 1,4%; Sudeste 1,2%; Sul 1,7%
No més 4: Nordeste 1,1%; Sul 1,8%; Sudeste 2,0%; Centro-Oeste 2,4%; Norte 1,6%
No més 6: Sudeste 2,0%; Centro-Oeste 2,1%; Sul 1,8%; Nordeste 2,8%; Norte 2,2%
No més 5: Norte 2,8%; Nordeste 1,9%; Sudeste 2,5%; Sul 3,6%; Centro-Oeste 2,9%
Questao: Em um dia numa entrevista coletiva um agente recenseador do IBGE
precisou de uma informacé&o, mas em meio a tantos dados diferentes, ndo conseguiu
localiza-la de imediato. Se o responsavel pela organizacao dos dados fosse vocé,

como a faria para melhorar a visualizacdo de cada informacao?

Observacao:

Concluséao:
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Orientacfes Didéaticas ao Professor (a):

PROCEDIMENTO 1

A atividade 1 é composta por um texto sobre inflacdo e uma questdo que
direcionara o estudante a realizar a organizacdo dos dados em tabela.

Apoés a organizacao desses dados, os estudantes devem fazer a observacéo
sobre o que responderam na questdo. Dai, essa observacgdo ira fazer com que eles
realizem a conclusao conforme seus registros.

Assim que todos os estudantes tiverem respondido, o conceito de Matriz deve
ser formalizada, mas deixamos ao critério do professor ajusta-la para um melhor
entendimento dos alunos. E assim, possibilitara o alcance do objetivo que esta
atividade se prop6s que é de conceituar matriz.

PROCEDIMENTO 2

1. Organizar os estudantes em equipes, as quais devem ser formadas de maneira
espontanea pelos alunos, de no maximo quatro integrantes;

2. Orientar os discentes na realizacdo dos procedimentos descritos no roteiro da
atividade;

3. Auxiliar os estudantes em casos de duvidas ou na ocorréncia de dificuldades
durante a execucao;

4. Intervir, sempre que necessario, de maneira clara e precisa de modo a permitir a
continuidade da atividade;

5. Orientar os estudantes para o preenchimento de suas observacdes sobre as
caracteristicas encontradas;

6. Orientar os discentes para a socializagdo de suas observacdes sobre as
caracteristicas encontradas;

7. Apresentar aos estudantes a formalizagdo tomando como base as proprias
observacdes deles;

8. Orientar para que os estudantes resolvam as atividades de aprofundamento da
atividade 1.

Prezado Professor (a), as Atividades de Aprofundamento foram organizadas
obedecendo o seguinte critério que é comecar com questdes de nivel mais facil para
as questbes de niveis mais dificeis de dificuldades, segundo as orientacdes de Sa
(2019).
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5.1.1. Atividade de Aprofundamento da Atividade 1
1. Escreva a matriz correspondente a tabela de notas abaixo:

Matematica | Fisica | Quimica | Biologia

Ana 6 4 5 8
Antonio 5 7 5 5
Beatriz 5 6 7 4

2. Com relacdo a matriz do exercicio 1, responda:
a) O que significa os niameros da 12 linha?
b) O que significa m os nimeros da 22 coluna?

c) O que significa o nUmero da 32 linha e 32 coluna?

3. Durante o ano letivo um aluno registrou as notas obtidas, respectivamente nas
13, 23 32 e 42 avaliacBes. Nas disciplinas de Matematica: 5,0; 8,0; 7,5 e 7,0;
Portugués: 6,0; 7,0; 9,5 e 6,5 e Geografia: 10,0; 5,0; 6,5 e 8,0. Represente, por meio

de matriz, esses dados e verifique se a visualizagcdo dessas notas ficou melhor.

4. A tabela mostra o consumo mensal, em quilogramas, de trés alimentos basicos,
durante um trimestre, por uma familia. Escreva esses dados em forma de matriz.
ABRIL | MAIO | JUNHO

10 8 9
5 6
7 10

5. Uma pesquisa realizada por estudantes da Faculdade de Estatistica mostra, em
horas por dia, como os jovens entre 12 e 18 anos gastam seu tempo, tanto durante
a semana (de segunda-feira a sexta-feira), como no fim de semana (sabado e

domingo). A seguinte tabela ilustra os resultados da pesquisa.
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Rotina Juvenil Durante a No fim da
=Semana Semana
Assistir a televisao 3 a
Atividades domesticas 1 1
Atlvidades escolares o 1
Atividades de lazer 2 L
E'ﬁ-::t:':;;:igiene e 10 12
OCutras alividades 3 3

De acordo com esta pesquisa, quantas horas de seu tempo gasta um jovem entre
12 e 18 anos, na semana inteira (de segunda-feira a domingo), nas atividades

escolares?

6. Complete o quadrado da figura ao lado, de modo que as somas dos numeros

inteiros das linhas, das colunas e das diagonais sejam iguais. Calcule asomaa+b

+ C.
d b —4
Ma -3 c
-2 e 0

Fonte: 1) e 2) Dante (2017), 3) Corréa (2019), 4) ENEM (2012), 5) lezzi e Hazzan (2013), 6) Corréa
(2019)

A atividade 2 vem tratar a maneira de como fazer a localizacdo de elementos
em uma matriz. Nela, os estudantes possivelmente ndo terdo muita dificuldade e
esperamos que eles consigam localizar, nas matrizes, os elementos solicitados, pelos
conhecimentos adquiridos na atividade 1. Espera-se que o0s participantes consigam

Identificar facilmente as linhas e colunas dos elementos de uma matriz.

5.2. ATIVIDADE 02

a. Titulo: Localizacdo de elementos da matriz
b. Objetivo: Descobrir uma maneira de descrever elementos em uma matriz.

c. Material: Roteiro da atividade, borracha e lapis ou caneta, papel.



d. Procedimento:

Observe as matrizes dadas na tabela;

Localize os elementos solicitados nessa tabela abaixo;

localizados.
ELEMENTOS DA MATRIZ
MATRIZ ai, asq a,, azq as;
1 0
(10 _5)
5 -1
-15 1 2
( 10 8 5 )
2 -7 10
-2 10
-6 25
-8 12 9
( 1 15 0)
—-13 10 -5
1 8
2 7
3 6
4 5

Questdo: Qual a maneira mais agil de localizar qualquer elemento em uma matriz?

31

Responda a questdo proposta, apos os elementos das Matrizes serem todos

Observacao:

Conclusao:
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Orientacfes Didéaticas ao Professor (a):

PROCEDIMENTO 1

A atividade 2 é composta de um quadro que direciona o estudante a localizar
varios elementos em matrizes. Ao nosso ver, esta atividade possibilitara a reflexdo
sobre um padréo ja existente e com o reforco do professor, esperamos que 0
estudante consiga perceber algo proximo do padrédo que é de localizagédo (ai]-) que
usualmente, utilizamos ao ensinar matrizes.

Assim que todos os estudantes tiverem preenchido o quadro, respondido a
guestao e terem feito a observacgao e a concluséo, eles devem ser encaminhados para
a etapa de formalizacdo, onde o professor deve auxiliar a maneira mais agil de

localizar qualquer elemento em uma matriz.

PROCEDIMENTO 2

1. Organize os estudantes em equipes, as quais devem ser formadas de maneira
espontanea pelos alunos, de no maximo quatro integrantes;

2. Orientar os discentes na realizacdo dos procedimentos descritos no roteiro da
atividade;

3. Auxiliar os discentes em casos de duvidas ou na ocorréncia de dificuldades
durante a execucdo da atividade;

4. Intervir, sempre que necessario, de maneira clara e precisa de modo a permitir a
continuidade da atividade;

5. Orientar os estudantes para o preenchimento de suas observacdes sobre as
caracteristicas encontradas;

6. Orientar os discentes para a socializacdo de suas observacdes sobre as
caracteristicas encontradas;

7. Apresentar aos estudantes a formalizagdo tomando como base as proprias
observacdes dos mesmos;

8. Orientar para que os estudantes resolvam as atividades de aprofundamento da

atividade 2.



33

5. 2. 1. Atividade de Aprofundamento da Atividade 2
1. Uma industria tem quatro fabricas A, B, C, D, cada uma da qual produz trés

produtos 1, 2 e 3. A tabela mostra a produc¢éo da industria durante uma semana.

Fabrica A | Fabrica B | Fabrica C | Fabrica D
Produto 1 560 360 380 0
Produto 2 340 450 420 80
Produto 3 280 270 210 380

a) Quantas unidades do produto 2 foram fabricadas pela fabrica C?
b) Qual foi a Fabrica que produziu mais produto 3?
c) Qual foi a Fabrica que produziu menos produto 27?

d) Qual a quantidade de linhas e de colunas dessa tabela?

2. Um técnico de basquetebol descreveu o desempenho dos titulares de sua equipe

em sete jogos através da matriz:

18 17 18 17 21 18 207
[15 16 18 18 22 21 18]

20 19 20 21 14 14 22|
18 22 20 20 18 22 23

l19 18 12 14 20 17 18

Cada elemento aij dessa matriz € um numero de pontos marcados pelo jogador de
namero i no jogo j. Responda:

a) Quantos pontos marcou o jogador de numero 3 no jogo 5?

b) Quantos pontos marcou a equipe no jogo 4?

c) Quantos pontos marcou o jogador de nimero 2 em todos 0s jogos?

3. Em uma editora, as vendas de livros de Matematica, Fisica e Quimica, no
primeiro trimestre de um ano, podem ser expressas pela matriz a seguir:
Jan Fev Mar
Matematica lZOOO 3200 5000]
3x3

Fisica 4000 2000 2500
Quimica 2500 2200 2300

a) Se quisermos saber quantos livros de matematica foram vendidos em fevereiro

qual local da matriz devemos procurar?
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b) Qual elemento da matriz representa o numero de livros de Fisica vendidos no
més de janeiro?
c) O que representa o numero 5000, localizado na 12 linha e 32 coluna da matriz?

4. Na matriz seguinte, estdo representadas as quantidades de sorvetes de 1 bola e

de 2 bolas comercializados no primeiro bimestre de um ano em uma sorveteria:

_ (1320 1850)
L1485 2040 )

A

Cada elemento ajj dessa matriz representa o numero de unidades do sorvete do tipo
i (i = 1representaumabolaei = 2, duas bolas) vendidas no mésj (j = 1 representa

janeiro e j = 2, fevereiro).

a) Quantos sorvetes de duas bolas foram vendidos em janeiro?

b) Em fevereiro, quantos sorvetes de duas bolas foram vendidos a mais que os de

uma bola?

c) Se o sorvete de uma bola custa R$ 3,00 e o de duas bolas custa R$ 5,00, qual
foi a arrecadagéo bruta da sorveteria no primeiro bimestre com a venda desses dois

tipos de sorvete?

5. Dada a matriz A, responda:

7
2 —6 M0 -—
A= 8
1,5 8 19 /3 —4

a) Qual é a ordem dessa matriz?

b) Que elemento esta na posic¢ao:

I. a;3? i ap4? . ay,? V. ays?
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c) Qual é a posicao ocupada pelo elemento:

. m? . —47? M. g? iv. 8?

6. Determine a palavra que se obtém ao organizar os elementos da matriz A da

seguinte maneira:

b QX
<m a4
— g > Z
— N OO

a) azpaspaxs
b) ajsazzaszaz;
C) ap1a34344@p3347a23

d) azzasjazzajsazzaspas;

7. No projeto Sobremesa musical, o Instituto de Cultura Musical da PUC-RS realiza
apresentacdes semanais gratuitas para a comunidade universitaria. O niumero de
musicos que atuaram na apresentacdo de numero j do i-ésimo més da primeira
temporada de 2009 esta registrado como elemento ajj da matriz a seguir:

43 12 6 6 5
43 5 5 12 12
43 13 20 13 0

3 5 54 43 43

Qual a semana e o0 més em que atuou 0 maior niumero de musicos nessas

apresentacoes?

8. A tabela a seguir apresenta o faturamento, em ddlares, de cada loja nos quatro
primeiros dias de janeiro:

1.950 2.030 1.800 1.950
1.500 1.820 1.740 1.680

3.010 2.800 2.700 3.050
2.500 2.420 2.300 2.680

1.800 2.020 2.040 1.950
Cada elemento a;; dessa matriz € o faturamento da loja i no dia j.

a) Qual foi o faturamento da loja 3 no dia 2?
b) Qual foi o faturamento de todas as lojas no dia 3?

c) Qual foi o faturamento da loja 1 nos 4 dias?
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9. Um Bidlogo comparou, durante os trés primeiros dias do més de julho, o
crescimento populacional de duas culturas de bactérias, as quais denominou cultura
1 e cultura 2. Apés esse estudo, o cientista construiu a tabela:

(5 x 10° 5,2x10° 5,408 X 109>
A = )
8x10° 8,4 x10° 8,904 x 10°

em que cada elemento a;; € o numero de individuos da cultura i no dia j do més de

julho.

a) Qual era a populacao de bactérias da cultura 1 no dia 2 de julho?
b) De quantos por cento aumentou a populagéo da cultura 2, do dia 1° para o dia
2 de julho?

10. Na tabela a seguir, estdo representadas as quantidades de proteinas,
colesterol, calcio e carboidrato encontradas em alguns tipos de queijos.

Composicao por 100 g

Proteinas Colesterol Célcio Carboidrato
(9) (mg) (mg) (9)
Queijo minas 17,4 62 579 3,2
frescal
Queijo mozarela 22,6 80 875 3,0
Queijo parmesao 35,6 106 992 1,7

a) A essa tabela é possivel associar uma matriz Q = (qii)mxn' Quais sao os valores

demen?

b) Obtenha os valores de q,; € q3;, explicando seus respectivos significados.

c¢) Danilo consome, semanalmente, duas por¢des de 500 g de queijo musarela cada
uma. Substituindo-o por queijo minas frescal, quantos miligramas a menos de

colesterol ele tera ingerido ao fim de um ano? Considere o ano com 53 semanas.

Fonte: 1) Corréa (2019), 2) Dantes (2000), 3) Silva (2016), 4) lezzi. . . [et. al.] (2017), 5) e 6) Balestri
(2016), 7) PUC — RS (2010), 8), 9) Paiva (2005), 10) lezzi. . . [et. al.] (2017)

A atividade 3 que segue, trata sobre o nimero de elementos de uma matriz.
Nela, os estudantes possivelmente ndo terdo muita dificuldade, pois ao fazerem a
contagem do namero de linhas e do niumero de colunas, esperamos que eles possam

relacionar essa contagem com o numero de elementos da matriz e assim determinar,
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intuitivamente, o padrdo m x n, que serd chamado de ordem da matriz. O professor
devera intervir caso alguma davida surja, sempre apontando caminhos que leve o

estudante a realizar as devidas conclusoes.

5. 3. ATIVIDADE 03

a. Titulo: Numero de elementos da matriz

b. Objetivo: Descobrir a relagdo que existe entre 0 nimero de elementos da matriz
e a quantidade de linhas e colunas.

c. Material: Roteiro da atividade e, borracha e lapis ou caneta, papel.

d. Procedimento:

e Preencha o quadro dado;

e Identifique o numero de linhas, o numero de colunas e o numero de elementos de
cada matriz dada;

e ApOs o preenchimento do quadro responda a questao proposta.

Matriz NUmero de linhas NUmero de NUmero de
da matriz Colunas da matriz Elementos da
matriz
[2 5]
|3 1}
A=

4
1

2
5 7 15
B= (10 20 5 )

7 15 10
2010
c=[1 12]
168
D
20 1 16-2
110 12 8 4
17
E=[8 1‘
4 20
F
1 0 1 9
=<2 3 4 5)
1 9 15 1
G
=(1 5 10 15)
7 —10 28
H_[—11122 80
I_[o 3
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-5
J= (_7)
K = (—-1000)
-1
L=1]-90
7

Questao: Descubra uma maneira de se obter o nimero de elemento de uma matriz
sem ter que contar esses elementos.

Observacao:

Conclusao:

Orientacfes Didéaticas ao Professor (a):

A atividade 3 é composta de um quadro que leva o estudante a realizar o
preenchimento, através da contagem do ndmero de linhas, de nimeros de colunas e
de numeros de elementos de cada matriz dada. Os estudantes terdo que encontrar
uma relacdo entre o numero de linha e de coluna da matriz relacionando-os para obter
0 numero de elemento de uma matriz qualquer sem ter que conta-los.

Sugerimos que o professor dé atencdo quanto ao preenchimento do quadro
realizado pelos estudantes, pois ha a possibilidade deles fazerem a contagem errada
e isso pode interferir no resultado esperado.

Apo6s o preenchimento do quadro, os estudantes devem responder a questao,
fazer em seguida a observacdo. Dai, com base nessas observacdes, eles devem
apresentar a conclusdo a qual chegaram, que pode ou néo estar de acordo com o
objetivo proposto nessa atividade.

A partir desse momento o professor pode escolher formalizar o assunto
abordado nessa atividade ou pode conduzi-los diretamente para a atividade de
aprofundamento. Recomendamos a segunda escolha, pois alguns estudantes tém
dificuldade de escrever a conclusdo, por ndo estarem acostumados a fazé-la. A
capacidade em resolver a atividade de aprofundamento pode indicar se realmente

compreenderam a atividade.
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5. 3. 1. Atividade de Aprofundamento da Atividade 3

1. Escreva a matriz A= (a;;), ., emque a; =i—j.

2. Seja a matriz A= (aij)ZXZ em que a;; = 4i —2j + 3. Determine a matriz A

respeitando a condi¢cédo dada.

3. Escreva a matriz quadrada de ordem 3, tal que a;; = i + 3]

4. A Transferéncia Eletrbnica Disponivel (TED) € uma transacdo financeira de
valores entre diferentes bancos. Um economista decide analisar os valores
enviados por meio de TEDs entre cinco bancos (1, 2, 3, 4, 5) durante um més. Para
isso, ele dispde esses valores em uma matriz A = [al—j], emquel<i<5el<j<
5, e 0 elementoa;;corresponde ao total proveniente das operagdes feitas via TED,
em milhdo de real, transferidos do banco i para o banco j durante o més. Observe
que os elementos a;; = 0, uma vez que TED € uma transferéncia entre bancos

distintos. Esta é a matriz obtida para essa andlise:
2

>
]
C -4 O
N
- NONDO
- O -aN
OO0 a0

Com base nessas informacdes, qual o banco que transferiu a maior quantia via
TED?

5. Atabela abaixo apresenta a populacdo desocupada de fevereiro a junho de 2015
em Séao Paulo (SP).

Populacdo desocupada de fevereiro a junho

de 2015 em Sé&o Paulo (SP) — 1000 pessoas

Més Homens Mulheres
Fevereiro 272 341
Marco 277 328
Abril 313 338
Maio 349 358
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Junho 335 401

Baseando-se nos dados apresentados, na tabela, resolva as questdes abaixo.
a) Construa uma matriz 5 x 2 para representar as informacoes da tabela.
b) Na matriz do item a), 0 que representa:

I. A primeira coluna? iii. A terceira linha?

[I. O elemento ag;? iv. O elemento a,,?

6. Considere a matriz A de ordem 4 X 4 abaixo:

-2 2 9 3
A_|85 1 0 4
0 —4 15 5
3 59 753 6
Determine:
a) a3 b) a;, C) ay3 d) as;

7) Em um final de semana, registrou-se o numero de fregueses que fizeram
compras em uma padaria, bem como o periodo (manh4, tarde ou noite) da visita.
Na matriz a seguir, o elemento a;; indica o nimero de fregueses que foram a padaria
no dia i e no periodo j.

[64 90 42]

82 55 38
Sabendo que sabado e domingo correspondem, respectivamente, aos indices 1 e

2 e gue manhda, tarde e noite sao representados pelos indices 1, 2 e 3,
respectivamente, determine:
a) O numero de clientes que a padaria recebeu sdbado a tarde;

b) O ndmero total de clientes no domingo.

8) O censo de 2010 revelou que as populacdes urbana e rural nas grandes regioes
brasileiras distribuem-se da seguinte maneira: na regidao Norte, sdo 11.664.509 e
4.199.945 pessoas respectivamente; na regido Nordeste, sdo 38.821.246 e
14.260.704 pessoas, respectivamente; na regido Sudeste, sdo 74.696.178 e

5.668.232 pessoas, respectivamente; na regido Sul, sdo 23.260.896 e 4.125.995
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pessoas, respectivamente; e, na regido Centro-Oeste, sdo 12.482.963 e 1.575.131
pessoas, respectivamente.

Numerando as grandes regides brasileiras com 1, 2, 3, 4 e 5, na ordem em que elas
aparecem no texto, e numerando as é&reas urbanas e rural com 1 e 2,
respectivamente, responda aos itens a seguir sobre a matriz A = (aif)mxn’ em que
a;; representa a populagao da regiao i na area j.

a) Construa a matriz A.

b) O que representa a soma dos elementos da 12 coluna dessa matriz?
c) O que representa a soma dos elementos da 22 coluna dessa matriz?

d) O que representa a soma de todos os elementos dessa matriz?

Fonte: 1) lezzi. . . [et. al.] (2016), 2) e 3) Dantes (2016), 4) ENEM (2018), 5) e 6) Chavante e Prestes
(2016), 7) lezzi. . . [et. al.] (2010), 8) Paiva (2015).

A atividade 4 que estd apresentada a seguir, trata sobre a igualdade de
matrizes. Nela os estudantes deverdo perceber que para duas matrizes serem iguais
elas devem ter as mesmas ordens e seus elementos correspondentes tém que ser

iguais.

5. 4. ATIVIDADE 04

a. Titulo: Igualdade de Matrizes

b. Objetivo: Descobrir as condicdes para termos a igualdade de matrizes.

c. Material: Roteiro da atividade, lapis ou caneta, papel, folha de Matrizes para a
atividade 4.

d. Procedimento:
e Preencha o quadro com as matrizes dadas na folha da atividade 4;

e Logo apds preencher o quadro, responda a questao proposta;

e Em seguida, faca as devidas observagdes e conclusdes que achar necessario.



Matriz(es) com a mesma ordem e 0s elementos correspondentes iguais

Matrizes

B
(1000) ;x4

C
20 10
[ 1 12
16 8

D

10 12

F
(1000) ;x4

10 12 8lys

G
1 16

H
1 2

0 3]2x2

A

2 5
3 1
4 0l3y

B (1000);y4

20 10
C [1 12]
16 813y

D
20 1 16]
10 12 8

2X3

2 5
E|3 1
4 0l3yo

F (1000);x

G
20 1 16]

10 12 8

2X3

H
1 2
o 3l..

|

(3)...
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Questao: Quais as matrizes que tém, ao mesmo tempo, as mesmas ordens e
0s elementos correspondentes iguais?

Observacao:

Conclusao:

Orientacdes Didéticas ao Professor (a):

A atividade 4 é composta de um quadro que exige marcacao das matrizes
gue tenham as mesmas ordens e elementos correspondentes iguais. Em
seguida os estudantes irdo responder a questdo observando o quadro
preenchido.

ApoOs o preenchimento do quadro, os estudantes devem descrever a
observacéo sobre o que foi feito no quadro que possa ser interpretado como uma
regularidade. Dai, com base nessas observacoes, eles deverdo apresentar na
area de conclusao a regularidade que perceberam sobre as caracteristicas que
duas matrizes devem ter, para que sejam consideradas iguais.

A partir desse momento o professor pode escolher formalizar o assunto
abordado nessa atividade ou pode conduzi-los diretamente para a atividade de
aprofundamento. Recomendamos a segunda opcéo, pois alguns estudantes tem
dificuldade de escrever as conclusdes da atividade, pois a capacidade em
resolver a atividade de aprofundamento pode indicar se realmente

compreenderam 0 assunto.

5. 4. 1. Atividade de Aprofundamento da Atividade 4

1. Determine os numeros reais a, b, ¢ e d para que se tenha (a i) = (; 2)

2. Determine X, y e z reais que satisfacam (x Z y 2 > = (72 Z).
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3. Em cada item determine, caso exista, o numero real m que satisfaz a

igualdade:
(1, =G T (23 =G 7)

4. Quais sédo os valores de X, y e z que tornam a igualdade de matriz

(xzy xzy)z(z72 i)

5. Determine 0s numeros reais p e q de modo que as matrizes

p+q —2) 6 —2 .
( 0 20— g e(O 3)sejam iguais.

verdadeira.

35+d 45a (49 45
3¢ Sb)eF_(99 25

de a, b, c e d, para que a matriz D seja igual a matriz F?

6. Sejam as matrizes D = ( ) Quais os valores

7. Determine os valores de a, b e ¢ na expresséao abaixo:

-2 7 8 -2 c—2b 8
4 a+c 3|= 4 8 3
-1 9 3 a+3b 9 3

Fonte: 1), 2), 3), 4), 5) lezzi. . . [et. al.] (2016), 6) Silva (2016), 7) Chavante e Prestes (2016)

Quando estiverem respondendo a atividade de aprofundamento os
estudantes possivelmente ndo terdo dificuldades em realizar as questdes.
Esperamos que eles se recordem das resolucdes de equacdes estudadas em
anos anteriores e, com isso consigam realizar com éxito a atividade.

A atividade 5 trata sobre as caracteristicas das matrizes descritas na
primeira coluna da tabela. Com os exemplos mostrados na segunda coluna, os
estudantes serdo instigados a dar um nome especifico a cada uma das matrizes
com caracteristicas especiais. Na terceira coluna o0s estudantes teréo
possibilidade de nomeé-las, podendo contar com o auxilio do professor para
direciona-los. Dessa forma os alunos iréo criar familiaridade com os nomes

usados na representacdo de Matrizes.
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. 5. ATIVIDADE 05

o0 o

Procedimento:

e Leia as caracteristicas especiais de cada matriz;

Titulo: Matrizes especiais (Adaptado de Silva, 2016, p. 114)
Objetivo: Conceituar alguns tipos especiais de matrizes.
Material: Roteiro da atividade, borracha, lapis ou caneta e papel.
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e Observe os exemplos dados e relacione-os com suas caracteristicas. Ap0s

complete os que faltam;

e [Escreva nos espacos, referido aos nome, qual o nome que vocé daria para

essas matrizes.

do niimero de coluna.

Caracteristica Exemplo Nome
Uma matriz que possui
apenas uma Coluna. g
3
1
Uma matriz que possui
apenas uma Linha. Matriz linha
Uma matriz que possui o
mesmo nimero de linhas e de F z g]
colunas. 1 4 4
Uma matriz em que todos os
elementos tem valor O (valor
nulo).
Uma matriz que possui
valores ndo nulos somente (2) 2 8 8
em sua diagonal. 00 5 0
0 0 0 3
Uma matriz que sé possui
valores nulos e em sua (1) 2 g 8
diagonal somente o valor 1. 00 1 0
0 00 1
Uma matriz que possui
nimero de linhas diferentes [1 5 9]
4 10 8

Fonte: Silva (2016)

Orientacéo Didatica ao Professor (a):

1. Organize os estudantes em equipes, as quais devem ser formadas de

maneira espontanea de no maximo quatro integrantes;

2. Orientar os estudantes na realizacdo dos procedimentos descritos no roteiro

da atividade;
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3. Auxiliar os estudantes em casos de duvidas ou na ocorréncia de dificuldades
durante a execucdo da atividade;

4. Intervir, sempre que necessario, de maneira clara e precisa de modo a
permitir a continuidade da atividade;

5. Orientar os estudantes para o preenchimento do nome das matrizes de
acordo com suas caracteristicas dadas.

6. Orientar os alunos para a socializacdo das observacdes sobre as

caracteristicas encontradas.

A atividade 6 trata sobre matriz transposta. Nela, os estudantes néo terao
muita dificuldade, e fardo a inversdo dos elementos que estdo dispostos em
forma de linha para a forma de coluna. Essa mudanca deve ocorrer também na

ordem das matrizes.

5. 6. ATIVIDADE 06

Titulo: Matriz Transposta
Objetivo: Conceituar matriz transposta.

Material: Roteiro da atividade, borracha, lapis ou caneta e papel.

o o T o

Procedimento:

e Para cada Matriz dada, inverta essas matrizes de forma que os elementos
que estao dispostos em forma de linhas, agora, fiqguem dispostos na forma de
coluna e vice e versa;

e Na coluna da esquerda, a nova matriz que teve suas linhas e colunas
trocadas;

e Responda a questao, observando a tabela preenchida.

MATRIZ RESULTANTE DA TROCA DAS
MATRIZ INICIAL LINHAS PELAS COLUNAS DA MATRIZ
INICIAL

A=(10 -7 5)1><3

2 -5
B=|[3 -15
4 —20d35x,

5
¢= (_5 _1100)2><2




47

r 1
D=|2

-2

'_14X1

1 2 3
E=11 2 3

1 2 3/as
72 -1 0
F=15 T 8l

G=(2 4 5 4 1)ixs

-1 0 59
H=|-2 -4 10
_ (0 2
=(; 2),.,

] [_10 10]1><2

Questao: O que aconteceu com a ordem das matrizes quando as mudancas

foram realizadas?

Observacao:

Conclusao:

Orientacdes Didéticas ao Professor (a):

Acreditamos que as atividades antes vista dardo o direcionamento, para

gue os estudantes facam a transformacéo de uma matriz linha (matriz A) para

uma matriz coluna (matriz D). Havendo alguma davida o professor devera intervir

apontando caminhos, pois esta atividade é pré-requisito para as seguintes,

portanto tem que ser bem compreendida.

Dessa forma, recomendamos que seja realizado as seguintes etapas:

1. Organizar os estudantes em equipes, as quais devem ser preferencialmente

formadas de maneira espontanea de no maximo quatro integrantes;
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2. Distribuir o roteiro da atividade de acordo com o nimero de integrantes de
cada equipe;

3. Orientar os estudantes na realizacédo dos procedimentos descritos no roteiro
da atividade;

4. Auxiliar os estudantes em casos de duvidas ou na ocorréncia de dificuldades
durante a execucao;

5. Intervir, sempre que necessario, de maneira clara e precisa de modo a
permitir a continuidade da atividade;

6. Orientar os estudantes no preenchimento do quadro;

7. Orientar os estudantes no registro de suas observacdes e conclusdes apos
o preenchimento do quadro;

8. Orientar os estudantes para a socializacdo de suas observacbes e
conclusdes;

9. Apresentar aos estudantes a formalizacdo tomando como base as proprias
observacdes e conclusdes realizadas por eles;

10. Orientar para que os estudantes resolvam as questdes de aprofundamento

propostas.

5. 6. 1. Atividade de Aprofundamento da Atividade 6
1. Em cada caso, obtenha a transposta da matriz dada:

0 —2
_[7 —4 1 11
a A=[; ] e)E=lo5 7
3 41
5
6 2 |
b) B=[1 o0 AF=|1
4 -1 0
3
2 1 -2
0) cz[g _31 _59] 9G=|[-3 1 2]
3 -1 2

d D=(-8 7 5)

2. SejaA=(ay), ,,em quea; = 2i+3j. Escreva a matriz A"
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3. Associe cada matriz a sua transposta escrevendo a letra e 0 numero

romano correspondentes.

1 0] 0 1]
Ay 1. N1 o
0 1] 1 0]
)1 o Wiy 1
11 1 0]
9y o ml; ol

4. Observe a tabela e responda.

Cinco primeiros colocados ao final

do campeonato brasileiro de futebol
da série A, em 2015

Equipe Vitorias Empates = Derrotas
Corinthians/SP 24 9
Atlético/MG 21 6 1
Grémio/RS 20 8 10
Sao Paulo/SP 18 8 12
Internacional/RS 17 ) 12

Fonte: Balestri (2016)
a) Escreva uma matriz F que represente os dados da tabela.

b) Determine F.
c) Qual é a posicéo do elemento da matriz F que representa a quantidade de
empates da equipe do Sdo Paulo/SP? E na matriz F'?

d) Escreva a matriz transposta de F na forma de tabela.

5. Num campeonato de basquete verificou-se o seguinte: Anselmo fez 40
lancamentos e 18 cestas, cometendo 10 faltas. Alexandre fez 32 lancamentos
e 22 cestas, cometendo 9 faltas. Andréa e Aluisio fizeram, cada um, 20
langamentos e 10 cestas, cometendo 4 faltas. Escreva a matriz transposta da

matriz atleta x resultado.

6. Coloque (V) se a alternativa for verdadeira ou (F) se for falsa.

( )AmatrizA= (ai1)3x1é uma matriz linha.

( )AmatrizB = (bif)1x5 é uma matriz coluna.

. lsei=j, . .
( )AmatrizC = (Cif)gxg’ com ¢;; = {0 22; . ; é uma matriz identidade.
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() As matrizes D = (dif)zxz eE= (eif)zxz’ comd;; =—e;0<i<3e0<j<
3, sdo opostas.
() AmatrizX = (xij)3><3 é a transposta da matriz Y = (yij)3x3 se x;; = yi

para0<i<4e0<j<4.

7. Obtenha a matriz transposta de A = (aij)zx3, sendo a;; = 2i — j.

8. SejaA=[2 0 4]

-1 3 -—-6I

a) Classifique a matriz A segundo o seu tipo.
b) Determine os elementos a;3,a,; € as,.

C) Obtenha At.

5 x%2 2-y
9. Sabendo que a matriz [49 y 3x ] € igual a sua transposta, calcule
-1 =21 0

o valor de x + 2y.

Fonte: 1) Autoria propria (2020), 2), 3), 4) Balestri (2016), 5) Filho e Silva (2000), 6) Autoria
prépria (2020), 7), 8), Diniz e Somole (2013), 9) Paiva (2005)

A atividade 7 trata sobre matriz simétrica. Nela os estudantes néo terdo
dificuldades em realizar as transpostas solicitadas visto que na atividade anterior

0 assunto ja foi estudado.

5. 7. ATIVIDADE 07

Titulo: Matriz Simétrica
Objetivo: Conceituar Matriz Simétrica

Material: Roteiro da atividade, borracha, lapis ou caneta e papel.

o o T o

Procedimento:

e Para cada Matriz dada, inverta-as de forma que os elementos que estéo
dispostos na forma de linhas, agora, figuem dispostos na forma de coluna;

e Preencha atabela com as transpostas das matrizes;

e Responda a questdo observando a tabela preenchida e faca as observagoes

e conclusdes necessarias.
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Matriz dada Transposta da matriz

G:(_3)1><1
2 2 2 -1
H=| 2 2 0 -2
2 0 2 -3
-1 -2 =3 =21,
-5 7
I =
7 sl

Questédo: No preenchimento da tabela acima, vocé observou alguma mudancga

nas transposta das matrizes? O que aconteceu?

Observacao:

Conclusao:
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Orientacfes Didaticas ao Professor (a):

A atividade 7 € composta de um quadro que direciona o estudante a
realizar as transpostas das matrizes dadas. Esperamos que durante o
preenchimento do quadro, eles percebam que quando ha a troca, as matrizes
resultantes permanecem a mesma.

Apoés o preenchimento do quadro, os estudantes devem fazer o registro
sobre o que observaram no quadro que possa ser interpretado como uma
regularidade. Dai, com base nessas observacdes, eles terdo que escrever na
area de conclusdo a regularidade que perceberam sobre as matrizes
transpostas, que pode ou nao estar de acordo com o que o objetivo proposto
nessa atividade.

Caso os estudantes tenham dificuldade em escrever as observacoes e
conclusdes, o professor deve intervir com questionamentos.

A partir desse momento o professor pode escolher formalizar o assunto
abordado nessa atividade ou pode conduzi-los diretamente para a atividade de

aprofundamento.

5.7. 1. Atividade de Aprofundamento da Atividade 07

1. Sendo A = (ZZx zt) eB= (é i) com At = —B, calcule o valor de x +

y+z+t.

5 4 3 x2—-2 5
2. Sabendo que as matrizes A = (5 5 1) eB=| x+6 2|obedecema
3 1

condicdo A* = B. Neste caso, calcule o valor de x.

3. Diz-se que uma matriz quadrada é simétrica se ela for igual a sua matriz

2 -1 x*-4
transposta. Nessas condi¢des, a matriz |x + 1 1 2y | é simétrica,
0 2+y 2

entao encontre os valores de x e y.
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4. Uma matriz quadrada A é dita simétrica se A = A'. Sabendo que a matriz

3 2 vy
(x -2 5) € simétrica, qual é o valor de x + 2y — z?
3 z 1

5. Uma matriz A é simétrica se e s6 se, A = A'. Determine a, para que A =

(1 azz) seja simétrica.

2 1 -1
6. Se a matriz |x? 0 1 —y| é simétrica, entéo calcule o valor de x + .
x y—3 1

7. Uma matriz A é dita simétrica quando A = AT. Sabendo que a matriz

1 2 vy
(x 4 5) é simétrica, qual é o valor de x + y + z?
3 z 6

8. Matrizes sdo arranjos retangulares de numeros e possuem inumeras
utilidades. Considere seis cidades A, B, C, D, E e F; vamos indexar as linhas
e colunas de uma matriz 6 x 6 por essas cidades e colocar 1 na posicéo
definida pela linha X e coluna Y, se a cidade X possui uma estrada que a liga
diretamente a cidade Y, e vamos colocar 0 (zero), caso X ndo esteja ligado
diretamente por uma estrada a cidade Y. Colocaremos também 1 na diagonal

principal.

mmg N W

N = T =T == =
o = O = = Oy
© 0 0 = = Opg
= o oo -y
o = O O = o
= O = O O =M

Indigue a alternativa INCORRETA.

a) E possivel ir, passando por outras cidades, da cidade C até a cidade E.
b) E possivel ir, passando por outras cidades, da cidade A até a cidade C.
c) A matriz ao lado é simétrica.

d) Existem dois caminhos diferentes para ir da cidade A para a cidade D.

Fonte: 1) Autoria Prépria (2020), 2) Paiva (2005), 3) lezzi. . . [et. al.] (2004), 4) lezzi. . . [et. al.]
(2016), 5) Diniz e Smole (2013), 6) FCMSC-SP (s. d), 7) lezzi. . . [et. al.] (2004), 8) Leya (2016).
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A atividade 8 trata sobre a operacdo de adicdao de matrizes. Nela, os
estudantes possivelmente ndo terdo muita dificuldade em resolver o problema,
nem em responder a questdo, fazendo observacdo e conclusdo referente a

atividade.

ol

. 8. ATIVIDADE 08

Titulo: Adicdo de Matrizes
Objetivo: Conceituar adicdo de matrizes

Material: Roteiro da atividade, borracha, l4pis ou caneta e papel.

o o T @

Procedimento:

e Leia o problema a sequir;

e Considerar as quantidades vendidas de cada modelo como sendo elementos
de uma linha;

e Considerar as quantidades vendidas de cada combustivel como sendo
elementos de uma coluna,

e Resolva a questdo e faca as devidas observacdes e tire suas préprias
conclusoes.

Problema: As tabelas abaixo representam o nimero de unidades vendidas, em
uma concessiondria, de dois veiculos 0 km, modelos A e B, de acordo com o

tipo de combustivel, durante os dois primeiros meses de determinado ano:
Janeiro Fevereiro

\g)mbustivel \‘»\C\ombustivel
N Flex | Gasolina | Alcool ~ Flex | Gasolina | Alcool
Modelo Modelo
A | 4453 1985 415 A 5893 2031
B | 2693 1378 289 B 3412 1597

Fonte: Adaptado de lezzi... [et.al.] (2017, p. 75)
Questao: Monte uma tabela que represente a quantidade total de veiculos

vendidos nos dois meses?

Observacao:

Conclusao:
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Orientacfes Didaticas ao Professor (a):

Na atividade 8 esperamos que os estudantes resolvam o problema sem
dificuldade utilizando a técnica da adicdo, ou seja, somando 0s respectivos
valores das tabelas referentes aos meses de janeiro e fevereiro das vendas de
dois veiculos 0 km. Assim, cremos que naturalmente, a ideia da soma de
matrizes, va ficando claro e seja de imediato percebido pelos estudantes e com
iIsso, descobrirdo o padrédo que devem seguir.

Dessa forma, recomendamos que seja realizado as seguintes etapas a
seguir pelo professor.

1. Organizar os estudantes em equipes, as quais devem ser preferencialmente
formadas de maneira espontanea de no maximo quatro integrantes;

2. Distribuir o roteiro da atividade de acordo com o numero de integrantes de
cada equipe;

3. Orientar os estudantes na realizacédo dos procedimentos descritos no roteiro
da atividade;

4. Auxiliar os estudantes em casos de duvidas ou na ocorréncia de dificuldades
durante a execucao;

5. Intervir, sempre que necessario, de maneira clara e precisa de modo a
permitir a continuidade da atividade;

6. Orientar os estudantes quanto a montagem da tabela solicitada na questao;
7. Orientar os estudantes no registro de suas observacfes e conclusées apos
responderem a questao;

8. Orientar os estudantes para a socializacdo de suas observacbes e
conclusdes;

9. Apresentar aos estudantes a formalizacdo tomando como base as proprias
observacdes e conclusdes realizadas por eles;

10. Orientar para que os estudantes resolvam as questfes de aprofundamento.
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5. 8. 1. Atividade de Aprofundamento da Atividade 08

1. Dadas as matrizes A = (2 4), B= (4 1), C= (3 0 ) eD= (1 0),

0 1 7 0 5 -2 0 1
calcule:
a) A+B= c)B+C= e)A+B+C+D=
b) C+D= d)A+B+C=

2. Determine x, y, z e t, sabendo que:
X 3 10
2)+()-(2)
z 5 5
x y 20
z 4 9
X Y1,[x 31_7[10 1
AR I Bl e

R EUes N

(¢
~

d

p—

3. Encontre os valores de x e y que satisfazem a equacao matricial abaixo.
x =2 3y 7 > (4 5
(4 2x)+<1 -y _(5 1)
4. As tabelas a seguir indicam o numero de faltas de trés alunos (A, B e C)

em cinco disciplinas (Portugués, Matematica, Biologia, Historia e Fisica,

representadas por suas iniciais), nos meses de marco e abiril.

Marco Abril
P M B H F P M B H F
Aluno A 2 1 0 4 2 Aluno A 1 2 0 1 3
Aluno B 1 0 2 1 1 Aluno B 0 1 1 3
Alune C 5 4 2 2 ) Aluno C 3 1 3 2 3

a) Qual é a matriz que representa o numero de faltas desses alunos no

primeiro bimestre em cada disciplina?

b) No primeiro bimestre, qual aluno teve o maior nimero de faltas em

Portugués? E em Matematica? E em Histéria?
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5. Uma pesquisa realizada com alguns alunos do Ensino Médio de duas
escolas tinha o objetivo de indicar o tipo de computador que eles preferiam
utilizar para estudar fora da sala de aula. Os resultados de cada escola foram

organizados em planilhas eletrbnicas.

000 000

Al B | ¢ | o Al B | ¢ | o

1 Escola X 1 Escola Y
Tpode Tipo ge

2 COmOuAAHN *ano 2am Fam 2 computades a0 2ano Jano
k| mesa 12 8 " 3 mesa 10 " 15
4 portatil 6 1" 13 4 portatil " 12 12
§ 5

a) Determine a matriz Z que representa a preferéncia pelo tipo de
computador, de acordo com o nivel de escolaridade dos alunos entrevistados
dessas duas escolas.

b) Considerando essas duas escolas, em qual ano do Ensino Médio 25

entrevistados preferem computadores portateis?

6. Uma revendedora de pecas vende trés modelos diferentes de capacete, A,
B e C, o consumidor pode comprar qualquer modelo com protec&o para queixo
ou sem protecdo. As duas tabelas abaixo registram as quantidades vendidas

durante as duas primeiras semanas de novembro.

Semana 1
A|B |C
Com protegao | 7 (10 | O

Semana 2
A|B |C
Com protegéo | 7 |8 |1

Semprotegdo |1 |4 |1

Sem protegao |2 |6 |1

Determine a tabela que registra os totais das vendas de cada modelo,

indicando se foi com prote¢ao ou sem, nas duas semanas.

7. Uma empresa fabrica dois produtos X e Y. Suas despesas de producao
estdo divididas em trés categorias. Abaixo estdo os valores dos gastos (em

milhdes de reais) para producao no primeiro e no segundo semestre.
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_ 10
Tabela | — 1° semestre Tabela Il — 2° semestre

Categorias | Prod. | Prod.
A B
Matéria 3,4 4,3
Prima
Pessoal 2 2,2

Categorias | Prod. | Prod.
A B
Matéria 4 4
Prima
Pessoal 3,2 3,8

Desp. 1,1 1
Gerais

Desp. 2,1 2,2

Gerais

De acordo com essas informacdes, represente uma tabela (dividida por
categoria e tipo de produto) com os totais dos gastos dessa empresa no ano
de 2015.

Fonte: 1) e 2) Dante (2000), 3) Autoria propria, 4) lezzi. . . [et. al.] (2016), 5) Balestri (2016), 6) e
7) Silva (2016).

A atividade 9 trata de matriz oposta. Nela esperamos que 0s estudantes
nao tenham muita dificuldade em preencher o quadro com o resultado das
adicoes das matrizes, nem resolver o problema, sempre respondendo a questéo

e realizando observacéo e concluséo referente a atividade em questéao.

5. 9. ATIVIDADE 09

Titulo: Matriz Oposta
Objetivo: Conceituar matriz oposta

Material: Roteiro da atividade, borracha, lapis ou caneta e papel.

o o T W

Procedimento:

e Responda a atividade.

e Com as informacdes da atividade preencha o quadro.

e Responda a questdo que segue fazendo as observacbes e conclusdes

percebidas.

Problema: O professor Paulo pediu aos estudantes que realizassem as
seguintes adicbes com as matrizes dadas. Depois, pediu que eles

preenchessem a seguinte tabela com os resultados dessas adi¢oes.



I3 6 _[-5 -8 0
A_.—1 1] F_[—s 7 =10
(1 2 3
B=|1 2 3] G = (100)
1 2 3
5 8 o] <_5>
13 -7 10 _315 ]
D = (—100) 1=[1 _
5 -1 -2 -3
E=(10) J=1-1 -2 -3
15 -1 -2 -3
. A+1 ii.C+F V.B+] vi. D+ G ix. E+H
i. I+A iv.F+C vi.]+B vii. G+ D X.H+E
Iltens Soma das Matrizes Resultado
i. 3 6 -3 -6] _
1 1] T [ 1 _1] -
il —3 —6 3 6]_
| 1 —1] + [—1 1] =
iii. 5 8 0 -5 -8 0 1_
3 —7 10] + [—3 7 —10] B
iv. —5 -8 0 5 8 07_
3 7 —1o] + [3 —7 1o] =
V. 1 2 3 -1 -2 -=3]
1 2 3|+|-1 -2 -=-3|=
11 2 3 -1 -2 -3l
Vi. [—1 -2 -3 1 2 3]
-1 -2 =3|+1|1 2 3|=
-1 -2 -3 1 2 3
vii. (—100) + (100) =
vii. | (100) + (=100) =
iX. 5 -5
<10 + <—10> =
15 —15
X. -5 5
—10)+(10 )=
-15 15

Questédo: O que vocé identificou nos resultados obtidos das adi¢des feitas?

Observacao:

Conclusao:
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Orientacfes Didaticas ao Professor (a):

Na atividade 9 os estudantes ndo terdo dificuldades em realizar a
atividade, por isso espera-se que ela seja feita muito mais rdpido do que a
atividade anterior. A matriz nula que sera a matriz solucéo, j4 foi apresentada
aos estudantes na atividade 5. Aguardamos que eles facam a relacdo com o
conhecimento adquirido anteriormente, porém o professor estara sempre atento
para direcioni-los sempre que for solicitado.

Dessa forma, recomendamos ao professor que realize as seguintes
etapas:

1. Organizar os estudantes em equipes, as quais devem ser preferencialmente
formadas de maneira espontanea e de no maximo quatro integrantes;

2. Distribuir o roteiro da atividade de acordo com o numero de integrantes de
cada equipe;

3. Orientar os estudantes na realizacdo dos procedimentos descritos no roteiro
da atividade;

4. Auxiliar os estudantes em casos de duvidas ou na ocorréncia de dificuldades
durante a execucao;

5. Intervir, sempre que necessario, de maneira clara e precisa de modo a
permitir a continuidade da atividade;

6. Orientar os estudantes quanto a montagem da tabela solicitada na questao;
7. Orientar os estudantes no registro de suas observacdes e conclusdes apos
responderem a questao;

8. Orientar os estudantes para a socializacdo de suas observacbes e
conclusdes;

9. Apresentar aos estudantes a formalizacdo tomando como base as préprias
observacdes e conclusdes deles;

10. Orientar para que os estudantes resolvam as questdes de aprofundamento

propostas.
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5.9. 1. Atividade de Aprofundamento da Atividade 09

1. Associe cada matriz a sua oposta escrevendo a letra e 0 nUmero romano

correspondentes.
1 -2 -1 2
V7 _g 7 @l
i 5 6 1
b) _12 —78] ”)[ —4 —7]
] 6 9 -8
5 —6 —1] -5 6 1
c)|6 -9 8 1) 6 9 -8
-3 4 7 -4 -7
5 -6 -1
d|-3 4 7 V) [_21 _87]
L6 -9 8

2. Com a correspondéncia feita na 12 questdo, faca agora a adi¢cdo dessas

matrizes com sua oposta.

3. Determine o valor da expressao [(—A) + C] + [B + (—(C)], dadas as matrizes

sl Pl Yec=[3 Y

4. Dadas as matrizes A =

2], - [:é] eco [:2], calcule:

1 0 -1
a)A+B= c)B+C=
b)A+C= dA+B+C=

5. Efetue as seguintes subtra¢des abaixo quando possivel:

a) [22 15]-[12 10]=
—4 7 8 171_

b) [10 —6]_[3 —2]_
19 26 141 [20 16 3

c) [11 6 32‘—[7 -6 5]=
45 12 7 15 3 -—11

d) ((2)) - (—04) -
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o) () (5)=

 FE1-[381-
12 4 10

SO
-1 3 -9

6. Uma equipe de criadores de jogos para celular acabou de lancar dois jogos,
o “Aviao Maluco” e o “Fura Bolo”, nas versoes A e B. as tabelas abaixo
mostram o numero de downloads de cada jogo, em cada tipo de versdo, por
dia:

Jogo Versao A VersaoB Jogo Versao A VersaoB
AviaoMaluco 23 21 Avido Maluco 67 89
FuraBolo 28 36 Fura Bolo 122 104

De acordo com os dados das tabelas, facam o que se pede.

a) Elabore a matriz A, quadrada de ordem 2, com os dados da tabela do dia
22 de outubro.

b) Elabore a matriz B, quadrada de ordem 2, com os dados da tabela do dia
24 de outubro.

c) Elabore a matriz A + B e interprete o que séo os valores dessa matriz, de
acordo com o contexto do enunciado.

d) Elabore a matriz A — B e interprete o que séo os valores dessa matriz, de
acordo com o contexto do enunciado.

e) Exatamente 10% do total de usuarios que fizeram o download dos jogos
nesses dois dias avaliaram o0s jogos como 6timos. Qual alternativa abaixo
contém a operacdo matricial que gera a matriz C contendo a quantidade de
usuarios que nesses dois dias avaliou cada jogo, em cada versao, como
otimo?

(A)C=0,1.A+B (C)C=0,1.(A+B)

(B) C=0,1.A'+B (D) C = 0,1.(A* + B)
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7. Uma empresa é formada pelas lojas A e B, concessionarias de automoveis.
Realizado um estudo sobre a aceitacdo de dois novos modelos de veiculos

nos quatro primeiros dias de fevereiro, foram obtidos os seguintes resultados:

A=(1 2 5 380G 2 4 5

Sendo que:
e A matriz A descreve o desempenho da loja A, de modo que cada elemento

a;; € 0 numero de unidades vendidas no modelo i no dia j;

e A matriz B descreve o desempenho da loja B, de modo que cada elemento

b;; € o numero de unidades vendidas do modelo i no dia j.

a) Quantas unidades do modelo 2 foram vendidas no dia 3 de fevereiro pela
loja A?

b) Quantas unidades do modelo 1 foram vendidas no dia 2 de fevereiro pela
loja B?

c) Construa uma matriz que descreve, dia a dia, as vendas de cada modelo
nas duas lojas juntas e no periodo considerado.

No periodo considerado, construa uma matriz que compare o desempenho da

loja A em relacdo a loja B, nas vendas diarias década modelo.

-2 5 0 2 2 5
8. Dadas as matrizes A=( 1 4],B=(-3 0]eC={0 4], determine:

0 3 1 6 2 1
(A+B) — (A+0).

9. Observe as tabelas.

Populacéo da regiao Sul do Brasil, em 2000 ‘
Rio grande do Sul | Santa Catarina | Parana
Homens 4994 719 2669 311 4737 420
Mulheres 5193 079 2 687 049 4 826 038

Populacéo da regido Sul do Brasil, em 2010 ‘

Rio grande do Sul | Santa Catarina | Parana
Homens 5202 057 3100 360 5130 994
Mulheres 5488 872 3148 076 4 826 038
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a) Utilizando as linhas para representar o sexo dos habitantes e as colunas
para representar a unidade de federacdo, escreva as matrizes A e B que
indicam a populagdo da regido Sul do Brasil no ano de 2000 e 2010,
respectivamente.
b) Calcule B — A.

c) O que representa a matriz formada pelo resultado da operacdo B — A?

Fonte: 1) Balestri (2016), 2) Autoria prépria (2020), 3) Balestri (2016), 4) e 5) Autoria prépria
(2020), 6) Dante (2016), 7) Paiva (2015), 8) Leonardo (2016), 9) Balestri (2016)

A atividade 10 trata sobre multiplicacdo de um numero real por uma
matriz. Nela, os estudantes possivelmente ndo terdo muita dificuldade em
responder a questdo gerada apds a leitura do texto sobre producdo de
televisores. Esperamos que os estudantes apds responderem a questao, facam

a observacao e a concluséao referente a atividade em questéo.

5. 10. ATIVIDADE 10

a. Titulo: Multiplicacdo de um namero real por uma Matriz

b. Objetivo: Encontrar uma maneira de multiplicar um numero real por uma
matriz qualquer

c. Material: Roteiro da atividade, borracha, lapis ou caneta e papel.

d. Procedimento:

Ler o texto abaixo;

BN

Responder a questdo proposta, fazendo em seguida as observacdes e

conclusbes necessarias.

Texto: PRODUCAO DE TELEVISORES (Adaptado de Paiva, 2015, p. 77) Uma
industria de televisores possui algumas filiais. A filial A produz o modelo 1 e o
modelo 2 de televisores. As tabelas abaixo apresenta a producéo dessa filial nos

trés primeiros dias de fevereiro.

Producéao da filial A
Dial | Dia2 | Dia3
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Modelo1l | 175 115 92
Modelo 2 97 120 95

Questao: Considere agora que essa filial decida dobrar sua producéo diaria no
mesmo periodo do ano seguinte. Construa uma tabela que represente a
quantidade total de televisores que deverdo ser produzidos por essa filial no

préximo ano.

Observacao:

Conclusao:

Orientacfes Didéaticas ao Professor (a):

A partir da atividade 10, esperamos que os estudantes desenvolvam 0s
calculos pedidos, multiplicando cada elemento da matriz pelo valor que é dado
na questado, ou que somem o0 numero de vezes a matriz dada percebendo que a
matriz resultante € uma matriz de mesma ordem; e que cada elemento da matriz
é igual a duas vezes os correspondentes da matriz dada. Assim os estudantes
se aproximaram da definicdo de multiplicacdo de matrizes por um namero real
gue € 0 nosso objetivo nesta atividade.

Dessa forma, recomendamos que as seguintes etapas sejam realizadas
pelo professor antes de iniciar a aplicacéo da atividade.

1. Organizar os estudantes em equipes, as quais devem ser preferencialmente
formadas de maneira espontanea e de no maximo quatro integrantes;

2. Distribuir o roteiro da atividade de acordo com o nimero de integrantes de
cada equipe;

3. Orientar os estudantes para que cumpram os procedimentos descritos no
roteiro da atividade;

4. Auxiliar os estudantes em casos de davidas ou na ocorréncia de dificuldades

durante a execugao;
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5. Intervir, sempre que necessario, de maneira clara e precisa de modo a
permitir a continuidade da atividade;

6. Orientar os estudantes quanto a montagem da tabela solicitada na questao;
7. Orientar os estudantes no registro de suas observacdes e conclusdes apds
responderem a questao;

8. Orientar os estudantes para a socializacdo de suas observacbes e
conclusdes;

9. Apresentar aos estudantes a formalizacdo tomando como base as proprias
observacdes e conclusdes deles;

10. Orientar para que os estudantes resolvam as questdes de aprofundamento

propostas.

5. 10. 1. Atividade de Aprofundamento da Atividade 10
1. Sendo A = (2 1) eB= (1 > ) determine:

3 2 2 =2

a) A+B g)A+Bt

b) A-B h) —3.At

c) —5.A i) (5A — B)*
d) A i) (3A)t — 3A!
e) B! k) - (At + BY)
fy A'+B

. 12 5 _[7 -1 )
2. Dadas as matrizes A = [3 1] e B = [0 6 ] determine o valor da

expressao 3A — 2B.

3. A matriz S associa sua 12 linha a quantidade de proteinas, em gramas, € a
22 linha a quantidade de fibra alimentar, em gramas, que um copo de 200 ml

de trés marcas de suco a base de soja oferece.

52 5 48
19 21 1.8

Determine a matriz que indica a quantidade de proteinas e fibra alimentar que

S =

cada uma dessas marcas de suco oferece em cada embalagem de 1 L.

4. Uma empresa de componentes eletronicos compra baterias e resisténcias

a dois distribuidores A e B. A seguinte tabela mostra o numero de
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transmissores e resisténcias que adquiriu a cada um dos distribuidores durante

0 més de abril do presente ano.

A B
Baterias 40 80
Resisténcias 60 50

a) Escreva esses dados em forma de matriz;

b) Devido a demanda no més de marco, a empresa decide triplicar a compra
desses componentes para o0 més de abril. Represente por uma matriz essas

guantidades?

c) Explique o processo para o calculo dos elementos da matriz que € o triplo

da compra dos componentes.

5. SeA=(% (3)),B=(_11 —Sz)ec=(zlt g),calcule3A+ZB—4C.

6. Resolva o problema:
Suponhamos que uma empresa produz trés sabores de sorvete e cada sabor

tem os seguintes ingredientes, conforme a seguinte tabela.

“_Ingredientes ‘

Leite | Chocolate | Baunilha | Liga
Sabor (litros) n (mg) (mg)
Chocolate 20 700 0 10
Creme 40 0 500 14
Flocos 15 450 40 8

Para aumentar a producéo de sorvetes em 40%, qual a quantidade a mais de

cada ingrediente a empresa tera que comprar para cada sabor de sorvete?

) 1 -2 3 6 1 -8 . )
7. Dadas as matrlzesA—[4 0 5]eB—[O 2 _ ],resolva 0s sistemas:

X+Y=3A+B X+Y = 2A + 3B
a) {X—Y=A—SB b){X—Y=4A—B

8. SeP = (_42 ;) eQ= (z _42) calcule a matriz transposta de P — 2.Q.
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9. A loja COMPROU GANHOU apresentou as quantidades vendidas do

Produto A e do Produto B, por meio da tabela abaixo:

QUANTIDADE VENDID&
TIFO Janeiro Fevereiro
FRODUTO A 10 36
FRODUTO B8 20 48

No més seguinte, as quantidades vendidas dos mesmos produtos foram

reduzidas pela metade. Construa a matriz que representa esta situacao.

10. Dadas At =120 12 5],B*=[8 2 10]eC'=[-10 0 -8],
determine a matriz X tal que 24 — B + 2X + C = 0.

Fonte: 1) Dante (2017), 2) e 3) Balestri (2016), 4) Corréa (2019), 5) Dante (2000), 6) Silva (2016),
7) Filho e Silva (2000), 8) UFBA (s.d), 9) ENCEJA (2005), 10) Diniz e Smole (2013)

6. CONSIDERACOES

O objetivo deste produto educacional foi apresentar uma Sequéncia
Didatica para o ensino de Matrizes. Para sua construcdo levamos em
consideracdo os aspectos curriculares, histéricos, matematicos e a revisao de
estudos sobre matrizes, utilizando para tal a metodologia do Ensino por
Atividades.

Por meio dos aspectos histéricos, é possivel perceber a evolucdo do
assunto de matrizes, com destaque para Arthur Cayley que utilizou e
desenvolveu o assunto. Afirmamos que até hoje sdo utilizadas, nos livros
didaticos, as mesmas definicdes que Arthur Cayley usou em seu artigo publicado
em 1958.

Na revisdo de estudos averiguamos que O ensino apresenta a
necessidade dos professores de matematica inovarem suas praticas atraves de
metodologias ativas, mesmo que isso demandem tempo para O preparo e
efetivacdo. Desejamos que o resultado no final, seja positivos, frutos dessas
metodologias, as quais colocam os estudantes no centro do um aprendizado que

faca com que eles se sintam inseridos no processo de aprendizagem, no qual
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estdo submetido, além de apresentar algumas sugestdes importantes para a
elaboracdo da Sequéncia Didatica.

Em meio as compreensdes obtidas na revisdo de estudos, bem como a
busca de estratégias de ensino que poderiam ser eficazes para o assunto de
Matrizes, surgiu a possibilidade de utilizar a metodologia Ensino por Atividade.
No estudo realizado sobre este direcionamento, foi possivel construir a
sequéncia didatica, a qual apresentamos no capitulo 5.

Tudo o que esta aqui ja foi testado e validado. No texto original ha
recomendacdes que poderdo ser muito uteis para o usudrio que pretenda utilizar
a Sequéncia Didatica deste trabalho. E importante que o material original seja
mais explorado pois nele ha recomendacdes e dados mais completos provando
gue nosso trabalho deu certo.

Mencionamos aqui a questdo do tempo utilizado para a aplicacdo da
Sequéncia Didatica, haviamos previsto um tempo médio de 41 minutos para
cada atividade e na aplicacdo da SD, contabilizamos um tempo médio de 16
minutos. Observe como o tempo diminui muito pois, de acordo com Sa (1999), o
estudante passa a realizar as atividades de maneira mais rapido de acordo com
0 Seu avanco.

Destacamos ainda o desempenho médio que os estudantes tiveram no
pré-teste com apenas 31% de acertos, ja no pés-teste esse indice de acertos
atingiu a porcentagem de 85%. Temos ainda o caso do Estudante I, que teve
10% de acerto no pré-teste e no pos-teste obteve 100% de acertos. Entdo, esses
fatos comprovam que a Sequéncia Didatica deu certo.

Por meio deste produto educacional, esperamos contribuir para facilitar a
pratica docente no que diz respeito ao planejamento e execucédo de aulas sobre
0 assunto de Matrizes no Ensino Médio e Ensino Superior.

Para nés, o verdadeiro ensino ndo consiste apenas na transferéncia de
conhecimentos de uma cabeca para outra. Ensinar é fazer pensar, € estimular
para a identificacao e resolucéo de problemas; é ajudar a criar novos habitos de
pensamento e de acéo. O professor deve ser um facilitador interativo e ndo um
transmissor unilateral de informagdes que o que passa para os estudantes,

muitas vezes, nao tem sentido algum.
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ANEXO: FICHA DE AVALIACAO DO PRODUTO EDUCACIONAL

m
- ]
UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUA:(;AO
CENTRO DE CIENCIAS SOCIAIS E EDUCAGCAO )
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENSINO DE MATEMATICA

FICHA DE AVALIACAO DE PRODUTOS EDUCACIONAIS — BANCA EXAMINADORA
Titulo: UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE MATRIZES
Mestrando (a): ANTONINO DE ARAUJO FARIAS
Data da avaliagcdo: 29/ 11/ 2021

PUBLICO ALVO DO PRODUTO EDUCACIONAL
a) Destinado a:

() Estudantes do Ensino Fundamental () Estudantes do Ensino Médio
() Professores do Ensino Fundamental ( X) Professores do Ensino Médio
( ) Outros:

INFORMACOES SOBRE O PRODUTO EDUCACIONAL
a) Tipo de Produto Educacional

( X)) Sequéncia Didatica ( ) Pagina na Internet ( ) Video
() Texto Didatico (alunos/professores) () Jogo Didético () Aplicativo
() Software ( ) Outro:
b) Possui URL: ( ) Sim, qual o URL:
(X) Néo () Nao se aplica

c) E coerente com a questéo-foco da pesquisa?
(X)) Sim ( ) Nao. Justifique?
d) E adequado ao nivel de ensino proposto?
(X) Sim () N&o. Justifique?
e) Esta em consonancia com a linguagem matematica do nivel de ensino proposto?
(X)) Sim () Nao. Justifique?

ESTRUTURA DO PRODUTO EDUCACIONAL
a) Possui sumario: (X)) Sim
b) Possui orientagBes ao professor: ( X ) Sim
c) Possui orientagdes ao estudante: () Sim

) Nao () Nao se aplica
) Nao () Nao se aplica
) N&o ( X') N&o se aplica

AN AN AN AN AN AN N
N—r
Z
Q.
o

d) Possui objetivos/finalidades: (X)) Sim () Nao se aplica
e) Possui referéncias: (X) Sim ) Nao () N&o se aplica
f) Tamanho da letra acessivel: (X)) Sim ) Nao () Nao se aplica
g) llustracbes sédo adequadas: (X)) Sim ) Nao () Nao se aplica

CONTEXTO DE APLICACAO DO PRODUTO EDUCACIONAL

a) Foi aplicado?

(X) Sim, onde: Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio S&o Francisco Xavier-
Abaetetuba — PA

(' ) Nao, justifique:
() N&o se aplica
b) Pode ser aplicado em outros contextos de Ensino?

(X) Sim, onde: Escolas publicas e privadas e ambientes presenciais e ndo presenciais
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() N&o, justifique:
() N&o se aplica
¢) O produto educacional foi validado antes de sua aplicacéo?

( X) Sim, onde: Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio Sao Francisco Xavier-
Abaetetuba - PA
() Nao, justifique:
() Nao se aplica
d) Em qual condi¢céo o produto educacional foi aplicado?
( X') na escola, como atividade regular de sala de aula
() na escola, como um curso extra

( ) outro:
e) A aplicagédo do produto envolveu (marque as alternativas possiveis):
() Alunos do Ensino Fundamental

( X)) Alunos do Ensino Médio

() Professores do Ensino Fundamental

() Professores do Ensino Médio

() outros membros da comunidade escolar, tais como

() outros membros da comunidade, tais como

O produto educacional foi considerado: N
(X) APROVADO ( ) APROVADO COM MODIFICACOES ( ) REPROVADO

MEMBROS DA BANCA Assinaturas

% [ ." ' DY
Prof. Dr. Roberto Paulo Bibas Fialho (Presidente) — M‘”’" N
Doutor em Ciéncias e Matematica ) -5

IES de obtencdo do titulo: UFPA

Prof. Dr. Fabio José da Costa Alves (Examinador 01) i_o\‘%-':’ ‘%/“‘"’ jﬂw '

Doutor em Geofisica
IES de obtengdo do titulo: UFPA (
Prof. Dr. Fernando Cardoso de Matos (Examinador 02) i

Doutor em Ciéncias e Matematica
IES de obtengdo do titulo: UFPA
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