Universidade do Estado do Para

Centro de Ciéncias Sociais e Educacao

Departamento de Matematica, Estatistica e Informatica
Programa de Mestrado Profissional em Ensino de Matematica
Linha de Pesquisa: Metodologia para o Ensino de Matematica

no Nivel Médio.

Carlos Alberto Martinho Brayner Junior
Ana Kely Martins da Silva
Pedro Franco de Sa

UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE
EQUACOES TRIGONOMETRICAS

BELEM/PA
2021




Clay Anderson Nunes Chagas
Reitor Universidade do Estado do Para

IIma Pastana Ferreira
Vice-Reitora Universidade do Estado do Para

Renato da Costa Teixeira
Pro-Reitor de Pesquisa e Pds-Graduacgéo

Anderson Madson Oliveira Maia
Diretor do Centro de Ciéncias Sociais e Educacao

Fabio José da Costa Alves
Coordenador do PPGEM

Natanael Freitas Cabral
Vice coordenador do PPGEM



Diagramacéo e Capa: Os Autores
Revisédo: Os Autores

Conselho Editorial

Profa. Dra. Acylena Coelho Costa Prof. Dr. Jodo Claudio Brandemberg
Profa. Dra. Ana Kely Martins da Silva Quaresma

Prof. Dr. Antbnio José Lopes Prof. Dr. José Antdnio Oliveira Aquino
Prof. Dr. Benedito Fialho Machado Prof. Dr. José Augusto Nunes Fernandes
Prof. Dr. Carlos Alberto Raposo da Cunha Prof. Dr. José Messildo Viana Nunes
Profa. Dra. Celsa Herminia de Melo Prof. Dr. Marcio Lima do Nascimento
Maranhédo Prof. Dr. Marcos Anténio Ferreira de Araujo
Profa. Dra. Cinthia Cunha Maradei Pereira Prof. Dr. Marcos Monteiro Diniz

Profa. Dra. Claudianny Amorim Noronha Profa. Dra. Maria de Lourdes Silva Santos
Profa. Dra. Cristina Lucia Dias Vaz Profa. Dra. Maria Lucia P. Chaves Rocha
Prof. Dr. Dorival Lobato Junior Prof. Dr. Miguel Chaquiam

Prof. Dr. Ducival Carvalho Pereira Prof. Dr. Natanael Freitas Cabral

Profa. Dra. Eliza Souza da Silva Prof. Dr. Pedro Franco de Sa

Prof. Dr. Fabio Jose da Costa Alves Prof. Dr. Raimundo Otoni Melo Figueiredo
Prof. Dr. Francisco Hermes Santos da Silva  Profa. Dra. Rita Sidmar Alencar Gil

Prof. Dr. Geraldo Mendes de Araujo Prof. Dr. Roberto Paulo Bibas Fialho
Profa. Dra. Glaudianny Amorim Noronha Profa. Dra. Talita Carvalho da Silva de
Prof. Dr. Gustavo Nogueira Dias Almeida

Prof. Dr. Heliton Ribeiro Tavares

Comité de Avaliacao

Ana Kely Martins da Silva
Pedro Franco de Sa

Iran Abreu Mendes

BRAYNER JUNIOR, Carlos Alberto Martinho. SILVA, Ana Kely Martins da. Uma Sequéncia
Didatica para o Ensino de Equacdes Trigonométricas. Produto Educacional do Programa de
Pds-Graduacdo em Ensino de Matematica, Curso de Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica da Universidade do Estado do Para, (PPGEM/UEPA), 2021.

ISBN: 978-65-00-32533-1

Educagdo Matematica; Ensino por Atividades; Ensino de Equagdes Trigonométricas.



https://www.cblservicos.org.br/servicos/meus-livros/visualizar/?id=2da91e82-2f2c-ec11-b6e6-002248375fbb

PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO
CENTRO DE CIENCIAS SOCIAIS E EDUCACAO )
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DE MATEMATICA

m UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA

FICHA DE AVALIACAO DE PRODUTOS EDUCACIONAIS — BANCA EXAMINADORA

Titulo: “"ENSINO DE EQUACOES TRIGONOMETRICAS POR ATIVIDADES EXPERIMENTAIS”,
Mestrando (a): CARLOS ALBERTO MARTINHO BRAYNER JUNIOR

Data da avaliaglo: 01/10/2021

PUBLICO ALVO DO PRODUTO EDUCACIONAL

a) Destinado a:

{ ) Estudantes do Ensino Fundamental { X) Estudantes do Ensino Médio
{ ) Professores do Ensino Fundamental { X) Professores do Ensino Médio
{ )Outros:

INFORMACOES SOBRE O PRODUTO EDUCACIONAL
a) Tipo de Produto Educociono!

( X ) Sequéncia Didatica [ ) Pégina na Internet ( ) Video
( ) Texto Didético [alunos/professores) { )Jogo Didético { ) Aplicative
{ )Software { )Outro:
b) Possui URL: ( ) Sim, qual o URL:
( X ) Néo { ) Ndo se aplica
¢) £ coerente com a questdo-foco da pesquisa?
{X )Sim

[ )NBo. Justifique?
d) € odeguado oo nivel de ensino proposto?
( X)Sim

{ ) NSo. Justifique?
e) st em consondncio com a linguogem matematica do nivel de ensing proposto?
{X )Sim

{ ) Nio. Justifique?

ESTRUTURA DO PRODUTO EDUCACIONAL

a) Possul sumgrio: { X)Sim [ )Ndo { )NBoseaplica
b} Possui orientogdes 0o professor: (X )Sim { )N3o { ) NEose aplica
¢) Possui orientogdes co estudante: ( X)Sim ( )NSo { )NEo se aplca
d) Possui objetivos/finalidodes: ( X)Sim ( ) NSo [ ) N3o se aplica
e) Possul referéncias: ( X)Sim [ )NBo { ) NBo se aplica
f) Tamanho do letro ocessivel: { X)Sim { )Néo { ) NBo se aplica
g) Hlustrogdes sdo odequodos: ( X)Sim { )NBo { ) NBc se aplica

CONTEXTO DE APLICACAO DO PRODUTO EDUCACIONAL
Pégnalde



a) Fol aplicodo?
[ X} Sim, onde: com grupo ce estudantes do ensino médio da rede Ce educagiic basica
{ ) Ndo, justifique:
{ ) Nio se apiica
b) Pode ser oplicado em outros contextes de Ensine?

{ X} Sim, onde:Nas escolas do ensino médio & em cursos ce formagiio continuada de professores
{ ) NBo, justifique:
{ ) Nio se aplica
¢€) O produto educocional foi validado ontes de suo oplicogéo?
{ X ) Sim, onde: Com grupo de estudantes da rede ce ensino

{ ) N@o, justifique:
{ IN3o se aplca
d) £m quol condigo ¢ produto educacional fol oplicodo?

[ ) na escola, como atividade regular de sala de aula

{ ) na escola, como um curso extra

{ X ) outro: em atividades virtusis no contexto da pandemia

¢) A oplicagdo do produto envolvey (morgque as clternativas possiveis):
[ ) Alunos do Ensino Fundamental

{ X ) Alunos do Ensino Médio

{ ) Professores do Ensino Fundamental

| )Professores do Ensinc Médio

{ )outros membros ca comunicdade escolar, tais como

{ | outros membros da comunidade, tais como

O produto educacionoal fol considerado:
[ X ) APROVADO { JAPROVADO COM MODIFICACOES { )REPROVADO

MEMBROS DA BANCA Assinaturas

: -
Profa. Ana Kely Martins da Silva (Presidente) M "“Q‘% W da /&'

Doutora em Educac3o
IES de Obteng3o do Titulo: PUC/RI

Profi. Pedro Franco de S§ (Membro interno)
Doutor em Educacio
IES de Obtengdo do Titulo: UFRN

|
|

Proff. Iran Abreu Mendes (Membro Externo) AL S bl -

P

Doutor em Educagio
IES de Obtengdo do Titulo: UFRN

Paginalde2



SUMARIO

1. APRESENTAGAOD ..ottt ettt ettt ettt et ettt e st eene e e eae e 7
2. ASPECTOS CURRICULARES ... .ot 8
3. ASPECTOS HISTORICOS ...ttt 19
4. REVISAO DE ESTUDOS ..ottt ettt sttt ete e 26
5. ENSINO POR ATIVIDADES ... e 32
6. SEQUENCIA DIDATICA .....oiieiceeeeeee ettt ettt 37
ATIVIDADE L ..o e e e e e e e aan 40
I YA 1 7 5 42
ATIVIDADE B ..o e e e e e e 44
ATIVIDADE 4 ..o e e 46
ATIVIDADE B ..o e e 51
LI YA 1 7 5 ] 53
ATIVIDADE 7 ..o e 55
ATIVIDADE 8 ... e e e e e e e e e e 57
Atividade de Aprofundamento das Atividades 5,6,7 € 8.........ccccvvviiiiieeeeeeennne 59
ATIVIDADE O .o e 62
ATIVIDADE 10 .. it e e e e e e et e ea e e eaa s 64
ATIVIDADE L1 ... e e e e e et e e e aa e e aaa s 66
ATIVIDADE 12 ...t e e e e e e e e a e e aaa s 68
Atividade de Aprofundamento das Atividades 9,10,11 e 12.........ccccceeeeeeerennnne 70
7. CONSIDERAGOES. ...ttt ettt 73
REFERENCIAS ..ottt ettt sttt sttt re s 75

APENDICES ..o e e 82



1. APRESENTACAO
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Caro professor(a), o ensino de equacdes trigonométricas € de suma
importancia para o dia a dia dos estudantes, pois auxilia na compreenséo de varias
situacdes que perpassam por fenbmenos da natureza como, por exemplo, o das
marés que possibilita calcular o tempo para que o nivel do mar atinja a altura maxima,
bem como os processos fisiol6gicos para o célculo do momento em que a pressao
sanguinea de um ser humano atinge o valor minimo, ou seja, o assunto pode ser
explorado de forma a dar significado para o aprendizado do aluno.

O ensino deste conteudo é tratado a partir do 2° ano do ensino médio e temos
percebido a grande dificuldade tanto dos alunos para aprender quanto dos
professores para ensinar, visto que ndo possuem uma metodologia adequada para
ministrar diversos assuntos relacionados a trigopnometria. Devido a este fato, o
conteudo acaba sendo deixado de ser ensinado no ensino basico e isso pode
comprometer a formacdo de professores durante a graduagdo nos cursos de
licenciatura e em outras areas do conhecimento.

Os célculos de angulos através do seno, cosseno e tangente vao muito além
do ensino médio, pois a trigonometria, de maneira geral, precisa ser aprofundada néo
s6 nos cursos de graduacao de licenciatura em matemética, mas também em outras
areas como a prépria engenharia, a astronomia, dentre outras nas quais a
aprendizagem das equacdes trigonométricas é de suma importancia para a
determinacao, por exemplo, de medidas precisas envolvendo célculos de distancias
inacessiveis. Para tal, faz-se necessario que o ensino de trigonometria traga
significado para quem esta aprendendo, mas para que isso ocorra devemos buscar
novas metodologias de ensino deste conteudo.

O produto aqui apresentado € resultado da dissertacdo de mestrado de
Brayner Janior (2021), com o titulo O Ensino de Equacgdes Trigonomeétricas por
Atividades, onde o objetivo do autor consistiu em analisar os efeitos da aplicacao de
uma sequéncia didatica por atividades sobre o desempenho de estudantes do 3° ano
do ensino médio na resolucdo de questbes sobre equagles trigonométricas. Os
resultados dessa dissertacao foram muitos bons e devido a este fato temos a intensao
de contribuir com a pratica de ensino de professores que abordem este assunto em

sala de aula ou até mesmo em formato remoto.



O objetivo deste produto € propor uma sequéncia didatica para o ensino de
equacdes trigopnométricas e para seu desenvolvimento buscamos apoio em diversas
pesquisas que nos direcionaram oportunizar aos estudantes uma participagao

colaborativa na aquisicdo do conhecimento.

2. ASPECTOS CURRICULARES

Quando falamos de equacdes trigopnométricas, vale destacar que este € um
conteudo da trigonometria que tem deixado de ser ensinado em grande parte das
escolas publicas ao nivel de Brasil. Portanto, nesta subsecdo sera apresentado um
texto referente ao processo de ensino e aprendizagem que trata sobre o ensino de
trigonometria que nos dara suporte para entendermos melhor o porqué da auséncia
deste conteudo na grade curricular de grande parte das escolas publicas.

Segundo Nacarato (2002,p.29) o ensino de trigonometria no Brasil passa por
trés momentos historicos que estéo ligados a sua abordagem metodolégica, conforme
a autora, estes momentos sao:

e Geométrico: Havia uma total integracdo entre a trigonometria e a
geometria plana, todos os teoremas eram demonstrados usando a
geometria euclidiana. Essa tendéncia permaneceu até 1929.

e Geometria Vetorial: resultante de um movimento nacional, direcionado a
uma matematica mais experimental e aplicada, dando énfase a fisica
como ponto de aplicabilidade da matematica. Essa tendéncia
permaneceu dos anos 1930 a 1960.

e Funcdes Circulares: Essa tendéncia surgiu com o advento da matematica
moderna, até os meados dos anos 80. (NACARATO,2002,p.29)

Uma particularidade que nos aponta claramente a preferéncia dada as
funcdes circulares, diz respeito as Orientagbes Curriculares para Ensino Médio

(OCEM), que destacam esses tipos de funcdes como conceito central no ensino de

trigonometria no Ensino Médio. Quanto a este didlogo, 0 documento aponta:

No que se refere ao estudo das fun¢Bes trigpnométricas, destaca-se um
trabalho com a Trigonometria, 0 qual deve anteceder a abordagem das
funcBes seno, cosseno e tangente, priorizando as relagdes métricas no
tridngulo retdngulo e as leis do seno e do cosseno como ferramentas
essenciais a serem adquiridas pelos alunos no ensino médio, (BRASIL,
2006,p.74).

Este documento oficial ainda destaca a importancia das fungdes circulares, no

entanto, traz algumas novidades quanto as discussdes geométricas da Trigonometria,



ou seja, as orientacdes destacam a relevancia de dar significado aos resultados da

trigonometria a partir de elementos da geometria plana:

Na introducao das razdes trigonométricas seno e cosseno, inicialmente para
angulos com medida entre 0° e 90° deve-se ressaltar que sdo as
propriedades de semelhanca de tridngulos que dado sentido a essas
definicdes; segue, entdo, com a definicdo das razdes para angulos de medida
entre 90° e 180°. A partir das definicbes e de propriedades basicas de
triangulos, devem ser justificados os valores se seno e cosseno relativos aos
angulos de medida 30°, 45° e 60°. (BRASIL,2006,p.74).

Outro ponto que as OCEM destacam, diz respeito a algumas transformacdes
trigonométricas que podem ser dispensadas, além do estudo de outras funcdes
inversas das func¢des seno, cosseno e tangente. Podemos dizer que este € um marco
no ensino de trigopnometria no Brasil, pois nas ultimas trés décadas, além de termos
vivenciado uma énfase sobre as funcgdes circulares, presenciamos um modelo de
algebrizacéo da trigonometria, o curriculo de trigonometria tornou-se tao extenso que
praticamente tomava conta de todo o 2° ano do ensino médio e devido a este fato, o
tratamento geométrico deste assunto era deixado de lado enquanto a abordagem
algébrica era privilegiada.

De acordo com um estudo realizado por Pereira (2006) sobre o ensino da
trigonometria no ensino médio, foi verificado que os docentes de matematica que
atuam no ensino médio, tém caréncia de um aprofundamento histérico da
trigonometria. Tais dificuldades foram atribuidas a diversos motivos, dentre eles, a
grade curricular que possuia um conteddo programéatico de trigonometria muito
extenso, a falta de afinidade dos professores com o assunto, seu desenvolvimento
histérico e suas aplicacdes contemporaneas em diversas areas do conhecimento
humano, todos estes fatos provenientes de estudos de trigonometria na educacao
bésica.

Para Pereira (2006), a construcdo do conhecimento matematico apoia-se
sobre suas raizes relacionando as praticas do dia a dia e constitui estratégias que
visam facilitar a compreensdo dos contedudos estudados. Também, considera
relevante a abordagem pedagogica, a reflexao e a interpretacéo das origens dos fatos
historicos da matematica, pois leva o aluno a situar-se no tempo e no contexto social
em que vivem, ajuda a criar ligacdes entre os diferentes conhecimentos mateméticos,
além de lidar com situacfes novas e com as dificeis estratégias de agéo, possibilitando

uma aprendizagem significativa.
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O mesmo autor relatou em suas observacbes que no conteudo de
trigonometria, o baixo desempenho dos alunos e as dificuldades de socializacédo na
compreensao dos conceitos trigonomeétricos bésicos estéo relacionados a formacéo
sua formacao, pois em sua trajetéria estudantil a maioria deles tem pouco ou nenhum
conhecimento prévio.

Pereira (2006) ainda apontou outros fatores desfavoraveis como a
metodologia tradicional, com o uso excessivo do calculo, a exploragéo insuficiente de
novos recursos pedagogicos, a falta de contextualizacédo e da linguagem matematica
conectadas com a realidade dos alunos, além disso a situacdo ainda se agrava nas
aulas noturnas.

Portanto, considerando o foco na producao da aprendizagem significativa, ele
prop0s um estudo de trigonometria com foco na teoria Ausubeliana. Ele destacou que
para a superacao desse problema, no que se refere ao aprendizado da experiéncia
docente de trigonometria, aliada a realidade do dia a dia, vai ao encontro das
necessidades dos alunos, ao se preparar para a plena participacdo na vida social,
cultural e profissional e com isso, poder desenvolver conhecimentos no trés principais
campos de competéncias de base matematica propostos nos PCNEM (Parametros
Curriculares do Ensino Médio).

Realizando as analises sobre as reflexdes do estudo feito pelo autor, podemos
perceber que as dificuldades encontradas levaram ao desenvolvimento de um ensino
de trigonometria, descontextualizado e sem significado para os alunos. Além disso,
ao professor ndo basta ser apenas um eximio conhecedor da matéria, mas faz-se
necessario que ele seja altamente criativo, cooperador, descobrir suas habilidades
para motivar o aluno, ensinando-0 a pensar e se tornar auténomo.

Diante de todas estas consideracbes, ainda vale destacar, dentro dos
aspectos curriculares de trigopnometria, que o ensino de equacgdes trigopnomeétricas nao
possui uma abordagem muito especifica nos documentos oficiais como por exemplo,
a propria Base Nacional Comum Curricular (BNCC), Orientacbes Curriculares
Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais (PCN+), dentre outros.

Para reforcar esta ideia, um estudo realizado por Sousa (2020), j& nos mostra
que desde as Orientac¢des Curriculares Complementares aos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN+) de 2006, as equacdes trigonométricas ja tém sido deixadas de lado

no estudos de contetdos da trigonometria.
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Ainda segundo Sousa (2020,p.36,37), os PCN+ propdem uma sistematizacao
para 0 ensino da matematica, chamado de Temas Estruturadores do Ensino de
Matematica, isto se d& por meio de trés eixos a serem desenvolvidos, 0s quais sao:
|. Algebra: nimeros e funcdes;

[I. Geometria e medidas;
[ll. Andlise de dados.

Dentro do trabalho do autor, o eixo norteador que engloba a Trigonometria é
a Algebra: nimeros e funcdes. A partir dele sdo propostas duas unidades tematicas.
Sejam elas: Variacdo de Grandezas e Trigonometria. Com isso, a autor destaca como

o PCN+ trata a unidade tematica de sua pesquisa:

Trigonometria: do tridngulo retangulo; do triangulo qualquer; da primeira volta.
 Utilizar e interpretar modelos para resolugdo de situagdes-problema que
envolvam medi¢des, em especial o calculo de distancias inacessiveis, e para
construir modelos que correspondem a fenébmenos periddicos.

» Compreender o conhecimento cientifico e tecnoldgico como resultado de
uma constru¢do humana em um processo historico e social, reconhecendo o
uso de relacdes trigonométricas em diferentes épocas e contextos sociais.
(BRASIL,2006,p.123 apud SOUSA, 2020,p.36)

Observa-se que a énfase sugerida esta no estudo de topicos elementares da
Trigonometria, tais como triangulo retangulo e triangulo qualquer. E posteriormente
fica inferido que o PCN+ sugere tratar apenas da primeira volta no ciclo trigonométrico,
nao abarcando o estudo das equacdes trigopnométricas.

O autor ainda reforca como os PCN+ reiteram e propdem o ensino da

Trigonometria no ensino medio:

[...] o estudo deve se ater as fun¢des seno, cosseno e tangente com énfase
ao seu estudo na primeira volta do circulo trigonométrico e & perspectiva
histérica das aplicacBes das relacdes trigopnométricas. (BRASIL,2006 p. 121,
122, apud.SOUSA,2020,p.37)

Além disso, Sousa (2020) destaca que este importante documento legal para
o curriculo faz uma critica ao modelo tecnicista com o qual o conteudo da
Trigonometria em muitas situacdes pode ser vivenciado em sala da aula,
caracteristica esta dos modelos tradicionais de curriculo. Assim, o PCN+ ndo sugere
o estudo quando ndo ha aplicabilidade de um conteudo, principalmente no que diz
respeito ao estudo das identidades trigonométricas em detrimento de um
aprofundamento nos estudos das fungdes trigopnométricas e na interpretacdo grafica

delas, ou seja, o papel docente concerne em nao “perder tempo” com assuntos
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demasiados formais, com uso de formulas e sim “gastar as energias” com a parte mais
aplicavel da Trigonometria com graficos.

Portanto, o PCN+ sugere ao docente que privilegie um curriculo com énfase
das aplicacdes do seno, cosseno e tangente, deixando de lado suas relagdes
trigonométricas derivadas, bem como sugere enfatizar os estudos da Trigonometria
sob uma perspectiva historica das aplicacdes dessas relacdes trigopnométricas.

Quanto aos documentos mais recentes, como por exemplo, a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC), o trabalho de Sousa (2020) aponta as trés competéncias
especificas nas quais os conteudos de trigopnometria estédo inseridos, porém fica bem
nitido que as equacgdes trigopnométricas ndo se apresentam de forma destacada dentro
das competéncias citadas pelo autor. A seguir elencamos as trés competéncias

citadas por Sousa (2020), bem como as suas respectivas habilidades:

Quadro 1: pompeténcia Espgcifica 3
COMPETENCIA ESPECIFICA 3

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus campos —
Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e Estatistica
— para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacéo das solucdes propostas,
de modo a construir argumentacao consistente.
HABILIDADES

Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fendmenos periddicos
reais, como ondas sonoras, ciclos menstruais, movimentos ciclicos, entre outros, e
comparar suas representacdes com as fungbes seno e cosseno, no plano
cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de algebra e geometria.

Resolver e elaborar problemas em variados contextos, envolvendo triangulos nos

guais se aplicam as relacdes métricas ou as no¢cdes de congruéncia e semelhanca.
Fonte: (BRASIL,2017 p.527, apud SOUSA,2020 p. 45)

Na competéncia especifica 3, o autor delineou duas habilidades que
englobam assuntos da Trigonometria. Ambas apontam para a habilidade de resolver
e elaborar problemas. Assim, julgou que o trabalho do docente pode ser norteado a
partir de tais habilidades. Conforme a primeira habilidade a ser buscada, o
entendimento a respeito do estudo de movimentos periédicos e ciclicos cabe muito
bem ao estudo das funcdes trigopnométricas circulares, dada a sua relacdo com o ciclo

trigonométrico e representacdo atraves do grafico cartesiano.
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Um exemplo de como o docente pode atingir tal objetivo é através do uso de
softwares livres que tratem da geometria, tal como o Geogebra . Por ele, o professor
tem um facilitador na sua maneira de mostrar o comportamento gréfico das funcdes
trigonométricas estudadas e discutir assim, de uma maneira mais ludica, as

propriedades que tais funcdes possuem.

Quadro 2: pompeténcia Esp'ecifica 4
COMPETENCIA ESPECIFICA 4

Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.),
na busca de solucdo e comunicacdo de resultados de problemas, de modo a
favorecer a construcéo e o desenvolvimento do raciocinio matematico.
HABILIDADES

Identificar as caracteristicas fundamentais das funcdes seno e cosseno
(periodicidade, dominio, imagem), por meio da comparacao das representacdes em
ciclos trigonométricos e em planos cartesianos, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

Fonte: (BRASIL,2017 p.531, apud SOUSA,2020 p. 47)

Como visto acima, a énfase esta no estudo das funcdes seno, cosseno a
partir da compreensao do ciclo trigonométrico. E o autor cita mais uma vez que o
docente pode fazer o uso de tecnologia digital com o software Geogebra como

ferramenta que vise ilustrar uma representacao grafica de uma funcéo.

Quadro 3 :pompeténcia Espgciﬁca 5
COMPETENCIA ESPECIFICA 5

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como observacao
de padrdes, experimentagdes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou
ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validagdo das referidas
conjecturas.

HABILIDADES
Investigar propriedades de figuras geométricas, questionando suas conjecturas por
meio da busca de contraexemplos, para refuta-las ou reconhecer a necessidade de
sua demonstracao para validacdo, como os teoremas relativos aos quadrilateros e
triangulos.

Fonte: (BRASIL,2017 p.533, apud SOUSA,2020 p. 48)

Nesta competéncia especifica 5 o0 autor entende que a Trigonometria também
ganha destaque, visto que esta pode ser estudada empregando recursos de
tecnologias digitais (softwares), como expostas nos exemplos imediatamente

anteriores. E visando um aprofundamento para ingresso no ensino superior, o docente
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pode trabalhar topicos da Trigonometria que privilegiem demonstracdes formais, tais
como as relagbes trigopnométricas fundamentais e as relacbes trigonométricas
derivadas, como também abordar valida¢des de teoremas no estudo dos triangulos.

A partir das observagbes de Sousa (2020), os conteudos de Trigonometria
comecam a sofrer um alteracao significativa com a nova proposta da BNCC. As
propostas dos PCN+ e das OCEM contemplavam conteudos tais como o radiano, ciclo
trigonométrico e equacdes trigonomeétricas. Contudo, a BNCC n&o aponta que o
docente aborde em suas aulas tais conteados mais analiticos que compdem o ciclo
trigonométrico. Como foi visto nos exemplos, apenas 0s assuntos sobre funcdes
trigonométricas e trigonometria no triangulo retangulo ganham destaque no curriculo.

As mudancas no ambito educacional tendem a serem conservadoras e a
estruturacdo daquilo que é ensinado pelo docente gradativamente sofre influéncia de
varias vertentes, sejam elas sociais, econémicas, politicas ou pedagdgicas. E este tipo
de mudanca tende a aparecer nos livros didaticos. Sendo assim, conteudos de
Trigonometria outrora presentes nos livros de matemética do ensino médio podem ser
futuramente parte de uma galeria de obras mais especificas e apenas vivenciados no
ambito do ensino superior.

Além de todas as discussdes ja citadas, vale destacar que as equacles
trigopnométricas também tém sido abordadas de forma cada vez mais reduzida nos
livros didaticos da escola publica. Em contrapartida, além de ndo ter um melhor
destaque nos livros de matematica das instituicdes publicas, as equacdes
trigonométricas ja costumam ter uma melhor abordagem em outros livros que séo
normalmente utilizados nas instituicdes da rede privada.

Este fato acaba repercutindo de forma muito negativa no que diz respeito a
preparacao dos estudantes da escola publica para conseguirem o tdo sonhado acesso
aos centros de exceléncia de formacdo de nivel superior, a exemplo podemos
destacar as escolas militares como: o Instituto Tecnologico de Aeronautica (ITA), o
Instituto Militar de Engenharia (IME), Centro de Instrucdo Almirante Braz de Aguiar
(CIABA), dentre outros.

Para evidenciarmos melhor o que foi dito, 0 quadro a seguir aponta que o
contetdo de equagdes trigonométricas é cobrado nas provas de processos seletivos

de escolas militares de ensino superior do Brasil.
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Quadro 4: Conteudo de Equacdes Trigonométricas nos Editais dos Escolas Militares.

INSTITUICAO DATA DO CONTEUDOS DE
EDITAL TRIGONOMETRIA

1. férmulas de adicao,
subtracdo e bisseccéo de
arcos;
2. funcdes
trigonométricas:

ITA propriedades e relacdes

(Instituto Tecnoldgico de Aeronautica) | 30/06/2021 | principais;

3. transformacao de soma
de funcdes
trigonométricas em
produtos;
4. equacoes e
inequacgodes
trigonométricas.
1. Arcos e angulos.
2.Circunferéncia
trigonomeétrica.
3.Funcgdes trigonométricas
e funcdes trigonomeétricas
inversas.
4.Relagbes fundamentais.

AFA 5.Reducéao ao 1°

(Academia da Forca Aérea) 21/02/2020 | quadrante.

6.Relacdes de identidade
e transformacodes.
7.Equacgdes e
inequacdes.
8.Tridngulo retangulo.
9.Tridngulo qualquer: lei
dos senos, lei dos
COSsenos e area.
1. Propriedades de
angulos e arcos; 2.
Conceito de arco e angulo;
3. Relacoes

IME trigonomeétricas;

(Instituto Militar de Engenharia) 31/05/2021 | 4. Formula de adicao,

subtracdo e bisseccéo de
arcos;

5. Transformacdo de
soma em produto;
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6. Reducdo ao primeiro
guadrante; 7. Funcdes
trigonométricas e funcdes
trigonométricas inversas;
8. Equacbes e
inequacgodes
trigonométricas;

9. Sistemas de equacdes

e inequacdes
trigonomeétricas;

10. Resolucao de
triangulos;

1. arcos e angulos;
2.relagbes métricas no
triangulo retangulo;

3. funcdes
trigonomeétricas;
CIABA 27/08/2020 | 4. graficos;

(Centro de Instrucdo Almirante Braz de Aguiar) 5. relagbes entre fungdes
trigonométricas;
6. reducdo ao 1°
quadrante;
7. transformacdes
trigonométricas;
8. equacoes
trigonométricas;
9. inequacdes
trigonométricas;
10. resolucdo de
triangulos quaisquer
1. trigonometria no
triangulo  (retdngulo e
qualquer);
2. lei dos senos e lei dos
COSSenos;
3. unidades de medidas
de arcos e angulos: o grau

AMAN e o radiano;
(Academia Militar das Agulhas Negras) | 29/04/2021 | 4. circulo trigonométrico,

razdes trigonométricas e
reducdo ao 1° quadrante;
5.funcdes trigonométricas,
transformacdes,
identidades
trigonométricas
fundamentais, equacdes e
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inequacoes
trigonométricas no
conjunto dos numeros
reais;

6. formulas de adicdo de
arcos, arcos duplos, arco
metade e transformacéo
em produto;

7. as funcdes
trigonométricas inversas e
seus  graficos, arcos
notaveis;

8. sistemas de equacdes
e inequacoes
trigonométricas e
resolucéo de triangulos.
1. Medidas de arcos e de
angulos em graus e
radianos;

2. Arcos congruos;
Formula de adicédo, arco
duplo e arco metade;

3. Transformacdo de
soma em produto;

Escola Naval 09/05/2019 | 4. Funcdes
trigonométricas;
5. Funcbes

trigonométricas inversas;
6. Relacdes fundamentais

e transformacdes;
identidades
7. trigonomeétricas;

Equacbes e inequacdes
trigonométricas;

8. Resolucdo entre os
elementos de um triangulo
gualquer.

Fonte: Autor,2021.

Diante do exposto, no quadro anterior, podemos perceber que as equacdes
trigopnométricas, de fato, vém sendo cobradas recentemente nos vestibulares dos
centros de formacao de nivel superior de grande relevancia do Brasil e a auséncia
deste conteddo da grade curricular das escolas publicas bem como dos livros
didaticos adotados por estas instituicbes de ensino, faz com que o conhecimento
matematico esteja sendo usado como um filtro social, isto é, impedindo que os alunos
das escolas publicas tenham maiores chances de acessar estes centros de ensino

superior. Para corroborar com essa ideia Soares e Scheide (2004, p.12) apontam que:



18

A matemética tem atuado como filtro social, ao ser utlizada como
instrumento de selecdo e de dominacdo. No entanto, ela precisa ser
ensinada como um instrumento para a interpretagcdo do mundo em seus
diversos contextos, o que supde a formacdo para a criticidade, para a
indignacéo, para a cidadania e ndo para a memorizagéo, para a alienacgéo,
para a excluséo. (SOARES E SCHEIDE, 2004,p.12)

Para reforcar esta questdo social no desenvolvimento curricular em
matematica, Matos (2005) apontou que apesar dos discursos democraticos que
procuram justificar a presenca da disciplina de matematica nos curriculos escolares,
0 ensino da matematica tem tido em muitos paises uma funcdo social de
diferenciacdo e de exclusao.

Ainda segundo o autor, a matematica é tipicamente um mistério para muita
gente e tem-lhe sido oferecido o papel de juiz pseudo - objetivo, que decide quem esta
apto e quem esta inapto na sociedade, rotulando e posicionando as criancas, 0S
jovens e os adultos como aptos ou como inaptos, e por isso tem servido como um
dos guardides do direito de participacdo nos processes de decisdo da sociedade. A
situacdo que se identifica na area da matematica nao existe isoladamente daquilo que
€ um dos papéis da escola — a selecdo e seriacdo arbitraria dos jovens. Tal como
Torres (2001,p.171-172, apud Matos,p.1) afirma:

“nas sociedades capitalistas, a escola justifica e produz desigualdades. Para
este objetivo intervém diversos elementos, incluindo percursos escolares,
comportamentos racistas, consolidacdo de elites, san¢cBes disciplinares,
irrelevancia das matérias curriculares para a vida das pessoas, deficiéncia e
falta de eficicia das Escolas. [...] a escola reproduz relagdes autoritarias,
classistas, racistas e patriarcais. Isto [...] € constituido pelo autoritarismo dos
pais e o autoritarismo da producao, distribuicdo e consumo do conhecimento.
O conhecimento em si, e por si, ndo é democratico” (TORRES, p.171-
172,apud MATOS,p.1)

Por fim, podemos concluir que os estudos apontaram que a falta de uma
metodologia adequada para o ensino de equacdes trigonométricas, a auséncia deste
conteudo nos documentos oficiais e até mesmo um estudo mais aprofundado nos
livros didaticos da escola publica, tém feito com que os professores deixem de ensinar
as equacdes trigonomeétricas.

Ainda existem os argumentos, de grande parte dos docentes, que apontam a
pouca aplicabilidade do assunto, ou que existem outros conteddos de maior
relevancia, mas a realidade é que o assunto € cobrado no vestibulares dos centros de

formacéao de nivel superior mais importantes do Brasil e o estudante da escola publica
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acaba sendo tolhido de ter acesso a este conhecimento, com isso o ensino dos
conteudos matematicos, como os de equacdes trigopnométricas, esta sendo usado

filtro social.

3. ASPECTOS HISTORICOS

Uma breve abordagem histérica na qual o uso de métodos da trigonometria,
incluindo as equacdes trigonométricas, ganhou destaque, diz respeito a um desafio
lancado, no ano de 1593, por um matematico e médico belga chamado Adriaan Van
Roomen, ao Rei da Franca Henrique IV. Tal desafio consistia em resolver uma
equacao algébrica que segundo Roomen, ninguém da Franga conseguiria resolvé-la
e para defender a honra do pais, o rei convocou ninguém menos que Francois Viete,
um advogado e administrador publico apaixonado por matematica.

Segundo de Andrade (2018), em 1953, Adrian Van Roomen, professor de

Matematica e Medicina na Bélgica, publicou um trabalho intitulado Ideae
Mathematicae, que continha, entre outros problemas propostos, algo bastante
desafiador. uma equacdo de grau 45 que em notacdo atual, pode ser escrita na
seguinte forma:
X35 — 45x43 + 945x41 — 12300x3° + 111150x37 — 740259x3° + 3764565x3 — 14945040x
+ 46955700x2° — 117679100x%7 + 236030652x%> — 378658800x%% + 483841800x2!
488494125x1° + 384942375x'" — 232676280x*°> + 105306075x13 — 34512075x! +
7811375x°— 1138500x" + 95634x° — 3795x° + 45x = A, sendo

A:\/E_\/E_ ’LS_\/E
4 16 8 64

Na época, o embaixador belga apresentou esse problema a Henrique IV, rei
da Franca, e chegou a dizer que ninguém do pais conseguiria resolvé-lo. O rei
convocou os franceses para “salvarem a honra da nagédo” e foi entdo que Frangois
Viete (1540-1603) entrou nessa historia.
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Figura 1: Francois Viéte

i N PN ¥
foox h\ \ -
Francois Viete nasceu no ano de 1540
em Fontenay-le-Comte, na Franca, e
morreu no dia 13 de dezembro de 1603,
em Paris. Um administrador ptblico e
advogado brilhante, era apaixonado por
Matematica e foi responsavel pela
introducdo notacdo da  algébrica
sistematizada, além de contribuir para a
teoria das equacbes. Ficou conhecido
como o Pai da Algebra. Uma de suas
muitas publicacdbes é o In artem
analyticum isagoge, que é o mais antigo
trabalho sobre algebra simbdlica.

Fonte: de Andrade (2018)

Sem demora, Viéte observou que essa equacdo, proposta por Roomen,
poderia ser obtida por meio da utilizacdo de férmulas do seno do mdltiplo de um arco,
e obteve muitas das suas raizes. Um trabalho realizado por Campos (2017) apresenta
o modo como Viéte, recorrendo a processos algébricos, determinou as solucdes da
equacao de Van Roomen.

Considere-se A = 2sen(456).

Sabe-se que sen(3a) = 3sen a — 4sena é valida para qualquer acR.
Se a = 1560 obtém-se sen(4560) = 3sen(150) — 4sen3(156).
Considere-se y = 2sen(156) entéo

2sen(450) =3y -y & A=3y —y3. (1)

Se a = 560 obtém-se sen(150) = 3sen(50) — 4sen3(50)

Considere-se z = 2sen(50) entdo 2sen(150) =3z-z8 © y=3z- 23 (2)

Sabe-se



21

sen(50) = 5sen O — 20sen30 + 16sen°d < sen°d = 1—16 sen(50) — % send + Z sen36.

. ~ 1 1 5 5
Con3|dere-sex=23en9entao§x5:Ez—§x+§x3<:>x5—5x3+5x:z(3)

Substituindo (3) em (2) e (2) em (1) obtém-se

A =3y -y3=3(3z-2% - (32 — z8)3 = 3(B(X>-5x3+5x) — ( x>-5x3+5x)3) — (3( x°-5x3+5x)—
( X5=5x3+5x)°%)3 = x*5-45x43+945x41-12300x3%+-:-+95634x°-3795x°+45X.

Desta forma, Viete decompds a equacao inicial de grau 45 em trés equacdes mais

simples: duas de grau 3 e uma de grau 5. Observe-se que 45=3. 3. 5.

As solucbes da equacao sao obtidas pela igualdade:

2km
X, = 2 sen (0 + E) ,ke{0,1,2, ...,44}

Solucdo esta que surgiu a partir de célculos algébricos que foram realizados através
da resolucéo de uma equacao trigopnométrica.

Dessa forma, todas as raizes podem ser calculadas e Viéte foi o primeiro
matematico a fazer uso significativo de métodos algébricos na trigopnometria. Sua
solucdo foi apresentada no trabalho intitulado Responsum, em 1595 e com isso,
acabara-se a disputa para resolver esse problema, e Van Roomen chegou até a viajar
para a Franca para conhecer Viete pessoalmente.

Ainda em relacdo aos estudos de Roomen guanto a trigonometria, podemos
dar destaque a construcao de tabelas trigpnométricas com a medida mais precisa de
angulos que certamente contribuiu de maneira significativa para as diversas ciéncias
como, por exemplo, a astronomia, a astrologia, as navegacdes, ha matematica para o
calculo de angulos nas equacgfes trigopnométricas que surgem em problemas

envolvendo fendbmenos da natureza, dentre outras ciéncias.
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Figura 2: Adriaan Van Roomen

Adriaan van Roomen nasceu em Louvain, na
Bélgica, em 1561, e faleceu em Mainz, na
Alemanha, em 1615. E mais lembrado pela
disputa com Francois Viéte, ou ainda por seus
estudos para o calculo do ndmero T; trabalhou
com as questdes de sua época, como a
quadratura do circulo e a construcdo de tabelas
trigonométricas. Estudou Matematica e Filosofia
no colégio jesuita de Colénia, na Alemanha, foi
professor de Matematica e Medicina na
Universidade de Louvain e professor de Medicina
Universidade de Wurzburg.

Fonte: de Andrade (2018)

Segundo um estudo realizado por Gongalves e Oliveira (2007), citam que
Roomen possuia um colega chamado Christoph Clavius, com o qual costumava
comunicar-se através de cartas que continham assuntos da ordem técnica da
matematica, como a quadratura do circulo e a construcdo de tabelas trigonométricas.
Christoph Clavius era influente padre jesuita que participou da elaboracdo do
calendario gregoriano, além disso foi uma forte presenca no Colégio Romano, onde
atuou como professor desde 1565 até sua morte, em 1612. De sua atividade como
professor, surgiram livros-texto, em especial o0 Comentario sobre os Elementos de
Euclides e o Comentario sobre a Esfera de Sacrobosco, que influenciaram
profundamente as geracdes seguintes de matematicos e astrénomos.

Os autores realizaram um estudo sobre as cartas e verificaram que Van
Roomen dedicou uma parte consideravel de sua correspondéncia com Clavius a seus

estudos de trigonometria. Ele também cita George Joachim Rheticus (1514-1574) e o
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padre Christoph Grienberger, que foram matematicos desse periodo notadamente
dedicados a construcéo de tabelas trigonométricas. Na primeira carta de que se tem
noticia que Van Roomen enviou a Clavius, em 11 de maio de 1592, ele ja estava
trabalhando na construcao de tabelas de senos, ndo para encontrar um método de
construcdo, mas somente pelo exercicio matematico. A carta sem data, mas que
provavelmente foi enviada no ano de 1601 para Clavius, trata exclusivamente dos
calculos de senos, tangentes e secantes de Rheticus e Grienberger. Apresenta
também uma “Regra universal necessaria para evitar erros nos calculos de tangentes
e secantes.”

Hoje, o seno é usualmente considerado como uma funcédo de uma variavel,
enquanto nos séculos XVI e XVII era tratado como dependendo de duas variaveis.
Isso acontecia porque o raio utilizado nas circunferéncias trigonométricas nao era
unitario, como usamos atualmente, mas podia assumir diversos valores na forma 10"
, com r natural. Na carta de 11 de maio de 1582, por exemplo, van Roomen menciona
que estava construindo tabelas com raios de 106 .

De acordo com Goncalves e Oliveira (2007), em notagcdo moderna, se
indicarmos por SENr x 0 seno de um arco de medida x em relacdo a uma
circunferéncia de raio 10", podemos escrever

SENrx =sen x. 10"

Essa igualdade relaciona, portanto, um valor de seno do ponto de vista dos
séculos XVI e XVII com um valor de seno do ponto de vista atual. As expressdes seno
total (sinus totus) e raio total (radius totus), que os matematicos daquele periodo
utilizavam, referem-se ao seno de 90 graus, pois este tem a mesma medida que o raio
da circunferéncia. O seno total é representado pela poténcia 10", e cada estudioso,
em principio, utilizava o raio que achasse melhor para seus calculos. Porém, segundo
van Roomen, o tamanho desse raio ndo era tdo livremente escolhido, pois essa
escolha depende de quantas casas decimais séo requeridas nos resultados.

A funcéo cosseno ndo aparece comumente sob este nome naquele periodo.
Quando necessario, fazia-se referéncia ao seno do complemento do &ngulo dado.
Naqguele periodo, as func¢des tangentes e secantes sdo normalmente indicadas com
esses nomes. As medidas dos senos do complemento, tangentes e secantes também
eram calculadas em relagcdo ao seno total, ou seja, em relacdo ao raio da
circunferéncia dada. Assim,

SENr (90° — x) =sen (90° - x) . 10" =cos x . 10"
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TANr x =tan x . 10°
SECrx=secx. 10’

No século XVI, muitos matematicos trabalharam exaustivamente na
construcéo de tabelas trigpnométricas. Van Roomen, em 1592, na carta que enviou
para Clavius, trabalhara ja& muito com calculos trigopnométricos. Em 1593, na sua obra
Ideae mathematicae pars prima, traz os calculos de lados de poligonos regulares de
3, 4, 5 e 15 lados, bem como dos poligonos obtidos a partir desses por sucessivas
duplicagbes do nimero de lados, inscritos e circunscritos em uma circunferéncia de
raio 1028 (BOCKSTAELE, 2009, 453, apud GONCALVES E OLIVEIRA,2007,p.158).

Especial a esse respeito € a carta sem data, mas possivelmente enviada em
160, na qual a construcdo de tais tabelas € o Unico tema tratado. Essa carta pode ser
dividida em trés partes: inicia-se com uma censura as tabelas de Grienberger; em
seguida, apresenta conselhos e regras para evitar erros na construcao de tais tabelas;
e, por fim, apresenta uma segunda censura, mas desta vez as tabelas de Rheticus.

Na primeira parte, van Roomen escreve sobre um conjunto de tabelas
trigonométricas que Grienberger estava construindo: uma tabela de senos, que servia
também para os senos dos complementos (N0sso cosseno); uma tabela de secantes
e uma de tangentes. Tanto a tabela de secantes com a de tangentes eram obtidas a
partir da tabela de senos, através, respectivamente, das seguintes rela¢des:

SEC: x = 10 / SENr (90° — x)
TAN: x = 10" . SENr x / SENy (900 — X)

Na carta de van Roomen, Goncalves e Oliveira (2007) sao informados que a
tabela de senos de Grienberger apresentava os valores com 16 casas decimais, isto
é, tratava-se de uma tabela em relacdo a um raio total igual a 10%. Suas tabelas de
secantes e tangentes, por outro lado, estavam sendo construidas para apresentar
valores com 12 casas decimais, isto €, em relacdo a um raio total igual a 1012. Van
Roomen, em sua censura, alerta Grienberger para o fato que € impossivel, para
alguns arcos, obter 12 casas decimais significativas para secantes e tangentes a partir
de apenas 16 casas significativas de valores de senos. Segundo van Roomen, para
gue as tabelas de tangentes e secantes fossem exatas, seria preciso um aumento de
oito digitos na tabelas de senos, ou seja, para se construir as tabelas de tangentes e
secantes desejadas seria necessaria uma tabela de senos com 24 casas decimais. A
partir dessa observacdo, van Roomen apresenta diversos conselhos para sanar 0s

problemas das tabelas.
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O mais importante desses conselhos é apresentado na segunda parte dessa
carta, sob o titulo Regra universal necessaria para evitar erros nos calculos de
tangentes e secantes. E esse talvez um dos mais sofisticados resultados de Adriaan
van Roomen, em que ele estipula o exato numero de casas que devem ser
aumentadas em um valor individual de seno ou cosseno, a fim de se obter a secante
e a tangente de um arco. Logo em seguida, van Roomen mostra uma tabela com uma
explicacdo sobre o funcionamento da regra e, por ultimo, apresenta dois corolérios
obtidos a partir da dita regra.

A regra € intricada, e seu enunciado requereria uma explicacdo que levaria
este artigo para bem além dos limites desejados. Um exemplo, contudo, pode ser
esclarecedor. Em relacéo ao raio total 101°, tomemos o valor de seno de 1 minuto de
grau, isto € sen (1’). Em uma tabela trigopnométrica tipica do século XVI, esse valor
seria 0 numero inteiro:

SEN1o (1) = sen (1’) . 1010 = 2908882

A secante do arco do complemento de 1’, ou seja, a secante do arco de

medida 89° 59’ pode ser calculada a partir do valor acima como
SEC10 (89° 59’) = 1020/ 2908882 = 34377468731973

O problema que surge dessa situagdo, como van Roomen percebeu, € que o
valor da secante obtida a partir do seno de 1’ calculado acima € diferente da melhor
aproximacéao inteira para o valor dessa secante:

SEC10 (89° 59’) = 10%° . sec (89° 59’ ) = 34377468192663

Assim, de fato, um valor de seno em relacéo ao raio total 1019, por mais exato
gue seja, ndo pode dar o valor da secante com todas as casas decimais corretas. A
Regra universal necesséria para evitar erros nos célculos de tangentes e secantes
prové um modo de sanar esse problema. Na terceira e Ultima parte dessa carta, Van
Roomen escreve uma censura as tabelas de Rheticus, dividida em trés proposicdes,
das quais, entretanto, somente duas sobreviveram. As duas proposi¢coes
remanescentes referem-se aos erros cometidos por Rheticus na constru¢do de suas
tabelas de tangentes e secantes, na mesma linha dos erros de Grienberger.

Por fim, podemos perceber que jA ha muito tempo 0s conceitos
trigonométricos, de forma geral, incluindo as equacgfes trigonomeétricas, eram
desenvolvidos para a resolucdo de problemas ndo s6 de uma matematica mais
técnica, mas na resolucdo de problemas para o calculo de angulos que foram

necessarios para a confec¢cdo das tabelas trigonométricas que conhecemos na
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atualidade e que certamente ainda auxiliam em problemas do cotidiano que surgem

nas outras ciéncias como a fisica, a astronomia, as navegacoes, dentre outras.

4. REVISAO DE ESTUDOS

Neste capitulo apresentamos os resultados de uma revisdo de estudos que
tratam sobre o ensino e aprendizagem de trigonometria, dos quais procuramos
enfatizar aqueles que tratavam de equacdes trigonométricas. O levantamento de
estudos foi construido para conhecer o que se tem discutido na literatura académica
e cientifica sobre o processo de ensino e aprendizagem referente as equacdes
trigonométricas, e que direcionou para a construcdo e planejamento da Sequéncia
Didética proposta.

Essa revisao foi dividida em duas partes, as quais sao:

1) Estudos Diagndsticos: Esses estudos irdo permitir o entendimento das principais
dificuldades dos alunos e dos professores no ensino e na aprendizagem de equacdes
trigonométricas.

2) Estudos Experimentais: Os trabalhos apresentados nessa categoria realizaram
atividades que ndo seguem a ordem expositiva em: definicdo, exemplos e exercicios,
ou seja, buscaram realizar um ensino diferenciado sobre equacdes trigonométricas no
ensino médio.

Os levantamentos de estudos possuem conhecimentos importantes acerca do
ensino e aprendizagem de equacdes trigonométricas. Diante de todo os trabalhos
revisados, construimos o quadro a seguir que sintetiza as principais informacgdes das

pesquisas revisadas, de acordo com cada categoria.
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Quadro 5: Sintese dos Trabalhos Revisados

ESTUDOS DIAGNOSTICOS

RESULTADOS

Mangas (2014); Feij6 (2018); Silva(2011)

- Existe a necessidade da introducéo
das equacgbes trigonométricas do tipo
R(Senx,Cosx) = c, pois os estudantes
apresentaram dificuldades em resolvé-
las;

- 0S estudos revelaram que 0S erros
cometidos pelos participantes estao em
todos os ramos da trigonometria, desde
definicbes e conceitos até
manipulagodes, inferéncias e
generalizagdes.

- Concluiu que o ensino de
trigonometria, por nado ter sido
ministrado de forma completa,
comprometeu o0 aprendizado dos
alunos na escola pesquisada e o
guestionario aplicado veio reforcar que
0 pouco tempo de aula destinado para
ensinar um contetdo relativamente
grande foi um fator agravante para os
resultados insatisfatérios nas dez

tltimas questdes realizadas.

ESTUDOS EXPERIMENTAIS

RESULTADOS

Silva (2018); Silva (2011); Mesquita
(2014); Pinheiro (2008); Fernandes
(2010); Pereira (2015).

- Foi possivel observar que a maioria
dos alunos demonstraram empenho
nas atividades realizadas com jogos.
Motivados pelo desafio de jogar em
uma aula de Matematica, todos os
alunos participaram de maneira
igualitaria, apesar das dificuldades

inerentes a cada um, dando a chance
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de todos serem vencedores,
resolvendo os problemas e planejando
estratégias

- A utilizag&o dos recursos tecnoldgicos
ampliou as possibilidades  de
aprendizagem no circulo
trigonométrico, permitindo que o0s
alunos atribuissem significado ao
conteado matematico, mesmo que nao
apenas as situacbes-problema com
referéncia na realidade com as quais
lidaram. Porém, algumas atividades
ndo ficaram bem esclarecidas com o
uso dos Applets devido os alunos
sentirem dificuldades com situacdes
algébricas.

- A calculadora € uma ferramenta que
ajuda a pensar e consequentemente
pode contribuir para uma melhor
aprendizagem. Ao longo da
investigagdo, o0s alunos  foram
melhorando a sua capacidade de
articulagdo  entre  representacoes
analiticas e graficas, podendo-se
concluir que este facto contribuiu para
uma melhor compreenséao das funcdes
trigonomeétricas.

Constatou-se que quando a tarefa é

conduzida com um bom documento de
apoio grafico, o aluno vai melhorando o
seu conhecimento matematico para
além do esperado, desenvolvendo um
sentimento de satisfacdo pessoal e
confianga nas suas capacidades.

- O aluno, ao construir a circunferéncia

trigonométrica, relaciona o0 objeto
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estudado com outros conceitos e
teorias, ou seja, ele, ao estabelecer sua
imagem mental, compreende o
significado da definicdo, cria um
conceito matematico e, ainda, amplia
as possibilidades para o]
desenvolvimento das propriedades
relacionadas expandindo seu dominio
cognitivo.

- Concluiu que das duas atividades
aplicadas, a segunda apontou
melhores resultados em relacdo a
primeira. Tal fato foi justificado, pois as
constru¢des do ciclo trigopnométrico e
as projecbes dos angulos sobre os
eixos coordenados foram visualizados
e melhor entendidos com o uso do
software Geogebra, além disso a
atividade foi realizada em grupo.

Diferente da segunda atividade, a

primeira foi realizada, pelos alunos, de
forma individual e tiveram que fazer as
constru¢cdes manualmente com 0 uso
de lapis, régua, papel e transferidor, o
gue causou uma série de erros devido
alguns  estudantes ndo  terem
habilidades para o uso correto dos
instrumentos geométricos.

- Concluiu que, de um modo geral, os
enfoques didaticos mais tradicionais,
como, por exemplo, a utilizagcdo de
apenas lousa e giz em aulas
expositivas dificulta a aprendizagem
desse conteudo matematico por parte
dos estudantes da educacdo basica.
Essa constatacdo empirica motivou o
autor para uma busca de métodos
alternativos, mais interativos, que
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permitissem uma maior participacao
ativa dos estudantes.
Dessa maneira, nasceu a ideia da

utilizagdo de um software de geometria
dindmica. Constatamos que o0
Geogebra pode ser uma ferramenta de
grande utilidade para atingir 0s
objetivos desejados, haja vista que ele
possibilita a visualizacdo dinamica dos
objetos mateméaticos e permite que,
ativamente, o aluno analise, conjecture,

generalize e assimile.

Fonte: Revisdo de Estudos, 2019.

Em alguns trabalhos analisados, verificamos que o uso de softwares de
geometria dindmica funciona como bons instrumentos de intervencdo nas atividades
voltadas para o ensino de trigonometria, pois sdo capazes de instigar a curiosidade
dos estudantes fazendo com que consigam aprender conceitos que na metodologia
tradicional de ensino sdo mais dificeis de serem compreendidos.

Dessa forma, aprender conteldos, como as equacdes trigonométricas,
usando a movimentacédo dos angulos por meio de softwares de geometria dinamica
no ciclo trigonométrico torna a participacao efetiva e mais prazerosa do estudante no
processo de ensino e aprendizagem deste conteudo.

Além disso, percebemos que o ensino de trigonometria, quando abordado
com o uso de materiais manipulaveis, pode ser uma potencial referéncia para
compreensao dos conceitos deste contetdo. O simples fato de o estudante ser levado
a construir e de certa forma participar de maneira integral do processo de ensino e
aprendizagem, faz uma grande diferenca na autoestima dele.

Nas atividades envolvendo jogos, o0s pesquisadores conseguiram bons
resultados tanto na resolugcéo de equagdes trigopnomeétricas, quanto na resolucdo das
inequacodes trigopnomeétricas, que sdo conteudos dificeis de serem entendidos pelos
estudantes na educacdo basica. Dessa forma, acreditamos que 0 ensino dos
conteudos de trigonometria deva trilhar caminhos que possibilitem o melhor

aprendizado dos estudantes.
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Por ndo termos muitos trabalhos especificos voltados para o ensino das
equacdes trigopnométricas, sugerimos que as metodologias ativas como o uso de
jogos, os softwares de geometria dinamica dentre outros, possam contribuir cada vez
mais para o desenvolvimento de trabalhos sobre este tema e com iSso obtermos mais
resultados no aprendizado das equacgdes trigonomeétricas.

Diante de todos os argumentos anteriormente expostos, vale reforcar que o
desenvolvimento deste trabalho é de suma importancia, uma vez que had uma grande
dificuldade tanto conceitual quanto didatica por parte do professor para ensinar
equacdes trigonométricas e a trigopnometria de forma geral. Por este motivo, nosso
trabalho propde-se a contribuir com as pesquisas supracitadas na tentativa de
minimizar o problema enfrentado pelo professor, visto que existem muitos topicos da
trigonometria que o docente ndo domina e por conta disso, acaba deixando de
ministrar os conteudos.

No gue diz respeito a falta de dominio do professor para ensinar trigopnometria,
podemos destacar que o assunto é visto de forma muito técnica no ensino médio e
menos conceitual, ou seja, o aprendizado do conteldo néo favorece a aquisicdo de
uma didatica adequada para o ensino. Aliado a este problema, ainda podemos
destacar a formacéo do professor, que na graduacao ainda passa por problemas em
estudos mais aprofundados de trigonometria que ndo sado muito discutidos.

Com isso, esperamos que o desenvolvimento do nosso trabalho venha somar
aos que destacamos em nossa revisdo de estudos com o intuito de melhorar a pratica
do professor e consequentemente o seu aprendizado em relagcdo aos conteudos
trigonométricos, e dessa forma ministra-los de maneira mais segura aos estudantes.

O direcionamento desta revisdo de estudos possibilitou ter um uma viséo
sobre muitos fatos relativos ao tema diante dos trabalhos revisados na area de
equacdes trigopnométricas, 0s quais contribuiram com o planejamento desse produto
educacional no sentido de revelar a necessidade de estratégias didaticas e
metodoldgicas para o ensino de equacdes trigonométricas, além de apresentar

algumas sugestfes importantes para a elaboracao da Sequéncia Didatica.
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5. ENSINO POR ATIVIDADES

A sequéncia didatica proposta nesse trabalho foi construida com base no
Ensino por Atividades. No que diz respeito a esta metodologia de ensino, vale destacar
que estad pautada na formacdo da autonomia do aluno para a construcao do seu
conhecimento, sendo esta a principal especificidade desta metodologia, onde os
conteudos propostos possam ser descobertos pelo proprio aluno durante o processo
de aprendizagem, tendo o professor apenas como orientador (MENDES e SA, 20086,
p. 13).

Diante disso, vale reforcar que no ensino por atividades ocorre um processo
de interacdo professor-aluno que acontece em sala de aula e que os papeis destes
sujeitos devem estar muito bem definidos durante a execucdo da sequéncia de
atividades. Nao podemos deixar de destacar que este processo de ensino e
aprendizagem é continuado e continuo, isto €, o tempo inteiro vai acontecer esse
movimento professor-aluno dentro de sala de aula por meio das atividades.

De acordo com Sa (2019), o ensino por atividades pode ser realizado por dois
tipos basicos de atividade que sdo a de conceituacdo e a de redescoberta, as quais
possuem caracteristicas distintas.

A atividade de conceituacdo objetiva levar o estudante a percepcdo da
ocorréncia de um determinado tipo de situacdo ou objeto matematico, objetivando a
construcdo da definicdo do objeto ao qual foi percebido durante o processo, ou seja,
0 objetivo de uma atividade de conceituacao € a definicdo do objeto matematico.

A atividade de redescoberta tem por objetivo conduzir o estudantes ao
descobrimento de uma relagéao/propriedade referente a um dado objeto ou operacao
matematica, correspondendo ao momento de exploracdo do objeto, a qual antecede
a demonstracao do resultado, ndo se limitando simplesmente na demonstracéo de um
resultado matematico recorrente do processo.

Resumidamente, podemos dizer que enquanto atividade de conceituacéo visa
a construcéo do conhecimento durante a definicdo do objeto matematico, a atividade
de redescoberta tem o enfoque na construcao do conhecimento a partir da descoberta
das relagbes/propriedade durante a exploragdo do objeto matematico.

Segundo Séa (2019) apesar da distingdo entre os objetivos de uma atividade
de conceituacédo e de uma atividade de redescoberta, 0 ensino de matematica por

meio de uma aula por ambos os tipos de atividade, podem ser divididos didaticamente
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em seis momentos, 0s quais descreveremos mais a diante, a saber: organizacao,
apresentacao, execucao, registro, analise e institucionalizacdo. A descricdo destes
seis momentos serdo fundamentais para entendermos melhor quais os papeis do
professor e do aluno neste processo de ensino e aprendizagem.

Diante da estrutura apresentada, podemos perceber que o Ensino por
Atividades € uma metodologia que vai muito além do método tradicional de ensino que
utiliza apenas definicdo seguida de exemplos e exercicios, fazendo com que o aluno
seja um mero espectador sem interagdo alguma com o professor. Neste sentido, Sa
(2009) afirma que:

O ensino de matematica por meio de atividades pressupfe mutua
colaboracéo entre professor e aluno durante o ato de construcdo do saber,
pois a caracteristica essencial desse tipo de abordagem metodolégica de
ensino esta no fato de que os tépicos a serem aprendidos serdo descobertos
pelo proprio aluno durante o processo de busca, que é conduzido pelo
professor até que ele seja incorporado a estrutura cognitiva do aprendiz (SA,
2009, p. 19).

Além disso, o autor afirma que as atividades devem orientar os discentes a
perpassar por trés fases: experimentacdo, comunicacdo oral e representacao
simbdlica. Neste momento, o professor deverd esquematizar atividades que
contenham: titulo, objetivo, material necessario, procedimento, espacos de
observacéo e de conclusao da atividade.

Neste método de ensino, a atividade é tratada como uma pesquisa cientifica
e o0 estudante como um pesquisador pois permite que desenvolvam habilidades como:
observar, analisar, inferir, testar, planejar, conjecturar e concluir.

Para que haja efetividade no desenvolvimento do Ensino por atividades, Sa
(2009) aponta que devemos ter alguns cuidados no desenvolvimento das atividades

gue deverdo ser planejadas e aplicadas conforme destacamos a seguir:

» Toda a atividade deve procurar conduzir o aluno a construcdo das nogdes
matematicas através de trés fazes: a experiéncia, a comunicacao oral das
ideias apreendidas e a representacéo simbdlica no¢des construidas;

» As atividades devem prever um momento de socializacdo das
informacdes entre os alunos, pois isso € fundamental para crescimento
intelectual do grupo. Para que isso ocorra, o professor deve criar um
ambiente adequado e de respeito mutuo entre os alunos e adotar a
postura de um membro mais experiente do grupo e que possa colaborar
na aprendizagem deles;

» As atividades devem ter caracteristicas de continuidade, visto que
precisam conduzir o aluno ao nivel de representacao abstrata das ideias
matematicas construidas a partir das experiéncias concretas vivenciadas
por ele;
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» De acordo com o modelo proposto por Dockweiller(1996), as atividades
propostas pelo professor podem se apresentar de trés maneiras:
desenvolvimento, conexdo e abstragdo, de modo que sejam
sequencialmente apresentadas e possam contribuir para a construgédo
gradual dos conceitos matematicos (SA, 2009, p.18).

De acordo com o trabalho de Sa (2019), apresentaremos a seguir 0s seis
momentos supracitados para o ensino por atividades, bem como as respectivas
atribuicdes que o professor e os estudantes deverdo seguir para cada momento de
realizacdo das atividades propostas.

O primeiro momento diz respeito a organiza¢do, neste instante inicial a turma
onde ocorrera a aplicacdo da atividade devera ser de preferéncia organizada pelo
professor em equipes construidas de forma, preferencialmente, espontanea de no
minimo dois e no maximo quatro alunos. Essas atividades poderdo ocorrer também
de forma individual, porém n&o € recomendavel uma vez que nao estimula a troca de
ideias entre os participantes, processo que € fundamental para o processo de

aprendizagem. Corroborando com essa ideia, Sa (2019) recomenda que:

Se houver o caso de algum estudante desejar realizar a atividade
individualmente o professor deve, sem pressado alguma, tentar convencer o
estudante da necessidade de realizar em grupo, mas se ndo conseguir deve
permitir a realizac&o individual e aguardar para ver o que acontecera ao longo
da realizacao das atividades.(SA, 2019, p.16).

Vale ressaltar que para a conducdo deste momento de organizacdo das
equipes, o professor deve mostrar seguranca e que a atividade foi elaborada de forma
bastante minuciosa e mostrar a importancia dela para que os estudantes ndo se
distraiam com situacdes que possam comprometer a execucao da atividade.

Dando continuidade ao processo, chegamos ao segundo momento que trata
da apresentacdo da atividade, que compete ao professor distribuir o material
necessario para a realizacao da atividade incluindo o roteiro da mesma. Neste sentido
vale destacar ao professor que, para atividades com procedimento mais longo é
preferivel que o roteiro seja disponibilizado de forma impressa para economizar
tempo.

O terceiro momento refere-se a execugdo, que € correspondente a etapa da
experimentacdo quando o professor manipula os materiais, realiza medidas e/ou
calculo, compara e/ou observa. Neste momento, numa aula por atividade
experimental, espera-se que cada equipe realize os procedimentos estabelecidos

para a atividade.
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Neste momento, cabe ao professor permitir que as equipes desenvolvam sua
atividade espontaneamente e com isso fiscalizar e dar suporte aos eventuais
surgimentos de duvidas ou ainda quando constatar a existéncia de dificuldades de
estudantes que solicitem algum auxilio para a equipe durante o processo. Para tal, €
de suma importancia que o professor possa intervir com orientacdes clara e precisas
gue possibilitem a continuidade da atividade sem causar algum tipo de mal-estar aos
seus estudantes.

No que diz respeito aos estudantes, faz-se necessario seguir as instrugcfes
previstas no roteiro da atividade com sua atencédo voltada completamente para esta e
com isto ndo dispersando-se em conversas paralelas em sua equipe e evitando visitar
outros grupos para o mesmo fim. Eles devem ter a oportunidade de agir para obter os
resultados buscados, mas também de receber orientagbes cuidadosas quando
tiverem dificuldades ou duvidas para realizar alguma acado prevista na atividade. As
orientacdes devem ser claras e precisas para permitir o prosseguimento da atividade
sem constrangimento dos executores.

Quando um guestionamento ou duvida evidenciar que sua origem é fruto de
uma falha das orienta¢des contidas no procedimento ou da confeccdo do material a
ser utilizado o professor deve imediatamente socializar com a turma o fato e
apresentar uma orientacdo que contorne o ocorrido e permita o prosseguimento da
atividade, se possivel. Esse tipo de situacdo pode evitado com um planejamento
cuidadoso da atividade.

O quarto momento, trata do registro, que corresponde ao momento da
sistematizacdo da pesquisa cientifica, neste ponto espera-se que as equipes
assinalem todas as informacdes obtidas no decorrer da execucao dos procedimentos
no espaco indicado no roteiro.

O professor durante a realizacdo do registro deve supervisionar o
desenvolvimento das ac¢des e auxiliar dirimindo as eventuais dividas que possam
ocorrer durante o processo. O ideal é que o roteiro da atividade contenha espaco
adequado para o registro das informacdes produzidas durante o momento da
execucado ao professor cabe nesse momento, supervisionar 0 processo e realizar
intervencdes quando surgirem davidas.

No quinto momento, a analise, espera-se que cada equipe analise as
informagdes que foram registradas e descubram uma relacdo valida entre as

informacdes registradas. Este momento é crucial para o bom andamento da atividade
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devido, ser o momento quando os alunos deverao ter o primeiro acesso a informacao
desejada pelo professor.

Quando durante a analise alguma equipe apresentar dificuldade para
perceber uma relagcdo valida a partir das informacdes registradas o professor deve
auxiliar a equipe por meio da formulacédo de questdes que auxiliem os membros da
mesma a perceberem uma relacdo valida. O momento da analise corresponde a
andlise dos resultados de uma pesquisa cientifica. Este momento deve ser concluido
com a elaboragéo de uma conclusao pela equipe ou participante da atividade.

O momento final, a institucionalizacdo, € 0 momento em que sera produzida
a conclusédo oficial da turma a partir das conclusées que cada equipe elaborou no
momento da analise. O momento da institucionalizagdo corresponde grosso modo ao
momento da elaboracdo das consideracdes finais de um trabalho cientifico.

O enunciado elaborado na primeira atividade realizada por uma turma sem
experiencia com o ensino por atividades costuma nao atender as condi¢cées de um
texto de natureza conclusiva. E comum os estudantes reproduzirem na conclusdo a
relacdo obtida no momento da andlise. Isto ndo € motivo de grandes preocupacdes
devido ser uma consequéncia da pouca experiéncia dos aprendizes em realizarem
atividades que solicitem a elaboracéo de textos conclusivos.

O professor, independente do formato das conclusées elaboradas pelas
equipes, deve solicitar que um representante de cada equipe va ao quadro e registre
a conclusdo elaborada pela sua equipe. Apés analisar as conclusdes registradas o
professor deve perguntar as equipes quais das conclusdes apresentadas permitem a
alguém que nao participou da atividade entender relacao estabelecida.

Este momento € oportuno para que o professor teca consideracdes sobre as
caracteristicas de uma conclusdo. Finalmente o professor pode elaborar junto com a
turma uma conclusdo que permita a alguém que nao participou da atividade entender
relacéo estabelecida.

A concluséo que foi elaborada em conjunto com a turma sera denominada de
conclusdo da turma. Se for possivel € positivo elaborar um registro pictorico da
conclusédo produzida ou mesmo elaboracdo de uma representacdo com simbolos
matematicos da conclusdo. Com a elaboragéo da concluséo termina 0 momento da

institucionalizacdo e da atividade também.
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Diante as ideias apresentadas por Sa (2019), o ensino por atividades norteou
o desenvolvimento de uma sequéncia didatica para o ensino de equacdes

trigonométricas que sera apresentada no proximo capitulo deste produto educacional.

6. SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo, estamos apresentando uma proposta de Sequéncia Didatica
como metodologia de ensino para as equacdes trigonométricas basicas com solucbes
na primeira volta. As atividades que a compde foram elaboradas levando-se em conta
as conclusbes e entendimentos obtidos na revisdo de estudos, assim como da
metodologia Ensino por Atividades.

Vale destacar que as atividades utilizardo um ciclo trigonométrico dinamico
desenvolvido na plataforma do software de geometria dindmica Geogebra para que
os alunos manuseiem seja por meio de tablets, smartphones ou com o proprio
computador.

As figuras a seguir, mostram o Applet do Geogebra desenvolvido para a

manipulacdo dos estudantes nas atividades de equacdes trigonométricas.

Figura 3: Ciclo Trigonométrico Dindmico Explorando o Seno
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Fonte: ProdUgéo do Autor,2021.

A figura anterior apresenta um Applet do Geogebra, no qual os alunos teréao
acesso para o desenvolvimento de equagdes trigpnométricas envolvendo o seno de
um arco X. Para poderem visualizar as solu¢cdes na primeira volta positiva, 0s
discentes terdo que movimentar o controle deslizante localizado a direita do ciclo

trigonomeétrico.
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Figura 4:Ciclo Trigonométrico Dindmico Explorando o Cosseno
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Figura 5: Ciclo Trigonometrico Dinamico Explorando a Tangente
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Fonte: Producéo do Autor,2021.

gue movimentar o controle deslizante localizado a direita do ciclo trigonomeétrico.

equacdes trigonométricas propostas nas atividades.
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A figura anterior apresenta um Applet do Geogebra, no qual os alunos terao
acesso para o desenvolvimento de equacdes trigonométricas envolvendo o cosseno
de um arco x. Para poderem visualizar as solu¢cées na primeira volta positiva, 0s

discentes terdo que movimentar o controle deslizante localizado a direita do ciclo

A figura anterior apresenta um Applet do Geogebra, no qual os alunos teréao
acesso para o desenvolvimento de equacgdes trigonométricas envolvendo a tangente

de um arco x. Para poderem visualizar as solu¢cdes na primeira volta positiva, terdo

Desta forma, esperamos que o Applet do Geogebra auxilie os estudantes a
perceberem as correspondéncias entre os angulos, bem como as relacbes que

possuem com 0s eixos do seno, cosseno e tangente e com iSSo consigam resolver as
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Vale destacar que nossa sequéncia didatica terd como objetivo fazer com que
0s estudantes encontrem métodos de resolucdo para cada tipo de equacgao
trigonométrica. Para tal, deveréo perceber as regularidades que as solu¢des possuem
em relagdo aos seus angulos correspondentes no primeiro quadrante do ciclo
trigonomeétrico.

As equacdes propostas nas atividades séo do tipo:
a)senx=a,coma>0;

b) sen x =b, comb <O0.

c) sen(nx) = ¢, com ¢ > 0 ou c <0.
d) sen (S):d, comd>0oud<0;

e) cos Xx =a, com a > 0;
f) cos x =b, com b <0;
g) cos(nx) =c,comc>00uc<O0;

i)cos(%):d,comd>00ud<0;
j)tgx=a,coma>0;

k) tg x =b, com b <0;

[) tg(nx) =c,comc>00uc<0;

m)tg(g):d,comd>00ud<0;

Por fim, podemos reforcar que para o desenvolvimento da sequéncia de
atividades, o professor ja devera ter trabalhado com seus estudantes os contetidos
circunscritos para a resolugcdo das equacdes trigonométricas propostas. Tais
conteudos perpassam pela trigonometria no triangulo retdngulo e os conceitos
referentes a trigonometria circular como, por exemplo, os arcos cbngruos e as

simetrias que serdo de suma importancia para aprendizagem efetiva do assunto.



Atividade 1
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ATIVIDADE 1

Titulo: Resolucdo de equacgbes do tipo sen x =a, com a > 0.
Objetivo: Descobrir a relagcéo entre as solugdes de equacdes do tipo sen x = a.
Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dinamico e calculadora.

Procedimentos:

01. Com o auxilio do Ciclo trigpnométrico Dindmico mova o controle deslizante e identifique,

no eixo dos senos, os valores indicados em cada equacéao.

02. Determine os angulos no intervalo [0°,360°] cujos senos correspondem aos valores

indicados em cada equacéao.
03. Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir.

Equacéo Solucédo no 1° Quadrante a4 | Solucdo no 2° Quadrante a,
a) sen x = 0,64
b) sen x=0,17
c)senx=0,34
d) sen x = ‘/2—§
e) sen x = 0,94
f) sen x = 0,26
g) senx = g
h) sen x = 0,42
i) sen x=0,77
) senx = %
OBSERVACAO

CONCLUSAO
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Orientacfes Didaticas ao Professor:

A atividade 1 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo
preencher os espacos em branco com as solucdes, da primeira volta, de cada
equacao trigopnométrica do tipo sen x = a, com a > 0. Para tal, deverao utilizar o Applet
do Geogebra disponivel no link https://www.geogebra.org/m/gkhmvcy8.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢cdes no intervalo de
[0°,360°] para cada uma das equacdes trigopnométricas propostas na atividade. Apos
o preenchimento do quadro, os estudantes devem descrever a regularidade percebida
por eles nos espacos destinados as observacgdes e conclusdes.

Sugerimos ao professor que oriente os alunos ao preenchimento do quadro
com bastante atencdo, pois qualquer angulo escrito de forma equivocada pode
ocasionar a nao percepcao das regularidades que os discentes deverdo observar e
consequentemente as observacgdes e conclusdes poderdo nao ser entendidas.

De acordo com as anotacdes dos alunos no campo destinado as observacoes,
eles devem apresentar na area da concluséo a regularidade que perceberam sobre a
relacdo mateméatica existente entre as solucdes das equacdes trigonométricas
propostas para esta atividade. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito
a uma férmula matematica que auxilie o estudante a encontrar o angulo do segundo
guadrante sabendo que é conhecido o valor do angulo do primeiro quadrante. Caso
os alunos ndo compreendam o que se deve concluir, o professor deve intervir
realizando questionamentos do tipo: 0 que vocés podem perceber se somarem as
solugdes encontradas em cada equacao? Isso pode esclarecer as possiveis duvidas
gue estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos do primeiro quadrante, que
normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo
encontrar os angulos correspondentes no segundo quadrante para este tipo de
equacao trigonométrica.

A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a concluséo
geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera direciona-los
para a atividade 2 a seguir, onde os alunos devem seguir o0s mesmos procedimentos

descritos na atividade anterior.
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Atividade 2

ATIVIDADE 2

Titulo: Resolucéo de equacgdes do tipo sen x =b, com b < 0.

Objetivo: Descobrir a relacéo entre as solu¢cdes de equacdes do tipo sen x = b.
Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dindmico e calculadora.

Procedimentos:

01. Com o auxilio do Ciclo trigpnométrico DinAmico mova o controle deslizante e

identifiqgue, no eixo dos senos, os valores indicados em cada equacao.

02. Determine os angulos no intervalo [0°,360°] cujos senos correspondem aos valores

indicados em cada equacéo.

03. Com as informac¢des obtidas preencha o quadro a seguir.

Equacéao

Solucao
no 3°
Quadrante
as

Solucao
no 4°
Quadrante
Ay

Angulo a, do 1°
Quadrante
equivalente ao
angulo a3 do 3°
Quadrante.

Angulo a, do 1°
Quadrante
equivalente ao
angulo a4 do 4°
Quadrante.

a) sen x = —0,77

b) sen x = —0,26

c) sen x = —0,94

d) sen x = —0,42

e) sen x = —g
f) sen x = —0,64
g) senx = —‘/2—5

h)senx:—i

i) sen x = —0,17

j) sen x = —0,34

OBSERVACAO

CONCLUSAO
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Orientacfes Didaticas ao Professor:

A atividade 2 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo
preencher os espacos em branco com as solucbes, da primeira volta, de cada
equacao trigonomeétrica do tipo sen x = b, com b < 0. Para tal, deveréo utilizar o mesmo
Applet do Geogebra da atividade anterior.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢cdes no intervalo de
[0°,360°]. Para cada uma das equacgdes trigonomeétricas propostas na atividade, além
dos estudantes completarem os espacos com as solugdes de cada equacéo, deveréo
preencher os aos angulos do primeiro quadrante que sdo congruos das solucdes
encontradas. Apos o completarem do quadro, os estudantes devem descrever a
regularidade percebida por eles nos espacos destinados as observacfes e
conclusdes.

Mais uma vez chamamos a atencéo do professor para que oriente os alunos
ao preenchimento do quadro com bastante atencao, pois qualquer angulo escrito de
forma equivocada pode ocasionar a ndo percepcdo das regularidades que os
discentes deverdo observar e consequentemente poderdo ter dificuldades em
registrar suas observacoes e conclusdes da atividade.

De acordo com as anotacdes dos alunos no campo destinado as observacgoes,
eles devem apresentar na area da concluséo a regularidade que perceberam sobre a
relacdo matematica existente entre as solucbes das equacbes trigonométricas
propostas para esta atividade. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito
a uma formula matematica que auxilie o estudante a encontrar o angulo do terceiro e
do quarto quadrante sabendo que é conhecido o valor do angulo correspondente do
primeiro quadrante. Caso os alunos ndo compreendam o que se deve concluir, 0
professor deve intervir realizando questionamentos do tipo: o que vocés podem
perceber se subtrairem as angulos do terceiro com angulos correspondentes do
primeiro quadrante? O que acontece se vocés somarem o0s angulos do quarto
guadrante com os seus correspondentes do primeiro quadrante? Isso pode esclarecer
as possiveis duvidas que estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos do primeiro quadrante, que

normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo



44

encontrar os angulos correspondentes no terceiro e do quarto quadrante para o tipo
este tipo de equacéao trigonomeétrica.

A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a concluséo
geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera os direciona-los
para a atividade 3 a seguir, onde o0s alunos devem seguir 0S mesmos procedimentos

descritos na atividade anterior.

Atividade 3

ATIVIDADE 3

Titulo: Resolucéo de equacdes do tipo sen(nx) =c,comc>0ouc<0.
Objetivo: Descobrir a solugéo geral de equagdes do tipo sen(nx) = c.
Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dinamico e calculadora.
Procedimentos:
01. Com o auxilio do Ciclo trigopnométrico Dindmico mova o controle deslizante e
identifiqgue, no eixo dos senos, os valores indicados em cada equacao.
02. Determine os angulos no intervalo [0°,360°] cujos senos correspondem aos
valores indicados em cada equacéo.
03. Com as informac¢des obtidas preencha o quadro a seguir.

Equacéo Solucéo x4 Solucéo x,
a)senx= %

b) sen(2x) =

c) sen(3x) =

N | =
N|§|NI|—I

d)senx=—

IS

e) sen(3x) = —

f) sen(5x) = —

M1

1%

g)senx= >

h) sen(2x) =

3

S

3

2

j) sen(5x) 23

OBSERVACAO

1%

i) sen(3x) =

IS

CONCLUSAO
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Orientacfes Didaticas ao Professor:

A atividade 3 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo
preencher os espacos em branco com as solucbes, da primeira volta, de cada
equacao trigonométrica do tipo sen(nx) = ¢, com ¢ > 0 ou ¢ < 0. Para tal, deverdo
utilizar o mesmo Applet do Geogebra da atividade anterior.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢des no intervalo de
[0°,360°]. Para cada uma das equacgdes trigonomeétricas propostas na atividade, além
dos estudantes completarem os espacos com as soluc¢des de cada equacéao base, isto
€, equacdes do tipo sen x = a e sen x = b, os discentes deverdo encontrar as solu¢des
das equacdes sen(nx) = ¢ baseando-se nas respostas encontradas para as equacoes
base.

Mais uma vez chamamos a atencéo do professor para que oriente os alunos
ao preenchimento do quadro com bastante atencdo, pois qualquer angulo escrito de
forma equivocada pode ocasionar a ndo percepcdo das regularidades que os
discentes deverdo observar e consequentemente poderdo ter dificuldades em
registrar suas observagdes e conclusdes da atividade.

De acordo com as anota¢des dos alunos no campo destinado as observacgoes,
eles devem apresentar na area da conclusao a regularidade que perceberam sobre a
relacdo matematica existente entre as solucdes das equacdes trigopnométricas sen(nx)
= c. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito a uma formula matematica
gue auxilie o estudante a encontrar o valor de x realizando a divisdo das solu¢des de
cada equacéao base pelo valor de “n”. Caso os alunos ndo compreendam o que se
deve concluir, o professor pode intervir realizando questionamentos do tipo: Para que
o valor do arco (nx) seja igual aos angulos da equacdo base, que operacgao
matematica vocés devem realizar para descobrir o valor de x? Isso pode esclarecer
as possiveis duvidas que estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos das equacdes base, que
normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo
encontrar o valor de x para as equacgdes sen(nx) = c.

A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a conclusao

geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera os direciona-los
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para a atividade 4 a seguir, onde o0s alunos devem seguir 0s mesmos procedimentos

descritos na atividade anterior.

Atividade 4

ATIVIDADE 4

Procedimentos:

indicados em cada equacéo.

03. Com as informagdes obtidas preencha o quadro a seguir.

Titulo: Resolucéo de equacdes do tipo sen (%) =d,comd>0o0ud<0.

Objetivo: Descobrir a solucdo geral de equacgdes do tipo sen (%) =d.

Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dinamico e calculadora.

01.Com o auxilio do Ciclo trigopnométrico Dindmico mova o controle deslizante e identifique
no eixo dos senos, os valores indicados em cada equacao.

02. Determine os angulos no intervalo [0°,360°] cujos senos correspondem aos valores

Equacéo

Solucéo x4

Solucéao x,

a)senx=

1] N | =

b) sen (E)

sen ()=
:

d)ysenx=——

N

e) sen (E) _2

2

f) senx =

&

0 sen (-

oGP 1@

h) sen (g) =

i) sen x=0,34

j) sen (’Z—C) =0,34

OBSERVACAO

CONCLUSAO
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Orientacfes Didaticas ao Professor:

A atividade 4 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo

preencher os espacos em branco com as solugbes, da primeira volta, de cada
equacao trigonométrica do tipo sen G) =d,comd >0 ou d < 0. Para tal, deverao

utilizar o mesmo Applet do Geogebra da atividade anterior.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢des no intervalo de
[0°,360°]. Para cada uma das equacgfes trigonométricas propostas na atividade, além
dos estudantes completarem os espacos com as solu¢des de cada equacao base, isto

€, equacdes do tipo sen x = a e sen x = b, os discentes deverado encontrar as solucées
das equacdes sen (%) = d baseando-se nas respostas encontradas para as equagoes

base.

Mais uma vez chamamos a atencéo do professor para que oriente os alunos
ao preenchimento do quadro com bastante atencao, pois qualquer angulo escrito de
forma equivocada pode ocasionar a ndo percepcdo das regularidades que os
discentes deverdo observar e consequentemente poderdo ter dificuldades em
registrar suas observacoes e conclusdes da atividade.

De acordo com as anotacdes dos alunos no campo destinado as observacoes,
eles devem apresentar na area da concluséo a regularidade que perceberam sobre a

relacdo matematica existente entre as solucdes das equacdes trigonométricas
sen (%) = d. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito a uma férmula

matematica que auxilie o estudante a encontrar o valor de x realizando a multiplicacéo

das solugdes de cada equagdo base pelo valor de “n”. Caso os alunos nao

compreendam o0 que se deve concluir, o professor pode intervir realizando
. . X . . A
guestionamentos do tipo: Para que o valor do arco (Z) seja igual aos angulos da

equacao base, que operacdo matematica vocés devem realizar para descobrir o valor
de x? Isso pode esclarecer as possiveis duvidas que estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos das equacgdes base, que

normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo

encontrar o valor de x para as equagoes sen (g) =d.
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A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a concluséo
geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera os direciona-los
para as questdes de aprofundamento de equacgdes trigonométricas envolvendo o seno

de um arco.

Atividade de Aprofundamento das Atividades 1,2,3e 4

Lista de questBes com equacdes trigonométricas do tipo seno.

Para cada uma das questdes, utilize a tabela dos angulos notaveis do ciclo

trigonométrico.

TABELA DOS VALORES DOS ARCOS NOTAVEIS
30° 45° 60°
=
. 1 | 2|5
2 2 2
1
cos .\_/_5 _{_2— -
2 2 2
tan E 1 V3
3

01. (ENEM — ADAPTADA) Os raios de luz solar estéo atingindo a superficie de um

lago formando um angulo x com a sua superficie, conforme indica a figura.

A
< >
8

Y

NHK
T 7 7 7 7 7 7 7 7

Em determinadas condi¢Ges, pode-se supor que a intensidade luminosa desses raios,
na superficie do lago, seja dada aproximadamente por | = 4- sen(x), onde | mede a
intensidade luminosa, em candelas (cd). Sabendo que em determinado dia, a
intensidade luminosa do raio solar atingiu o valor | = 2 cd, qual o valor do angulo x

formado entre o raio do sol e a superficie do lago?
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02. (OBJETIVO-SP) Resolva a equacéao trigopnométrica sen (2x — 90°) = % com X €

[0,360°].
03. Resolver a equacio 2 sen x —v2 = 0 sabendo que 0° < x < 360°.

04. (FGV) A equagdo 4. sen?x = 1 para 0° < x < 360°, tem conjunto verdade igual a
(A) {30%

(B) {60°}

(C) {30°, 210°}

(D) {30°, 150°}

(E) {30°, 150°,210°,330°}

05. (OBJETIVO-SP) Resolva a equacéo 4.sen?x — 3 = 0 supondo 0° < x < 360°.

06. A distancia horizontal percorrida por uma bola de futebol depende, entre outros
fatores, da velocidade inicial e do angulo formado pela trajetéria da bola com a

horizontal. Representando a velocidade inicial por v e o angulo por a, podemos
2
determinar essa distancia d pela equacéo d = ’1’—0 .sena. Sabendo que em certo chute

a bola percorreu uma distancia d =16,2 m com velocidade v = 18m/s, qual é a medida

do angulo ao?

07. Qual o conjunto solucao da equacao 2.sen g =+/3, com x € [0,360°]?

08. Qual o conjunto solucdo da equacéo sen 5x = —g, com x € [0,360°]?

09. Para a construcao da rampa da figura abaixo, um engenheiro precisou resolver a

~ . L. 1
equacdo trigonométrica sen x = —.
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Diante dessa situacdo, qual a medida do angulo, em graus, encontrada pelo

engenheiro?

10. (UFRN) A projecao da quantidade a ser vendida de determinado produto para os
préximos dois anos pode ser aproximada pela equacdo Q = 64 + 36 sen 45t, onde t
representa o tempo em meses. Sabendo que t € [0,8], para qual(is) valores de t a

quantidade Q vendida do produto sera igual a 100 unidades?

Orientacdes Didéaticas ao Professor

Sugerimos ao professor que no momento que o0s alunos estiverem
respondendo esta atividade de aprofundamento, disponibilize uma tabela
trigonométrica com os angulos notaveis (30°, 45° e 60°) para auxiliar a resolucéo das
equacdes trigonométricas propostas para esta atividade.

Caso os alunos tenham muita dificuldade, recomendamos que o professor
mostre a eles as conclusdes que tiveram, pois isso pode ajudar a relembrarem da
regularidade percebidas por eles. Assim que todos os estudantes tiverem respondido,
eles devem ser encaminhados para a etapa de formalizacao onde seré discutido com
eles os possiveis métodos propostos por eles na atividade e outros métodos mais
formais.

As atividade 5,6,7 e 8 que estdo apresentadas a seguir, tratam sobre uma
aula envolvendo as equaces trigonométricas do tipo cosseno, onde os estudantes
devem ser requisitados a mostrarem 0s conhecimentos obtidos nas atividades

anteriores.
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Atividade 5

ATIVIDADE 5

Titulo: Resolucéo de equacgdes do tipo cos x = a, com a > 0.

Objetivo: Descobrir a relagcéo entre as solugdes de equagdes do tipo cos x =a.

Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dinamico e calculadora.
Procedimentos:

01. Com o auxilio do Ciclo trigonométrico Dindmico mova o controle deslizante e identifique
no eixo dos cossenos, os valores indicados em cada equacéo.

02. Determine os angulos no intervalo [0°,360°] cujos cossenos correspondem aos valoreg
indicados em cada equacéo.

03. Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir.

Equacéo Solucdo no 1° Quadrante a; | Solucdo no 4° Quadrante a,

a) cos x =0,15

b) cos x = 0,77

c) cos x = 0,34

d) cos x = ‘/2—§

1

€) CoS X = >

f) cos x =0,94

g) COS X = ‘/22

h) cos x=0,42

i) cos x = 0,26

j) cos x = 0,60
OBSERVACAO

CONCLUSAO




52

Orientac6es Didaticas ao Professor:

A atividade 5 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo
preencher os espacos em branco com as solugbes, da primeira volta, de cada
equacao trigopnométrica do tipo cos x = a, com a > 0. Para tal, deveréo utilizar o Applet
do Geogebra disponivel no link https:// geogebra.org/m/gwneyyr8.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢des no intervalo de
[0°,360°] para cada uma das equacdes trigopnométricas propostas na atividade. Apos
o preenchimento do quadro, os estudantes devem descrever a regularidade percebida
por eles nos espacgos destinados as observacdes e conclusdes.

Sugerimos ao professor que oriente os alunos ao preenchimento do quadro
com bastante atencdo, pois qualquer angulo escrito de forma equivocada pode
ocasionar a ndo percepc¢ao das regularidades que os discentes deverdo observar e
consequentemente as observagdes e conclusdes poderdao nao ser entendidas.

De acordo com as anota¢des dos alunos no campo destinado as observacoes,
eles devem apresentar na area da concluséo a regularidade que perceberam sobre a
relacdo matematica existente entre as solucbes das equacfes trigonométricas
propostas para esta atividade. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito
a uma féormula mateméatica que auxilie o estudante a encontrar o angulo do quarto
quadrante sabendo que é conhecido o valor do angulo do primeiro quadrante. Caso
os alunos ndo compreendam o que se deve concluir, o professor deve intervir
realizando questionamentos do tipo: 0 que vocés podem perceber se somarem as
solugdes encontradas em cada equacao? Isso pode esclarecer as possiveis duvidas
gue estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos do primeiro quadrante, que
normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo
encontrar os angulos correspondentes no quarto quadrante para este tipo de equacao
trigonométrica.

A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a conclusao
geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera direciona-los
para a atividade 6 a seguir, onde os alunos devem seguir 0S mesmos procedimentos

descritos na atividade anterior.
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ATIVIDADE 6

Titulo: Resolucéo de equacgdes do tipo cos x = b, com b < 0.
Objetivo: Descobrir a relagcéo entre as solugbes de equacdes do tipo cos x = b.
Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dinamico e calculadora.

Procedimentos:

01. Com o auxilio do Ciclo trigonométrico Dinamico mova o controle deslizante
e identifique, no eixo dos cossenos, os valores indicados em cada equacéo.

02. Determine os angulos no intervalo [0°,360°] cujos cossenos correspondem
aos valores indicados em cada equacao.
03. Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir.

Solucéo Solucéo Angulo a4 do 1° Angulo a, do 1°
no 2° no 3° Quadrante Quadrante
Equacéo Quadrante | Quadrante equivalente ao equivalente ao
() (a3) angulo a, do 2° angulo a3 do 3°
Quadrante. Quadrante.
a) cos x=—0,77
b) cos x=—-0,26
C) COS X = — g

d) cosx=-0,42

e)cosx=-0,94

f) cos x = —0,6
g) cosx=-0,34
h) cos x = —?

i) cos x=—-0,17
j) cos x = —%
OBSERVACAO

CONCLUSAO
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Orientac6es Didaticas ao Professor:

A atividade 6 é composta de um quadro no qual os estudantes deverédo
preencher os espacos em branco com as solugbes, da primeira volta, de cada
equacao trigonomeétrica do tipo cos x = b, com b < 0. Para tal, deveréo utilizar o mesmo
Applet do Geogebra da atividade anterior.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢des no intervalo de
[0°,360°]. Para cada uma das equacgdes trigonomeétricas propostas na atividade, além
dos estudantes completarem os espacos com as solucdes de cada equacéo, deveréo
preencher os aos angulos do primeiro quadrante que sdo congruos das solucdes
encontradas. Apés o completarem do quadro, os estudantes devem descrever a
regularidade percebida por eles nos espacos destinados as observacfes e
conclusdes.

Mais uma vez chamamos a atencéo do professor para que oriente os alunos
ao preenchimento do quadro com bastante atencao, pois qualquer angulo escrito de
forma equivocada pode ocasionar a ndo percepcdo das regularidades que os
discentes deverdo observar e consequentemente poderdo ter dificuldades em
registrar suas observacdes e conclusfes da atividade.

De acordo com as anotacdes dos alunos no campo destinado as observacoes,
eles devem apresentar na area da conclusao a regularidade que perceberam sobre a
relacdo matematica existente entre as solucbes das equacles trigonométricas
propostas para esta atividade. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito
a uma férmula matematica que auxilie o estudante a encontrar o angulo do segundo
e do terceiro quadrante sabendo que é conhecido o valor do angulo correspondente
do primeiro quadrante. Caso os alunos ndo compreendam o que se deve concluir, 0
professor deve intervir realizando guestionamentos do tipo: o que vocés podem
perceber se somarem as angulos do segundo com os angulos correspondentes do
primeiro quadrante? O que acontece se vocés subtrairem os angulos do terceiro
guadrante com os seus correspondentes do primeiro quadrante? Isso pode esclarecer
as possiveis duvidas que estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos do primeiro quadrante, que

normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo
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encontrar os angulos correspondentes no segundo e do terceiro quadrante para o tipo
este tipo de equacéao trigonomeétrica.

A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a concluséo
geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera os direciona-los
para a atividade 7 a seguir, onde o0s alunos devem seguir oS mesmos procedimentos

descritos na atividade anterior.

Atividade 7

ATIVIDADE 7

Titulo: Resolugéo de equacdes do tipo cos(nx) =c¢, comc >0 ouc<O0.
Objetivo: Descobrir as solu¢des de equagdes do tipo cos(nx) = c.
Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dinamico e calculadora.
Procedimentos:

01. Com o auxilio do Ciclo trigonométrico Dindmico mova o controle deslizante e identifique
no eixo dos cossenos, os valores indicados em cada equacéo.

02. Determine os angulos no intervalo [0°,360°] cujos cossenos correspondem aos valoreg
indicados em cada equacao.

03. Com as informac¢des obtidas preencha o quadro a seguir.

Equacéo Solucéo xq Solucéo x,

1
a) cos X = >
b) cos(2x) =

c) cos(3x) =

d) cos x = —

N
N|§|NIH

IS

e) cos(3x) = —

NI

f) cos(5x) = —

g)cosxz%§

e
2

B

2

j) cos(5x) = 23

OBSERVACAO

h) cos(2x) =

i) cos(3x) =

1%

CONCLUSAO
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Orientac6es Didaticas ao Professor:

A atividade 7 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo
preencher os espagcos em branco com as solugbes, da primeira volta, de cada
equacao trigonométrica do tipo cos(nx) = ¢, com ¢ > 0 ou ¢ < 0. Para tal, deverao
utilizar o mesmo Applet do Geogebra da atividade anterior.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢des no intervalo de
[0°,360°]. Para cada uma das equacgdes trigonomeétricas propostas na atividade, além
dos estudantes completarem os espacos com as solu¢des de cada equacao base, isto
€, equacdes do tipo cos X = a e cos X = b, os discentes deverdo encontrar as solu¢des
das equacdes cos(nx) = ¢ baseando-se nas respostas encontradas para as equagoes
base.

Mais uma vez chamamos a atencéo do professor para que oriente os alunos
ao preenchimento do quadro com bastante atencdo, pois qualquer angulo escrito de
forma equivocada pode ocasionar a ndo percepcdo das regularidades que os
discentes deverdo observar e consequentemente poderdo ter dificuldades em
registrar suas observacoes e conclusfes da atividade.

De acordo com as anotacdes dos alunos no campo destinado as observacoes,
eles devem apresentar na area da conclusao a regularidade que perceberam sobre a
relacdo matematica existente entre as solu¢des das equacdes trigopnométricas cos(nx)
= c. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito a uma formula matematica
gue auxilie o estudante a encontrar o valor de x realizando a divisdo das solucdes de
cada equacio base pelo valor de “n”. Caso os alunos ndo compreendam o que se
deve concluir, o professor pode intervir realizando questionamentos do tipo: Para que
o valor do arco (nx) seja igual aos angulos da equacdo base, que operacgao
matematica vocés devem realizar para descobrir o valor de x? Isso pode esclarecer
as possiveis duvidas que estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos das equagfes base, que
normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo
encontrar o valor de x para as equacgdes cos(nx) = c.

A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a concluséo

geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera os direciona-los
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para a atividade 8 a seguir, onde os alunos devem seguir oS mesmos procedimentos
descritos na atividade anterior.

Atividade 8

ATIVIDADE 8

Titulo: Resolugéo de equacdes do tipo cos (%) =d,comd>0o0ud<D0.

Objetivo: Descobrir as solucbes de equacdes do tipo cos (%) =d.
Material: Applet do Geogebra Ciclo trigonométrico Dinamico e calculadora.
Procedimentos:

01. Com o auxilio do Ciclo trigpnométrico Dindmico mova o controle deslizante e identifique
no eixo dos cossenos, os valores indicados em cada equagéo.

02. Determine os angulos no intervalo [0°,360°] cujos cossenos correspondem aos valores
indicados em cada equacéao.

03. Com as informacdes obtidas preencha o quadro a seguir.

Equacéo Solucéo x; Solucéo x,
a) cos X = %
b) cos (’Z—C) ==
c) cos (g) = %
d) cos x = —g
Y05 ()=~ 2
f) cos x = \/2—5

=
9)cos () =5
h) cos (g) = \/2—5
i) cos x = 0,34
j) cos G) =0,34

OBSERVACAO

CONCLUSAO
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Orientacfes Didaticas ao Professor:

A atividade 8 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo

preencher os espacos em branco com as solugbes, da primeira volta, de cada
equacao trigonométrica do tipo cos G) =d,comd >0 oud < 0. Para tal, deverdo

utilizar o mesmo Applet do Geogebra da atividade anterior.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢des no intervalo de
[0°,360°]. Para cada uma das equacgdes trigonométricas propostas na atividade, além
dos estudantes completarem os espacos com as solu¢des de cada equacao base, isto

€, equacdes do tipo cos x = a e cos X = b, os discentes deverédo encontrar as solucées
das equacdes cos (g) = d baseando-se nas respostas encontradas para as equacoes

base.

Mais uma vez chamamos a atencéo do professor para que oriente os alunos
ao preenchimento do quadro com bastante atencao, pois qualquer angulo escrito de
forma equivocada pode ocasionar a ndo percepcdo das regularidades que os
discentes deverdo observar e consequentemente poderdo ter dificuldades em
registrar suas observacoes e conclusdes da atividade.

De acordo com as anotacdes dos alunos no campo destinado as observacoes,
eles devem apresentar na area da concluséo a regularidade que perceberam sobre a

relacdo matematica existente entre as solucdes das equacdes trigonométricas
cos (%) = d. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito a uma férmula

matematica que auxilie o estudante a encontrar o valor de x realizando a multiplicacéo

das solucdes de cada equagdo base pelo valor de “n”. Caso os alunos nao

compreendam o0 que se deve concluir, o professor pode intervir realizando
. . X . . A
guestionamentos do tipo: Para que o valor do arco (Z) seja igual aos angulos da

equacao base, que operacdo matematica vocés devem realizar para descobrir o valor
de x? Isso pode esclarecer as possiveis duvidas que estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos das equacgdes base, que

normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo

encontrar o valor de x para as equagdes cos (%) =d.
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A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a concluséo
geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera os direciona-los
para as questdes de aprofundamento de equacgbes trigonométricas envolvendo o

cosseno de um arco.

Atividade de Aprofundamento das Atividades 5,6,7 e 8

Lista de questdes com equacdes trigonométricas do tipo cosseno.

Para cada uma das questfes, utilize a tabela dos éangulos notaveis do ciclo

trigonomeétrico.

TABELA DOS VALORES DOS ARCOS NOTAVEIS
30° 45° 60°
=
e I | 2| B
2 2 2
1
o : | vz
2 2 2
tan E 1 V3
3

01. Qual o conjunto solucao da equacao 2.cos x —1 =0, com x € [0,360°]?

02.Resolva a equagéo 4.cos?x — 3 = 0, com x € [0,360°]?

03. (UESPI - PI - Adaptada) Em virtude da procura por certo produto ser maior em
determinados meses do ano e menor em outros, seu preco, durante todo decorrer do
ano de 2005, variou segundo a equacao P =120 + 80.cos 30t, em que P é o preco do
produto, em reais, e t € 0 més do ano. Em quais meses do ano o valor do preco P era

de 80 reais?

04. Dada a equacéo 1 + cos x = 1,5, qual o conjunto solu¢&o no intervalo x € [0,360°]?
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05. Qual o conjunto solucao da equacao cos 2x = —%, com x € [0,360°]?
06. Qual o conjunto solucao da equacao cos 3x = g com x € [0,360°]?

07. Qual o conjunto solucao da equacao cos 5x = g com x € [0,360°]?

08. Quais os valores de x que satisfazem o conjunto solucdo da equacao 8.cos (3x) =

—4 no intervalo x € [0,360°]?

09. (UNIRIO) O conjunto-solucao da equagao cos 2x = % onde x € um arco no intervalo

X € [0,360°], é dado por:
a) {60°, 300°}

b) {30°, 330°}

c) {30°, 150°}

d) {30°, 150°, 210°, 330°}

e) {15°, 165°, 195°, 345°)

10.(PISM) Um pedreiro deseja colocar uma rampa de comprimento 25 m que devera

ficar apoiada numa parede como mostra a figura a seguir:

Qual o valor do angulo a formado entre a escada e o solo?
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11. Um tunel de 300 m de comprimento sera construido em linha reta, unindo dois
pontos, A e B, da base de uma montanha. Uma equipe de trabalhadores fara a
perfuracdo a partir de A, e outra equipe a partir de B. Para determinar a dire¢éo das
perfuracdes, para que os dois trechos cavados se encontrem, um engenheiro fixou
um ponto C no terreno préximo a montanha, de modo que o angulo ACB fosse reto e
AC 5 150 m. Qual deve ser a medida do angulo que a direcdo dos dois trechos da
perfuracdo deve formar com o lado AC do triangulo ABC para que ndo haja
desencontro desses trechos?

Orientacfes Didéaticas ao Professor

Sugerimos ao professor que no momento que o0s alunos estiverem
respondendo esta atividade de aprofundamento, disponibilize uma tabela
trigonométrica com os angulos notaveis (30°, 45° e 60°) para auxiliar a resolucéo das
equacdes trigonométricas propostas para esta atividade.

Caso os alunos tenham muita dificuldade, recomendamos que o professor
mostre a eles as conclusdes que tiveram, pois isso pode ajudar a relembrarem da
regularidade percebidas por eles. Assim que todos os estudantes tiverem respondido,
eles devem ser encaminhados para a etapa de formalizacdo onde seré discutido com
eles os possiveis métodos propostos por eles na atividade e outros métodos mais
formais.

As atividade 9,10,11 e 12 que estao apresentadas a seguir, tratam sobre uma
aula envolvendo as equacgfes trigopnomeétricas do tipo tangente, onde os estudantes
devem ser requisitados a mostrarem 0s conhecimentos obtidos nas atividades

anteriores.
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ATIVIDADE 9

Titulo: Resolugéo de equacgdes do tipo tg x = a.

Objetivo: Descobrir a relacéo entre as solu¢cbes de equacdes do tipo tg x = a.

Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dinamico e calculadora.
Procedimentos:

01. Com o auxilio do Ciclo trigonométrico Dindmico mova o controle deslizante e identifique
no eixo das tangentes, os valores indicados em cada equacéao.

02. Determine os angulos no intervalo [0°,360°] cuja tangente corresponde aos valoreg

indicados em cada equacéo.

03. Com as informac¢des obtidas preencha o quadro a seguir.

Equacéo Solucdo no 1° Quadrante a; | Solucdo no 3° Quadrante ag
a)tgx=0,18
b) tg x=0,70
c)tgx=1
d)tgx= ?

e) tgx =0,36
f)tgx=0,84
g) tgx=0,47
h) tg x = /3
)tgx=143
Dtgx=1,19
OBSERVACAO

CONCLUSAO




63

Orientacfes Didaticas ao Professor:

A atividade 9 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo
preencher os espacos em branco com as solucbes, da primeira volta, de cada
equacao trigonométrica do tipo tg x = a, com a > 0. Para tal, deveréao utilizar o Applet
do Geogebra disponivel no link https://www.geogebra.org/m/ufmeezqf

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢cdes no intervalo de
[0°,360°] para cada uma das equacdes trigopnométricas propostas na atividade. Apos
o preenchimento do quadro, os estudantes devem descrever a regularidade percebida
por eles nos espacos destinados as observacgdes e conclusdes.

Sugerimos ao professor que oriente os alunos ao preenchimento do quadro
com bastante atencdo, pois qualquer angulo escrito de forma equivocada pode
ocasionar a nao percepcao das regularidades que os discentes deverdo observar e
consequentemente as observacdes e conclusdes poderao nao ser entendidas.

De acordo com as anotacdes dos alunos no campo destinado as observacoes,
eles devem apresentar na area da concluséo a regularidade que perceberam sobre a
relacdo mateméatica existente entre as solucdes das equacdes trigonométricas
propostas para esta atividade. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito
a uma férmula matematica que auxilie o estudante a encontrar o angulo do terceiro
guadrante sabendo que é conhecido o valor do angulo do primeiro quadrante. Caso
os alunos ndo compreendam o que se deve concluir, o professor deve intervir
realizando questionamentos do tipo: o que vocés podem perceber se subtrairem as
solugdes encontradas em cada equacao? Isso pode esclarecer as possiveis duvidas
gue estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos do primeiro quadrante, que
normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo
encontrar os angulos correspondentes no terceiro quadrante para este tipo de
equacao trigonométrica.

A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a concluséo
geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera direciona-los
para a atividade 10 a seguir, onde o0s alunos devem seguir 0s mesmos procedimentos

descritos na atividade anterior.
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ATIVIDADE 10

Procedimentos:

Titulo: Resolugéo de equacgdes do tipo tg x = b, com b < 0.
Objetivo: Descobrir a relacéo entre as solu¢cbes de equacdes do tipo tg x = b.
Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dinamico e calculadora.

01. Com o auxilio do Ciclo trigonométrico Dindmico mova o controle deslizante e identifique
no eixo das tangentes, os valores indicados em cada equacéao.
02. Determine os angulos no intervalo [0°2,360°] cuja tangente corresponde aos valoreg
indicados em cada equacéo.
03. Com as informac¢des obtidas preencha o quadro a seguir.

Solucéao Solugéo Angulo a, do 1° Angulo a, do 1°
no 2° no 4° Quadrante Quadrante
Equacéo Quadrante | Quadrante equivalente ao equivalente ao
a, ay, angulo a, do 2° angulo a4 do 4°
Quadrante. Quadrante.
a)tgx=-0,18
b) tg x = —0,70
c) tgx=-0,47
d)tgx= —?
e)tg x = —0,36
f)tgx=-1,43
gtgx=-1
h) tg x = —/3
i)tgx=-0,84
Dtgx=-1,19
OBSERVACAO

CONCLUSAO
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Orientacfes Didaticas ao Professor:

A atividade 10 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo
preencher os espacos em branco com as solucbes, da primeira volta, de cada
equacao trigopnométrica do tipo tg x = b, com b < 0. Para tal, deverao utilizar o mesmo
Applet do Geogebra da atividade anterior.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢des no intervalo de
[0°,360°]. Para cada uma das equacgdes trigonomeétricas propostas na atividade, além
dos estudantes completarem os espagos com as solu¢des de cada equagéao, deverao
preencher os aos angulos do primeiro quadrante que sdo congruos das solucdes
encontradas. Apos o completarem do quadro, os estudantes devem descrever a
regularidade percebida por eles nos espacos destinados as observacfes e
conclusdes.

Mais uma vez chamamos a atencéo do professor para que oriente os alunos
ao preenchimento do quadro com bastante atencao, pois qualquer angulo escrito de
forma equivocada pode ocasionar a ndo percepcdo das regularidades que os
discentes deverdo observar e consequentemente poderdo ter dificuldades em
registrar suas observacoes e conclusdes da atividade.

De acordo com as anotacdes dos alunos no campo destinado as observacgoes,
eles devem apresentar na area da concluséo a regularidade que perceberam sobre a
relacdo matematica existente entre as solucbes das equacfes trigonométricas
propostas para esta atividade. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito
a uma férmula matematica que auxilie o estudante a encontrar o angulo do segundo
e do quarto quadrante sabendo que é conhecido o valor do angulo correspondente do
primeiro quadrante. Caso os alunos ndo compreendam o que se deve concluir, 0
professor deve intervir realizando questionamentos do tipo: o que vocés podem
perceber se somarem as angulos do segundo com os angulos correspondentes do
primeiro quadrante? O que acontece se vocés somarem 0s angulos do quarto
guadrante com os seus correspondentes do primeiro quadrante? Isso pode esclarecer
as possiveis duvidas que estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos do primeiro quadrante, que

normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo
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encontrar os angulos correspondentes no segundo e do quarto quadrante para o tipo
este tipo de equacéao trigonomeétrica.

A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a conclusao
geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera os direciona-los
para a atividade 11 a seguir, onde os alunos devem seguir o0s mesmos procedimentos

descritos na atividade anterior.

Atividade 11

ATIVIDADE 11

Titulo: Resolugéo de equacgdes do tipotg nx =c,comc>0ouc<0.

Objetivo: Descobrir a relagé@o entre as solugdes de equagdes do tipo tg nx = c.

Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dindmico e calculadora.
Procedimentos:

01. Com o auxilio do Ciclo trigopnométrico DinAmico mova o controle deslizante e identifique
no eixo das tangentes, os valores indicados em cada equacéao.

02. Determine os angulos no intervalo [0°,360°] cuja tangente corresponde aos valoreg
indicados em cada equacao.

03. Com as informac¢des obtidas preencha o quadro a seguir.

Equacéo Solucéo x; Solucéo x,
a)tgx=0,84
b) tg 2x = 0,84
c)tg3x=0,84
d)tgx=—/3
e)tg 2x = —/3
f)tg 3x = —/3

\/_
g)tgx=—=
h) tg 2x = —?
NDtgx=1
PDtg3x=1

OBSERVACAO

CONCLUSAO
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Orientac6es Didaticas ao Professor:

A atividade 11 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo
preencher os espacos em branco com as solugbes, da primeira volta, de cada
equacao trigopnométrica do tipo tg(nx) = ¢, com ¢ > 0 ou ¢ < 0. Para tal, deverao utilizar
o mesmo Applet do Geogebra da atividade anterior.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solugdes no intervalo de
[0°,360°]. Para cada uma das equacgdes trigonomeétricas propostas na atividade, além
dos estudantes completarem os espacos com as solu¢des de cada equacao base, isto
€, equacdes do tipo tg x = a e tg x = b, os discentes deverdo encontrar as solu¢des
das equacdes tg(nx) = ¢ baseando-se nas respostas encontradas para as equacgoes
base.

Mais uma vez chamamos a atencéo do professor para que oriente os alunos
ao preenchimento do quadro com bastante atencao, pois qualquer angulo escrito de
forma equivocada pode ocasionar a ndo percepcdo das regularidades que os
discentes deverdo observar e consequentemente poderdo ter dificuldades em
registrar suas observacoes e conclusfes da atividade.

De acordo com as anotacdes dos alunos no campo destinado as observacoées,
eles devem apresentar na area da conclusao a regularidade que perceberam sobre a
relacdo matematica existente entre as solu¢des das equacdes trigonométricas tg(nx)
= c. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito a uma férmula matematica
gue auxilie o estudante a encontrar o valor de x realizando a divisdo das solucdes de
cada equacio base pelo valor de “n”. Caso os alunos ndo compreendam o que se
deve concluir, o professor pode intervir realizando questionamentos do tipo: Para que
o valor do arco (nx) seja igual aos angulos da equacdo base, que operacgao
matematica vocés devem realizar para descobrir o valor de x? Isso pode esclarecer
as possiveis duvidas que estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos das equagfes base, que
normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo
encontrar o valor de x para as equagoes tg(nx) = c.

A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a concluséo

geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera os direciona-los
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para a atividade 12 a seguir, onde os alunos devem seguir oS mesmos procedimentos

descritos na atividade anterior.

Atividade 12

ATIVIDADE 12

Procedimentos:

equacao.

Titulo: Resolucao de equacdes do tipo tg % =d,comd>0o0ud<0.
Objetivo: Descobrir a relagéo entre as solugbes de equacdes do tipo tg % =d.
Material: Applet do Geogebra Ciclo trigopnométrico Dindmico e calculadora.

01. Com o auxilio do Ciclo trigopnométrico Dinamico mova o controle deslizante €
identifique, no eixo das tangentes, os valores indicados em cada equacao.

02. Determine os angulos cuja tangente corresponde aos valores indicados em cada

03. Com as informagdes obtidas preencha o quadro a seguir.

Equacéo

Solucéao x;

Solucéao x,

IS

a)tgx = 3

3

b) tg > =

|Gk 15

c)tggz -

d)tgx=+3

e)tg>=v3

Htg=v3

g)tgx=—0,58

h)tg>=—0,58

NDtgx=1

Ntg>=1

OBSERVACAO

CONCLUSAO
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Orientacfes Didaticas ao Professor:

A atividade 12 é composta de um quadro no qual os estudantes deverdo
preencher os espacos em branco com as solugbes, da primeira volta, de cada

equacao trigonomeétrica do tipo tg G) =d,comd>0oud<0. Paratal, deverao utilizar

o mesmo Applet do Geogebra da atividade anterior.

Este Applet pode ser acessado através de um celular, tablet ou por
computador e deve auxiliar os estudantes a encontrar as solu¢des no intervalo de
[0°,360°]. Para cada uma das equacgfes trigonométricas propostas na atividade, além
dos estudantes completarem os espacos com as solu¢des de cada equacao base, isto

€, equacdes do tipo tg x = a e tg X = b, os discentes deverdo encontrar as solucdes
das equacgdes tg (%) = d baseando-se nas respostas encontradas para as equacoes

base.

Mais uma vez chamamos a atencéo do professor para que oriente os alunos
ao preenchimento do quadro com bastante atencao, pois qualquer angulo escrito de
forma equivocada pode ocasionar a ndo percepcdo das regularidades que os
discentes deverdo observar e consequentemente poderdo ter dificuldades em
registrar suas observacoes e conclusdes da atividade.

De acordo com as anotacdes dos alunos no campo destinado as observacoes,
eles devem apresentar na area da concluséo a regularidade que perceberam sobre a

relacdo mateméatica existente entre as solucdes das equacdes trigonométricas
tg (g) = d. Vale destacar que a regularidade esperada diz respeito a uma férmula

matematica que auxilie o estudante a encontrar o valor de x realizando a multiplicacéo

das solucdes de cada equagao base pelo valor de “n”. Caso os alunos nao

compreendam o0 que se deve concluir, o professor pode intervir realizando
. . X . . A
guestionamentos do tipo: Para que o valor do arco (Z) seja igual aos angulos da

equacao base, que operacdo matematica vocés devem realizar para descobrir o valor
de x? Isso pode esclarecer as possiveis duvidas que estejam sentindo.

O alcance do objetivo dessa atividade devera contribuir para que o aluno
comece a perceber que sempre que souber os angulos das equacgbes base, que

normalmente sdo os angulos notaveis de 30°, 45° e 60°, facilmente conseguirdo

~ X
encontrar o valor de x para as equagdes tg (g) =d.
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A partir desse momento sugerimos ao professor que formalize a concluséo
geral da atividade junto com os estudantes e logo em seguida podera os direciona-los
para as questdes de aprofundamento de equacgles trigonométricas envolvendo a

tangente de um arco.

Atividade de Aprofundamento das Atividades 9,10,11 e 12

Lista de questbes com equacdes trigonométricas do tipo tangente.

Para cada uma das questdes, utilize a tabela dos angulos notaveis do ciclo

trigonomeétrico.

TABELA DOS VALORES DOS ARCOS NOTAVEIS
300 450 60°
1 3
- . | 2| B
2 2 2
1
oS ..\/._E_ ..‘j_i —
2 2 2
tan \/_-?; 1 V3
3

01. Um foguete F, lancado em trajetoria vertical de um ponto A do solo plano e
horizontal, € monitorado a partir de um ponto B do solo, distante 1.000 m de A. Qual(is)
ser&o as possiveis medidas do angulo ABF, quando a distancia AF for igual a 1.000

m?

I
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02. De um ponto T, a 15 m de altura em relacdo ao plano de uma estrada horizontal,
um guarda rodoviario observa um automével sob um angulo de medida x, em grau,
em relagdo a vertical TB, sendo B um ponto do plano da estrada. Determine as

possiveis medidas x para que a distancia entre o automovel e o ponto B seja maior

que 5v3 m.

03. (UFRGS) Qual o conjunto solucao da equacao tg x — 1 = 0 no intervalo [0,360°]?
04. Qual o conjunto solucdo da equacéo 3.tg —/3 = 0, com x € [0,360°]?

05. Qual o conjunto solucéo da equacéo 3.tg’x — 3 = 0, com x € [0,360°]?
06. Qual o conjunto solucdo da equacéo 4.tg x = —4+/3, com x € [0,360°]?
07. Qual o conjunto solucdo da equacéo tg 2x = \/3—5 com x € [0,360°]?
08. Qual o conjunto solucdo da equacéo tg 3x = 1, com x € [0,360°]?

09. Qual o conjunto solucdo da equacéo tg 5x = —/3, com x € [0,360°]?

10. Quais os valores de x que satisfazem o conjunto solucdo da equacgao 2.tg (3x) =

—2 no intervalo x € [0,360°]?
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11. (PUC) Paulo esta deitado na cama e assistindo a TV. Na figura, C representa um
ponto sobre a cama a partir do qual o controle remoto da TV foi acionado na direcéo
do receptor de sinal indicado por R. A medida do angulo entre a linha que representa

o sinal transmitido e a cama é igual a a.

] £
TV f
R
s ol
08m -\
| L) o C
al A
cama ; chao
} 4m
Dados:
o 11,3° 11,6° 12,1° 12,4° 78,5°

sena | 0,196 0,199 0,210 0,215 0,980

COS « 0,981 0,980 0,978 0,977 0,199

tgo 0,200 0,203 0,214 0,220 4,915

Qual a medida do angulo a mostrado na situagao da figura anterior?

12. Observe o ciclo trigonométrico a seguir:

Sen| To

60°

«Cos

240

Podemos concluir que os angulos assinalados, no intervalo x € [0° 360°],

correspondem ao conjunto solugao da equacgao
(A) sen x =+/3

(B) cos x =+/3
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(C)tgx=+/3
(D) sen x = —/3
(E) tgx = —V/3

Orientacbes Didéaticas ao Professor

Sugerimos ao professor que no momento que o0s alunos estiverem
respondendo esta atividade de aprofundamento, disponibilize uma tabela
trigonométrica com os angulos notaveis (30°, 45° e 60°) para auxiliar a resolucédo das
equacdes trigonométricas propostas para esta atividade.

Caso os alunos tenham muita dificuldade, recomendamos que o professor
mostre a eles as conclusdes que tiveram, pois isso pode ajudar a relembrarem da
regularidade percebidas por eles. Assim que todos os estudantes tiverem respondido,
eles devem ser encaminhados para a etapa de formalizacado onde sera discutido com
eles os possiveis métodos propostos por eles na atividade e outros métodos mais

formais.

7. CONSIDERACOES

O objetivo deste produto educacional foi apresentar uma Sequéncia Didatica
para o ensino de equac¢des trigonométricas. A construcdo deste produto levou em
consideracao varias informacdes, dentre elas, tem-se 0s aspectos curriculares sobre
0 ensino de equacdes trigonométricas, 0s aspectos historicos e a revisdo de estudos
sobre o ensino e aprendizagem de trigonometria dentre os quais enfatizamos os que
trabalharam equacdes trigonométricas, além da utilizacdo da metodologia Ensino por
Atividades.

Através dos aspectos curriculares, podemos perceber quanto o ensino de
equacdes trigonomeétricas, que o conteudo tem deixado de ser ministrado nas escolas
publicas e nos livros didaticos tem se mostrado de forma bastante resumida e com
poucas atividades diferenciadas para que o estudantes exponham suas conclusoes.
Apesar de ndo estar escrito de forma explicita nos documentos oficiais, as equacdes

trigonométricas tém sido cobradas nos centros de exceléncia de formagé&o de nivel
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superior como por exemplo as escolas militares, dessa forma podemos dizer que o
ensino desse conteudo esta sendo usado como filtro social.

Os aspectos histéricos nos possibilitaram entender como as equacgdes
trigonométricas foram (teis para as ciéncias, como a astronomia e as grandes
navegacoes, pois o desenvolvimento de tabelas trigonométricas com angulos cada
vez mais precisos foram fundamentais para calculos de distancias inacessiveis. Além
disso, as equagdes trigopnométricas foram importantes para a resolucao de equacdes
polinomiais de grau 45, como o problema langado por Van Roomen que foi resolvido
por Viete através de conhecimentos de trigonometria.

A revisdo de estudos possibilitou ter um uma viséo sobre muitos fatos relativos
ao tema diante dos trabalhos revisados na é&rea de trigonometria, 0os quais
contribuiram com o planejamento desse produto educacional, no sentido de revelar a
necessidade de estratégias didaticas e metodoldgicas para o ensino de equacbes
trigopnométricas, além de apresentar algumas sugestbes importantes para a
elaboracao da Sequéncia Didatica.

Em meio as compreensdes obtidas na revisao de estudos, bem como a busca
de estratégias de ensino que poderiam ser eficazes para o assunto de equacodes
trigonométricas, surgiu a possibilidade de utilizar a metodologia Ensino por Atividades.
No estudo realizado sobre este direcionamento, foi possivel construir a sequéncia
didatica apresentada no capitulo 6.

Por fim, a Sequéncia Didatica apresentada foi utilizada em uma dissertacéo
de mestrado do autor Brayner Junior (2021) com estudantes do terceiro ano do ensino
meédio. Pelo fato dos resultados, dessa dissertacao, terem sido considerados muito
bons, apresentamos a Sequéncia Didatica presente nela como um produto
educacional neste livro, acompanhada com orientacdes didaticas para que 0s
professores possam utiliza-la em sala de aula, ou em aula remota, e estando sujeita
a ajustes pelo docente para melhor se adequar a cada situacéo.

Por meio deste produto educacional, esperamos contribuir para facilitar a
pratica docente no que diz respeito ao planejamento e execucdo de aulas sobre o
assunto equacdes trigopnométricas e a trigopnometria de forma geral, tanto no Ensino

Médio, quanto no Ensino Superior.
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APENDICES

APENDICE A: APPLET DO GEOGEBRA - CICLO TRIGONOMETRICO DINAMICO
PARA EQUACOES TRIGONOMETRICAS DO TIPO SENO

Eixo dos Senos|
1007

3°Quadrante

LINK DO APPLET: https://www.geogebra.org/m/gkhmvcy8
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APENDICE B: APPLET DO GEOGEBRA - CICLO TRIGONOMETRICO DINAMICO
PARA EQUACOES TRIGONOMETRICAS DO TIPO COSSENO

\ 2°Quadrante

cos(a) =-0.64

Eixo dos Cosseno

___________________________________________

ra
LJ

LINK DO APPLET: https://www.geogebra.org/m/gwneyyr8
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APENDICE C: CICLO APPLET DO GEOGEBRA - CICLO TRIGONOMETRICO
DINAMICO PARA EQUACOES TRIGONOMETRICAS DO TIPO TANGENTE

2°Quadrante

Eixo das Tangentes

tan(a) =1.19

- = e

00

4°Quadrante

320°

3607 = 2w
350°

340°

30 Vass

LINK DO APPLET: https://www.geogebra.org/m/ufmeezqf
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