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RESUMO

BARROS, Rafael Lameira. Ensino de Numeros Irracionais por Atividade.
2021. 422 f. Dissertagao (Mestrado Profissional em Ensino de Matematica) —
Universidade do Estado do Para, Belém, 2021.

Este trabalho apresenta os resultados de uma pesquisa que teve como objetivo
analisar a aprendizagem gerada pela aplicagdo de uma Sequéncia Didatica
sobre Numeros Irracionais em alunos do Ensino Médio. Essa Sequéncia
Didatica foi planejada para seguir o direcionamento didatico do Ensino por
Atividade utilizando recursos metodologicos como Calculadora e Historia em
Quadrinhos. A parte experimental da pesquisa foi desenvolvida com uma
amostra de 6 alunos do Ensino Médio que moravam nos bairros do Jaderlandia
(Ananindeua/PA) e Marambaia (Belém/PA), para isso adotou-se como
metodologia de pesquisa a Engenharia Didatica. A analise dos resultados
ocorreu pelo registro dos discentes nas atividades, pela comparagao entre os
resultados do pré-teste com o pds-teste e pelo Teste de Hipdteses. Os
resultados apontam que houve desempenho muito satisfatério dos alunos no
preenchimento das atividades; a comparacao dos dados do pré-teste e pos-
teste mostrou que os efeitos da Sequéncia Didatica repercutiram de forma
bastante notavel na aprendizagem sobre Numeros Irracionais dos alunos da
amostra; o teste de hipéteses comprovou que as notas do pods-teste tiveram
melhora estatisticamente em relagdo ao pré-teste comprovando com isso, que
a metodologia utilizada possibilitou alcangar resultados satisfatorios.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Ensino de Matematica por Atividade.
Ensino de Numeros Irracionais. Engenharia Didatica.



ABSTRACT

BARROS, Rafael Lameira. Teaching Irrational Numbers by Activity. 2021.
422 f. Dissertation (Professional Master in Mathematics Teaching) - Para State
University, Belém, 2021.

This work presents a research, aiming to analyze the learning generated from a
Didactic Sequence on Irrational Numbers in high school students. This Didactic
Sequence follows the "Teaching by Activity" and uses methodological resources
“Calculator” and “Comics”. The experimental part of the research was
developed with a sample of 6 high school students from Jaderlandia
(Ananindeua / PA) and Marambaia (Belém / PA). The research methodology
was the Didactic Engineering. The analysis of the results found in the students'
records, during an activity, was carried out by comparing the results of the pre-
test with the post-test and was carried out using the Hypothesis Test. The
results show that there was a very satisfactory performance of the students in
completing the activities; the comparison of pre-test and post-test data showed
that the effects of the Didactic Sequence had a quite remarkable impact on the
students' learning about Irrational Numbers; the hypothesis test proved that the
post-test scores had a statistically significant improvement in relation to the pre-
test, it proved that the application achieved the adequate results.

Keywords: Mathematics teaching. Teaching Mathematics by Activity. Teaching
Irrational Numbers. Didactic Engineering.
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1. INTRODUGAO

A matematica € um conhecimento muito necessario para o convivio em
uma sociedade, pois se apresenta em nosso cotidiano, de forma direta ou
indireta, sendo ela dividida em inumeras areas, como a geometria, algebra e
aritmética. A matematica, em todo o seu desenvolvimento historico, é
constituida por um elemento fundamental para sua existéncia, o0 numero.

Quando se cita 2, entende-se esse simbolo como numeral, que se
relaciona com uma quantidade de dois, sendo essa quantidade de 2 lapis, 2
sapatos, 2 cdes ou quais quer dois elementos de mesma natureza. De um
modo geral a ideia de numero é uma construcdo humana que utilizamos em
nosso meio tentando ordenar e medir praticamente tudo o que se deseja
conhecer, controlar, prever, e outras atividades humanas que podem estar
associadas a matematica.

Este material aborda um assunto matematico que trata de um tipo
especifico de numero, denominado de Numeros Irracionais, numeros que
dimensionam medidas que ndo se pode medir com fracbes. Os numeros
irracionais sao importantes por compor a nossa compreensao numeérica de
forma mais completa, possibilitando um calculo adequado aos padrdes
numericos que a natureza e algumas situagées nos proporcionam em meio as
grandezas continuas.

Conforme Vasconcelos (2016), os irracionais sdo muito importantes no
estudo da matematica, de maneira que sem a existéncia desses numeros,
varios problemas ndo poderiam ser solucionados, os quais se apresentam em
inumeras situagdes, sendo este um dos motivos para que esse assunto esteja
citado nos curriculos do ensino basico.

Embora os numeros irracionais sejam citados como assunto a se ensinar
no Ensino Basico, existem muitos obstaculos que dificultam o aprendizado do
assunto de Numeros irracionais, como a dificuldade de aprender seu conceito e
suas propriedades em meio ao rigor do formalismo matematico deste assunto,
além de muitos ouros fatores. Diante dessa problematica, percebe-se que este
assunto necessita de um estudo aprofundado e divulgado, a respeito de suas
possiveis potencialidades no ensino (BRASIL, 1998). Essa foi a principal

motivagao que direcionou a construgcédo desse trabalho.
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O estudo realizado neste trabalho se direcionou inicialmente aos
Numeros Irracionais a partir da seguinte questdo de pesquisa:

Qual o efeito da aplicagcdo de uma Sequéncia Didatica no ensino e
aprendizagem de numeros irracionais?

Quanto ao locus da pesquisa, inicialmente havia sido planejado a
aplicagao da sequéncia didatica com alunos do Ensino Fundamental em uma
escola da rede publica de ensino localizada em Belém-PA, porém nao se
obteve sucesso devido estarem sem funcionamento diante da situagao
emergencial com a qual se encontravam, com os impactos da pandemia por
COVID-19. Por isso, foi feito um trabalho de divulgagdo verbal e por redes
sociais para estudantes que moravam nas proximidades do bairro da
Jaderlandia (Ananindeua/PA) e do bairro da Marambaia (Belém/PA). Todos os
alunos que decidiram participar se encontravam cursando o Ensino Médio, em
variadas séries, na rede publica de ensino. Dai, o trabalho se ajustou para
atender esses alunos, de modo presencial para alguns e virtual para outros.

Para o trabalho se ajustar a esse contexto e se direcionar a questao de
pesquisa, ele assumiu, como objetivo de pesquisa, analisar a aprendizagem
gerada pela aplicagdo de uma Sequéncia Didatica sobre Numeros Irracionais
em alunos do Ensino Médio.

Nesse sentido, compreende-se que para alcancar tal fim tem-se as
seguintes etapas especificas ligadas a esse objetivo:

(@) Apresentar um referencial tedrico que organize e oriente a
apresentacdo e o desenvolvimento significativo do tema dos numeros
irracionais no Ensino Basico;

(b) Compreender o conteudo de numeros irracionais sobre varias
perspectivas como a conceitual, a histérica, a curricular, a diagnéstica do
processo de ensino e aprendizagem em pesquisas académicas e cientificas, a
diagnostica da aprendizagem na concepgédo discente e nas possibilidades
didaticas de ensino;

(c) Elaborar uma Sequéncia Didatica que auxilie no processo de ensino
e aprendizagem dos conhecimentos tedricos apresentados sobre numeros
irracionais, levando em consideracao as varias perspectivas deste conteudo no

ambito do ensino e aprendizagem;
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(d) Aplicar a Sequéncia Didatica em uma amostra de alunos e analisar a
aprendizagem gerada por ela sobre Numeros Irracionais;

(e) Conceber um produto educacional que facilite a pratica docente a
respeito do ensino do assunto de numeros irracionais e outros conhecimentos
ligados a este.

A abordagem deste trabalho foi quantitativa qualitativa, também
chamada de mista. Conforme Souza e Kerbauy (2017) uma pesquisa
quantitativa qualitativa busca obter dados quantitativos e apoia-los em dados
qualitativos ou vice-versa. Por meio dessa abordagem, os dados qualitativos
obtidos neste trabalho foram utilizados para relacionar com os dados
quantitativos, para estabelecer uma analise sobre os resultados.

A metodologia adotada teve como base a Engenharia Didatica de
Michéle Artigue (1988), que € uma metodologia de pesquisa que tem como
finalidade analisar as situagbes didaticas utilizadas no processo de ensino e
aprendizagem da matematica escolar.

Conforme Almouloud e Coutinho (2008) essa metodologia de pesquisa
pode ser entendida como um esquema experimental baseado em realizagdes
didaticas em sala de aula; sendo, estas, a concepg¢do, a realizacdo, a
observacgao e a analise de sessdes de ensino. A Engenharia didatica pode ser
subdividida nas seguintes fases: Analises prévias; Concepgado e Analise a
Priori; Experimentacao; Analise a posteriori e validagao.

Para cada uma dessas fases foi escrito uma secao desse trabalho,
sendo descritas organizadas sequencialmente da seguinte forma:

a) Analises Prévias: apresentam a fundamentagdo matematica; aspectos
historicos; aspectos curriculares; tendéncias da educacdo matematica que
podem contribuir para o ensino de numeros irracionais; obstaculos
epistemoldgicos que podem dificultar a aprendizagem de numeros irracionais e
os resultados de uma revisdo de estudos sobre o ensino de numeros
irracionais, assim como, e os resultados de uma pesquisa diagndstica aplicada
a 83 (oitenta e trés) alunos do 12 ano do Ensino Médio de uma escola estadual
da rede publica, localizada em Belém do Par3;

b) Concepcédo e Andlise a Priori: expbée uma proposta de ensino de
numeros Irracionais, por meio de uma Sequéncia Didatica direcionada a

aprendizagem de Numeros Irracionais levando em conta as etapas de
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construgao, propostas por Sa (2019), de atividades baseadas na tendéncia da
Educacao Matematica chamada Ensino por Atividade. Durante essa descricao
de etapas de constru¢cdo da sequéncia didatica, também foi apresentado como
0 assunto de numeros irracionais se apresenta no PCN, na BNCC e em outros
documentos curriculares de ensino e avalicdo para se estabelecer quais os
objetivos de aprendizagem espera-se que sejam adquiridos pelos alunos por
meio da Sequéncia Didatica. Por fim, foi apresentada cada atividade que
compde a Sequéncia Didatica proposta, onde estardo descritos a partir dos
elementos: titulo, material utilizado, o procedimento a ser utilizado e o objetivo
que se quer alcangar em cada atividade.

Nessa sec¢ao também foi composta do pré-teste e pos-teste que foram
os instrumentos utilizados para validar o efeito da experimentacao realizada
pela Sequéncia Didatica nos alunos;

c) Experimentagéo: nessa etapa foi descrita como ocorreu a aplicagéo
da Sequéncia Didatica com os alunos, descrevendo caracteristicas importantes
das condicdes da pesquisa na maior parte dos seus aspectos;

d) Analises a Posteriori e Validagao: destacou as coletas e observagdes
dos dados para validar a Sequéncia Didatica proposta nesse trabalho. Nessa
secao foi apresentada a ligagao entre as informagdes da analise a priori com as
obtidas na experimentacgao.

A motivagdo inicial para a escolha da Engenharia Didatica, como
metodologia ocorreu devido a mesma se caracterizar como sendo uma teoria
ligada a didatica da matematica que tem gerado muitos resultados notaveis em
pesquisas, e também por ter a dupla fungdo de direcionar metodologicamente
pesquisas cientificas ligadas ao processo de ensino e aprendizagem e também
gerar aprendizagem aos estudantes levando em conta os conhecimentos
prévios que eles possuem.

O texto desse trabalho esta organizado em 7 se¢des, sendo algumas
delas escritas com base nas fases da Engenharia Didatica, assim como ja
foram explicadas. Na 12 secdo esta a introducdo que explica sobre como o
trabalho foi organizado. Na 22 secdo tem-se um texto sobre o referencial
tedérico adotado no trabalho, que € a Engenharia Didatica. Na 32 secao se

encontra os estudos e levantamentos correspondentes as analises prévias. Na
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42 secao foi apresentada a sequéncia de atividades planejadas para a
experimentacéo e os testes de validagao.

Na 5% secdo se encontra a descricdo da fase de experimentagao
referente a aplicacdo das atividades que compdem a sequéncia didatica
proposta e dos pré-teste e pos-teste que validaram essa sequéncia didatica.

Na 6% secdo se encontra a Analise a Posteriori e Validagdo, ou seja, a
analise dos dados obtidos da fase de experimentacdo, a conclusdo da
validacdo proporcionada pelos pré-teste e pds-teste, e a andlise dos erros
obtidos no pos-teste.

Na 72 secao foram apresentadas as consideracdes finais, expondo as
conclusdes deste texto, onde foi feito uma sintese das conclusdes obtidas em
cada uma das fases da Engenharia Didatica aplicada nesse trabalho, bem
como as conclusdes alcancadas pela execucdo da sequéncia didatica para o

ensino de numeros irracionais proposta nesse trabalho.

2. ENGENHARIA DIDATICA

O desenvolvimento de uma pesquisa cientifica exigiu um direcionamento
orientado por elementos vitais ao seu desenvolvimento. Tais como objetivo,
justificativa, e outros, sobretudo da metodologia, a qual estabeleceu a base
metodoldgica com a qual se desenvolveu a pesquisa.

No ambito da pesquisa em didatica da matematica, tem-se uma teoria de
cunho metodoldgico chamado Engenharia Didatica (E.D.), que vem gerando
muitos conhecimentos Uuteis para a compreensao e aperfeicoamento do
processo de Ensino e Aprendizagem de matematica nas escolas, pois, permite
destacar a importancia da pratica didatica na sala de aula como pratica de
investigacdo (CARNEIRO, 2005).

A Engenharia Didatica € uma metodologia de pesquisa que tem como
finalidade analisar as situacdes didaticas utilizadas no processo de ensino e
aprendizagem da matematica escolar. Conforme Almouloud e Coutinho (2008)
essa metodologia de pesquisa pode ser entendida como um esquema
experimental baseado em realizagdes didaticas em sala de aula; sendo, estas,

a concepgao, realizacido, observacao e analise de sessbes de ensino.
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A Engenharia didatica pode ser subdividida nas seguintes etapas, as
quais serao explicadas posteriormente: Analises prévias; Concepg¢ao e Analise
a priori das situacbes didaticas; Experimentacdo; Analise a posteriori e
validagdo. Tem-se a seguir uma explicacdo sobre cada uma dessas etapas,
conforme Almouloud e Coutinho (2008).

a) Analises prévias: esta etapa consiste nas analises preliminares, onde
se apresenta consideragbes sobre o quadro tedrico didatico geral e os
conhecimentos ja adquiridos sobre o assunto em questdo. Nessa fase tem-se
as seguintes vertentes: Epistemologia dos conteudos visados pelo ensino; do
ensino usual e seus efeitos; das concepgdes dos alunos e as dificuldades e
obstaculos que marcam a sua evolugido; das condigdes e fatores de que
depende a construgdo didatica efetiva; a consideragdo dos objetivos
especificos de pesquisa; o estudo de transposicdo didatica do saber
considerando o sistema educativo onde a pesquisa se insere.

De um modo geral, esta etapa permite ao pesquisador a identificagdo
das variaveis didaticas que serdao explicitadas e manipuladas nas etapas
seguintes, que sao “analise a priori’ e a “experimentacao”.

b) Concepgao e Analise a Priori: € quando o pesquisador, por meio do
direcionamento feito nas analises preliminares, delimita certo numero de
variaveis que podem afetar [relacionadas ao sistema] o ensino sobre onde ele
pretende atuar. Essas variaveis, chamadas de variaveis de comando, podem
ser classificadas em variaveis microdidaticas ou variaveis macrodidaticas.

Macrodidaticas: Essas variaveis também podem ser chamadas de
variaveis globais, e estdo relacionadas a totalidade da organizac&o estrutural
desta metodologia.

Microdidaticas: Também chamadas de variaveis locais, e sao as
variaveis que agem especificamente a organizagédo de uma sessao ou de uma
fase.

A andlise dessas variaveis pode ocorrer em trés aspectos: o
epistemologico (relacionado as caracteristicas do saber); o cognitivo
(relacionado as dimensdes cognitivas dos alunos sujeitos da aprendizagem) e
o didatico (relacionado as caracteristicas do sistema de ensino que os sujeitos

estdo inseridos).
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A analise a priori busca determinar como a escolha, das variaveis que se
considere pertinentes, pode controlar os comportamentos dos alunos, assim
como explicar seu sentido. Para isso deve-se considerar 0os seguintes
objetivos:

* Descrever as escolhas realizadas em nivel local (relacionando-as
eventualmente com as selegbes globais) e as caracteristicas da situagéo
adidatica desenvolvida;

» Estabelecer as possibilidades de acao, selecao, decisao, controle e
validagao que o aluno tera durante a experimentacéo.

* Prever possiveis comportamentos e tentar demonstrar como a analise
feita permite controlar seus significados e assegurar, particularmente, que se
tais comportamentos esperados ocorreram, € por consequéncia do
desenvolvimento visado pela aprendizagem.

c) Experimentagcdo: Nesta fase tem-se a aplicagdo da atividade
construida para se promover O ensino e aprendizagem do conceito
estabelecido previamente. Sendo ela adaptada de acordo com as variaveis
locais definidas na etapa da concepgao e analise a priori. Esta etapa tem como
pressupostos apresentar os objetivos e condigdes da realizagdo da pesquisa,
estabelecer o contrato didatico e registrar as observacdes feitas durante a
aplicacao da atividade.

d) Analise a posteriori e validagdo: Nesta etapa € desenvolvido uma
analise de um conjunto de dados colhidos no momento da experimentacéo.
Para ter os dados, se faz necessario a utilizacdo de ferramentas técnicas
(material didatico, video, registro de observacao, etc.) ou ferramentas tedricas
(teoria das situagbes, contrato didatico, etc.) e, dessa forma, € possivel ter
resultados, os quais serdo confrontados com a analise a priori, realizando-se
com isso a validacédo ou nao das hipoteses formuladas na investigagao.

Para Carneiro (2005), existem duas situagbes que motivaram a criagéao
da Engenharia Didatica. A primeira é o de atender as relagdes entre pesquisa e
agao no sistema de ensino e o segundo € o de reservar lugares para as
realizacbes didaticas entre as metodologias de pesquisa. A partir dessas
situagdes, respectivamente, temos que a E.D. designa produgbes para o

ensino, advindas de resultados de pesquisa; e também designa uma
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metodologia de pesquisa especifica baseada em experiéncias de sala de aula.

A figura abaixo sintetiza essas informagdes acerca dos dois aspectos da E.D.

Figura 1 - Os dois aspectos da Engenharia Didatica

Resultados Experiéncia
de pesquisa realizada em sala
Produgao Metodologia

para o Ensino de pesquisa

Anadlises prévias

Concepcéo e Analise a priori
Experimentagao

Anaélise a posteriori e validagéo.

Etapas

Fonte: Carneiro (2005).

Desse modo, tal metodologia pode ser caracterizada como uma
pesquisa experimental, devido a mesma ser utilizada também para estruturar o
registro do modo de validagdo ligado a comparagédo entre analise a priori e
analise a posteriori. Assim como permite visualizar os resultados de pesquisa

como simplesmente uma realizac¢ao ligada ao ensino.

3. ANALISES PREVIAS

Esta secao apresenta um arca bolso tedrico e didatico a respeito do
ensino e aprendizagem de numeros irracionais. Ela € composta de aspectos
histéricos, fundamentagcdo matematica, obstaculos epistemoldgicos da
aprendizagem de numeros irracionais, aspectos curriculares, tendéncias da
educacdo matematica que podem favorecer a aprendizagem de numeros
irracionais, os resultados de uma revisdo de estudos sobre o ensino e
aprendizagem de numeros irracionais, assim como os resultados de uma
pesquisa diagndstica aplicada em alunos egressos da série em que oOs
nuameros irracionais sdo mais abordados em sala de aula (9° ano).

Este texto foi construido para se poder enxergar o conteudo de numeros
irracionais sobre varias perspectivas como a conceitual, a histérica, a curricular,
a diagnostica em pesquisas, a diagnostica na aprendizagem e na perspectiva
didatica. A totalidade de informacdes do texto desta seg¢ao constitui uma base
que orientou na construcdo da Sequéncia Didatica, explorando as perspectivas

mencionadas anteriormente para cumprir o objetivo deste trabalho.
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3.1. Aspectos Historicos

Nessa subsecao foi apresentado um recorte historico sobre numeros
irracionais, em sua descoberta, evolugao de seu conhecimento e formalizagao.
Algo que possibilita ter um vislumbre sobre como e quando a concepgéo de

numero irracional se estruturou.

3.1.1. Os Primérdios da Concepc¢ao de Irracionais

O entendimento de que as fragcbes nao sao suficientes para as
atribuicbes de medidas foi descoberto ha 2500 anos pelos Pitagoricos, uma
escola grega com a qual seus componentes eram Pitagoras e seus discipulos.
Eles perceberam que a diagonal de um quadrado de lado um nao pode ser
expresso por nenhuma fracédo do lado.

Um grego chamado Hipasius Metapotum (470 a.C.) foi um dos adeptos
da Escola Pitagdrica, que teria descoberto a existéncia de medidas que nédo
eram racionais, ou seja, que nao podia ser escritas como fragao.

A percepcao de existéncia desse tipo de medida se iniciou com a
necessidade de se determinar a medida da diagonal de um quadrado de lado

1.
Figura 2 — Quadrado de lado 1

V2

1
Fonte: Autor (2021).
Ao considerar um dos triangulos e aplicando o teorema de Pitagoras

pode-se perceber que a medida da diagonal corresponde a raiz quadrada de 2.
Utilizando um compasso, € facil marcar na reta numérica horizontal um

segmento de medida igual a essa diagonal.
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Figura 3 — Sobreposi¢cao da medida da diagonal de um quadrado de lado 1, na reta.

V2

1 V2

o

Fonte: Autor (2021).

Conforme Moscibroski (2002), essa percepgao representou o primeiro
exemplo conhecido de um segmento dito como incomensuravel.

Quando se compara as medidas de dois segmentos, pode ocorrer que a
medida de um deles seja um multiplo inteiro da medida do outro, ou seja,
dados dois segmentos de reta a e b, a medida de a esta contida na medida de

b um numero r inteiro de vezes (b = r.a). Entretanto, quando isto ndo é

possivel, podemos dividir o segmento a em p segmentos de medidas iguais a g

l . . , .
de modo que b = 5@ ou seja, b seja | vezes o0 segmento %. Dai, nestes dois

casos, atualmente, dizemos que as medidas dos segmentos a e b séo
comensuraveis (LORIN; REZENDE, 2013).

Como né&o ocorre nenhuma das possibilidades acima entre as medidas
da diagonal e do lado de um quadrado de lado 1, provavelmente os pitagéricos
se questionaram: quais relagdes seriam estabelecidas entre esses segmentos?

Hipasius compreendeu que a condigdo sobre medidas comensuraveis
nao era obedecida para a medida citada, assim, ndo era possivel medir com
régua e compasso o comprimento da diagonal do quadrado. Ele mostrou que
nao existe racional que seja a medida da diagonal de um quadrado de lado 1.
Essa descoberta provocou conflitos na escola pitagorica, ja que se contrapés
ao paradigma pitagorico de que toda medida fosse racional, isto €, fragcao de
numeros inteiros (EVES, 2004).

Nao se sabe ao certo o procedimento que os pitagoéricos realizaram para
comprovar que a medida encontrada da diagonal do quadrado nao era uma
razao de dois inteiros, entretanto, conforme Lorin e Rezende (2013) a partir de
alguns fragmentos deixados por alguns pitagéricos, apos a morte de Pitagoras,
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pode-se supor algumas formas de como eles tinham conseguido demonstrar tal
feito. Uma dessas possiveis demonstragdes é a seguinte:

Suponhamos, por contradicdo, que o comprimento da hipotenusa desse
triangulo seja um numero racional p/q com p e g # 0 numeros primos entre si,
isto &, eles ndo possuem fatores comuns. Suponhamos p e q positivos. Usando
o teorema de Pitagoras, obtém-se:

(p/q)? =12+ 12 =2 e dai p? = 20>

Isso nos diz que o numero p? € par e assim p € par, ou seja, p = 2k, para
algum inteiro positivo k. Donde 4k? = 2g2. Logo g2 = 2k? e entdo g? € par, e dai q
€ par. Portanto, p e g sdo pares. Sendo p e q supostos primos entre si eles ndo
podem ser simultaneamente pares e isso € uma contradicdo. Assim, 0 numero
que mede a hipotenusa, isto & o niumero /2, ndo é racional.

O problema da incomensurabilidade foi frustrante para os gregos, pois
muitas demonstracbes geométricas, em especial as que envolviam razédo e
proporgao, consideravam que segmentos quaisquer sempre admitiam uma
unidade de comprimento comum. Tal frustracdo caracterizou um episodio
posteriormente conhecido como “a crise dos incomensuraveis”.

A concepcido de incomensurabilidade naquela época se contrapds a
filosofia pitagérica, pois ela compreendia que todo numero € inteiro ou é
composto de uma relacdo entre inteiros. Medidas incomensuraveis eram,
portanto, impossiveis de ser expressas com palavras e também inimaginaveis,
devido ndo puderem ser representadas como razao de numeros inteiros, sendo
este, um principio elementar para a compreensdao de numero conforme os
pitagéricos (POMMER, 2012).

Algo bastante curioso sobre os pitagoricos era que, 0s quais
referenciavam as medidas incomensuraveis pelo termo alogon, que atualmente
traduz-se como “irracional’. Todavia, naquela época a palavra alogon tinha um
duplo sentido: significava também “nao deve ser falado” (MLODINOW, 2004).

Embora se tenha evidéncias de que os pitagoricos tinham uma breve
nogao de numeros irracionais, apesar de pouco aceitos naquela sociedade,
para Kline (1972, apud Lopes; Sa, 2016), antes da “crise dos incomensuraveis”
ter ocorrida na Grécia, os numeros irracionais ja eram conhecidos na
Mesopotamia. Uma evidéncia desse fato esta nas tabuas de poténcias e raizes
dos babilénios, cujo registro que se tem hoje mostra que quando o valor da raiz
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era um inteiro se tinha um valor exato, caso contrario, o valor sexagesimal
correspondente era aproximado.

A descoberta da incomensurabilidade, pelos gregos da escola pitagorica,
representou uma percepcdo de que somente o discreto ndo era possivel
contemplar o ato de “medir’. S6 depois de muito tempo, o conceito de numero
foi expandido para medir grandezas continuas, possibilitando o tratamento dos
incomensuraveis como numero (BROETTO, 2016).

A partir da concepgao de continuo a ideia da medida se tornou mais
abrangente, permitindo tratar naturais, racionais e irracionais em um unico
contexto, que privilegia o continuo e coloca o discreto como uma restricdo, um
caso particular. Este raciocinio certamente ndo foi algo explorado pela
concepgao pitagorica de numero, que até aquele momento se restringia ao
discreto.

Uma tentativa de explicar a continuidade a partir do discreto foi
apresentada por uma teoria denominada de “teoria das ménadas” que tomava
como base a existéncia de segmentos indivisiveis chamados de ménadas. Esta
teoria ndo teve sucesso, pois foi constantemente rebatida pelas escolas gregas
que sucederam a dos pitagoricos, ainda mais com a contradi¢do logica nos
argumentos da escola pitagorica encontrada por Zendo de Elea (cerca de
490/485 a.C. - 430 a.C.), discipulo de Parménides (LORIN; REZENDE, 2013).

Zenao foi muito conhecido como um grego que mostrou aos
matematicos da época as incoeréncias decorrentes da tentativa de se
completar grandezas continuas com um numero infinito de pequenas
particulas, essas incoeréncias se baseiam em alguns paradoxos que
atualmente chamam-se de paradoxos de Zenéo, (SANTOS, 2015). Nos quais é
argumentado que, se o tempo e o espago sao infinitamente divisiveis, o

movimento torna-se impossivel.

3.1.2. Escola platénica: Eudoxo, Teodoro, Sécrates, Problemas de Régua
e Compasso.
Apoés o contato dos pitagéricos com as ditas grandezas
incomensuraveis, e terem sua filosofia numérica, que era baseada no discreto,

contestada por Zendo, surgiu uma nova escola, cujo lider era Platdo, que
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dentre seus varios trabalhos, tratou de compreender também essas medidas
(LORIN; REZENDE, 2013).

Além de Patdo, alguns dos integrantes dessa escola eram os
matematicos Teodoro (465 a 398 a. C.), Eudoxo (408 a 355 a. C.) e Euclides
(360 a 295 a. C.), os quais se destacaram em producdées matematicas (LORIN;
REZENDE, 2013).

O direcionamento da escola platénica referente aos numeros irracionais
ou grandezas/medidas incomensuraveis, estava em desenvolver técnicas
geométricas que permitissem manejar essas medidas (GODEFROY, 1997,
apud LORIN; REZENDE, 2013). Além do mais, até essa época (408/355 a. c.)
o problema da incomensurabilidade ainda era pouco explorado na matematica.
Por exemplo, na area que envolvia relagdes de proporcao, era tratado somente
de grandezas comensuraveis, mas Eudoxo, integrante da escola platénica,
avangou esses estudos para grandezas incomensuraveis por volta de 370 a.C.
(MOSCIBROSKI, 2002).

Eudoxo de Cnido foi um matematico, astrénomo e filésofo grego que
viveu entre os anos de 408/355 a.C. e era discipulo de Platdo. Conforme Cerri
(2006) ele resolveu de forma brilhante o problema da incomensurabilidade que
impedia com que se pudesse trabalhar com grandezas dessa natureza
numerica.

Conforme sua teoria, em linguagem moderna, estabelece que para
conhecer um numero irracional x basta conhecer os numeros racionais
menores do que x (suas aproximagdes por falta) e os numeros racionais
maiores do que x (suas aproximagdes por excesso). Dessa maneira, é possivel
obter aproximagdes para um numero irracional com um erro tdo pequeno
quanto se queira (MOSCIBROSKI, 2002). Diante disso, ao comparar duas
grandezas da mesma espécie, em vez de numero, Euddxio adotou o conceito
de "razéo entre duas grandezas”. Assim, ele construiu, de forma légica, uma
teoria sobre razbes entre grandeza.

No V livro da obra “Os Elementos” escrito por Euclides, datada no século
Il a.C, foi encontrado um estudo desenvolvido por Eudoxo sobre a Teoria das
Propor¢des. Esta teoria abrange tanto grandezas comensuraveis como
também incomensuraveis (BOMGIOVANI et al, 2018).
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Abaixo estd um trecho encontrado em Os Elementos em que é tratado

da teria de Eudoxo.
Diz-se que quatro grandezas estdo na mesma razao, a primeira para
a segunda e a terceira para a quarta se, quando equimultiplos
quaisquer sao tomados da primeira e da terceira e equimdultiplos
quaisquer da segunda e da quarta, os primeiros equimultiplos séo
ambos maiores que, ou ambos iguais a, ambos menores que, os
Ultimos equimdltiplos considerados em ordem correspondentes”.

(Elementos de Euclides, Livro V, definigado 6).

Em linguagem moderna o que foi abordado no trecho anterior a respeito
de grandezas comensuraveis e incomensuraveis, seria o seguinte:

Para quaisquer inteiros p e q dizemos que %=§ (a esta para b assim
como c estda para d) se, e somente se, alguma das situagbes a seguir
acontecer:

1) Se aq = bp entédo cq = dp. (Grandezas comensuraveis)

2) Se aq < bp entdo cq < dp. (Grandezas incomensuraveis)

3) Se aq > bp entdo cq > dp. (Grandezas incomensuraveis)

Diante dessa compreensédo, foi possivel tratar também de grandezas
incomensuraveis, possibilitando a demonstracao de varios fatos matematicos
como o Teorema de Tales para os casos de medidas comensuraveis e
incomensuraveis (CERRI, 2006).

Conforme Bomgiovani et al (2018) a definicdo construida por Eudoxo
conseguiu contornar o problema dos “incomensuraveis” simplesmente através
do uso de comparagdes “menor’, “maior” e “igual’, definindo desse modo,
relacbes de propor¢do, mas evitando discutir a natureza dos numeros
irracionais. Assim, a questido de se obter um numero associado a cada
segmento, representando sua medida, nao foi tratado de forma direta, embora
Eudoxo seja conhecido, por muitos estudiosos, como o primeiro a construir
uma teoria que manipulava numeros irracionais.

A abordagem de Eudoxio sobre grandezas incomensuraveis coincide em
esséncia com a moderna teoria dos numeros irracionais dada por Richard
Dedekind em 1872. Entretanto, houve uma grave deficiéncia no formalismo
desenvolvido por Eudoxio nos Elementos de Euclides, pois ndo se efetuavam
operagoes aritméticas com razées (MOSCIBROSKI, 2002).
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Alguns integrantes da escola platdnica fizeram estudos concentrados na
producdo de métodos para se resolver problemas de quadratura, ou seja, a
construgdo de quadrados cuja area de sua superficie fosse igual a area da
superficie de outra figura. Para Godefroy (1997), nesses métodos usava-se a
ideia de raiz quadrada para se determinar a medida do lado do quadrado a

partir de sua area. Foi nesse momento que novos numeros irracionais, além do
V2, comecaram a ser discutidos.

Para Moscibroski (2002), até um certo tempo V2 era o Unico ndmero

irracional conhecido. Com o decorrer do tempo Teodoro de Cirene (c.470 a.C.),

também integrante da escola platénica, por volta de 425 a. C. mostrou que 3,

V5, V6,7, /8, V10, V11, V12, /13, V14, V15 e V17 eram nimeros irracionais.
De acordo com Lorin e Rezende (2013), nos Dialogos de Platdo, é

descrito um relato de uma discussdo entre Teeteto e Sodcrates, na qual,
Teeteto, comenta que foi demonstrada a irracionalidade dos numeros V3, V5,

V6,7, 8, V10, V11, V12, V13, V14, V15 e V17, por Teodoro. Tem-se a seguir

um trecho desse dialogo:
Teeteto - A respeito da algumas poténcias, Teodoro, aqui presente,
mostrou que a de trés pés e a de cinco, como comprimento ndao sao
comensuravel com a de um pé. E assim foi estudando uma apds a
outra, até a de dezessete pés. N&o sei por que parou ai (PLATAO,
1988, p. 9).

Teodoro de Cirene (¢.470 a.C.) foi um filésofo e matematico grego que
fazia parte da academia de Platdo. Ele também foi conhecido por apresentar
um tipo figura de aspecto espiral, conhecida como Espiral de Teodoro ou
Espiral Pitagérica (Figura 4). Essa figura é obtida de uma sequéncia de
tridngulos retangulos com um vértice comum, em que o primeiro é isoscele de
catetos unitarios e em cada triangulo retangulo sucessivo um cateto é a
hipotenusa do tridngulo anterior e o outro cateto (oposto ao vértice comum) tem
comprimento unitario (EVES, 1997, apud LORENZONI; SAD, 2018). Ele fez 16
iteracbes na construcdo da espiral, mas o processo pode se estender

indefinidamente.
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Figura 4 - Espiral de Teodoro de Cirene

Fonte: Lorenzoni e Sad (2018).

A espiral de Teodoro, como pode ser visualizada na figura anterior,
ilustra a construcdo de segmentos com medida irracional, partindo da
construcdo geométrica de 2, e obtendo segmentos de comprimento V3, V4,
V5, e assim sucessivamente, obtendo-se a construcdo de segmentos de
comprimento +n, para qualquer n natural maior que 1. Dessa forma é
perpassado por inumeros numeros irracionais (LORENZONI; SAD, 2018).

Na época da escola de Platdo, como ja foi citado, houve um tratamento
mais direto quanto ao uso dos numeros irracionais, os trabalhos de Eudoxo e
Teodoro, citados anteriormente, comprovam este fato. Em um trecho dos
Didlogos de Platdo € descrito uma situacdo que também evidencia este
entendimento, onde Sécrates desenhou um quadrado de “dois pés” de lado,
conforme a figura 5a, e pede ao escravo de Menon que lhe mostre um

quadrado com o dobro da area.

Figura 5 — Construgdo de um quadrado com o dobro da area de outro quadrado de lado 2 pés
Figura 5a Figura 5b Figura 5¢ Figura 5d

Fonte: Pommer (2012)

Conforme este relato, o escravo havia argumentado que o quadrado

deveria ter lado quatro pés e Sécrates desenhou uma figura correspondente a
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figura 5b, o qual revelava que a area inicial havia quadruplicado. Quando notou
esse entendimento percebeu que a area havia aumentado mais do que o
solicitado, em uma tentativa de corrigir a resposta, indicou que o quadrado
deveria ter lado trés pés (figura 5c), o qual ainda ndo resolvia o problema
inicial. Sécrates, diante do impasse do escravo, desenhou a solugcdo do
problema (figura 5d).

A narrativa de Socrates, presente nos dialogos de Platédo, ilustra a
cultura tipica dos gregos classicos. Ao ser tragada a diagonal do quadrado
inicial, o triangulo ADO resultante, que era retadngulo e isdsceles, possui
metade da area do quadrado original, assim bastava agrupar quatro triangulos
de mesma natureza, e area, para formar uma figura que teria o dobro da area
do quadrado, sendo ela, um quadrado (POMMER, 2012).

A situacéo apresentada a respeito do dialogo entre Socrates e o escravo
de Menon, descrita nos Dialogos de Platdo, em linguagem moderna representa
a solugcédo da equacédo algébrica x* = 2. Também é possivel entender, desse
didlogo, que quando se tem a area de um quadrado A, cuja area é o dobro de
outro quadrado, a medida de seu lado € um numero irracional (BEKKEN, 1994
apud POMMER, 2012).

O dialogo apresentado mostra um dos primeiros indicios da manipulagao
dos numeros irracionais pelos gregos, por meio de uma articulagdo entre a
Aritmética e a Geometria, representando, com isso, uma superacao superficial
da tensdo que estes numeros causaram na época dos pitagéricos com a
descoberta da existéncia dos segmentos incomensuraveis pelos pitagoricos.

Os numeros irracionais na forma de raiz de um inteiro, certamente nao
sS40 0s unicos numeros irracionais. Dentre os numeros irracionais cuja
existéncia foi percebida, ou simplesmente eram utilizados para o
desenvolvimento de calculos, destaca-se 0s nameros
2,7182818284590452353602874...;  3,1415926535897932384626433... e
1,618033989... sendo estas numeragdes citadas, aproximacdes de numeros
cujas representagdes de suas infinitas casas sado, respectivamente,
simbolizadas por “e”, “r” e “®”, que sdo chamados por Numero de Euler, Pi e
Fi. Esses numeros serao descritos de forma mais detalhada nas segdes 3.1.5,
3.1.6e3.1.7.
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Embora houvesse a manipulagdo de numeros irracionais por muitas
civilizagbes e matematicos, de acordo com Oliveira e Gomes (2009), somente
no ano de 1872 é que surgiu uma teoria mais completa e satisfatéria sobre os
numeros irracionais, sendo ela, destituida de consideragbes geométricas, a
partir da publicacdo de um ensaio, chamado “Continuidade e numeros
irracionais”, pelo matematico Richard Dedekind (1831-1916). Na proxima

subsecéao sera tratado sobre a formalizagdo dos numeros irracionais.

3.1.3. Formalizagao dos numeros Irracionais

No inicio de 1830, Bolzano tentou desenvolver uma teoria, onde os
numeros irracionais seriam considerados como limites de sequéncias de
numeros racionais. Ele deixou essa concepcdo em um manuscrito chamado
Teoria das Quantidades que foi deixado inacabado, que nem mesmo foi
reconhecido e nem publicado até 1962. Com esperanca de que sua obra fosse
finalizada, Bolzano a ofereceu ao seu aluno Robert Zimmermann (1824-1898),
que deixou de se dedicar a Matematica e entregou a obra a Biblioteca Nacional
de Viena, (BOYER, 1974, apud LOPES; SA, 2016).

Conforme Lopes e Sa (2016) a trajetéria cronolégica dos acontecimentos
aponta Charles Méray (1835-1911) como o primeiro matematico a apresentar
uma definicdo satisfatéria dos numeros irracionais, por meio de um artigo
publicado em 1869 por ele, chamado “Remarques sur la nature des quantités
définies par la condition de servir des limites a des variables données”,

De acordo com Grimberg e Roque (2012), Méray indicava em seu artigo
que desejava tratar da “natureza” das quantidades incomensuraveis, de modo
que, o autor argumenta que a maneira como ele define os irracionais € a mais
“natural” ou a mais “consistente com a natureza das coisas”, e que, por esta
razao, seria mais facil compreendé-la.

Segundo Grimberg e Roque (2012, p. 424), no inicio do artigo citado,

Méray enuncia dois principios da teoria dos numeros incomensuraveis:
1°) Uma quantidade v que recebe, sucessivamente, os valores v, v,,
wees U, ..., tende a um certo limite, se os termos estiverem sempre em

ordem crescente, ou decrescente, desde que permanegam, no
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primeiro caso inferiores ou, no segundo caso superiores a uma
quantidade fixa qualquer.

2°) A variavel v acima goza da mesma propriedade se a diferenga
Vn4p — Uy tende a zero quando n aumenta indefinidamente, qualquer
que seja a relagao entre n e p.

Diante de tais principios, Méray designa a palavra “numero” ou
“‘quantidade” apenas a inteiros e as fragdes. Com isso, esse numero pode néo
existir de modo que ja ndo seja possivel afirmar que v tem um limite. Surge, em
sua teoria, uma dificuldade de nao considerar as quantidades incomensuraveis
como numeros (GRIMBERG; ROQUE, 2012).

No entanto, ele percebe que a diferenga v,,, — v, também converge

para zero no caso em que v nao tende para um numero racional. Nesta
situagdo, Méray observa que a natureza de v oferece uma extraordinaria
semelhanga com as variaveis (sequéncias) realmente dotadas de limites.
Desse modo a variavel progressiva v € “convergente” e pode ou nao ter um
limite “numericamente atribuivel’ (GRIMBERG; ROQUE, 2012).

O raciocinio de Méray foi da seguinte forma: se a variavel progressiva
(sequéncia) é convergente, mesmo se o limite para o qual converge ndo € um
numero em si, podemos defini-lo como sendo um. Apds isso, ele propds que
toda quantidade chamada de “incomensuravel” corresponde a uma infinidade
de “variaveis progressivas” (comensuraveis) convergentes que sao
equivalentes, que em linguagem atual seria: definir numero irracional como o
limite de uma sequéncia de Cauchy quando esse limite ndo é racional
(GRIMBERG; ROQUE, 2012).

Conforme Lopes e Sa (2016), Méray considerava que uma sequéncia
convergente determina um numero racional como limite ou um “namero ficticio”
como um “limite ficticio”; de modo que esses numeros podem ser ordenados e
sdo, em esséncia, os numeros irracionais. Algo que ficou um tanto vago.
(BOYER, 1974, apud LOPES; SA, 2016).

Conforme a referéncia anterior, um outro tedrico ao contribuir para a
construgdo do conceito de numeros irracionais foi Karl Weierstrass (1815-
1897), um matematico alemao, que percebeu a necessidade de elaborar uma

teoria de numeros irracionais e, a partir dessa necessidade, tentou construir os
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fundamentos da analise. Foi por volta de 1863 a 1864, que ele apresentou uma
construgdo como parte de um curso sobre a teoria geral das fungdes analiticas.

Segundo Boyer (1974, apud LOPES; SA, 2016) Weierstrass tentou
separar o calculo da geometria e basea-lo apenas no conceito de numero e,
assim como Méray, percebeu a necessidade de definir um numero irracional
que nao dependesse do conceito de limite, assim direcionou a ideia de limite de
uma sequéncia convergente tomando a propria sequéncia como numero ou
limite.

Conforme Oliveira e Gomes (2009), foi no ano de 1872 € que surgiu uma
teoria mais completa e satisfatéria sobre os numeros irracionais, sendo ela,
destituida de consideragbes geométricas, a partir da publicagdo de um ensaio,
chamado “Continuidade e numeros irracionais”, pelo matematico Richard
Dedekind (1831-1916).

Julius Wilhelm Richard Dedekind foi um matematico aleméao que nasceu
a 6 de outubro de 1831 em Braunschweig e faleceu a 12 de fevereiro de 1916.
Ele concebeu os Cortes de Dedekind que garantem a existéncia de um corpo
ordenado completo (CORREA, 2008).

Para Roriz (2014), Dedekind concentrava suas ideias no problema dos
numeros irracionais. Segundo ele, a concepgao de limite deveria ser
desenvolvida por meio da aritmética, sem depender de geometria.

Ao se questionar sobre 0 que existe na grandeza geométrica continua
que a distingue dos numeros racionais, Dedekind chegou a conclusédo de que a
esséncia da continuidade de um segmento de reta ndo se deve a uma vaga
propriedade de ligagdo mutua, mas sim, a uma propriedade exatamente oposta
a caracteristica da divisdo do segmento em duas partes por um ponto dado
(RORIZ, 2014).

Essa compreensdo surgiu apos ele estudar sobre a teoria dos
incomensuraveis de Eudoxo, bem como outros assuntos, permitindo ao estudo
desenvolvido por ele um avanco sobre a ideia de continua. Dedekind
desenvolveu um raciocinio muito interessante sobre o assunto que pode ser
sintetizado da seguinte forma:

Cortando uma reta em duas partes € possivel separar os numeros
racionais em duas classes A e B, de modo todo numero da primeira classe A é
menor que todo numero da classe B (ver figura 6).
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Figura 6 — Corte da reta

Classe A Cl’asse B
SRR | SRS SR — I.dea =
X
Classe A Cfasse: B
......................... | fwsassma R
RN RN NN N S NN AN >

Fonte: Autor (2021).

Se A tiver um maior elemento (Situagdo 1) ou se B tiver um menor

elemento (Situacdo 2) o corte realizado nessa reta define um numero racional

X, conforme ilustra a figura a seguir.
Figura 7 — Corte na reta definindo um racional.

Classe A Classe B
......................... ‘l-t"'"""""""""""“'"""
I Reta Real
X
Classe A Ctasse: B
......................... I Joamsamasssnibansanannnnnas
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Classe A X Cl’assa B
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X

Fonte: Autor 2021.
Por outro lado, se A nao tiver um maior elemento ou se B ndo tiver um

menor elemento, entdo o corte realizado nessa reta define um numero real

irracional, conforme ilustra a imagem da figura a seguir.
Figura 8 — Corte na reta definindo um numero irracional.

fasse. A Efasse B
e HEr Rt St | DR e L
| | I Reta Real
} 4
Sfassa A Cl’assz B
T e RET | e ST T T I I
Lerpreirreigt >
Classe A Classe B
| l...;..;...;.....1.......‘;;..;..

NERREENEREEN G B N W ——

Fonte: Autor (2021).
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A partir dessa percepcéao intuitiva, Dedekind introduziu o conceito de
corte que ajudou a entender a natureza de racionais e irracionais. Isso
representou uma construgdo de um conjunto que equivale ao conjunto dos
numeros reais, substituindo com isso a grandeza geométrica como uma das
principais bases de apoio a Andlise Real (RORIZ, 2014). Além de criar a
necessidade de se criar um conjunto que contenha racionais e um conjunto que
contenha irracionais.

De acordo com Roriz (2014), uma das percepg¢des de Dedekind sobre a
matematica era de que geralmente novos conjuntos surgem a partir das
necessidades de atender as vontades do ser humano. Assim como 0s numeros
inteiros positivos mostraram limitagdes existentes em operacdes basicas como
subtracdo e divisdo, motivando, dessa maneira, a necessidade de se criar os
numeros inteiros, em sua totalidade, e os numeros fracionarios. Essa
motivacdo fez Dedekind construir o conjunto dos numeros irracionais, como
uma extensdao do conjunto dos racionais, concebendo, dessa forma, os
numeros reais.

Outro matematico a fazer grandes contribuicbes para este assunto foi
Georg Cantor (1845-1918). Cantor desenvolveu um estudo sobre a ideia de
infinito. A partir da definicdo de conjunto infinito, ja existente naquela época a
partir dos estudos de Cantor, Bolzano e Dedekind, a nogdo de cardinalidade
(quantidade de elementos) de conjuntos infinitos pdde ser aprofundada por
Cantor nos estudos sobre os numeros reais (FERREIRA, 2014).

Ele demonstrou que os conjuntos dos naturais, inteiros e racionais
tinham a mesma cardinalidade, e por isso, eram enumeraveis, isto €, podiam
ser contados (bije¢cdo com o conjunto dos naturais), porém o conjunto dos
reais, embora também fosse infinito como os outros conjuntos citados
anteriormente, tinha uma cardinalidade maior que eles (FERREIRA, 2014). Isso
trouxe a ideia de que os Reais teriam mais elementos que os Racionais,
embora ambos fossem infinito, dai devido os Racionais pertencerem ao
conjunto dos numeros reais, entdo o conjunto R possui elementos que séo
racionais, assim como elementos que sdo nao racionais, sendo estes os

irracionais.
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Os estudos de Dedekind e Cantor ajudaram a caracterizar os numeros
irracionais quanto ao ponto de vista de conjunto, assim como seu

pertencimento ao continuo da reta numeérica real.

3.1.4. Os Numeros Algébricos e Transcendentes

Sabe-se que 0s numeros reais sao divididos entre os numeros racionais
e os irracionais, mas existe outra forma de classificar os numeros reais. Em
Algébrico e Transcendente. De acordo com Marques (2013), um numero é dito
algébrico se é raiz de algum polinémio ndo nulo com coeficientes inteiros. Por
exemplo, os numeros 2; 0,5 e /6 s&o algébricos, pois

Para x = 2, temos que ele é raiz do polindmio P(x) = x> -4x + 4

Para x = 0,5; temos que ele é raiz do polinbmio Q(x) = 2x? - 5x + 2

Para x = V/6; temos que ele é raiz do polinémio R(x) = x2 + 0x - 6

Caso um numero nao possa atender a essa condigao, dizemos que ele é
um numero transcendente. A definicdo de numero transcendente € do século
XVIIl e, segundo Euler, esses numeros sdo chamados transcendentes porque
“transcendem" o poder das operacdes algébricas (LAFETA; SILVA; LELIS,
2017).

Em outras palavras, os transcendentes nao podem ser obtidos de
operagdes como adicdo, subtracdo, multiplicagdo, divisdo, potenciacéao,
radiciacdo envolvendo finitos numeros racionais, hem mesmo resumidos a
forma de equacéao polinomial.

Embora tenha surgido a definigdo de transcendente no século XVIII, a
teoria dos numeros transcendentes foi apresentada no século XIX com o
Joseph Liouville (1809-1882), um matematico francés. Ele encontrou uma
propriedade que era satisfeita por todos os numeros algébricos, sendo valido
pra numeros racionais e para alguns irracionais. Desse modo um numero que
nao satisfizesse tal propriedade deveria, necessariamente, ser classificado
como transcendente (LAFETA; SILVA; LELIS, 2017).

Este resultado € o que chamamos hoje de Teorema de Liouville, cuja
prova, embora nao fosse simples, permitiu que ele construisse varios exemplos

de numeros transcendentes (ndo algébricos). Um dos exemplos, conhecido
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’ . . , 1 1 1 . ~ . ,
como numero de Liouville, € — 4+ —+ —+ -, cuja expansdo decimal é
10t 102" 103!

0,11000100000000000000000100..., de modo que sempre a sequéncia de
digitos zeros vai aumentando devido estar ligado ao fatorial de cada termo ﬁ

n € N, desse numero. Outro exemplo € o numero 0,12345789... onde os termos
sd0 0s numeros naturais em ordem (MOSCIBROSKI, 2002).

Um fato importante para a compreensdo de numeros algébricos é que

todo numero racional € algébrico. Veja que um racional s, certamente é raiz do

polinémio P(x) = qx — p, (MOSCIBROSKI, 2002).

Esse desenvolvimento mostra que todos os numeros racionais sao
algébricos, pois todos eles podem ser raiz de um polindmio de coeficientes
inteiros. Entretanto a reciproca nao é verdadeira, pois além dos racionais,
existem alguns numeros irracionais; como os do tipo \/5 com p sendo primo;
que também podem ser obtidos de polinbmios com coeficientes inteiros. Tem-
se o numero irracional v2, por exemplo, como uma das raizes do polinémio
P(x) = x>+ 0x - 2.

Embora os irracionais do tipo ﬁ com p sendo primo, sejam algébricos,
nem todos os irracionais podem ser escritos como raiz de um polinémio de
coeficientes inteiros. Os numeros irracionais e e m sdo exemplos de numeros
ndo algébricos e, portanto, sdo classificados como numeros transcendentes,
(MOSCIBROSKI, 2002).

Como todo racional é algébrico, sendo também este atributo admitido
por alguns irracionais, entdo todos os n&o algébricos (transcendentes) sao
todos os irracionais que nao s&o algébricos. Em sintese, todos os
transcendentes sao irracionais.

De acordo com Lafeta, Silva e Lelis (2017) os numeros e e m sao
exemplos classicos de numeros transcendentes. Sendo provada a
transcendéncia de e em 1873, por Charles Hermite (1822-1901), que fez uso
da série de Taylor da funcéo e*.

Alguns anos depois, em 1884, Lindemann (1852 - 1939) generalizou os
métodos de Hermite, e provou que e® é transcendente, para a algébrico n&o

nulo. Isso teve grande contribuicdo, pois foi possivel demonstrar a

transcendéncia de numeros como In 2, V2 e cos 1 (MARQUES, 2013).
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De acordo com Lafeta, Silva e Lelis (2017) a consequéncia mais
importante do Teorema de Lindemann é a transcendéncia de n. Para se chegar
a tal conclusdo, Lindemann usou a identidade de Euler (e +1 = 0). Vale
enfatizar que, apesar de provada a transcendéncia de r e e, ainda hoje nao se
foi provada a transcendéncia de e + m ou em, dentre outros numeros cuja
transcendéncia aparenta ser facilmente dedutivel.

Para Moscibroski (2002), os matematicos gregos antigos enfrentavam
problemas geométricos de construcdo de figuras com propriedades
especificadas. Alguns deles foram resolvidos naquela época, outros ndo. Como
por exemplo, problemas como "duplicagdo do cubo", a "triseccdo de um
angulo" e a "quadratura do circulo" ndo eram resolvidos utilizando somente
régua sem marcas € compasso.

Mas com o surgimento da teoria dos numeros algébricos e
transcendentes foi possivel concluir que as construcdes desses trés problemas
geométricos ndao podem ser efetuadas pelos métodos de construgdo da
Geometria Euclidiana (MOSCIBROSKI, 2002). Como por exemplo, a
demonstracdo da transcendéncia de m, que foi uma consequéncia obtida do
Teorema de Lindemann, mostrou a impossibilidade de se construir um
quadrado com a area de um circulo determinado (Quadratura do Circulo),
(MARQUES, 2013).

3.1.5. Numero &

Apresentaremos neste momento um recorte histérico sobre a concepgao
do numero m durante a histéria da humanidade. Porém, de acordo com
Machado (2013), é importante enfatizar que a histéria do © ndo ocorreu de
maneira linear e continua como pode indicar uma organizagao cronolégica. O
uso deste numero ocorreu em diversas épocas, regides do globo e povos
distintos, em alguns casos de forma isolada e em outros apoiados em
resultados anteriores, além de que em alguns momentos sua ideia era utilizada
sem estabelecer a nogao de numero. Diante disso, o desenvolvimento histérico
a se apresentar nesta sec¢ao ira apresentar a historia deste numero, destituido
de linearidade, mas enfatizando as principais figuras de destaque que

conceberam a sua ideia.
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Um dos numeros mais famosos da histéria, o m, corresponde a razao
entre o perimetro de um circulo e o seu didmetro. Ele € um numero irracional,
cujo valor ajuda no calculo tanto do perimetro, quanto na area de circulos.

As evidencias sobre a utilizagdo desse numero indicam que a ideia de &
ja era usada a cerca de 4.000 anos atras, sendo que a existéncia de uma
relacao constante entre “a circunferéncia e o seu diametro” era percebida por
muitas das civiliza¢des antigas (OLIVEIRA; GOMES, 2009).

Embora a ideia de m tenha sido usada durante a historia por muitas
civilizacbes, assim como por muitos matematicos na modernidade, o motivo
para a escolha de m para simbolizar o numero irracional tratado, se inicia na
antiguidade, onde o famoso matematico grego Arquimedes, no seu tratado Da
Medida do Circulo, refere-se ao comprimento da circunferéncia pela palavra
grega mepuuetpog que significava perimetro. Mais tarde, o uso do termo
mepiueTpog para indicar o perimetro de um circulo de raio R, foi adotado de
modo abreviado, para m, por alguns matematicos como William Oughtred e
Isaac Barrow (CARVALHO, 2011).

Em 1706, o matematico galés William Jones (1675-1749) publicou a
obra A New Introduction to Mathematics, na qual usa a letra = designando-a
especificamente como a razdo entre o perimetro do circulo e seu diametro, ao
invés de simplesmente perimetro de um circulo. Entretanto nem todos usavam
essa mesma notagdo. Mas foi em 1737 que este termo ganhou destaque a
partir do seu uso por Leonhard Euler em sua obra sobre séries infinitas Variae
observationes circa series infinitas (CARVALHO, 2011).

A partir da distingdo simbdlica de © € possivel tratar agora de eventos
historicos que evidenciam a manipulagao de sua ideia.

Diante de varias medigdes, muitas civilizacbes e matematicos da
antiguidade notaram que a razao entre o perimetro de diferentes circulos e
seus respectivos diametros eram sempre aproximagdes de um mesmo valor ou
simplesmente desenvolviam calculos que evidenciavam implicitamente uma
aproximagao para m. Veja no quadro seguinte a percepgao de m para algumas

referéncias matematicas (civilizagdes e matematicos) durante a historia.
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Quadro 1 — Algumas aproximagdes de w conforme evidéncias matematicas de civilizagoes e
matematicos durante a histéria.

Origem/autor Data Valor
Babilonia 2000 a. C. 3+-
Egito (Papiro de | 1650 a. C. 16\°
Ahmes) (?)
Arquimedes 250 a. C. 22
7
Ptolomeu 150 d. C. 377
120
Liu Hui ca.220d. C. 3,14159
Tsu Chung Chih 480 d. C. 355
113

Fonte: Dellajustina e Martins (2014); Machado (2013); Tadeu et al (2018).

Pode-se perceber no quadro apresentado que, para cada um dos
referenciais matematicos, ha aproximacgbdes diferenciadas, algumas por
excesso e outras por falta.

De acordo com Oliveira e Gomes (2009), embora cada uma das
civilizagbes e matematicos tivessem percebido a existéncia de m, foram os
gregos que conseguiram compreender e explicar o motivo da relagao

geométrica que o forma, que € inerente as propriedades de figuras
semelhantes. Eles compreenderam que nimeros como 7 e /2 s&o diferentes
dos numeros inteiros e dos numeros racionais utilizados na matematica deles
e, mesmo eles tendo conseguido perceber a irracionalidade de v/2, o0 mesmo

Nnao ocorreu para .

= Babilénios

Considerando a civilizagdo babilbnica, existem evidencias que
direcionam a uma compreensao da esséncia do significado do m por esse povo.
Uma dessas evidéncias foi uma tabua de barro encontrada em 1936 na cidade
de Suza, no lIran. Essa tabua traz informacdes de que a razdo entre o
perimetro de um hexagono regular e o perimetro de uma circunferéncia
circunscrita, a ele, era de 24/25 (MACHADO, 2013).
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Consideremos a situagdo anterior, um hexagono e uma circunferéncia
circunscrita nele. Sendo r o raio da circunferéncia, temos que o lado desse

hexagono também é r.

Figura 9 — Hexagono inscrito em uma circunferéncia

SN
f r I
I~_F

Fonte: Autor (2021).

Assim, temos que a razdo entre o perimetro do hexagono (6r) e o

, . ~ . , 6 6
perimetro da circunferéncia (c) sera de Tr =

3 ~
= =. Com base nessa razao,
2nr T

. N ~ 24 . .
podemos iguala-la a razao o referida anteriormente, por se tratar da mesma

ideia. Assim % = 2—:, onde teremos que © = 3,125.

Conclui-se que o valor 3,125, de fato, € uma aproximag¢ao do numero n
que se encontra implicito nas informacgdes da tabua de barro babil6nica a qual
foi referida anteriormente. Isto mostra um pequeno indicio da concepgéo que
os babilénicos tinham de = (MACHADO, 2013). Porém de acordo com Carvalho
(2011), existem evidéncias que apontam que o método usado por eles para
calcular a area do circulo era multiplicar 3 ao quadrado do raio. Neste caso eles

consideraram 1 valendo 3.

= Egipcios

Os Egipcios na antiguidade armazenavam alimentos em celeiros
cilindricos. Como a base de um cilindro circular reto € um circulo, entdo
conhecer um método que permitisse determinar a area do circulo era uma
necessidade pratica. Esta situagao pratica representou uma das ocasides que
utilizava, mesmo que implicitamente, o numero = (GASPAR; MAURO, 2004).

No Papiro de Rhind que foi escrito pelo escriba Ahmes, por volta de
1700 a.C, foi encontrado os seguinte problemas: 1-Compare a area do circulo
com a do quadrado circunscrito. 2-Exemplo de um corpo redondo de diametro

9. Qual é a area?
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Esses problemas trataram da necessidade de encontrar uma forma de
calcular a area de um circulo. No mesmo documento é apresentada a seguinte
solugdo: a area de um circulo € igual a de um quadrado cujo lado (d) é o
didmetro (2r) do circulo subtraindo-se sua nona parte (MACHADO, 2013). Ou
também: Subtraia do didmetro sua nona parte e eleve o restante ao quadrado.
Esta é sua area. (GASPAR; MAURO, 2004).

. . . d
Em outras palavras o escriba estaria usando a formula A = (d —;)2,

onde A € area e d é o diametro do circulo. Sedo que ela pode ser escrita como

_64d”
o8

8d. » 16\%2 . .
A=(—)* A ou A=(—) .r* (com r sendo o raio). Neste ultimo caso,
9 9

pode-se comparar com a formula atual de calculo de area de circulo, A = m. 72,

2
dai percebe-se, pela similaridade que ha entre A = (%) .7°e A=m71% que o

valor de m pela formula apresentada no Papiro de Rhind é indicado como
aproximadamente 3,160493 (MACHADO, 2013).

Os problemas apresentados e tantas outras situagcdes representam
evidéncias que indicam uma compreensdo da ideia de m pela civilizagao
Egipcia.

Outro questionamento sobre o entendimento apresentado € sobre um
dos problemas do Papiro de Rhind que foi citado anteriormente sobre a
possibilidade de se comparar um circulo com um quadrado circunscrito. Este
problema €& conhecido como “Quadratura do Circulo” e ja foi citado

anteriormente.

» Chineses

Na China antiga também houve o surgimento da concepc¢éo de 1. O
copiador de livros Liu Hui (c. 250 d.C.), oficial do reino de Wei (220-265), foi
chamado a reexaminar a literatura cientifica classica e coube-lhe interpretar e
rescrever a obra “Nove Capitulos sobre a Arte da Matematica” que era um
conjunto de conhecimentos da matematica chinesa. Esta obra conhecida
atualmente como algo equivalente a obra Elementos escrita por Euclides
(PEREIRA, 2017).

Foi nesta obra, que Liu Hui fornece uma aproximacao para 1 baseada

no seguinte entendimento: se escrever um poligono de n lados, com n o maior
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numero possivel de lados, dentro de um circulo, entdo a area do circulo € igual
a area do poligono. Dai, Hui conseguiu determinar a = a aproximagao 3,14159.
Outro chinés que se destacou por apresentar outra aproximagéao para T,
foi Tsu Ch'ung-chih. No final do século V este matematico chegou a um valor
ainda mais préximo, sendo obtido pela razado 355/13, (GRILLI, et al. 2011).

* Arquimedes

Existiu um matematico na cidade de Siracusa, na regidao da ltalia,
chamado Arquimedes (287 - 212 a.c.). Arquimedes era matematico, fisico,
engenheiro, inventor e astrébnomo. Ele também tratou do significado de r, e,
diga-se de passagem, tratou de maneira bastante adequada (DELLAJUSTINA;
MARTINS, 2014).

Ele criou um método geométrico que o direcionou a determinar valores
aproximados a m de uma maneira incrivel. Tem-se a seguir uma descrigéo
sobre este método.

Imaginemos uma circunferéncia e dois poligonos regulares de 4 lados
(L=4), um inscrito e outro circunscrito a essa circunferéncia (Figura 10).
Observa-se que as figuras mostram que o perimetro do poligono circunscrito
(P.) € maior que o perimetro da circunferéncia (C), e esta € maior que o
perimetro do poligono inscrito (P;).

Figura 10 — Passo 1 do método de Arquimedes

Poligono Cuircunscrito

AN

/ Poligono Inscritd \

L=4

Fonte: Dellajustina e Martins (2014).

Aumentando para o dobro do numero de lados (L=8) para os poligonos inscrito

e circunscrito teremos a figura seguinte.
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Figura 11 — Passo 2 do método de Arquimedes

Poligono Cuircunscrito

Fonte: Dellajustina e Martins (2014).

Neste caso ainda € verdadeira a relacdo P,< C <P, a respeito dos
perimetros das figuras geométricas. Mas, com uma diferenga, os perimetros
dos poligonos se aproximaram do perimetro da circunferéncia. Desse modo, se
continuar a dobrar o numero de lados essa aproximagao vai ser ainda maior.
Assim a relagdo que resulta no m (divisdo do perimetro da circunferéncia por
seu didmetro) aplicado nos poligonos de modo semelhante vai determinar
aproximagdes para m. No poligono circunscrito, surgem aproximagdes por
excesso e no poligono inscrito, surgem aproximagdes por falta.

Arquimedes repetiu 0 processo descrito, com poligonos de até 96 lados
até perceber que m esta entre 3,140 e 3,143 (DELLAJUSTINA; MARTINS,
2014).

O método apresentado ganhou grande destaque, sendo conhecido como
“‘método classico para o calculo do numero ©”. O grande reconhecimento por
esse trabalho de Arquimedes esta no fato dele n&o tentar apresentar o valor
exato de m, mas somente um limite inferior e um limite superior para este
numero. Algo que nos dias atuais pode-se comparar com a ideia de limite pela
esquerda e limite pela direita (MACHADO, 2013).

* Ptolomeu

Claudio Ptolomeu (85 - 165 d.C.) foi um cientista astrbnomo e gedgrafo
grego que viveu em Alexandria. Ele escreveu uma obra chamada Almagesto,
considerada uma das mais importantes obras sobre a Trigonometria da
antiguidade (OLIVEIRA, 2010).

Para Eves (1997 apud MACHADO, 2013), em um dos livros de obra

Almagesto, Ptolomeu fez uma aproximagao para . O valor foi obtido a partir de
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uma tabua de arcos de uma circunferéncia, correspondentes aos angulos
centrais. Uma explicagdo do caminho feito por Ptolomeu para determinar uma
aproximacgao para m é: Consideremos um arco determinado por um angulo

central.

Figura 12 — Arco de um angulo central

Arco
angule
entral

Fonte: Autor (2021).

Logo, podemos determinar o arco de um angulo central de 360°, assim como

se apresenta na figura seguinte:
Figura 13 — Arco de um angulo de 360°

"Arco

= Comprimento da Circunferéncia
total

360°
C
TN

Fonte: Autor (2021).

A partir dai, Ptolomeu dividiu o comprimento total do arco formado, pelo

i a P . " . 377 ~ .
diametro da prépria circunferéncia, obtendo TS Essa fragao foi encontrada

porque ele dividiu a corda em 360 partes, o diametro em 120 partes e utilizou
377/120 como uma aproximagao para o 1, que hesse caso € aproximadamente
3,1416 (OLIVEIRA, J., 2010).

* I[rracionalidade e Transcendéncia de

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) foi um matematico francés, que
provou, em 1761, que = € irracional. Ele chegou a essa conclusao a partir de
alguns estudos sobre fragao continua (LUBECK K.; LUBECK M., 2010).

Nos estudos de Lambert, ele obtém uma expansdo para a fungao

tangente por fracbes continuas e, a partir dai, ele consegue provar que se um
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arco x tivesse medida racional entdo a tangente desse arco (Tg x) teria valor
irracional, assim caso a tangente de um arco x fosse racional entdo a medida

desse arco sera irracional (OLIVEIRA, F. N., 2018). Assim teremos o seguinte:

Como Tg (%) = 1 & numero racional entdo o arco % € irracional. Dai,

percebe-se que m € irracional. Assim, Lamber demonstrou que © € um numero
irracional.

ApoOs a prova matematica apresentada por Lambert, surgiram muitas
outras demonstragcdes sobre a irracionalidade de n. Mas apesar de ter sido
demonstrado pela primeira vez em 1761, o mw ainda guardava um problema
ainda n&o solucionado, o problema da quadratura do circulo. Problema esse
que pdde ser solucionado a partir de uma demonstragao feita por Lindemann,
onde provou em 1882 que n é transcendente (MACHADO, 2013).

Ferdinand von Lindemann (1852-1939) foi um matematico que provou
que m € irracional transcendente. Para isso, ele considerou dois fatos ja
demonstrados, o de que o numero irracional e é transcendente e que e™ + 1 =
0 (Identidade de Euler) (LUBECK K.; LUBECK M., 2010).

Lindemann usou o seguinte raciocinio: e™ ¢ algébrico, pois -1,
obviamente, o0 &, ja que e™ + 1 = 0 e, com isso, ™ = -1. Portanto ir s6 pode
ser transcendente, pois e elevado a um numero algébrico continuaria a ser
transcendente. Se i e transcendente, sendo i algébrico, por ser solugao da
equacgao x* + 1 =0, entdo m s6 pode ser transcendente (GARBI, 1997).

O impacto da demonstragcao de Lindemann foi muito importante, pois
provava que o classico problema da quadratura do circulo ndo tem solugéao,
pois se fosse possivel, v/ seria um nimero algébrico e, diante isso, m também
seria algébrico, o que € uma contradicao (LUBECK K.; LUBECK M., 2010).
Portanto a area nr* de uma circunferéncia ndo pode ser redefinida para a area

de um quadrado, utilizando régua e compasso.

3.1.6. Numero e

Conhecido como Numero de Euler, o e € um numero irracional muito
conhecido na matematica, assim como em outras areas, devido seu uso
frequente em problemas, especialmente em logaritmos. Algumas vezes se

pergunta: Por que se usa logaritmos na base e? Afinal o que torna o numero
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irracional e especial a ponto de ser mais usado em calculos matematicos, se
comparado a outros numero como 2; 10; 0,9999999 e n?

O uso frequente do numero e em muitas situagdes matematicas
certamente gera a necessidade de compreender a construgdo historica que
desenvolveu a ideia que se tem hoje sobre esse numero irracional. Diante
disso, essa subsecdo busca apresentar um recorte histérico sobre o Numero
de Euler (e) expondo de modo claro e detalhado desde a nogéo intuitiva de e

ligada a area financeira até a prova da transcendéncia desse numero.

= Surgimento

Conforme Precioso e Pedroso (2013) o numero e, embora tenha surgido
cem anos apos a criagao do calculo diferencial e integral, deve sua existéncia,
praticamente, aos bons resultados conseguidos com 0s novos métodos e
novas técnicas do Calculo. Sabe-se que muitos problemas de diversas areas,
como a mecanica, foram solucionados no final do século XVII e no decorrer do
século XVIIl. Porém isso sé ocorreu porque as solucdes desses problemas
dependiam exclusivamente da resolucdo de equagdes diferenciais, as quais
manipulam frequentemente o0 numero e, sobretudo como base das
exponenciais que constituem as chamadas funcdes hiperbdlicas.

Conforme estudos, a primeira vez que 0 numero e apareceu nha
matematica como numero foi no inicio do século XVII em problemas sobre
juros compostos, por meio de um estudo feito por Jacob Bernoulli (1654-1705)
sobre uma situacéao tipica de acumulagao capitalista, de modo que tal estudo
gerou resultados importantissimos para as ciéncias exatas ao se relacionar
com a solucéo de varios problemas.

Jacob Bernoulli nasceu em Basileia, Suica, a 27 de Dezembro de 1654.
Ele foi o primeiro de uma famosa dinastia de cientistas, o primeiro matematico
a desenvolver o calculo infinitesimal para além do que fora feito por Newton e
Leibniz, aplicando-o a novos problemas.

Jacob Bernoulli também ficou conhecido por desenvolver trabalhos na
area de matematica financeira, nos quais, tiveram a primeira indicagao de e
como numero, propriamente dito. Sendo esta indicagdo ocorrida em 1683,

quando Bernoulli estudava o problema da capitalizagdo continua, em que
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. . . 1\ .
buscava encontrar um valor para o seguinte limite: lim,,_, (1 +Z) , por meio

do qual foi obtida uma aproximacao para e (LAFETA; SILVA; LELIS, 2017).

Apesar do aparecimento do e na segunda metade do século XVII com os
trabalhos de Jacob Bernoulli, foi numa carta de Leibniz (1646-1716)
enderegada a Huygens que se usou pela primeira vez, em 1690, uma notagao
para este numero, sendo representado pelo simbolo b, revelando que ja no
final do século XVII o numero e ja era claramente reconhecido (FIGUEIRA,
2017).

Sabe-se que a origem real desse numero ndo é tdo bem definida, pois
existem evidéncias do seu possivel aparecimento, mesmo que implicito, em
trabalhos de povos da Mesopotamia.

Em um tablete de argila da Mesopotamia, hoje localizado no museu do
Louvre, datado de 1700 a.C., é encontrado um exemplo de situagao
matematica que propde o seguinte problema: Quanto tempo levaria uma
quantia em dinheiro para dobrar, a 20% ao ano? (COSTA,; OLIVEIRA; LOPES,
2017).

A resposta é dada, na base 60, ou seja, 3;47,13,20 = 3 + % + % +

% = 3,7870 que encontra-se préxima do valor correto que é 3,8018, isto €,

cerca de 3 anos, 9 meses e 18 dias (PRECIOSO; PEDROSO, 2013).
Analisando o resultado e comparando com a féormula para juros compostos, é
provavel que o escriba tenha usado interpolagéo linear entre os valores (1,2) e
(1,2)*, de uma tabela de poténcias de 1,2. Assim, fazendo C, = 2C, em C, =
Co(1 + )¢, em que r= 20% e C, é a quantia inicial colocada a juros, tem-se
2C, = Cy(1,2)t, ou seja, 2 = (1,2).

Este entendimento € de certa forma uma evidéncia de que o
conhecimento dos mesopotamios compreendia a area da matematica
financeira capaz de indicar a presenga do numero e. Precioso e Pedroso (2013)
ressaltam que ja eram utilizadas na Mesopotamia, para resolver varios
problemas, tabelas de poténcias sucessivas de um dado numero, semelhantes
as atuais de logaritmos que resolvem a equagéao (1). Observa-se também sobre
o resultado acima abordado que ndo depende do valor inicial colocado a juros.
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A formula de capitalizagdo C; = C, (1 + r)t, com a qual ja foi citada,
pode ser ajustada para a representagdo M = C(1 + i)t, onde M é o montante,
C é o capital inicial, i é a taxa de juros e t € o total de tempo de capitalizagao.
Por meio dessa relagdo podemos calcular o montante de um investimento, de
uma divida, e muitas outras situagdes financeiras, por exemplo, determinar o
montante gerado a partir de um investimento de € = R$ 100,00 (capital inicial)
capitalizada anualmente com a taxa de 10% (i = 10%) de juros compostos
para um determinado tempo de capitalizacdo de 3 anos (t = 3). No final de 3
anos teremos

M =100(1 + 10%)3
M =100(1 + 0,1)3
M =100(1,01)3
M = 133,10.
Logo, o montante sera de R$ 133,10.

Na situacdo anterior, ha o calculo do montante, sendo que a taxa e o
tempo estdo na mesma unidade de tempo, que é ano, agora supondo que uma
taxa anual i é capitalizada “semestralmente” em t anos, em uma operagao
financeira, sendo que neste tipo de caso, a taxa geralmente é chamada de taxa
de juros nominal (JUNIOR, 2013). Nessa situagéo, a taxa de juros realmente
usada (taxa efetiva) no calculo do montante sera diferente de i, por exemplo,
uma empréstimo com taxa de juros 20% a.a., capitalizado semestralmente
durante t anos, possui a necessidade de ajuste na taxa e no tempo para poder
determinar o montante gerado pelo empréstimo, portanto deve-se ajustar o
tempo t anos para 2t semestres e também dividir a taxa anual de 20% para
dois semestres (10% a cada semestre), desse modo, podemos usar a formula
de capitalizagao para tentar acumular a taxa de juros nesses semestres para
determinar a taxa correta nos t anos citados no problema inicial. Assim,

teremos o seguinte desenvolvimento:
20%

M=cl+ =)

M =C(1 + 10%)%
M= C[(1 + 0,1)%]¢
M = C[(1,1)?]
M =C(1,21)¢
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M =C(1+0,21)¢
M =C(1+21%)*

Assim, comparando M = C(1+ 21%)* com a féormula M = C(1 + i)¢,
percebemos que a taxa realmente aplicavel em t anos deve ser de 21% a.a. ao
invés da taxa nominal de 20% a.a.. Essa ideia mostra que quando aumentamos
o periodo em que € aplicada a taxa nominal i como, por exemplo, de ano para

semestre, semestre para trimestre, trimestre para bimestre, etc; direcionamo-
nos ao uso de uma taxa proporcional a ela, digamos % (n € N*), cuja

composi¢cdo nos n periodos produz um reajuste em i, que é prépria taxa
efetiva.

Conforme Junior (2013), tanto para mudangcas no regime de
capitalizacao para semestral, trimestral, semanal, mensal, etc, quanto para
cada tipo de aumento do periodo de incidéncia da taxa, faz-se o mesmo

procedimento anterior para determinar a taxa efetiva, que é dividir a taxa de
juros nominal por n, obtendo a razao % (n € N*). Com isso, devido t conter nt

periodos, um capital inicial C, apds o tempo t acumulara

int
M=C<1+—)
n

t

n
M=c[(1+2)] (1)
Onde (1 + %)n —1 (n € N*), seria a taxa efetiva em formato decimal.

Segundo o autor anterior, esses conhecimentos tiveram surgimento
durante o século XVII em meio a um grande crescimento do comércio
internacional, onde foram realizadas muitas transagbes comerciais, 0 que
motivou uma grande atencado sobre a lei de juros compostos, cujo
conhecimento é muito aplicado atualmente.

Agora considerando um caso especial da equagdaoem (1), emque i =1

(100%) a.a.; € = R$ 1,00; t = 1 ano e a capitalizagdo ocorra em n periodos, ou
1
seja, M = [1(1 + %)”] , no qual obtemos M = (1 + %)". Dispondo desta

relacdo € possivel investigar o comportamento para valores de n cada vez

maiores. Tem-se a seguir um quadro expondo esses resultados.
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Quadro 2 — Capitalizagdo em fungao de n.
n (1+1/n)"

1 2

2 2,25

3 2,37037

4 244141

b 2,48832
10 2, 50374
50 2,60159
100 2, 7481

1.000 2,71692
10.000 2, 71815
100.000 2, 71827
1000, 000 2, 71828
10.000.000 | 2,71828

Fonte: Precioso e Pedroso (2013).

Ao observar a quadro 2, nota-se que o capital inicial de R$ 1,00, a cada
aumento da periodicidade em n (de ano para semestre, de semestre para

trimestre, etc.), foi capitalizado a um montante de aproximadamente R$ 2,72,
em outras palavras, a sequéncia (1 + %)n converge para e. Algo que foi
tratado por Jacob Bernoulli ao determinar uma aproximacao para e, a partir do
limite lim, .., (1 + %)n (LAFETA; SILVA; LELIS, 2017). Mas, sabe-se que este

resultado ficou mais definido com os trabalhos de Euler.

Para o entendimento mais profundo sobre as bases que construiram a
percepcao deste numero, assim como o que pode ter levado Euler ao estudo
dele, devemos tratar de um problema matematico incomum e bastante famoso
no século XVII, chamado de “quadratura da hipérbole”.

Ao lidar com problemas de quadratura no inicio do século XVII, Pierre de
Fermat (1601 — 1665) e outros matematicos utilizavam varios métodos para
esta finalidade. Fermat foi um matematico que desenvolveu métodos para se
determinar a area sob as curvas “parabolas generalizadas” definidas por ele

como y =x", de 0 até a > 0 para n inteiro ou fracionario, cujo método de

an+1

n+1

obtencdo da area €& descrito em linguagem atual como foax”dx=

(PRECIOSO; PEDROSO, 2013).
Além de quadrar parabolas, Fermat quadrou hipérboles superiores da

formay = ;Ln para n # 1. Porém o método criado por ele ndo contemplava a

. 1 ., 1 -1
quadratura em curvas de hipérboles como y = —jaquey = -=x""e, com
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—1+1

isso, a quadratura seria

— = % o qual é indefinido. Algo que foi resolvido
com o jesuita Saint-Vincent (1584-1667) (CALHEIRQOS, 2016).

O jesuita belga Saint-Vincent resolveu esse caso particular em 1647,
quando ele demonstrou pelo método dos infinitésimos de Cavalieri, em seu
Opus Geometricum, que a area A(a, b) compreendida entre a hipérbole y = i

0 eixo dos x e as verticais x = ae x = b (a e b positivos) tem a propriedade
de que a medida da area delimitada por x = a, x = b na curva da hipérbole e
no eixo das abscissas sera igual a medida da area delimitada pelos x = ta,
x = tb para qualquer real t > 0. O grafico a seguir ilustra essa ideia

(PRECIOSO; PEDROSO, 2013).

Grafico 1 — Equivaléncia entre areas A(ta, tbh).

y‘

%

W, -
VA l A(ta, thy7 T~ *

a b ta th S

Fonte: Precioso e Pedroso (2013).

Saint-Vicent percebeu que quando se constréi retangulos ao entorno da
curva, semelhantes aos usados por Fermat nas “parabolas generalizadas”,
esses retangulos possuiriam areas iguais. Este entendimento representou o
comego do desenvolvimento da nocdo de fungdo logaritmica, a partir da
necessidade de quadrar a hipérbole, mas embora a ideia de logaritmo nao
tenha sido exatamente o foco de Saint-Vincent, seus estudos foram analisados
por um de seus discipulos, chamado Alfonso de Sarasa (1618-1667), que
observou que a propriedade descoberta pelo mestre estava relacionada com
uma aditividade peculiar, que para (REIS; SILVA, 2015), o direcionou a propor
que no processo de obtencdo da area da hipérbole, em um determinado
intervalo, resulta em uma fungdo L(x) que obedecesse a seguinte condigao:

L(a.b) = L(a) + L(b), ou seja, uma fungao que transforma produto em soma.
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Assim percebe-se que a fungéo f resultante da integral da hipérbole (ou
a funcao f cuja derivada é a hipérbole) sé pode ser uma fungdo que transforma
produto em soma f(xy) = f(x) + f(y). Esse entendimento ja diz muito a
respeito sobre qual o tipo de funcido se esta referindo. Conforme Reis e Silva
(2015), os estudos de Alfonso mostraram um nivel de significancia que pode
ser entendida como a primeira descricdo do uso do logaritmo como funcgao,
pois até entdo os logaritmos s6 eram utilizados como ferramentas de calculo.

Mas afinal somente os atributos ja mencionados anteriormente sobre
~ , . i . _ 1 .
funcao logaritmica a qualifica como sendo integral da hipérbole f(x) = ;? Sera

que em qualquer base b em log, x serve para compor a f(x) = log, x, tal que
seja a integral da hipérbole?

Esse assunto foi completamente esclarecido somente no século XVIII
com os trabalhos de Euler, que indicaram que a base b que atende a condigao
citada anteriormente € numero irracional e. Segundo Boyer (2010), em uma
exposicao manuscrita de resultados de experiéncias sobre disparo de canhdes
em 1727 ou 1728, Euler utilizou a letra e inumeras vezes para representar a
base do sistema de logaritmos. O uso do e como base de logaritmo, por Euler,

ocorreu porque, se a derivada da fungéo logaritmica L fosse igual a curva da
. ~ . . d 1 ~
hipérbole entdo sua base deveria ser e, ou seja, se E(logb xX) = ot entdo b = e.

Com isso define-se log, x = Inx.

Dessa forma, compreende-se que a fungao L resultante da integral da
hipérbole (ou a fungdo L cuja derivada é a hipérbole) s6 pode ser a fungao
logaritmica de base e. Uma observacao histérica muito interessante sobre a
funcao logaritmica de base e, é que foi a partir de sua concepgéao, que foi
definida, logo depois, a ideia de fungédo exponencial, como sendo a inversa da
funcdo logaritmica. Euler fez um importante estudo sobre esse entendimento,
inclusive admitindo também o numero e como base da funcdo exponencial
(PRECIOSO; PEDROSO, 2013).

Resumindo o que foi apresentado anteriormente sobre o que direcionou
Euler ao usar o numero em questdo, tem-se inicialmente a existéncia do
problema da “quadratura da hipérbole” que direcionou a sua resolugao parcial
por Saint-Vincent, sendo esta, melhorada por Alfonso de Sarasa, construindo

entdo uma ideia superficial de fungéo logaritmica em uma base definida. Mas
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esta solucgéo s6 foi finalizada com Euler, que mostrou que a base dessa fungéo

logaritmica € o numero e.

» A irracionalidade de e e sua manipulagao por Euler

Leonhard Euler (1707-1783) foi um matematico suico que nasceu na
cidade de Brasileia. Estudou Filosofia na Universidade de Brasiléia, onde foi
aluno de Johann Bernoulli (1667-1748). Desenvolveu um vasto trabalho que
beneficiou areas como Teoria de Numeros, Analise Matematica, Mecanica,
Musica, etc (SANTOS; NETO; SILVA, 2007).

Euler surpreendeu o mundo matematico com o uso que fazia de somas
infinitas, tal como seus sucessos em resolver varios problemas, como das
Pontes de Kt'migsberg1 e o Problema de Brasileia®. Foi ele que demonstrou que
O numero e € irracional e que o indicou com este simbolo, motivo pelo qual
esse numero foi chamado de Numero de Euler. Foi em uma obra intitulada
Mechanica de 1736, que 0 e apareceu impresso pela primeira vez (BOYER,
2010).

Euler utilizou a notagdo e em varios de seus textos, especialmente para
representar a base de logaritmos (log, x), sendo estes, definidos por ele como
logaritmos hiperbdlicos, devido estarem relacionados com a integral da
hipérbole (SOARES, 2017). Atualmente estes logaritmos sdo conhecidos como
logaritmos naturais. Além disso, em uma carta enderegada a Golbach em 1731,
ele se referiu ao e como o numero cujo logaritmo hiperbdlico € 1 (FIGUEIRA,
2017).

Na obra Intfroductio in na alysin infinitorum publicada em 1748, o mais
influente entre os numerosos trabalhos de Euler, ele resumiu suas numerosas
descobertas sobre séries infinitas, produtos infinitos e fragdes continuas e
também utilizou a notacdo e para o numero em questdo. Nesta obra foi

apresentada uma aproximacao de 23 casas decimais para ele, a saber,
e =2,71828182845904523536028, a qual foi obtida por meio da série Z%

(FIGUEIRA, 2017). Embora tenha sido usada por Euler em seu livro, esta série

! LOPES, F. J. A.; TABOAS, P. Z. Euler e as Pontes de Konigsberg. Revista Brasileira de Histéria da
Matematica, [S.L.], v.15, n.30, p. 23-32, 2015.

2 GAYO, Jairo; WILHELM, Roy. O problema que tornou Euler famoso. Ciéncia e Natura, v.37, n. esp.,
p.342-355, 2015.
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que pode ser escrita comoe =1+ % + % + % + - $ (n € N) foi descoberta por
Isaac Newton (1642 - 1727), em 1665, e pode ser obtida da expansao binomial

de (1 +2)" (PRECIOSO; PEDROSO, 2013).

Ainda nos referindo a obra Introductio in na alysin infinitorum de Euler,
foi neste mesmo trabalho que Euler, pela primeira vez, chamou a ateng¢ao para
o papel central do numero e ao dizer: “Para o numero cujo logaritmo é a
unidade, anotemos e que é 2,718281 [...]” (PRECIOSO; PEDROSO, 2013).

Conforme Maor (2006 apud Ramos, 2015), até a época de Euler, a
funcdo exponencial era considerada simplesmente como o inverso da funcao
logaritmica. Euler fez uma nova interpretagao ao log na base e, semelhante ao
que ele especificou na fungéo f(x) = e*. Ele ajustou as duas fungbes em uma
base igual, dando-lhes definigdes de maneira independente e comparativa, da

seguinte forma:
x\" 1
e* = lim (1 +—) , Inx = lim n(xn —1)
n—-oo n n—oo
algo que certamente foi definido com a interpretagéo via sequéncias.
Ainda no ambito de Sequéncia e Séries, Euler desenvolveu varios
raciocinios muito importantes envolvendo séries, como por exemplo, as séries

seguintes:

2 3 n
er=1+>+Z+T 4.4 4. (neENY)
1 2! 3! n!

4 6 2n-2
X x x

— 4.4

4! 6!

2
cosx=1-=+ + -, (n € NY)
2!

(2n-2)!
3 5 7

. x x x 2n-1
snx =x——+———+t -+
3! 5! 7!

x
2n-1)!

+ o, (n € NY)

A partir das quais, ao fazer varias manipula¢des algébricas ele concluiu
a seguinte igualdade e* = cos(x) + i.sin(x). Esta igualdade teve importante
contribuicdo para a teoria dos numeros irracionais assim como dos numeros
transcendentes, pois foi a partir dela que o proprio Euler provou a relacéo
e™ + 1 = 0. Uma relagdo incrivel que combina importantes nimeros da
matematica (w, e, i, 1), a qual contribuiu depois com a prova da
transcendéncia de r, feita por Lindemann (SANTOS; NETO; SILVA, 2007) .

O que foi apresentado explica um pouco sobre a abordagem do numero
e nos trabalhos de Euler. Mas outro, e ndo menos importante, estudo feito por

ele foi a propria prova da irracionalidade de e. Essa prova, embora pouco
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elegante, estd ligada ao assunto de Fragbes Continuas, dentre outros
assuntos.

Para entender a abordagem de Euler para encontrar tal prova,
consideremos o seguinte fato: a representagdo numérica de uma fragéo
continua infinita € sempre de um numero irracional. Portanto basta demonstrar
que uma fracdo continua de um numero é infinita para provar que ele é
irracional (MOREIRA, 2011). A partir deste entendimento segue adiante uma
explicagéo superficial sobre como Euler aborda a prova da irracionalidade de e.

Conforme Sandifer (2006), no livro Infroductio in na alysin infinitorum de
’ -1 . . . . ,
Euler tem-se, por exemplo, o numero eT cuja prova de sua irracionalidade é

tratado com a observacao do seguinte fato:

e—1_0+ 1
— =

1
1+ gl

6 +
1
10 + 1

14+ 18 + etc

A partir desse exemplo ele percebeu que os denominadores (0, 1, 6, 10,

14, 18, ...) formam uma sequéncia aritmética a partir do 6. Sendo deduzido que

~ e . . - . -1
tal construcao iria continuar indefinidamente e, desse modo, caracterizando eT
como numero irracional e, por consequéncia o e também. Mas também o

préprio e foi tratado de modo semelhante:

e =2+

1+
2+ 11
1+ 1
1+ T
4+ T




60

» Transcendéncia de e

O numero e se estabeleceu com maior énfase nos estudos de Euler, ja
que foi ele que provou a irracionalidade de e, mas a prova de sua
transcendéncia foi feita por Hermite em 1873.

Charles Hermite (1822-1901) foi um matematico francés que nasceu em
Dieuze, em 24 de dezembro de 1822. Em sua trajetoria no campo cientifico, ele
desenvolveu diversos trabalhos que contribuiram para desenvolvimento da
ciéncia, ndo s6 no ramo da matematica, mas também nas teorias fisicas
originarias da primeira metade do século XX (FURTADO, 1996).

Hermite desenvolveu estudos sobre teoria dos numeros transcendentes,
o qual foi apontado pelos historiadores como o principal trabalho dele. Em
1873, esses estudos o direcionaram a provar a transcendéncia do numero e,
quando ele estava trabalhando com fung¢des continuas algébricas (FURTADO,
1996).

O método de Hermite para provar a transcendéncia do e foi muito
significante na area da matematica em sua época devido a grande dificuldade
de se mostrar que um numero é transcendente (FURTADO, 1996). Seu método
foi estendido por Lindemann em 1882, para demonstrar a transcendéncia de
e*, sempre que x for algébrico ndo nulo, sendo que esta conclusao repercutiu
posteriormente na prova da transcendéncia de m (LEFETA; SILVA; LELIS,
2016).

Ferdinand von Lindemann (1852-1939) foi um matematico que provou
que m € irracional transcendente. Para isso, ele considerou dois fatos ja
demonstrados, o de que o numero irracional e é transcendente e que e'™ +
1 = 0 (Identidade de Euler) (LUBECK K.; LUBECK M., 2010).

Lindemann usou o seguinte raciocinio: e™ é algébrico, pois —1,
obviamente, o &, ja que e™ +1 = 0 e, com isso, e™ = —1. Portanto in s6
pode ser transcendente, pois e elevado a um numero algébrico continuaria a
ser transcendente. Se i é transcendente, sendo i algébrico, por ser solugéo
da equacado x* + 1 = 0, entdo s pode ser transcendente (GARBI, 1997).

Nota-se a partir do que foi apresentado anteriormente que inicialmente a
prova da transcendéncia de m dependeu de conhecimentos muito importantes

ligados ao proprio Nimero de Euler, os quais sdo e +1 =0 e a
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transcendéncia de e*, com x algébrico ndo nulo, realgando mais ainda os

impactos notaveis do e no desenvolvimento historico da matematica.

3.1.7. Nimero ®

Outro numero irracional muito famoso durante a histéria € o numero
1,618033989..., assim como ja foi citado, ele € comumente simbolizado pela
letra grega ® (phi). Ele recebe outros nomes como proporgcéo aurea, numero
de ouro, numero divino, dentre outros. Muitos acreditavam que o ® & um
numero mistico que esta ligado a ideia de perfeicdo (SOUSA; SOUZA,
MONTE, 2015).

Os gregos e 0s egipcios sempre buscavam uma propor¢ao ideal em
suas artes e construgdes, algo que resultou no desenvolvimento do que se
conhece hoje por retangulo de ouro, o qual, possui uma relagdo entre o
comprimento e a largura, onde a razdo entre eles é de aproximadamente
1,618. O papiro de Rhind ou Ahmes (egipcio) datado de cerca de 1650 a.C. é
um exemplo da propor¢do aurea na antiguidade medindo 5,5 metros de
comprimento por 0,32 de largura, traz em suas inscrigdes referéncias a uma
“‘razao sagrada” (SOUSA; SOUZA; MONTE, 2015).

De acordo com Sousa, Souza e Monte (2015), as aplicagdes do numero
de ouro sao muitas, ele esta presente em flores, nas plantas, em triangulos e
retdngulos, na anatomia humana, além de serem aplicados em inumeras
construgcdes e em obras de arte. Assim, percebe-se que ele esta presente em
muitas areas, algumas vezes € até utilizado por nés de maneira intuitiva. Até
hoje se desconhecem todos os seus mistérios, surgindo dessa maneira, a
caracteristica de ser um numero divino.

Uma das construgées mais famosas, cujas mensuragdes tem relagao
com o ® é a Piramide de Quéops construida entre 2551 e 2528 a.C. pelos
egipcios apresenta uma relagdo matematica peculiar. Apos ser construida, sua
altura media aproximadamente 280 cubitos e o lado da sua base quadrada 440
cubitos (EVES, 2011). Consequentemente, a apdétema da base ¢é

aproximadamente 220 cubitos.



Figura 14 — Estrutura da Piramide de Quéops

380 cub..

=1

Fonte: Queiroz (2007).

g = 356,08 cubitos

/AN m = 220 cubitos
/ \ g .
Lt %:MELNB
£ o Y 220
=

Fonte: Queiroz (2007)

medidas de sua estrutura que tem relagdo com o ® (SOUZA, 2013).

Figura 16 - Partenon
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Diante disso, ao aplicar o teorema de Pitagoras para calcular a medida
do apdétema da piramide, obtemos aproximadamente 356,08 cubitos. Tomando
esse valor como g e a apétema da base (220 cubitos) como m, percebe-se que
a razéo entre elas equivale a aproximadamente 1,618, o qual representa uma
aproximacéao para ® (QUEIROZ, 2007). A imagem a seguir ilustra essa relacao:

Figura 15 — Surgimento de uma aproximacéo de ® na piramide de Quéops

Assim, percebe-se nas constru¢des dos antigos egipcios a presenga do
numero ®. Entretanto uma outra civilizacdo que se destacou na utilizagao
desse numero foram os gregos. O Partenon, por exemplo, que € um templo

grego que foi construido por volta de 447 a 433 a.C., apresenta relagdes nas
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A relagdo entre essa obra e 0 numero em questdo esta ligada a uma
definigho muito importante que envolve a geometria, que é a definicdo de
retdngulo de ouro, que forma simplificada pode ser entendida como: todo
retdngulo que obedecer a relagdo, onde a razdo entre a medida do seu
comprimento pela medida de sua largura resultar em ® (=1,618), sendo que os
retdngulos que atendem essa relagdo sdo aqueles que se retirarmos um
quadrado, o restante sera um retangulo semelhante ao original (LEOPOLDINO,
2016).

Um exemplo desse tipo de figura geométrica € o retadngulo de
comprimento medindo 1++/5 u.c. e largura medindo 2 u.c., onde a razdo entre
essas medidas, nessa mesma ordem, equivale ao ® (=1,618), conforme ilustra

a figura seguinte.
Figura 17 - Exemplo de Retangulo Aureo

1+V5

Fonte: Autor (2021).
A partir dessa nocéo, é possivel perceber que o Partenon € composto de
varios retangulos de ouro (SOUZA, 2013). A imagem a seguir indica alguns

retdngulos desse tipo, que se apresentam no Partenon.
Figura 18 - Partenon

q )
’f'\ﬂ’?\r'

Fonte: Camara e Rodrigues (20'(-)8).
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Muitos pintores do renascimento, na época do século XV, se inspiraram
na Antiguidade Classica e, com isso, suas obras destacavam o corpo humano
em esculturas e pinturas. Muitos deles uniam a proporgédo aurea e a anatomia
do corpo humano, algo que se pode perceber na pintura da Mona Lisa de

Leonardo da Vinci, o qual foi apresentada a baixo.

Figura 19 — Mona Lisa de Leonardo da Vinci

Fonte: Camara e Rodrigues (2008).

No quadro que apresenta a pintura Mona Lisa €& possivel encontrar
varias mensuragdes que se encaixam dentro de retadngulos de ouro, do alto da
cabeca até o final do pescoco, do topo da cabeca até as méaos, no rosto e
outros (SOUSA; SOUZA; MONTE, 2015). Além da Mona Lisa, uma outra
pintura que apresenta implicitamente o numero ® € “O Homem Vitruviano”

também feita por Leonardo da Vinci, e que se encontra na figura a seguir.

Figura 20 — O Homem Vitruviano de Leonardo da Vinci

=

4 8:9*9:10
. g 01 =1192
13:94= 1498
s ™ 15:96=96:17 =0618..

S RO

Fonte: Sousa, Souza e Monte (2015).
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Essa pintura representa o corpo humano inserido na forma ideal do
circulo e nas perfeitas propor¢gbes do quadrado, ou seja, possui proporgao e
simetria aplicadas a concepgdo da beleza humana (CAMARA; RODRIGUES,
2008). A ideia passada na imagem anterior esta ligada a uma visao estética
onde a beleza do corpo aumenta quando se obtém valores proximos de &
quando se realizam razbdes entre: a medida da cintura até a cabeca e o
tamanho do térax; a altura do corpo humano e a medida do umbigo até o chéo,
e muitas outras razdes.

Uma figura que se relaciona com o ® é o pentagrama. O pentagrama é
uma figura geométrica com formato de uma estrela que pode surgir dentro de

um pentagono regular, conforme a figura seguinte.

Figura 21 - Pentagrama

PN

Fonte: Queiroz (2007).

Conforme Camara e Rodrigues (2008) o pentagrama € um dos simbolos
mais antigos da humanidade, ele foi muito usado pelos pitagéricos para se
identificar em suas seitas que muitas vezes eram secretas. Para eles, trazia o
pentagrama tinha o significado de “boa saude” e também considerado como
simbolo na astrologia.

Segundo Queiroz (2007), o ultimo sdlido convexo regular descoberto
pelos pitagoéricos foi o dodecaedro, o qual tem faces pentagonais. Isso pode ter
sido a motivagdo que justificou o fato dos pitagoricos reverenciarem o
pentagono regular, bem como o pentagrama e o numero ® que dele pode
surgir.

Supondo um pentagrama ABCDE, o qual surge de um pentagono
regular ABCDE, tem os seus pontos A, B, C, D e E correspondentes aos
vértices desse mesmo pentagono, e tem os pontos F, G, H, | e K internos a

esse pentagono.
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Figura 22 — Vértices do Pentagrama

A

D £

Fonte: Queiroz (2007).

C
CD

AD

, , . . , 4D EB
Diante disso, é possivel afimarque ==&, ==, —==0, = O, etc.
DF DC BF

Além disso, devido a parte mais interna do pentagrama ser um pentagono
regular, é possivel construir um outro pentagrama nessa figura, que também

possui em sua parte interna um pentagono regular, e assim em diante.

Figura 23 — Pentagrama dentro de um pentagrama dentro de outro pentagrama

D c
Fonte: Queiroz (2007).

Desse modo, podem surgir infinitas outras razdées que resultam em ©.

Além do pentagrama, uma outra compreensdo matematica em que
surge o numero ® é na Sequéncia de Fibonacci. A sequéncia de Fibonacci.

Fibonacci, cujo nome era Leonardo de Pisa, foi um matematico que
nasceu em Pisa na Toscania por volta de 1170. Em um de seus livros,
chamado “Liber Abaci” de 1202, ele introduziu o uso dos numerais indo-
arabicos, voltados para a vida comercial. Outra compreensao muito importante
que ele também apresentou nesse livro foi uma sucessao numérica que herdou
0 nome sequéncia de Fibonacci, na qual cada termo, exceto o primeiro, resulta
da adig&o dos dois termos anteriores originando assim os numeros 1, 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21, ..., dai segue em diante, (CAMARA; RODRIGUES, 2008).

A sequéncia de Fibonacci possui muitas caracteristicas e propriedades,

dentre elas, conforme Queiroz (2007), existe uma relagdo com o numero ©®
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muito intrigante que pode ser descrita como: Se tomarmos as razdes de cada
termo pelo seu antecessor obteremos outra sequéncia numérica que converge
para ®. Tem-se a seguir a constru¢gao dessa sequéncia:
1/1=1, 2/1=2, 3/2=1,5, 5/3=1,666...8/5=1,6, 13/8=1,625, 21/13=1,6153846...,
34/21=1,6190476..., 55/34=1,617647..., 89/55=1,61818...144/89= 1,6179775...,
233/144=1,6180555..., 6765/4181=1,6180339..., 10946/6765 = 1,6180339...

O que se percebe sobre a sequéncia 1; 2; 1,5; 1,666...; 1,6; 1,625;
1,6153846...; 1,6180339...; 1,6180339... € que cada vez mais seus termos vao

se aproximando de ® (=1,618).

Esta subsecdo apresentou aspectos historicos do conhecimento sobre
numeros irracionais, perpassando pela sua concepc¢ao intuitiva na Grécia
antiga, pela sua formalizagdo com os trabalhos de Dedekind, Méray e outros
matematicos, pela concepcdo de numeros algébricos e transcendentes e
finalizando com alguns numeros irracionais famosos como o r, ® e e. Na
proxima subsecdo foi desenvolvida uma continuidade a respeito da
conceituacdo e caracterizagdo dos numeros irracionais no seu aspecto

formalizado, agora sem viés historico.

3.2. Fundamentagao Matematica

Nesta subsecdo é apresentado o conhecimento formalizado sobre o
conhecimento de numeros irracionais e o desenvolvimento tedrico que
estrutura sua totalidade. Este conhecimento foi apresentado para se
compreender os numeros irracionais sobre moldes formais e, desse modo,
entender o que se precisa alcangar de conhecimento na Sequéncia Didatica

que foi apresentada na secéo 4.

3.2.1. Nogoes Preliminares de Numeros Irracionais

Essa subsecgdo apresenta algumas compreensdes introdutérias acerca
do que foi apresentado na subsecdo posterior. Nela se encontra alguns

entendimentos conceituais de niumeros irracionais e base numérica decimal.



68

= Base Numérica Decimal

Com base em Sant’ Anna (2013), Miyaschita (2002) e Barros (2019) a
base numérica, com a qual estrutura o sistema de numeragdo atualmente
baseia-se de numeracéo decimal, a qual, trata da base 10. O numeral 327, por

exemplo, pode ser representado por um numero que possui 7 unidades, 2

dezenas e 3 centenas, assim, pode ser escrito como 4-10% + 510 + 2, que trata
da decomposicao de ordens do 452. De forma genérica, entdo, pode-se dizer
que um qualquer numero natural de n algarismos pode ser escrito como

b, ... bobibg, cuja expansdo decimal, isto €, decomposicdo de ordens é

b ,-10"" + ... + b,-10% + by-10 + by.

n-1
Segundo Corréa (2008), quando se efetua as divisbes expressas em um
racional na forma fracionaria, encontra-se outra maneira de representar
numeros racionais, chamada de “representacao decimal”’. A partir disso, o
sistema de representagdo decimal posicional permite expressar os numeros
racionais usando somente dez inteiros os quais sdo chamados digitos, ou seja,
0,1,2, 3,4,5,6,7, 8 e 9. Acomposi¢cao de racionais por meio de digitos, ou
algarismos, na verdade, ocorre para todos os numeros reais positivos. Assim,
se ay, Ay_1,..., Ay, A_1,... SA0 algarismos quaisquer desse conjunto, um numero
real positivo é representado no sistema decimal com o formato a,a,,_;...ay, a_;
a_,... onde a, = 0. Nesta ultima estrutura, a esquerda da virgula temos sempre
um numero finito de algarismos, porém a direita podemos ter uma infinidade de
algarismos. Um exemplo disso sdo os numeros 2324,1231; 10,5; 0,1; etc.

A partir do que foi apresentado anteriormente sobre decomposi¢cao
decimal, a expansdo decimal de um numero racional a,a,_;...ag, aA_; A_y...
seraa, .10 +a,_; . 10" 1 + . +a,.10° a_;.107! + a_,.1072+ ... seja ele exato
(quantidade finita de digitos) ou n&o exato (quantidade infinita de digitos). Por
exemplo, o racional exato 6142,5231 representa o numero obtido como
resultado da expressao

6.10* + 1.10° + 4.10* + 2.10*+ 5.10°1 + 2.107°2 + 3.1073 + 1.10™*
(2)

Quando o racional a,a,_;...ay, a_; a_,... € nao exato ele assume uma

caracteristica peculiar, a repeticdo peridédica e infinita de alguns de seus

digitos, podendo ser chamado de dizima periddica, digamos
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A ... Q1ag, b1 b, ... b, ONde a parte by b, ... b, se repete infinitamente. Nesse caso
€ impossivel escrever toda a expansao decimal, mas & importante entender
que ao ter a expansao decimal:
Ap 10™ + .+ a, .10 + a,.10°, b;. 107 +h,. 1072+ ...b, 107"+ b,.107 "1 +
b,.107"2+ . p,.1072" .

podemos afirmar que os digitos by, b,, ... € b,vao se repetindo infinitamente a
cada n digitos, sendo essa repeticdo de periodicidade da dizima ou
simplesmente dizer que b, b, ... b, repete-se periodicamente.

Conforme Corréa (2008), todo numero racional, possui uma
representacdo decimal que é finita ou € uma dizima periddica. A reciproca
desse fato também ¢é valida: todo numero com representagcédo decimal finita ou
representacdo de dizima periddica pode ser representado por uma fragao e,
portanto, € um numero racional. Portanto, numeros na forma decimal finita séo
numeros racionais, entretanto, caso nao estejam, ndo podemos executar a
expansao decimal acima com todos os seus digitos.

Diante da compreensdo apresentada sobre base decimal, pode-se
estabelecer uma maior compreensao sobre os racionais, sejam eles exatos ou
nao exatos. Quanto aos racionais que sdo nao exatos, os quais sdo as dizimas

periddicas, sdo mais bem explicados no proximo tépico.

= Dizimas Periddicas

O conjunto dos numeros racionais € composto de decimais exatos e de
decimais ndo exatos, assim como foi referido anteriormente. Quanto aos
racionais que sdo decimais nao exatos, costumam ser chamados de dizimas
periddicas, pois possuem uma caracteristica muito peculiar, a repeticao
periddica infinita.

Para entender melhor sobre a origem desse conceito vejamos sua
etimologia. Referente a etimologia da palavra dizima, no site Origem da
Palavra, o autor Soares (2013) descreve que “Dizimo” vem do latim “decimus’,
que significa a décima parte de Decem (dez). A partir dessa denominagao vem
o verbo dizimar originaria da civilizagdo romana, onde havia épocas do exército

romano, quando uma legido era considerada culpada de covardia ou algum
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outro ato considerado reprovavel, ela era “dizimada”, o qual significava que um
em cada dez soldados era escolhido para morrer.

Conforme o site Infopédia (2003-2020), a palavra Dizima refere-se
originalmente a um imposto instituido pelos romanos que era cobrado sobre a
décima parte do valor dos bens de importagdo ou exportacdo. Para essa
mesma fonte, esse termo também foi usado pelos portugueses no reinado de
D. Jodo | que determinou em 1410 a taxacdo de produtos da alfandega do
Porto por meio do imposto do ‘dizimo’.

Agora referente ao termo Dizima Periddica, no campo da matematica,
ele descreve racionais ndo exatos que na forma decimal possuem repeticao
periodica infinita como 123,5444...; 0,313131...; 23,63512512512..., os quais
podem ser resumidos ao formato 123,54; 0,31 e 23,63512; onde ha um traco
na parte superior no numero que se repete, para indicar o digito que se repete
periodicamente com um trago na parte superior.

Conforme Matos (2017) as dizimas periddicas podem ser classificadas
em dois tipos:

Dizima periodica simples, quando € formada apenas pela parte inteira
(numero antes da virgula) e o periodo (numero apds a virgula que se repete

periodicamente).

Figura 24 — Dizima periodica simples

ah azaiaog bobj.b.?. bl‘\

L = 1 1 - !
Parte Periodo
Inteira

Fonte: Matos (2017).
Dizima peridédica composta se possui uma parte nhumérica que néo se
repete entre a parte inteira e o periodo, sendo esta parte conhecida como

antiperiodo.
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Figura 25 — Dizima Periédica Composta

Anteperiodo
—0

a-aa cc,- C“bobi"' b

— | —
Parte Periodo
Inteira

Fonte: Matos (2017).
Tem-se a seguir exemplos:

a) 0,6 é uma dizima simples, com parte inteira 0 e periodo 6.
b) 0,236 & uma dizima composta com parte inteira 0, antiperiodo 23 e periodo
6 que se repete infinitamente.

Além de serem decimais infinitos e periddicos, as dizimas periddicas
também s&o numeros racionais, devido poderem ser escritas na forma de
fragdo, sendo essa fragdo chamada de fragdo geratriz da dizima periddica
(CRUZ, SOARES, 2011). Para entender melhor sobre isso, deve-se entender
que as fracbes que podem gerar dizimas peridodicas possuem uma
caracteristica especifica, sendo elas irredutiveis, seus denominadores na forma
fatorada n&o sdo formados por um conjunto de 2, ou de 5 ou por 2 e 5

simultaneamente. A proposigao estrutura melhor essa compreenséo.

Proposicao: Toda fragéo (irredutivel) cujo denominador n&o é formado por um

conjunto de fatores de 2 e/ou 5 vai formar dizima periodica.
P o_

Demonstragao: Considere p < g, numeros primos entre si, logo

0,a,a,as ...akm, onde a,a,as; ...a; € o antiperiodo que pertence a parte
finita do decimal e m € o periodo que representa a parte infinita do
decimal. Se multiplicarmos membro a membro por 10* da igualdade anterior,
obteremos a seguinte igualdade 10"5 = a,a,as3 ... ay, byb, ...b; que podemos
escrever como
10"5 = a,a,a3 ... ay + 0,b;b, ... bj, (3)
No decimal periddico Om podemos fazer o seguinte

desenvolvimento
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1 1 _
1+m+102j+---)—

o Ittt ) onde (1+-—+—=+ representa uma

_ biby.bj  biby..bj  bib,..bj _ blbz...bj(
10J 1027 1037 10J

0,byb; .. b; =

série de termos de uma sequéncia geométrica (PG) infinita, logo podemos

calcular essa soma da seguinte forma T |, assim ——— o

10/ 10/

blbz"'bj( 107 ) = 2%2-0) Agora substituindo na igualdade (3), teremos

10/ 10/-1 10/-1
biby..bj
10/ -1

10"5 = Q,0,053 ... +
Multiplicando os dois membros por 10/ — 1 teremos
(107 — 1)10’65 = (107 — 1)(a,a2a3 ... ay) + byb, ... b;
Multiplicando os dois membros por g teremos
(107 — 1)10%p = q[(10/ — 1)(aya,a3 ...ax) + bib, ... b;] (4)
devido b;b, ...b; ser o periodo da parte infinita m entdo se essa parte
infinita n&o existisse entédo teriamos a igualdade (5) ao invés da (4).
10%p = q(a,a,a; ...ay) (5)
dai poderiamos afirmar que q divide 10%, ou que q € divisor de 10*, logo g
possui em sua fatoragdo poténcias de numeros primos comuns & 10%. Como
10* tem decomposicéo (2.5)% ou 2%¥5%, entdo q deve ser uma poténcia de 2, ou
uma poténcia de 5, ou um produto de poténcias de 2 e 5, para poder dividir
10%. Por outro lado se a parte infinita b, b, ... b; do decimal obtido por %’ existisse
a igualdade (4) seria valida ao invés de (5), e com isso g n&o dividiria 10¥.
Isso significa que a infinitude periédica de um decimal possui uma
relacdo de equivaléncia sobre o fato de g possuir ou ndo poténcias de 2 e 5 ou

2 ou 5. Assim, se q realmente possuir somente estes fatores, o decimal obtido

s A finito, caso ndo, o decimal obtido de % sera infinito e periddico (dizima

periodica).
Exemplo:

A fracéo % pode ser escrita como 2—13 e possui representacao decimal 0,1666...
A fracao % pode ser escrita como :—3 e possui representacao decimal 0,444...

A fracéo % pode ser escrita como % e possui representacado decimal 0,2333...
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Uma observagao sobre este fato é que se a dizima periodica simples

0,byb, ...b; devido ndo ter o antiperiodo (a,a,a;..ax), mencionado

anteriormente, sobre os moldes da igualdade (1) direciona a igualdade onde s

= 0,b,b, ... b; e de modo analogo ao desenvolvimento anterior, obteremos

P _ blbzb]
q  10/-1 (6)

onde b, b, ...b; € 10/ — 1 s&o inteiros positivos.

A igualdade presente em (6) indica que qualquer dizima periddica
0, b1b, ...bj com periodo b;b, ...b; de j digitos pode ser escrita como fragéo da

bib;..b;

= Dai explica-se o método de escrever dizimas

seguinte maneira
periddicas simples, onde o numerador é o periodo e o denominador € uma
quantidade de 9’s correspondente ao numero de digitos do periodo, até porque
10/ — 1 é um numero no formato 99...99 com quantidade j de 9’s.

Quando se tem dizimas periddicas compostas, ou seja, com k
antiperiodos, digamos 0,00 Om é necessario multiplicar por 10¥ para
enxergar uma dizima periddica simples, assim a escrita na forma de fragcao
correspondente é

bib, ... b;
(10/ — 1)10*

Quando a dizima periddica tiver digitos diferentes de 0 compondo o
antiperiodo e a parte inteira, por exemplo c,a,a,a; ...axby b, ...b;, & possivel
determinar também um método para determinar a fragdo correspondente. Para
iIsso vamos decompor c,a,a,a; ...akm para separa-lo a parte finita da
parte infinita, assim teremos

C,a,0,a3 ...a; + 0,0 ... OW

ApOs isso, pode-se converter os dois fatores para fracdo para depois

somar essas fragdes, segue o desenvolvimento abaixo.
C,a,0,a3 ...a; + 0,0 ... OW

€ca,a,as ... Ay bib; ... b;
10% (10/ — 1)10k
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(Ca1a2a3 ak)(l()] - 1) + (b1b2 b])

(107 — 1)10F
(ca;aya3 ...ax)107 — (cajaza; ...ax) + (byb; ... b))
10/ —1)10%
(cayazas ...ag)107 + (byb, ... b)) — (cayazas ...ay)
(107 — 1)10F
(cayazas ...agbib, ... bj) — (ca,azas ...ay)
10/ —1)10%

desse modo, tem-se a seguinte igualdade

———— _ (caiazaz..agbi1b,..bj)—(caia,as..ap)
C,Q105053 ... xb1b;y ... b; = TOI—D)10F

(7)

Esta igualdade mostra a representagdo fracionaria pera uma dizima
peridodica composta que possui parte inteira e antiperiodo ndo nulos, além de
ser um importante método para se converter qualquer dizima periddica para a
forma de fragdo. Tem-se a seguir um quadro descrevendo o que o numerador e

denominador significam na igualdade (7).

Quadro 3 — Direcionamento a Fragao Geratriz de qualquer Dizima Periédica

Representacéao Descricéo

(cayaza;z ...agbyb; ... bj)- (cajazas ... ay) Parte inteira seguido de Antiperiodo e
Periodo subtraido da Parte inteira
seguida do Antiperiodo

(10/ = 1)10* NUmeros de 9's correspondente ao
numero elementos do Periodo
seguido da quantidade de O’s
correspondente ao numero de digitos

do Antiperiodo
(cajayas ...agbib, ...b;) — (ca,a,as ...ay) | Fragéo geratriz da dizima periodica
(10/ = 1)10% €,a,Q,a3 ...aby b, ... b;
Fonte: Cruz e Soares (2011).
Exemplos:
_ 1234-123 _ 1111

12,3444... = 5 - o0

_ 41923-419 _ 41504
0,419232323... = 39000~ 93000
34 555 = 345734 _ 311

9
_325-0 _ 32

999 9

wu

0,325325325...

Ne
e
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Existem varios outros métodos para converter uma dizima periddica para
fragdo, um desses métodos € o que se apresenta a seguir com a dizima
periddica 0,333...

Consideremos x = 0,333 ... (I) se multiplicar os dois membros dessa
igualdade teremos 10x = 3,333 ... (ll). Se subtrairmos (Il) e (l) teremos:

10x —x = 3,333... — 0,333 ... (I)- ()

9x =3
3
=9
Portanto 0,333 =% Este método de determinar uma fracdo que

represente a dizima anterior foi possivel aplicar em um decimal com casas
decimais infinitas porque 3,333 ... — 0,333 ... resultou em um decimal finito. Um

outro método seria perceber que sempre quando se tiver uma dizima periddica

simples do tipo 0,b;b, ...b,, basta escrever a fragdo onde o numerador é o
proprio periodo e o denominador € uma quantidade de 9’s igual a quantidade
biby..bn

99..

de digitos do periodo oo 5 - Assim, é possivel perceber que a fragdo geratriz

da dizima 0,333 ... é

O |w

» Compreensodes Conceituais de Numero Irracional

Este topico busca conceituar numero irracional, com base nos
conhecimentos abordados anteriormente, e também em autores como Corréa
(2008), Mosca (2013) e Jesus (2017).

Assim como foi tratado anteriormente, em toda dizima periddica é
possivel determinar sua fracdo geratriz, basta conhecer seus elementos, ou
seja, parte inteira; antiperiodo, se tiver, e periodo. Porém quando se tem
decimais de casas decimais infinitas que ndo se repetem periodicamente
(dizimas nao periddicas), como 0,1234567..., € impossivel aplicar quaisquer
métodos para se determinar a fracdo correspondente. Os numeros que
possuem essa qualidade (ndo poder ser escrito como fragdo) sdo conhecidos
COMO nUumeros nao racionais, ou simplesmente irracionais.

Um fato que deve ser enfatizado € que a cada numero racional p/q

corresponde um unico ponto sobre a reta numérica. No entanto, sua reciproca
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nao € verdadeira, ou seja, ndo é verdade que a cada ponto da reta esteja
associado um numero racional, pois existem aqueles que ndo possuem
representacao fracionaria (irracionais). Isso ja era conhecido na Grécia Antiga
e, conforme ja foi comentada, a descoberta desse fato teria causado grande
impacto nas estruturas da Matematica Pitagérica.

Uma forma de perceber que existem numeros ndo racionais
correspondentes a pontos da reta, isto €, numeros que ndo podem ser
representados por uma fragdo de numeros inteiros com denominador nao nulo.
Consideremos a figura 26, na qual temos um tridngulo retangulo isdsceles
cujos catetos medem 1. Usando esse tridngulo e um compasso, é facil marcar
na reta numérica um segmento cujo comprimento é representado por um

numero n&o-racional que é o conhecido /2.

Figura 26 — Transposi¢cao da medida da hipotenusa na reta racional.

Fonte: Corréa (2008).

Suponhamos, por contradicdo, que o comprimento da hipotenusa desse
tridangulo seja um numero racional p/q com p e q # 0 numeros primos entre si,
isto €, eles ndo possuem fatores comuns. Suponhamos p e q positivos. Usando

o teorema de Pitagoras, obtém-se
(§)2= 12 + 12 = 2 edai p? = 2¢%

Isso nos diz que o numero p? € par e assim p € par, ou seja, p = 2k, para
algum inteiro positivo k. Donde 4k? = 2g2. Logo g* = 2k? e entao g* € par, e dai q
€ par. Portanto, p e g sao pares. Sendo p e q supostos primos entre si eles ndo
podem ser simultaneamente pares e isso € uma contradicdo. Assim, 0 numero
que mede a hipotenusa do triangulo representado na figura anterior, associado

ao ponto P da reta, nao é racional. Esse numero € a raiz quadrada de 2, sendo

indicada por /2.
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O numero que mede a hipotenusa do triangulo representado na figura

anterior, associado ao ponto P da reta, ndo é racional. Esse numero € a raiz

quadrada de 2, sendo indicada por V2.
Isso mostra que existem outros numeros além dos racionais, pois
nenhum racional atende a condi¢ao de ser raiz de 2, isto €, um numero positivo

cujo quadrado seja igual a 2. Eles sdo os chamados numeros irracionais.

Existem outros nimeros irracionais como, por exemplo, /2. Esse é o nimero
positivo x tal que x* = 2. Na verdade, pode-se provar que, se m e n forem
numeros naturais e x™ = n ndo possuir solugdes inteiras, entdo "\/n é irracional.

Quanto a representagdo decimal, deve-se observar que os numeros
irracionais possuem representagdes decimais infinitas sem que haja repeticéo
em sequéncia, como as dizimas peridédicas. Por exemplo, niumeros como
0,1213141516..., 2,112123123412345... sado representagcdes decimais de
numeros irracionais, tendo em vista que nado ha repeticdo peridodica e que
possuem casas decimais infinitas, esta ideia foi simbolizada pela reticéncia (...)
no final de cada numero.

Em vista do fato de que nem todo ponto da reta representa um numero
racional, torna-se necessario construir um conjunto cujos elementos complete
os pontos dessa reta e, desse modo, juntar-se, aos racionais para entao estar
em correspondéncia biunivoca com a reta.

Um fato ja citado é que numeros irracionais tem infinitas casas decimais
que nao se repetem periodicamente. Entretanto € comum encontrar em muitos
livros e artigos a representagcéo de numeros irracionais indicando alguns digitos
desse numero e apos um determinado limite escrever uma reticéncia no final
indicando que sao infinitos numeros, entretanto este habito gera controvérsias.

As controvérsias acerca da utilizacdo da reticéncia na representacao
decimal de um numero irracional acontecem porque esta pontuacido é usada
para indicar continuidade, que se queira omitir, de algo, portanto quando
adicionada ao final de um numero, como por exemplo 0,123..., traz a ideia de
que este numero tem outros digitos omitidos, que em um determinado
momento podem acabar ou ndo e também traz a ideia de que os digitos 123

podem estar se repetindo periodicamente ou nao.
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Os varios sentidos que a reticéncia pode trazer para indicar as infinitas
casas decimais sem repeticdo periddica de um numero irracional torna
inadequado o seu uso para tal representacdo. Assim, a representacido de um
numero irracional em sua forma decimal fica limitada no campo das ideias ou a

uma outra representacao que sintetize a forma decimal de numero irracional

quando for possivel, como por exemplo V2.

Diante da dificuldade referente a notagdo quanto ao uso inadequado da
reticéncia para indicar a continuidade de um numero irracional, no
desenvolvimento deste trabalho foi utilizada algumas vezes a reticéncia
precedida de alguma informagdo quanto a natureza do numero no qual se use

esta pontuagao.

3.2.2. Numeros Irracionais

O entendimento de numeros irracionais perpassa por um estudo formal
bastante profundo sobre o campo da algebra e da aritmética. Esta subsecgao
apresenta um estudo sobre estes numeros, com a finalidade de oferecer um
entendimento maior sobre seu conceito. Para esta finalidade, alguns
conhecimentos da subsecéo anterior foram retomados e tratados com maior
profundidade. Tomou-se como base Oliveira e Gomes (2009), Niven (1984) e
Santos (2017).

Como ja foi dito anteriormente, ao juntarmos o conjunto dos numeros
racionais com o dos irracionais obtemos o conjunto dos numeros reais. Desse
modo, pode-se entender o conjunto dos numeros reais como aquele que
contém todos os decimais, sejam eles de quantidade finita ou infinita de digitos.

Tem-se a seguir a definicdo de racional.

.~ ’ , . . . a
Definicdo 1: um numero real é dito racional se pode ser escrito na forma o

coma€Zeb€eZ.
Simbolicamente temos como notagao do conjunto dos numeros racionais

como:Q={er;x=%,comanebeZ*}.
Diante da definicdo 1, iremos considerar a conversao de fragdes
ordinarias em decimais, visando entender quando a representacdo decimal

resulta ser finita ou periddica. Nesse entendimento, tem-se a conversado de
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uma fragdo ordinaria em numero decimal se faz dividindo o numerador pelo

denominador. Assim, podemos estabelecer a seguinte proposigao.

Proposicdao 1: Toda fragdo irredutivel representa um decimal finito ou
periddico.

Demonstragao: Seja % uma fragdo irredutivel. Pelo algoritmo de Euclides
existem a, e 1, € Z, tais que a = ba, + 1, = % = g+ %", com 0 <1, < b.

Podemos expandir essa divisdo da seguinte forma:

4 _ ilorO)_ i( ﬁ): G, 1 N =
> a0+10(b Ao+ a1+ a0+10+10.b,com10r0 bry+r e

. . a a 1 [/10r
0<n <b. Com o mesmo raciocinio teremos, —= a,+ —1+—( 1)=

10  10*°\ b
aq 1 I¥) aq ay 1 T2
— — —_— = — — — —_— = <
a0+10+102(a2+ b) A+ + 2t 3 com 10r; = ba, +1, e 0 <1, <bh.
Continuando com o mesmo raciocinio, encontraremos r;, 14, ..., 1;, com

0 <r; < b, para todo inteiro positivo i. Sabe-se que 0s possiveis restos da
divisdo por b s6 pode ser 0, 1, 2,..., b—1. Diante disso, teremos duas
possibilidades:

i) Se o r; for 0, para algum inteiro positivo i.
Neste caso a expanséao de % sera

LpZgpp iy — log +%+&+---+&= Qp, A10; ...a; que

2= ay +
- 70T 40 T 102 10t ' 10! " b 0 ' 102 10t

b
representa um decimal finito.

ii) Se r; for diferente de 0, para qualquer inteiro positivo i.
Neste caso, como as classes de restos moédulo b sdo finitas, em algum

momento teremos j > i tal que r;, ;= r; . Desse modo, a partir do momento em
que isso ocorrer, os algarismos do quociente voltardo a se repetir. Dessa

i 1 i a; 1
forma, teremos: += ag+ i+t bttt com

J
102 10¢ 10/ 10/ " b

= = : a_ Yy G2 o G ik
Ai41=0j 41, Ajp2= Qjiz,... QUE resultara em F= QG+ o tn ettt

a; , . WORT
+1—0’] = Ay, 403 ... 40,11 0,47 - @4, O qual representara um decimal periddico.

Sendo a barra tragada na area superior indicando 0os numeros que se repetem

infinitamente.

Exemplos: % = 0,5 (finito);

w N

= 0,666...(periédico);

o w

= 0,75 (finito);

NN P
|

0,444...(periédico).
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Proposicao 2: Todo decimal finito ou periddico é racional.
Demonstragao: Se x € decimal finito, entdo x = a4, a,a,...a,,, com 0 < aq; <
9(i=1, 2,..1)ea, €Z".

Multiplicando ambos os membros da igualdade por 10", obtemos:

agaqas...ay

o que € racional.

10"x= aya,a; ...a, = x =
Considerando x um numero decimal peridodico, temos que
X =0y, 40 ...arbiby . bgcom 0 < ; <9;0< b;<9;i=1,2,3,..1;j=1, 2,
3, ...s e ay € Z*. Multiplicando os dois membros da igualdade por 10" e 10"*!
respectivamente, obtemos:
m: 10"x = ay, a,ay ...a;bib, ... bs.
n: 10""Sx = ay,a,a; ... a;b1by ... bb, by ... bs.

Considerando a = aya,a, ...a, € b = ay,a,a; ...a,.b,b, ...b; € subtrairmos m de

n, obtemos: 10"**x — 10"x = b — a = x = —2—"— que & racional.
Exemplos: 0,5 = 5; 25,5 = %; 0,333... = ; efc.

Uma caracteristica importante das fragdes irredutiveis se refere a

decomposi¢cédo do denominador em fatores primos, como veremos agora.

Proposicao 3: Se uma fragao irredutivel contém somente fatores primos 2 e/ou
5 no denominador, entdo representara um decimal finito.

Demonstragao: seja x =% uma fragao irredutivel com a decomposicdo do

a
2758

denominador somente em fatores primos 2 e/ou 5. Entao % sera da forma

com r e s pertencentes a Z*.

Ser =s, entdo —— = — e x & decimal finito. Se r # 5, tomemos n = min(r, s) e
m = max(r, s) e, assim podemos introduzir fatores 2 e/ou 5 no denominador em

numero suficiente para torna-lo poténcia de 10 e, dessa forma, teremos

a aqlr—sl

2758 1om ’

X = comg=2sen=rouq=>5sen=s, e dessa forma teremos

novamente que x € decimal finito.

Exemplos:

% corresponde ao decimal finito 0,5;
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20 20 . _

— que representa = corresponde ao decimal finito 5,0;
4 . -

- corresponde ao decimal finito 0,8;

30 30 . - )
Sz que representa = corresponde ao decimal finito 1,2;

1 1 . -
55 que representa pvm corresponde ao decimal finito 0,05;

A definigdo a seguir ira tratar de decimais de representagédo decimal que
nao é finita e sem repeticdo periddica. Os numeros com essa caracteristica s&o

chamados de nao racionais ou irracionais.

Definigdo 2: Todo numero decimal que ndao pode ser escrito na forma %, com
a €ZebeZéirracional.

A caracteristica decimal dos numeros irracionais € diferente dos
racionais, pois embora tenham uma quantidade infinita de casas decimais
como as dizimas periodicas, eles ndo possuem periodo, isto €, casas decimais
que se repetem infinitamente de forma periédica. Com isso, pode-se notar que
0s numeros irracionais sao decimais nao periddicos e nao exatos.

Existem varios exemplos de numeros irracionais. Para classificar um
numero real como irracional, algumas vezes € importante provar que nao sao
racionais, ou seja, provar sua irracionalidade, para, entédo, afirmar que sao
irracionais. Tem-se a seguir a demonstragdo da irracionalidade de alguns
nameros, dentre eles o nimero /2, que possui um vinculo muito importante na

histéria do desenvolvimento dos numeros irracionais, que ja foi citado.

A irracionalidade de v2

Suponhamos, por contradicdo, que V2 seja um ndmero racional, ent&o
V2 = p/lq com p e q diferentes de zero e sendo eles nimeros primos entre si,

isto é, eles ndo possuem fatores comuns. Suponhamos p e q positivos. Se ﬁq =

V2, entdo (%l)2 = (v2)?, o qual equivale a %22 = 2 e com isso p? = 2@?, diante

disso o numero p? é par e, com isso, p € par, logo p = 2k, para algum inteiro
positivo k. Donde p? = 2g? equivale a 4k? = 207, logo g = 2k? e entdo g? é par, e
dai q € par. Portanto, p e q s&o pares. Sendo p e q primos entre si, por
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hipétese, entdo eles ndo podem ser simultaneamente pares e isso € uma

contradicdo. Portanto, V2 ndo é racional.

A irracionalidade de V3
Supondo que /3 seja racional, de modo que 15 = +/3, com r e s inteiros

positivos diferentes de zero e também numeros primos entre si, entdo (ﬁs)2 =

2

(v3)2 o qual equivale a = = 3 e com isso 12 = 3s2, diante disso o nimero r2 é

SZ
divisivel por 3, logo, r sera divisivel por 3 e, com isso, teremos r = 3k, para
algum inteiro positivo k. De modo que r? = 3s? equivale a 9k* = 3s?, logo s? é
igual a 3k?, isto &, s? & divisivel por 3 e consequentemente s também sera.

Portanto, r e s sdo divisiveis por 3, o qual € uma contradi¢cao, pois r e s sédo

primos entre si. Conclui-se entao que a hipotese ﬁs = /3 é falsa. Assim, v/3 ndo

é racional.

A irracionalidade de V6
Suponhamos, por contradigdo, que V6 seja um ndmero racional, entéo
V6 = t/u, tal que t e u sejam inteiros diferentes de zero e nimeros primos entre

si. Suponhamos t e u positivos. Se iu =+/6, entéo (iu)2 = (vV6)?, o qual equivale

a i—zz = 6 e, com isso, temos t? = 6u?, que equivale a t2 = 2(3u?), logo t* é par e,

com isso, t também é par, entado t = 2k, sendo k um inteiro positivo. Tem-se que
t? = 6u? equivale a 4k* = 6u?, logo 2k* = 3u? e entdo 3u? é par, tal como u? e
consequentemente u também. Portanto, t e u s&o pares, o qual € uma

contradigdo com a hipdtese, pois s&o primos entre si. Logo a hipétese de que

V6 é racional é falsa.

A irracionalidade de v2+V/3

Supondo que v2+v3 seja igual ao racional y, entdo v2+v3 =y, logo, ao
elevarmos os dois membros por 2 teremos (v2+V3)? = y? o qual equivale a 2 +
216 + 3 = y?, entdo terremos que V6 = ? Como os numeros racionais

possuem a propriedade do fechamento para as operagbes de adicao,
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~ . ~ C ~  y*-5 .
subtragcdo, multiplicagdo e divisdo (exceto por zero), entao — € racional,

embora V6 seja irracional, portanto chegamos a uma contradi¢éo na igualdade

anterior. Logo a hipétese de que v2+/3 seja racional é falsa, entdo essa soma
sera irracional.

A partir da demonstragcdo acima pode-se provar que dado um inteiro n =

a.b, de modo que vn = Va.b é irracional, entdo podemos provar que va+vb

sera irracional.

Teorema 1: Seja um inteiro n = a.b, com a # b, de modo que Vn = Va.b é
irracional, entdo +a+Vb sera irracional.
Demonstragao: De fato, se supormos que r = v/a+Vb é racional, teremos:
r=va++b
r2=(Va+vb )
r2=a+2Javb + b
r2=qa+2Vab +b

m — r2—a-b

2

Mas como os racionais sdo fechados em relacdo a adi¢cdo, subtracao,

r?—a—b ,
sera

multiplicagdo e divisdo e como r, a, b € 2 sado racionais entao

racional, o qual € uma contradi¢do, pois vVab néo é.

Exemplo: Sabe-se que v/10 = /5.2 & irracional, logo a soma /5 + V2 também é
irracional.

Uma distingdo importante a se fazer entre irracionais e os racionais é
que 0s numeros racionais podem assumir mais de um tipo de representacao
decimal, com excec¢ao das dizimas, como por exemplo o racional 1/5 pode ser
representado como 0,2 ou 0,1999... (dizima periddica de periodo 9) assim
como tantos outros racionais exatos. Os irracionais, no entanto, sé podem
assumir uma unica representacdo decimal. Este fato demonstrado na

proposi¢ao seguinte.

Proposicao 4: Todo irracional possui uma representagcao decimal unica como

dizima né&o periddica.



84

Demonstragao: Considere um numero irracional x, tal que x = 0,a_ja_za_5 ...
(p1) e que também x = 0,b_;b_,b_5 ... (p2). Se essas representacbes sdo
distintas certamente existe um p € N, tal que a_;, = b_, parak =0,.. ,p—1e
a_, # b_,. Para fixar esta ideia vamos assumir que a_, = b_, + (1-107?) e por
(p1) e (p2) temos que x < 0,a_ja_, ...a_, (p3) entdo x < 0,a_ja_, ...h_,999 ... =
0,a_ja_, ...(b_, + 1) (p4). Devido b_y=a_ se k=0,.. ,p—1 e b_, € sempre
menor ou igual a 9. Mas (p3) e (p4) implicam que b_,= a_,+ 1 e x =
0,a_ja_, ...a_,. Porém nesse caso x € racional, o qual € um absurdo. Portanto
a hipotese, de que as representagdes 0,a_,a_,a_5.. € 0,b_1b_,b_5 ... para o
numero irracional x s&o distintas, € falsa. Logo todo irracional possui uma
representacao decimal Unica como dizima n&o periddica.

Outra caracteristica muito importante, sendo esta pouco comentada em
livros, diz respeito aos irracionais na forma de raizes. Essa caracteristica
garante que a raiz n-ézima de um inteiro x (V/x ) sera inteira, mas quando n&o
for, certamente sera irracional, ou seja, ndo ha como resultar em um decimal
nao inteiro. Tem-se a seguir o teorema 2 que especifica e demonstra, com base

em Fiqueiredo (2002) com ajuste de Autor (2021), esse fato.

Teorema 2: a raiz de um numero inteiro sempre sera inteiro ou irracional

Demonstragio: Toda raiz Va é solugdo de uma equacéo polinomial
x"-a=0(a€eZ) (1)

Repare que o coeficiente que acompanha o x™ € 1. Agora imaginemos por

absurdo que Va seja racional ndo inteiro, ou seja possui uma represencao

decimal d,c,c; ...c; (t € N*) que pode ser convertido para fragdo da seguinte

dC]_Cz...

[ ~ e ~ . .
forma —= £ entdo podemos verificar se a equagao polinomial que o tem como

raiz € semelhante a equacgao (1).
Igualamos essa frag&o a x
dcicy ...Cq
10t
Elevamos por n os dois membros

deicy .c\®
( 10° ) -

=X
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(dcycy ocp)™
10nt =
Resulta na equacgao

0 =10™x™ — (dcycy ...c)™.
Repare agora que esta equacéo difere da equagao polinomial (1) devido
o coeficiente que acompanha x™ ser diferente de 1, mesmo que simplifiquemos

por 10™ para aparecer esse coeficiente obteriamos a equacdo 0 = x" —

(dC1C2 ...Ct)n
1ont

(dC]_CZ ...Ct)n
10mt

que difere da equacéao (1) devido o termo nao ser inteiro.

Logo a hipétese de que Va é um numero raconal n&o inteiro € um absurdo.

Assim, Va s6 pode ser um inteiro ou irracional.

3.2.3. Propriedades do Fechamento

A propriedade do fechamento determina que dados dois elementos b e ¢
quaisquer de um determinado conjunto A, tal que se aplicarmos, neles, uma
operagao (*), encontraremos um elemento (b * c¢) pertencente a A, portanto
este conjunto sera fechado em relagao a operagéao *.

Diante disso, sera que as operagoes de adigao, subtragcao, multiplicagao
e divisdo utilizadas entre dois irracionais gera numeros irracionais? Se isso for
verdade entéo estara garantido a propriedade do fechamento para os numeros
irracionais. A resposta € ndo. Conforme Moscibroski (2002), contrariamente
aos racionais, o conjunto de dos numeros irracionais n&o obedece a
propriedade do fechamento para todos os seus elementos, quanto as
operacgdes de adicao, subtracao, multiplicacéo e divisao.

Diante do entendimento a respeito da ndo ocorréncia da propriedade do
fechamento com os numeros irracionais, algo perceptivo € que se desenvolver
as mesmas operagdes citadas com um numero irracional qualquer e um
racional qualquer, sempre resultara em um numero irracional. Tem-se a seguir
um teorema importante que comprova tal fato. Para facilitar as citagdes futuras
a ele, chamaremos de “pertinéncia irracional em operagdes entre racional e

irracional”.

Teorema 3 (Pertinéncia Irracional em Operagoes entre Racional e

Irracional): Seja y um numero irracional qualquer e r um numero racional
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diferente de zero. Entdo a adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdo de r e y
resultardo em numeros irracionais. Também y e y~! s3o irracionais.
Demonstragao: Seja y um numero irracional, vamos supor que inicialmente
que —y fosse racional, digamos —y = r’, onde " € um numero racional,
teriamos entdo que a y = — r’, onde —r’ também € um racional, o qual € uma
contradig&o pois y € irracional.

Como y~! = =, podemos interpretar isso como uma divisdo de racional

LI

por irracional isto & 5 com r sendo racional. Portanto a demonstragcado de que

y~1 é irracional decorre da prova que o quociente da divisdo de racional por
irracional é irracional. Provaremos a seguir essa operagao, assim como as
outras apresentadas pelo teorema.

Supondo que y+7r, y—r, r—y, yr,y/r e r/y sejam racionais entdo
teremos as seguintes equagdes:

=5 L1 (8)

De modo que ry, 1y, 13, 14, 75, T S€jam numeros racionais. Resolvendo tais

y+T=T‘1; y—r=7”2; ‘r‘—y=7‘3; y7"=1’4;

equacgdes em y, obteriamos

y=rm-r  y=Entr; ysr-m; yr=d ysrmg; y=— (9)
Pode-se concluir que os segundos membros de cada equagao sao todos
numeros racionais mediante a propriedade do fechamento dos racionais.
Sendo tal conclusdo um absurdo, pois nhenhuma das igualdades referidas em
(b) sdo verdadeiras devido y ser irracional. Portanto a hipdtese presente de que
y+r,y—r,r—y,yr,y/r € r/y sejam racionais é falsa. Logo, s6 podem ser

numeros irracionais.

Exemplo: Sejaa =+v12er = % entdo: A soma V12 + % é irracional devido

. 2vV12+3 3 . . . . 2 3 3
equivaler a ‘/: , V12 - ;€ irracional, pois resulta em ‘/: 5" V12
£

3—2v1 3

. V12 é irracional, pois é igual a

. . . . 3
irracional, devido equivaler a po

V12 é irracional devido ser igual a oNeTi V12 é irracional; = ¢ irracional, pois
. . V12
€ equivalente a -
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O teorema 3 permite construir uma grande classe de numeros irracionais

. . . . , 1
a partir de um irracional determinado, por exemplo, os nimeros —/2, = V2

V2 6
+2, 3-2, -4V2, ELNG
infinidade de numeros irracionais utilizando um irracional qualquer pera cada

s&o todos irracionais. Como se pode gerar uma

uma das operacdes, conforme o teorema 3, fica claro que podemos produzir
uma infinidade de numeros irracionais, de modo que, cada numero novo, como
por exemplo a soma V2 + 1, pode ser aplicado novamente no teorema 3 e
gerar uma nova infinidade de numeros irracionais. Tem-se como exemplo 0s

numeros

1 V2+1 6
-\/7 - 1! ms ﬁ + 31 3 - ﬁa 4’\/2 + 4! Ts m! etC!

0s quais podem ser gerados a partir do nimero irracional V2 + 1.

3.2.4. Conjunto dos numeros irracionais

Nesta subsec¢&o o conjunto dos numeros irracionais (I) foi caracterizado
quanto a enumerabilidade, densidade e subdivisdes. Estes sdo aspectos muito
importantes para entender este conjunto, que fazem parte do objeto de ensino
que foi abordado na Sequéncia Didatica construida e apresentada neste
trabalho na subsecgéo 4.2. O texto desta subsecao foi construido com base em
Oliveira e Gomes (2009), Fiqueiredo (2002), Santos (2017).

O conjunto que contém todos 0s numeros irracionais é simbolizado pela
letra 1. Uma qualidade importante deste conjunto é que ele ndo é enumeravel,
ou seja, ndo possui a mesma cardinalidade dos naturais, o que significa que
seus elementos ndo podem ser contados. Um conjunto enumeravel pode ser

definido da seguinte forma:

Definigdo: Um conjunto diz-se enumeravel quando € finito ou quando existe
uma bijecdo f:N* — X. Nesse caso, chama-se o conjunto X de infinito e
enumeravel.

O conjunto dos numeros racionais € caracterizavel como enumeravel,
pois é possivel estabelecer uma bije¢cdo para com os numeros naturais, sem o

zero, entretanto os irracionais ndo o sdo. Diante disso, foi mostrado na
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proposi¢cao 5 que os irracionais formam um conjunto ndo enumeravel, ou seja,

possui cardinalidade diferente dos naturais.

Proposigao 5: O conjunto dos numeros irracionais ndo é enumeravel.

Para a demonstracao dessa proposi¢cao primeiramente vamos provar
que o conjunto dos Reais n&o é enumeravel.

Provaremos que o conjunto T =] 0, 1 [ ndo é enumeravel, e a partir
dessa ideia iremos generalizar para o conjunto dos Reais, o qual o contém.

Supondo um conjunto T, tal que o mesmo esteja contido no conjunto dos
Reais, de modo que T =10, 1].

Sabendo que o conjunto T é igual ao intervalo aberto entre 0 e 1, isto €,
T=1]10, 1 [, e também que a expansao decimal de todos os numeros x entre 0 e
1 tem a forma 0, x;;%,,%;3 ... Inicialmente vamos supor por absurdo que exista
uma bije¢ao ¢: T — N. Assim podemos ordenar os elementos de T da seguinte
forma:

$(1) = 0,a11a12a13 ..
$(2) = 0,a31a2203 ...
$@3) =0,a31a3,a33 ...

¢U) = 0, ajlajzaj3

onde cada a;; €{0, 1,2, 3,4,5,6,7,8, 9}

Podemos construir um numero z, que nao pode ser encontrado na lista
acima. Seja z = 0,2, 2,25 ... definido por z; = 3 se a;; # 3 e z; = 1 se a;; = 3 para
cada j € N. Temos que o numero z esta claramente entre 0 e 1, mas z # ¢(n),
pois z, # a,,, para qualquer que seja n € N. Desta forma, ¢ n&o pode ser
sobrejetora 0 que € uma contradicdo. Portanto T, que é o conjunto dos

elementos do intervalo ]0, 1[ ndo é enumeravel.
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Como o conjunto T esta contido em R (Reais), entdo este conjunto dos
Reais ndo é enumeravel. Além disso, devido R = QU I e sabendo que Q €&
enumeravel, entdo, se 1 fosse enumeravel entdo R também seria, pois,
conforme Fiqueiredo (2002), a unido de conjuntos enumeraveis € enumeravel,
o qual é um absurdo, pois 0 conjunto dos reais nédo € enumeravel. Portanto o

conjunto I (irracionais) n&o pode ser enumeravel.

O entendimento explicitado nesta proposicdo € uma das principais
caracteristicas do conjunto dos numeros irracionais. Ele demonstra que os
irracionais ndao podem ser contados, de modo que para cada espécie de
contagem de modo ordenado sempre vai haver numeros irracionais nao
contados. Outro atributo muito importante do conjunto dos niumeros irracionais
€ a densidade que ajuda a compreender a infinidade dos numeros irracionais
na reta real.

Conforme Caraca (1989 apud Santos, 2017) um conjunto € denso se em
um intervalo entre dois de seus elementos exte uma infinidade de outros
elementos do mesmo conjunto. Entretanto basta existir pelo menos 1 elemento
entre quaisquer outros elementos diferentes entre si e pertencentes a um
conjunto para afirmar que ele é denso. A proposi¢gao a seguir desenvolve a

demonstragao que o conjunto I é denso.

Proposigcao 6: Um intervalo ]a, b[ qualquer em R, onde a,b € I, temos {3x €
la,b[,x €l |a < x < b}.
Demonstragao: Para se obter um irracional no intervalo (a,b) com a,b €1 e

b—a>+2, deve-se compreender que para todo p € N* teremos que

b-a 1 _b-a " . ﬁ _
1<f:0<;<fparatod0peN , assim teremos > <b-a.

Se a reta R for dividida em intervalos de comprimento g entdo devido

‘/?E < b — a, pelo menos um %E (m € Z*) € (a,b). Assim

7
A={meZ*;%—2b}
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. . _ e b . : : .
A é um conjunto limitado inferiormente por \/_IE) e como R é arquimediano, A € um

conjunto nao vazio de numeros inteiros . Seja m, € A 0 menor elemento de A.

Entao:

mv2

meN;, —>0b>
p

Com base em g< b—a (p € N*) que significa que b —a € maior que 1 e

também m, ser o minimo elemento do conjunto A, Entdo se subtrairmos 1 de
m, teremos

moVZ oo —(m‘);l)ﬁ <b

Portanto poderiamos fazer dois tipos de afirmacéao

(Mmo—1)v2

a) o numero esta entre a e b, logo a <

M < b. A partir desta

afirmacao, prova-se que dados quaisquer a,b €1 (b > a), sempre existira um

entre a e b.

, . . —-1)vV2
ndmero irracional %—

(Mmo—1)V2

b) o numero antecede o intervalo entre a e b, ou seja

my—1)v2 moV2
%Sa@s ;}V—

eb<mE
~p

(mo—1)V2 <a

mo\/E

_aswebs_
p

h—a< moﬁ_ (mo—1)V2 — ﬁ

P P P
V2

b—a<—
p

que representa uma contradicao devido g < b —a. Logo o numero irracional
@ € (a,b).

Conclui a demonstragao indicando que a afirmagao (a) € correta e a
afirmacéo (b) € incorreta. Assim o conjunto I é denso.

A proposicdo explicada anteriormente tratou sobre a densidade do
conjunto dos irracionais, sendo esta uma propriedade muito importante para

compreender a infinidade dos numeros irracionais na reta real, onde em
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qualquer intervalo entre dois numeros irracionais sempre havera numeros
irracionais.

Outra caracteristica também muito importante sobre o conjunto dos
numeros irracionais € a possibilidade de dividi-lo em numeros irracionais
algébricos e numeros irracionais transcendentes. Esses tipos de numeros
recebem tal classificacdo ao obedecer, ou ndo, a definicdo onde qualquer
solucdo de uma equacgao polinomial da forma

A X"+ ap_ x" 1+t x+ay,=0
onde os coeficientes a;’s séo inteiros, € chamada de numero algébrico. Quando
um numero nao atender a essa condicao é classificado como transcendente.

Alguns dos exemplos de numeros algébricos sdo todos os numeros
naturais, todos os numeros racionais e também alguns numeros irracionais.
Assim o conjunto dos numeros irracionais é constituido por numeros irracionais
algébricos e numeros irracionais transcendentes.

A partir de informagdes expostas anteriormente sobre irracionais e
algumas outras ndo mencionadas neste trabalho referente aos racionais, tem-
se 0 quadro 4 a seguir, expondo uma sintese de alguns atributos importantes
que caracterizam e diferenciam o conjunto dos racionais (Q) e dos irracionais

(I).

Quadro 4 — Caracteristicas de Numeros Racionais e Irracionais

Ndmeros Numeros Racionais (Q) | Numeros
eI Decimais | Dizimas Irracionais (I)
exatos periodicas
Enumerabilidade Enumeravel Nao
Enumeravel

Densidade Denso Denso

Contém algébricos Contém somente E composto de

e/ou transcendentes. Algébricos Algébricos e de
Transcendentes

Fonte: Autor (2021).

Nessa subsecao foi abordada a fundamentagdao matematica de numeros
irracionais. O conhecimento bibliografico levantado ajudou a compreender o
que se precisa alcangar de aprendizagem na Sequéncia Didatica, a partir de
nogdes sobre 0s numeros irracionais como: conceito, enumerabilidade,

cardinalidade, densidade, dentre outros.
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Na proxima subsecgao inicia-se uma abordagem aos numeros irracionais
sob um aspecto educacional, onde sera tratado sobre como algumas nog¢des
matematicas, quando mal compreendidas, podem prejudicar a aprendizagem
de numeros irracionais, principalmente quando essas ‘no¢des que prejudicam’

sao do proprio assunto de numeros irracionais.

3.3. Obstaculos Epstemoldégicos que envolvem Numeros Irracionais

Neste momento, foi tratado sobre um tema muito discutido na area da
Educacao Matematica, e que pode afeta o processo de ensino e aprendizagem
do assunto de Numeros Irracionais que é sdo os Obstaculos Epistemoldgicos.

Este conceito foi desenvolvido inicialmente pelo filésofo francés Gaston
Bachelard em 1938, buscando tratar sobre concepgdes que resistiam ao
conhecimento cientifico, ao invés de ficarem restritas somente ao passado.
Bachelard usou o nome Obstaculo Epistemoldgico para se referir a esse tipo de
conhecimento, o qual possui o atributo de server como obstaculo para a
aquisicdo de novos conhecimento, impedindo com isso o progresso cientifico
(LOPES, 2007).

Diante da percepgédo deste conceito, foi introduzida na Didatica da
Matematica a nogdo de Obstaculo Epistemoldgico por Brousseau em 1976,
inspirado nas ideias de Bachelard (IGLIORI, 2002). Para Brousseau (1983,
apud Duarte, 2017) este obstaculo € da mesma natureza do conhecimento, ou
seja, se apresenta na forma de objetos, relagées, métodos de entendimento,
previsbes, com evidéncia, consequéncias esquecidas, ramificacbes
inesperadas, etc. Resistindo, com isso, a saberes mal adaptados.

Nesse sentido, Brousseau vé esse tipo de conhecimento como um meio
de interpretar alguns dos erros recorrentes e nao aleatérios cometidos pelos
estudantes, quando l|hes sdo ensinados alguns tdpicos de Matematica
(IGLIORI, 2002). Dai, ao conhecer esses obstaculos, o professor tem a
possibilidade de planejar seu ensino de modo a procurar, ao maximo,
convencer o aluno a evitar a interferéncia desses conhecimentos (obstaculos

epistemoldgicos) na aquisicdo de novos conhecimentos, pois 0 erro nao
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provém somente da ignorancia, mas também do efeito de um conhecimento
anterior, que tinha seu interesse, seus sucessos, mas que agora se revela falso
ou simplesmente mal adaptado (BROUSSEAU, 1976, apud IGLIORI, 2002).
Duarte (2017) ressalta que a superagao de um obstaculo exige trabalho
equivalente ao da aplicacdo do conhecimento, isto €, a interacado repetida, a
dialética entre o aluno e o objeto de seu conhecimento. Além disso, € preciso
atencao e planejamento do professor para evitar que o préprio processo de
ensino e aprendizagem, que ele rege, nao crie outros obstaculos de
conhecimento que prejudiquem o aprendizado de conhecimentos futuros.
Diante disso, houve a necessidade de compreender quais obstaculos
epistemologicos agem no processo de ensino e aprendizagem de numeros
irracionais, para que se pudesse evita-los na etapa de experimentacdo. Os
proximos topicos apresentam alguns aspectos matematicos que podem
representar obstaculos epistemoldgicos para a aprendizagem do assunto de

Numeros Irracionais, bem como de outros assuntos ligados a este.

3.3.1. O Uso do Simbolo “..” como Representagcdo da Infinitude de

Irracionais

Quando tratamos de representacdo de uma dizima peridédica € comum
indicar a parte inteira, o anti-periodo, o periodo (com algumas repeti¢cdes) e
reticéncia para simbolizar repeticdo indefinida do periodo, como por exemplo
1,2333... Entretanto, existe uma problematica quanto ao uso inadequado desta
notagcao, que € a utilizagao das reticéncias no final da aproximagao de numeros
irracionais para designar que sao decimais infinitos, por exemplo o numero
0,123456... é uma representagcdes decimal que sugere a ideia de numero
irracional, devido n&o haver repeticdo peridodica observavel e que possuem
casas decimais infinitas, esta ideia foi simbolizada pela reticéncia (...) no final
do numero.

Embora essa utilizagdo seja errada, é possivel encontrar em alguns
trabalhos, bem como no conhecimento dos alunos, evidéncias desse tipo de
notagdo conferida aos irracionais. Em um trabalho desenvolvido por Santos

(2007, apud Jesus, 2017) sobre o ensino de numeros reais na Educacgéo
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Basica é discutido sobre alguns problemas na construgdo do conceito de
numero irracional, um desses problemas € o uso de representacdo numeérica
decimal para numeros irracionais, como 3,1416... sendo o numero © (pi) e
também 2,7182... sendo e (numero de Euler). Estas situagdes usam a
aproximacgado de numeros irracionais junto com a notacao “...” para indicar o
proprio numero irracional.

As controvérsias acerca da utilizacdo da reticéncia na representagao
decimal de um numero irracional acontecem porque esta pontuacédo é usada
para indicar a omissdo das repetigdes infinitas dos digitos do periodo de
dizimas periddicas, portanto quando adicionada ao final de um numero
irracional como 3,141592..., pode trazer a ideia de que se trata de uma dizima
periddica onde o periodo € 141592, por exemplo, cujas repeticdes sao omitidas
com o uso de “...”. O que representa um erro, além de que nao é possivel a
representacdo de um numero irracional em sua forma decimal, pois ela &
limitada ao campo das ideias ou a uma outra representacdo que sintetize a
forma decimal de numero irracional quando for possivel, como por exemplo o
irracional que representa a diagonal de um quadrado de lado 1, o qual pode ser
simbolizado pela raiz 2, embora seja manipulado algumas vezes nessa
mesma representacao, por questdes de calculo com decimais pode-se usar
algumas de suas aproximagdes decimais como 1,4; 1,41; 1,4142; 1,414213 etc,
devido este tipo de numero néo ter um valor numérico exato, mas nunca usar a
representacao “1,414213...” devido ser um modelo material da totalidade
decimal de um numero irracional. Entretanto, a prépria falta dessa ideia de
totalidade constitui um possivel obstaculo que pode dificultar a aprendizagem
de numeros irracionais.

Conforme o PCN, a inexisténcia de modelos materiais que
exemplifiquem os irracionais pode contribuir para as dificuldades na
aprendizagem deste mesmo assunto, ja que os alunos tendem a querer
compreender numericamente os irracionais, sem que este tenha representacao

numérica exata. O que pode explicar a utilizagdo de representagdes como

1,414213... para indicar a mensuracgao do irracional +/2, (BRASIL, 1998).
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3.3.2. Representagao Decimal de Raizes Nao Exatas na Calculadora

Quando se calcula o valor de nimeros como 2, V3, V5 a calculadora
determina uma quantidade de digitos de acordo com o que a capacidade de
digitos que a memodria da calculadora consegue guardar. O que pode indicar
um problema que pode dificultar o uso de calculadoras em sala de aula, ao se
trabalhar com numeros irracionais obtidos de raizes, ja que a infinitude desses
numeros € omitida pela calculadora, algo justificado pela limitagdo da memoaria
das calculadoras e também pela prépria natureza dos irracionais de serem
infinitos e nao periddicos.

O proprio PCN, como foi dito anteriormente, cita a problematica de nao
existir modelos materiais que exemplifiquem os irracionais como algo que pode
contribuir para as dificuldades na aprendizagem deste mesmo assunto. Bem
como de outros assuntos. Assim o resultado ‘irracional’ do calculo de raizes

fica limitado a uma aproximacgao, que pode trazer questionamentos como: se

V2 é irracional entdo como pode o resultado, desta raiz determinado na
calculadora, terminar? Assim o aprendizado de que a representacao desse tipo
de numero como sendo infinito e ndo peridédico acaba sendo confrontado com o
resultado obtido na calculadora, gerando com isso, um possivel obstaculo
epistemoldgico.

Mesmo com as limitagcbes do uso da calculadora para calcular o valor
numeérico de raizes quando sao irracionais, ndo ha um identificador neste
instrumento que indique que o valor obtido € um irracional. Na verdade ha um
identificador, mas que nao é da calculadora, € uma concepg¢ao matematica que
diz que raiz de um inteiro s6 pode ser inteiro ou irracional. Assim nesse caso
nunca resultara em racionais n&o inteiros como 0,5; 0,25; 0,12345; e outros
decimais, mas caso aparecam esses tipos de decimais, certamente ndo séo
racionais, mas sim aproximacgoes racionais de um numero irracional.

Em outras palavras, quando calculamos o valor de 3/a na calculadora,
sendo a €Z e n € N*, entdo o resultado podera ser inteiro, caso nao seja,
certamente aparecera no visor da calculadora um numero do tipo b,a,a,as ... a;

(com t € N*) que é uma aproximagao dada pela prépria calculadora de um

numero irracional correspondente & raiz Y/a. A demonstracdo desse fato se

encontra no Teorema 2 localizado na subsegao 3.2.2.
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Embora essa concepg¢ao ajude identificar os irracionais obtidos de raizes

ndo exatas como 2, se ela ndo for aprendida pelos alunos, entdo a
calculadora pode dificultar a aprendizagem dos alunos, pois estes vao ver os
resultados com finita quantidade de digitos e acreditar que a representagao
decimal de irracionais pode terminar. Além de diminuir a confianga nas
calculadoras, pois, conforme Garcia, Soares e Fronza (2005), quando se
desenvolve o calculo da raiz quadrada de 2 e depois multiplica-se o resultado

no visor por si mesmo, o valor obtido na calculadora ndo é o verdadeiro valor

de V2, mas sim uma aproximagcéo (dependendo da calculadora).

A calculadora nao fornece o resultado verdadeiro (exato) e nem mesmo
fornece informagédo suficiente para distinguir os resultados em numeros
racionais dos irracionais. O que pode caracterizar um problema que pode ser
um obstaculo para o aprendizado de numeros irracionais, bem como de outros.
Necessitando com isso, que o professor explique esse entendimento para que

nao tenham concepg¢ao errada sobre numeros irracionais.

3.3.3. Densidade dos Racionais Direcionando a No¢ao de Completude da
Reta Real

Conforme o PCN, quando os alunos estudam densidade do conjunto dos
numeros racionais referente ao posicionamento deles na reta numérica, podem
criar a falsa ideia que na reta numérica ndao ha espaco para outros numeros.
Entretanto quando se ensina sobre os numeros irracionais € explicado a
existéncia de numeros nao racionais correspondentes a pontos da reta, isto €,
numeros que nado podem ser representados por uma fracdo de numeros
inteiros com denominador nao nulo (BRASIL, 1998).

Consideremos a figura 27, na qual temos um quadrado de lado 1, cuja

diagonal mede v/2 que é um numero irracional. Diante disso é possivel projetar,

com um compasso, essa diagonal na reta numérica.
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Figura 27 — Projecao da medida da hipotenusa na reta racional.

Fonte: Autor (2021).

Isso mostra que existem outros numeros além dos racionais na reta
numerica, pois nenhum racional atende a condigcéo de ser raiz de 2.

Dai, como afirma o PCN, pode haver pouca aceitacdo dessa
compreensao apresentada, se o aluno acreditar na completude dessa reta com
0s numeros racionais. O que certamente é dificultado pelo fato dos irracionais
nao possuirem representagcado fracionaria que ajude ter uma exata nogao

numeérica de sua posigao.

3.3.4. Achar que 7 pode ser obtido de fragao
O numero m € um irracional cuja concepgédo parte de uma constante
obtida pela razdo entre o comprimento de qualquer circunferéncia (C) e seu
‘a . ~ C .. . .
didmetro (d), cuja razéo ~ € igual a ™ sendo descrito muitas vezes pelas suas

aproximagdes como 3; ou 3,14; ou 3,1415; etc..

Figura 28 — Relacéo entre Circunferéncia e seu didmetro e m.

srcunfe
cit e

Diametro

C: comprimento da Circunferéncia; D: comprimento do didmetro
Fonte: Autor (2021).

Entretanto o conhecimento ensinado de =w pode causar alguns
questionamentos na aprendizagem de seu proprio conceito, como por exemplo:
Se o0 numero m é razdo entre a medida do comprimento de uma
circunferéncia e seu proprio didmetro entdo por que ele é irracional (ndo pode

ser escrito como fragéo)?
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Esse questionamento pode ser gerado pela mistura dos conceitos de
fragdo e razdo, ja que ambas possuem a mesma notagdo que é ligada com a
ideia de divisdo, mas € importante estabelecer essa diferenga para os alunos.
A ideia de fracdo esta ligada a numeros inteiros e utilizando elementos de
mesma natureza a partir da relagao parte/todo, ja a ideia de razdo compreende
relacionar elementos (grandezas) de natureza diferente ou igual sendo que
esses elementos podem ser inteiros, racionais, irracionais e reais.

Quando os alunos ndo sabem diferenciar estes conceitos, surge a
possibilidade de misturar fracdo e razdo, e com isso, compreenderem m como
irracional que é gerado de uma fragdo. Essa situagao caracteriza-se como um
problema que pode dificultar a aprendizagem de numeros irracionais bem como
de muitos outros conhecimentos.

Conforme o PCN deve-se estar atento para o fato de que o trabalho com
medicdes pode se tornar um obstaculo para o aluno aceitar a irracionalidade do
quociente entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro, uma vez que
ele ja sabe que as medi¢gbes envolvem apenas numeros racionais (BRASIL,
2020).

Quando essa dificuldade em aceitar a irracionalidade de m surge, é

importante o professor primeiramente diferenciar os conceitos de razédo e
~ . . , , . ~ C .
fracao e depois explicar que este numero é obtido de uma razao (E)’ ou seja,

ndo ha obrigatoriedade de seus elementos serem numeros inteiros, logo se  é
um irracional obtido de uma razéo entao pelo menos um dos elementos dessa
mesma razao também é irracional. Fato este que é garantido pelo teorema 3
apresentado na subseg¢do 3.2.3 (Teorema da Pertinéncia lIrracional em
Operagdes entre Racional e Irracional). Este teorema indica que se definirmos
dois numeros, onde um deles ¢é irracional e o outro racional, entdo a razao sera
irracional, sendo a reciproca verdadeira. Assim, se = € um irracional obtido de
uma razao entao pelo menos um dos elementos dessa mesma razao também é

irracional.

3.3.5. Conhecer Somente os Irracionais na Forma de Raizes

Diante da inexisténcia de valor numérico exato que mega numeros

irracionais, € costume no ensino deste assunto a exemplificacdo de muitos



99

irracionais com a utilizagao de radicais, pois 0s Unicos humeros irracionais que
se pode ter um modelo numérico similar aos alunos s&o aqueles que podem
ser escritos na forma de raiz. Entretanto, conforme o PCN, ndo é recomendado
limitar o ensino deste assunto exclusivamente, ou quase, com manipulagcao de
radicais, por nado contribuir muito para o desenvolvimento do conceito de
numeros irracionais (BRASIL, 1998).

Um dos efeitos na aprendizagem desta problematica é evidenciado em
um estudo diagnédstico desenvolvido por Costa (2009) em que foi percebido
que, dentre os estudantes do 8° e 9° anos de uma amostra, alguns utilizavam a
designacao “numeros com raizes” para se referir a numeros irracionais. Essa
concepgao errada sobre numeros irracionais engloba as raizes exatas e nao
exatas e deixa de envolver numeros irracionais que nao sao obtidos de raizes,
como 7.

Mostrando com isso, que se 0 ensino se pautar no direcionamento que
foi comentado neste topico, certamente pode gerar no aluno uma
aprendizagem falha, que, ao ser fragilizada por fatores como o esquecimento
do que foi ensinado pelo professor, pode dificultar a propria concepgédo do

conceito de Numero Irracional.

3.3.6. Confundir Raizes Nao Exatas com Raizes sem Solugao

No 9° ano do Ensino Fundamental, quando os alunos lidam com
equacgdes polinomiais do 2° grau, algumas vezes as solugdes sao racionais,
outras vezes ndo sdo racionais. Conforme Garcia, Soares e Fronza (2005), é
nesse contexto que os alunos muitas vezes julgam 0s numeros irracionais
como sendo todo numero nao racional que for obtido na solugao, ou seja, achar
que todo numero na forma de raiz que ele ndo consegue obter resultado sdo
irracionais, como V2, —v2, V3, V5, inclusive nimeros como v—1, vV—4, V5.

A partir desse entendimento, o aluno estaria considerando os numeros
complexos como irracionais. Um equivoco certamente provavel de acontecer
quando o aluno aprende sobre numeros irracionais na forma de raizes e com
esses conhecimentos acaba classificando numeros complexos como sendo

também irracionais. Algo que acontece quando o aluno ndo verifica a
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possibilidade de determinar aproximagbes racionais para os irracionais na
forma de raiz, bem como a impossibilidade dessa acéo, para raizes complexas
nao racionais.

Dai percebe-se a possibilidade dos conhecimentos de numeros
irracionais interferirem para a aquisicdo inadequada de outros conhecimentos.
Algo que pode ser minimizado com intervengdes do professor quando se
ensina numeros irracionais, e talvez até haja a necessidade de ter que falar

sobre numeros complexos.

3.3.7. Minorizagao Simbdlica do Conjunto dos Irracionais em Relagao aos
Racionais
Em varios materiais didaticos, € comum a simbolizagcdo dos conjuntos
numeéricos dos Naturais (N), Inteiros (Z), Racionais (Q), Irracionais (I) e Reais
(R), onde sado organizados na forma de figuras de aspecto circular ou
retangulares cuja relagao de contido ou de contém interfere no posicionamento
de cada figura dentro da outra. As figuras a seguir sdo exemplos desse tipo de

simbolismo.

Figura 29 — Conjuntos Numéricos (exemplo1) Figura 30 — Conjuntos Numéricos (exemplo2)

CONJUNTOS NUMERICOS

Numeros
Inteiros

~ e

Fonte: Jordao (2015, p. 28) Fonte: Duarte (2013, p. 2)

Apesar de ser um simbolismo que ajuda a sintetizar informacgdes, nota-
se algumas problematicas. Conforme Duarte (2013), uma dessas
problematicas estda no fato que induz o aluno a acreditar que os numeros
racionais sao a maioria, se comparado aos irracionais. Isso representa uma
concepgao errada, pois segundo Oliveira e Gomes (2009), uma qualidade
importante do conjunto dos Irracionais € que ele possui quantidade de
elementos (cardinalidade) maior que os Naturais, ao passo que Inteiros e

Racionais possuem a mesma cardinalidade que os Naturais.
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Além disso, Duarte (2013) alerta sobre um outro problema, onde as
imagens induzem também ao aluno pensar que ha numeros reais que nao sao
racionais, nem irracionais.

Desse modo, esse simbolismo pode direcionar os alunos a terem
percepcgbes erradas sobre o conjunto dos irracionais, o que caracteriza um
obstaculo para a aquisicdo adequada de conhecimentos sobre esse assunto
pelos alunos. Uma provavel solugdo para esses problemas € a correcdo das

imagens, a imagem a seguir apresenta uma organizagao mais adequada.

Figura 31 — Desenho corrigido dos Conjuntos Numéricos

R

e \
z I
N

\ /

Fonte: Autor (2021).

3.3.8. Sintese das Informagoes

Anteriormente foram apresentados aspectos matematicos que podem
representar obstaculos epistemoldgicos para a aprendizagem de Numeros
Irracionais, bem como de outros assuntos ligados a este.

Com o objetivo de sintetizar as informagdes acerca dos tipos de
obstaculos epistemoldgicos destacamos, a seguir, uma forma de classificar os
obstaculos epistemoldgicos que se relacionam com o conhecimento ensinado
de Numeros Irracionais no Ensino Basico:

. Aspectos mal compreendidos de conhecimentos anteriores que podem
dificultar a aprendizagem de Numeros Irracionais;

. Aspectos mal compreendidos do conhecimento ensinado de Numeros
Irracionais que podem dificultar a aprendizagem deste mesmo conhecimento;

. Aspectos mal compreendidos do conhecimento ensinado de Numeros
Irracionais que podem dificultar conhecimentos que serdo ensinados

futuramente.
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A partir destes atributos, tem-se a seguir um quadro sintetizando e

classificando cada um dos obstaculos epistemoldgicos de Numero Irracionais

apresentados nas subseg¢des anteriores.

Quadro 5 — Obstaculos epistemolégicos de Numeros Irracionais

Classificagcao Obstaculos

Epistemoldgicos

Obstaculos Epistemolégicos de Numero Irracionais

mal
de

Aspectos
compreendidos
conhecimentos anteriores
que podem dificultar a
aprendizagem de Numeros
Irracionais

e Quando os alunos estudam densidade do conjunto
dos numeros racionais referente ao posicionamento
deles na reta numérica, podem criar a falsa ideia que
na reta numérica nao ha espaco para outros numeros,
como os irracionais, dificultado a aceitagdao destes na
reta real.

e Quando os alunos confundem fracdo com razao,
entdo a nocao de que o numero irracional m pode ser
obtido de uma razao é prejudicada, pois alguns alunos
podem o confundir como um irracional que é obtido de
uma fragdo. Isso pode indicar um falso contra exemplo
que pode prejudicar a aprendizagem do conceito de
numero irracional.

Aspectos mal compreendidos
do conhecimento ensinado
de Numeros Irracionais que
podem dificultar a
aprendizagem deste mesmo
conhecimento;

e O uso da terminacao “...” para a representacao da
infinitude de numeros irracionais ao se relacionar com
0 uso dessa mesma notacdo para representar a
infinitude periddica de dizimas perioddicas pode dar a
falsa interpretacdao de que irracionais sdo numeros
com infinitude periddica de digitos.

e A calculadora fornece resultados com
representacao finita de digitos quando se calcula
raizes nado exatas, podendo fornecer compreensbes
erradas sobre numeros irracionais.

e Representacdo de conjuntos numéricos e a
minorizagdo simbdlica do conjunto dos irracionais em
relagdo ao conjunto dos racionais, indicando uma falsa
ideia que pode prejudicar a os conhecimentos sobre o
Conjunto dos Numeros Irracionais.

e Diante do aprendizado, onde o aluno tem muito
contato com numeros irracionais que podem ser
escritos na forma de raiz, alguns alunos podem achar
que existem somente esses tipos de irracionais.

Aspectos mal compreendidos
do conhecimento ensinado
de Numeros Irracionais que
podem dificultar
conhecimentos que seréo
ensinados futuramente.

e Apos o estudo de numeros irracionais, o aluno
pode achar que todos os numeros na forma de raiz
que ele nao consegue obter o valor sio irracionais, dai
podem confundir nimeros complexos como v—4 com
numeros irracionais.

Fonte: Autor (2021).

Com isso, € muito importante levar em consideracdo os aspectos

apresentados anteriormente quando se ensina o0 assunto de Numeros

Irracionais, pois, se evitados, o aprendizagem deste assunto pode-se tornar

mais adequada. Foi com essa finalidade que foram levantadas as informacdes
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dessa secdo, pois sdo compreensdes que auxiliaram na construcédo da
sequéncia didatica proposta nesse trabalho, na se¢do 4 e ajudaram a reduzir
possiveis problemas na etapa de experimentacéo.

3.4. Aspectos Curriculares

Nesta subsecdo é apresentado um texto que trata sobre aspectos
curriculares do assunto de Numeros Irracionais referente ao processo de
ensino e aprendizagem. Nele, foi explicado como este conteudo é abordado no
curriculo do Ensino Basico e sobre questionamentos e potencialidades no
processo de ensino e aprendizagem de numeros irracionais, as quais foram
utilizadas para estruturar a Sequéncia Didatica que foi proposta neste trabalho.

O tratamento, regulagao e sistematizagao do conjunto dos numeros reais
€, por consequéncia, 0s numeros irracionais no campo do saber matematico se
consolidou ha pouco mais de 100 anos, entretanto, no ensino basico este
conhecimento ndo teve uma receptividade boa diante do rigor matematico, o
que motivou a transposicao didatica da concepcdo de numeros irracionais,
(POMMER, 2012).

Diante do rigor matematico que o assunto tratado possui, algo que
motivou a transposi¢ao didatica do mesmo no ensino basico, faz-se uma
pergunta mais geral: Por que ensinar numeros irracionais? Certamente o
motivo esta na nogdo de numero e na importancia de seu uso, mas Broetto
(2016) apresenta melhor essa resposta.

Conforme Broetto (2016), o surgimento da concep¢ao de numero
ocorreu por meio da contagem de objetos discretos. Mas depois de muito
tempo, durante a historia, essa concepgéao foi expandida para medir grandezas
continuas. Dai tem-se, por exemplo, a ideia de medida, que permite tratar
naturais, racionais e irracionais em um unico contexto, que privilegia o continuo
e coloca o discreto como uma excecgdo, ou simplesmente um caso particular.
Vale esclarecer que dentro do continuo numérico existem, em sua maioria,
mais numeros irracionais do que racionais. Desse modo, ensinar sobre
numeros irracionais € nada menos que expandir a ideia de numero para algo

mais geral, onde ele se conecta a nogdo de medida dentro do continuo.
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O ensino de numeros irracionais €, segundo Pommer (2012), algo muito
importante no ambito da educacédo basica, ndo somente pela compreensao
proporcionada desse assunto, como também pelo fato dele estar envolvido
pela ideia fundamental de infinito e de aproximacéo.

Os numeros irracionais sao pouco explorados em sala de aula quanto a
sua extensado, devido o rigor matematico que constitui esse assunto. Estando
no ambito do Ensino Fundamental, este assunto ocupa uma posi¢céo notavel no
curriculo definido pela Base Nacional Comum Curricular = BNCC (2017), no 9°
ano do ensino fundamental, onde, as habilidades que tratam diretamente desse

assunto sao:

(EFOOMAO1) Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de
comprimento, existem segmentos de reta cujo comprimento ndo é
expresso por numero racional (como as medidas de diagonais de um
poligono e alturas de um triangulo, quando se toma a medida de cada
lado como unidade)

(EFO9MAO02) Reconhecer um numero irracional como um numero real
cuja representacao decimal € infinita e ndo periddica, e estimar a

localizagao de alguns deles na reta numérica (BRASIL, 2017, p. 316).

As habilidades desse assunto sdo fundamentais para alunos que
ingressam no ensino médio, pois muitos assuntos demandam do uso de
numeros irracionais para realizagdo de calculos. Segundo Brasil (1998), é no
ensino médio que a nogao/ideia de numeros irracionais vai se consolidar.

Conforme os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), apesar de esse
assunto ocupar um razoavel espaco no curriculo do quarto ciclo, o ensino de
numeros irracionais tem contribuido pouco, para que os alunos desenvolvam
seu conceito (BRASIL, 1998). O motivo dessa situagdo pode estar relacionado
a varios fatores que, segundo esse mesmo documento, acontece devido

» A inexisténcia de modelos materiais que exemplifiquem os irracionais.

* Quando se estuda a reta numérica racional e se constréi a ideia de
densidade dos numeros racionais, isto €, entre dois racionais ha infinitos
racionais, faz com que o aluno tenha a falsa impressao que ndo ha mais lugar
na reta numérica para nenhum outro tipo de niumero além dos racionais.

Além dos questionamentos anteriores, ha algumas atitudes néo

adequadas para o ensino desse assunto que, segundo o PCN, sdo:
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+ As formas de abordagem utilizadas no ensino de numeros irracionais
tém se limitado quase que exclusivamente ao ensino do calculo com radicais.

+ O tratamento formal do conceito de numero irracional é inadequado no
ambito do quarto ciclo.

* Quando se trabalha a ideia de m, pode se tornar um obstaculo para o
aluno aceitar a irracionalidade do quociente entre o comprimento da
circunferéncia e seu diametro, uma vez que ele interpreta que esse quociente é
racional.

Nesse sentido, percebe-se que ao ensinar tal assunto, deve-se ter muito
cuidado. Pois o direcionamento do ensino pode gerar uma aprendizagem falha.
Alguns estudos de cunho diagndstico que estdo apresentados na revisdo de
estudos, deste trabalho, apontam resultados ruins sobre a aprendizagem de
numeros irracionais de estudantes do Ensino Fundamental, do Ensino Médio, e
até mesmo do Ensino Superior (Licenciatura em Matematica).

Para Cardoso (2018), as pesquisas na area de Educacdo Matematica
que discutem ensino e aprendizagem dos numeros irracionais mostram que
muitos alunos passam por varias etapas de escolarizagcdo e ainda nao
conseguem compreender de maneira adequada este conceito. Tem-se entao
uma visdo do ciclo de escolaridade dos alunos da educagao basica, que é
preocupante, pois a medida que se formam, carregam falhas de aprendizagem
que podem se refletir em obstaculos de aprendizagem na educagao superior.

S&o varias as dificuldades na aprendizagem de numeros irracionais,
segundo Jesus e Oliveira (2018), elas iniciam-se no ensino, pois, algumas
vezes 0S numeros irracionais sao apresentados aos alunos como os numeros
nao racionais ou numeros que nao podem ser escritos como a razao de dois
numeros inteiros, porém se o universo numerico dos alunos ainda € o conjunto
dos racionais, nenhuma dessas duas caracteriza¢des tem qualquer significado.

Diante da situagdo com a qual se apresenta a aprendizagem de
numeros irracionais, € importante refletir sobre o conhecimento em si, deste
assunto, para perceber de que forma se pode ensina-lo de modo a efetivar uma
aprendizagem de qualidade. O autor Pommer (2012), por exemplo, apresenta
um entendimento bastante conceitual sobre o assunto tratado.

Conforme ele, nas mutuas conexdes presentes na epistemologia de

irracionais e racionais ocorre o surgimento de conceitos elementares como os
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pares: discreto/continuo; exato/aproximado; finito/infinito. Tais conceitos sao
essenciais para aumentar a possibilidade de abordar de modo significativo os
numeros irracionais no ensino basico.

A partir desses pares de significados, a introdugcado e tratamento dos
numeros irracionais requer um modo de ensino investigativo que abranja uma
reflexdo sobre como ensinar e como ensinar a ensinar numeros reais.

Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018) defendem a ideia de que para o
conhecimento de numeros irracionais ser abordado no ensino, ele deve
perpassar pela integragédo de trés componentes na atividade matematica, a fim
de desenvolver no estudante um raciocinio matematico eficaz. S&o eles:
componente formal, componente algoritmico e componente intuitivo.

O componente formal diz respeito aos conhecimentos relativos as
definicbes, axiomas, teoremas e provas, que devem ser aprendidos,
organizados e aplicados pelo aluno. Vale enfatizar que o rigor em Matematica
nao € adquirido espontaneamente pelo estudante.

O componente algoritmico refere-se as habilidades relativas a aplicagéao
de técnicas e procedimentos padronizados de resolugéo, cujo desenvolvimento
também requer uma formacdo meticulosa. Esse componente tem uma forte
relacdo com o formal, pois comprovam a existéncia de um raciocinio
matematico eficiente.

A disposi¢cao unica de componentes formais ndo garante o necessario
para se enfrentar problemas e, da mesma forma, a disposigcdo Unica de
componentes algoritmicos por meio do dominio de técnicas, isento do
conhecimento formal de argumentos que justificam essas técnicas, pode néo
ser suficiente para a resolugéo de problemas que fogem ao padréo.

O componente intuitivo estd ligado a percepgdo que o individuo
considera autoevidente, fazendo-o aceitar uma ideia sem questionar a
necessidade de uma justificativa que formalize essa ideia. Em outras palavras,
seria a aceitagdo de um conceito com base apenas na intuigéo.

Dispondo desses componentes, o professor pode adquirir uma
orientagcdo maior quanto ao ensino de numeros irracionais, porém, para Corbo,
Pietropaolo e Amorim (2018), essa proposta nao direciona que esses
componentes sejam explorados, necessariamente, num mesmo momento do

processo de instrugdo. Assim, cabe ao professor adequar esses componentes
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a situacao que esta sendo trabalhada em aula, e aos alunos, de acordo com a
fase escolar em que se encontram.

Quanto aos caminhos para se desenvolver o ensino de numeros
irracionais, autores como Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018), destacam que
uma possibilidade esta na exploracdo do conceito de densidade de numeros
reais que possibilita ao aluno um grau de liberdade para sugerir numeros
aleatorios e, dai, é possivel introduzir a nogdo de numeros irracionais.

Jesus e Oliveira (2018) defendem a ideia de que a abordagem dos
irracionais pode ser por meio da representagdo geométrica deles, pois com a
construgdo por régua e compasso de retangulos e o posterior calculo da
medida da diagonal dessas figuras, tal como o tratamento algébrico nesse
processo, constituem meios adequados para se desenvolver o ensino deste
assunto.

De acordo com o PCN, o estudo desses numeros pode ser introduzido
por meio de situacdes-problema que evidenciem a necessidade de outros
numeros além dos racionais. Assim, os estantes podem encontrar numeros que
tenham representagdo decimal infinita, e ndo peridédica. Outra possibilidade

esta no problema classico de encontrar o comprimento da diagonal de um

quadrado, tomando o lado como unidade, que conduz ao nimero v2 (BRASIL,
1998).

Quando se trabalha com o problema classico de se determinar a medida
da diagonal de um quadrado, pode-se informar (ou indicar a prova) da
irracionalidade de 2, por ndo ser uma razao de inteiros. Mas deve-se ter
cuidado, pois ancorar o estudo dos irracionais no ambito do formalismo
matematico pode n&o garantir a aprendizagem como se espera (BRASIL,
1998).

Nessa subsecdo foi possivel conhecer como o assunto de Numeros
Irracionais é abordado no curriculo do Ensino Basico, além de
questionamentos e potencialidades no processo de ensino e aprendizagem
deste assunto, como, por exemplo, a ndo adequacido em aborda-lo no Ensino
Fundamental em seu aspecto formal, além da importancia de ensina-lo para
explorar concepg¢des como discreto, continuo, exato, aproximado, finito e

infinito. O conjunto de informag¢des desse tépico ajudou a compreender os
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aspectos curriculares necessarios para estruturar a Sequéncia Didatica

proposta.

3.5. Revisao de Estudos sobre o Ensino de Numeros Irracionais

Nesta subsecgdo foi apresentada uma revisdo de estudos que tratam do
ensino e aprendizagem de Numeros lIrracionais sobre diferentes aspectos
como no aspecto tedrico, no aspecto material em que este assunto se
apresenta em livros didaticos e outros.

A revisdo de estudos que se apresenta neste texto foi construida para se
conhecer o que se tem discutido na literatura académica e cientifica sobre o
processo de ensino e aprendizagem do assunto referido, para saber o que se
pode aproveitar e aperfeicoar na Sequéncia Didatica apresentada na secao 4

para promover a aprendizagem de Numeros Irracionais.

3.5.1. Metodologia de Revisao de Estudos

Para a construcdo dessa revisdo de estudos foi feito um levantamento
de trabalhos sobre numeros irracionais, com isso, buscou-se por trabalhos que
tratam do ensino e/ou aprendizagem de numeros irracionais, por meio de uma
busca no banco de dados do Google Académico, banco de teses e
dissertagcdes da CAPES, PROFMAT, banco de artigos em eventos nacionais,
locais e regionais de matematica, e outros, de modo que se utilizaram as
seqguintes palavras-chave:

“Numeros irracionais”;

“Ensino de numeros irracionais”;

“‘Aprendizagem de numeros irracionais”;

“Irracionais Matematica”.

O critério de escolha de trabalhos para compor a revisdo de estudos
priorizou trabalhos de dissertagdes, teses e artigos que tinham relagdo com as
categorias: Estudos tedricos, estudos diagndsticos, estudos de analise de livro
didatico e estudos experimentais. Essas categorias fordo descritas
posteriormente. Os trabalhos encontrados tinham sido publicados entre os
anos de 1999 a 2019.
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Para a analise do levantamento teérico do assunto em questéao, utilizou-
se periodicos, artigos, dissertacdes e teses. Escolhemos trabalhos que tratam
do ensino e/ou aprendizagem de Numeros Irracionais.

A realizacdo dessa revisdao de estudos auxiliou na compreensdo de
numeros irracionais de forma mais ampla, quanto ao seu processo de ensino e
aprendizagem no ambito do ensino basico, em especial no ensino fundamental,
assim como as dificuldades relacionadas a esse processo, ajudando, de certa
forma, a construgdo e a andlise da area experimental dessa dissertagéo sobre
0 ensino de numeros irracionais, constituida por uma Sequéncia Didatica.

Essa revisao foi dividida em trés partes, as quais sao:

1) Estudos Teoricos: Esses trabalhos sdo aqueles que propuseram conceitos
e/ou ideias sobre o ensino de numeros irracionais. Também inclui aqueles que

fazem reflexao sobre o processo de ensino e aprendizagem deste assunto.

2) Estudos Diagnosticos: Esses estudos irdo permitir o entendimento das
principais dificuldades dos alunos e dos professores no ensino e na

aprendizagem de Numeros Irracionais.

3) Analise de livros didaticos: Os referenciais utilizados, serdo apresentados
como base para se perceber se e como sao introduzidos e descritos, nos livros
didaticos, em termos didaticos e epistemoldgicos, alguns temas essenciais

envolvendo os nlimeros irracionais.

4) Estudos Experimentais: Os trabalhos descritos nessa categoria realizaram
atividades que n&o seguem a ordem expositiva em: definigdo, exemplos e
exercicios. Buscando, dessa maneira, realizar um ensino mais eficaz sobre
numeros irracionais no ensino fundamental ou ensino médio.

O quadro 6 apresenta os trabalhos que utilizamos, os quais estao
classificados a partir das categorias definidas anteriormente. Nele, estdo os
autores, os anos e os titulos de cada trabalho. Em seguida foi desenvolvida
uma analise e observacdes mais detalhadas em relacdo a cada referencial

citado no quadro a seguir.

Quadro 6 - Trabalhos Analisados

Categoria Trabalhos Analisados | Tipo Autor Ano
Estudos Fracbes Continuas e | Artigo Pommer
Tedricos os Numeros Irracionais 2012
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No Ensino Basico.

NUmeros Irracionais:
Uma Abordagem Para
o Ensino Basico

Dissertagao

Vasconcelos

2016

A Interagdo Entre os
Componentes Intuitivo,
Algoritmico e Formal
no Ensino dos
NuUmeros Irracionais na
Educacgao Basica

Artigo

Corbo,
Pietropaolo
Amorim

2018

O Ensino de Numeros
Irracionais na
Educacgao Basica e na
Licenciatura em
Matematica: um circulo
vicioso esta em curso?

Artigo

Broetto
Wagner

2019

Estudos
Diagnosticos

Algumas Concepgoes
de Licenciandos em
Matematica sobre o
Sistema Dos Numeros
Reais

Artigo

Moreira,
Soares
Ferreira

1999

Reais no
Ensino Fundamental:
Alguns Obstaculos
Epistemoldgicos

Numeros

Dissertacao

Costa

2009

A Densidade dos
Numeros Reais:
Concepcgodes de
Professores da
Educacéio Basica

Artigo

Silva
Penteado

2010

Os Numeros
Irracionais e seu
ensino delineando a
imagem conceitual de
um grupo de
professores.

Artigo

Pietropaolo,
Corbo
Campos

2013

A Teoria dos Campos
Conceituais no Ensino
de Numeros Irracio-
nais: Implicagbes da
Teoria Piagetiana no
Ensino de Matematica

Artigo

Nogueira
Rezende

2014

NuUmeros Irracionais na
Educacgao Basica:
Documentos
Curriculares
e Conhecimentos de
Alunos Brasileiros e
Franceses

Artigo

Rezende
Nogueira

2015

O ensino de numeros
irracionais para alunos
ingressantes na
licenciatura em
matematica

Tese

Broetto

2016




Concepcbes de
Professores acerca de
Conhecimentos de
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Numeros Irracionais

Artigo
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Machado e

Rezende

2017

Numeros Irracionais:
Investigando o]
conceito de
incomensurabilidade.

Artigo

Rocha

2017

Abordagem nos
livros didaticos

Anadlise dos Conceitos
de Numero Irracional e
Ndmero Real em
Livros Didaticos da
Educacéio Basica

Dissertagao

Souto

2010

A construcao de
significados dos
Nudmeros Irracionais no
ensino basico: Uma
proposta de
abordagem envolvendo
0s eixos constituintes
dos Numeros Reais.

Tese

Pommer

2012

Numeros Irracionais:
Uma Analise de Livros
Didaticos dos Ensinos
Fundamental Il e
Médio

Trabalho de
Conclusdo de
Curso

Jesus

2017

Estudo de Abordagens
dos Numeros
Irracionais nos Anos
Finais do Ensino
Fundamental

Dissertacao

Felix

2018

Irracionais
Na Escolaridade
Basica: As
Contribuicées Didatico-
Epistemoldgicas

Advindas Da Histéria
Da Matematica.

Numeros

Artigo

Pommer

2018

Estudos
experimentais

Numeros Irracionais e
sua Compreenséo pela
Experiéncia

Artigo

Jover

2013

A Construgdo dos

Numeros Reais

Dissertagao

Roriz

2014

Aplicacbes de numeros
irracionais: um ndamero
famoso, outro
instigante

Artigo

Serra

2015

Uma Sequéncia De
Atividades
Investigativas
Utilizando Uma
Abordagem  Historica

Sobre Os Numeros

Artigo

Matos e Barros

2016
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Irracionais.

O Enigmatico Numero | Artigo Schembergue e | 2016
Irracional Pereira

Sobre  possibilidades | Dissertagcéo Nobre 2017
de ensino e

aprendizagem dos

numeros irracionais no
8° ano do Ensino
Fundamental
Sensibilizagao Para | Dissertacao Rocha 2018
Existéncia E Dos
Numeros Irracionais
Fonte: Autor (2021)

Com base na descrigdo metodoldgica feita, as proximas subsegbes da
Revisdo de Estudos apresentam os trabalhos revisados conforme foram

classificados no quadro anterior.

3.5.2. Estudos Teodricos

Nessa primeira categoria da revisdo de estudos, estdo apresentadas
algumas compreensdes tedricas a respeito de Numeros lIrracionais. Nesse
sentido, destaca-se, por exemplo, a analises de como ocorre a compreensao
desse assunto, assim como as orientagdes de como se deve ser ensinado e

outras reflexoes.

Na pesquisa de Pommer (2012) foi tratado sobre fragdes continuas e os
numeros irracionais no ensino basico, com o objetivo de destacar alguns
aspectos curriculares, epistemolégicos e didaticos que possibilitam delimitar
algumas contribuigdes que o tema das Fragdes Continuas possibilita dentro da
problematica do ensino dos numeros irracionais no ciclo basico.

O autor desenvolveu uma pesquisa bibliografica, a qual desenvolve uma
reflexdo envolvendo aspectos curriculares, epistemoldgicos e didaticos para a
discussdo da tematica das Fragbes Continuas dentro do ambito do ensino
secundario. Essa pesquisa justificou-se no fato de que numeros irracionais séo
encontrados em poucas pesquisas ligadas a escolaridade basica, de modo
que, quando sao abordados, sao geralmente apresentados privilegiando mais
aspectos operatorios, finitos e exatos, o que limita a abordagem e o
entendimento deste tema no ensino da Matematica.
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Conforme o autor € muito importante a aproximagao dos irracionais para
0S numeros racionais, pois permite delimitar e significar ambos os campos
numeéricos, bem como auxiliar no entendimento de varios eixos
caracterizadores dos Numeros Reais, possibilitando compreensdes dos pares
discreto/continuo, finito/infinito e exato/aproximado.

Um recurso importante definido por Machado (1995), o qual o texto faz
referéncia, € a chamada ‘rede de significados’ que a respeito de Fragdes
Continuas, pode ser contextuado a situagcdes de ensino presentes em varios
ramos cientificos, possibilitando até mesmo a revalorizagdo de alguns tdpicos
da Teoria dos Numeros, ligados ao tratamento algébrico, e que pode ser
entendido como uma alternativa para atualizar o curriculo, numa perspectiva
tematica.

O texto revelou a possibilidade de abordagem das Fragdes Continuas
Simples no Ensino Basico, considerando-a como uma oportunidade de
atualizagcédo do curriculo de Matematica, a partir do trabalho com o tema das
aproximagdes, revelando uma conexao entre os conjuntos dos Numeros
Racionais e o conjunto dos Numeros Irracionais. Este assunto permite
esclarecer e ampliar o proprio conceito de fracdo, assim como promover um
maior entendimento envolvendo os numeros irracionais, possibilitando um
contato do estudante para com a natureza discreta e finita, em contrapartida da
natureza continua e infinita dos numeros reais.

Como resultados, foi apontada a possibilidade de uso das Fracdes
Continuas como um assunto que pode ser explorado para significar os
numeros irracionais, além de articular conhecimentos matematicos presentes
no curriculo de Matematica, interligando-os numa rede de significados.

A respeito ao aspecto epistemoldgico, foi evidenciada a importancia da
aproximacao dos irracionais com 0s numeros racionais, devido permitir
delimitar e significar ambos os campos numéricos, além de explorar de modo
propicio os pares discreto/continuo, finito/infinito e exato/aproximado. Ligado ao
aspecto epistemoldgico, Pommer (2012) sugeriu a possibilidade de explorar
diversas estratégias de resolugdo de problemas no ensino, por se tratar um
valioso recurso didatico.

Do ponto de vista curricular a rede de significados ligada as Fragbes
Continuas pode ser uma boa proposta para se atualizar o curriculo, pois



114

permite realgar as conexdes internas e externas aos préprios conhecimentos

matematicos.

O trabalho de Vasconcelos (2016) teve como objetivo, o de apresentar
algumas discussoes relacionadas ao ensino dos numeros irracionais no ensino
basico com algumas propostas de aplicagdes em sala de aula utilizando o
Geogebra como ferramenta auxiliar no processo de ensino e aprendizagem.

Esse trabalho trata de uma pesquisa bibliografica. Nele, é abordado
sobre algumas propriedades importantes dos numeros irracionais e aplicagdes
do uso desses numeros no cotidiano. Nesse momento também é tratado sobre
propriedades e aplicagdes dos numeros irracionais transcendentes conhecidos
 (pi), ® (phi) e o numero de Euler, e. Ap6s esse momento foi apresentado
sobre com que o0 PCN e o CBC (Conteudos Basicos Comuns de Minas Gerais)
abordam sobre conjunto dos irracionais, com suas propriedades, no ensino
fundamental e médio e logo depois € exibido um panorama sobre como alguns
livros do ensino basico abordam o tema.

Conforme o autor o ensino dos numeros irracionais deve ser significativo
desde o primeiro contato do aluno com o assunto. Pois pode expressar pouco
sentido somar, multiplicar, racionalizar e resolver equagdes envolvendo
numeros irracionais sem que o estudante tenha conhecimento da utilidade e o
propésito de se operar com estes numeros.

O autor analisou os PCN o CBC e também trés livros de matematica do
ensino fundamental que, na época desta pesquisa, eram utilizados na rede
publica de educacao de Minas Gerais, que eram: “Praticando Matematica” dos
autores Alvaro Andrini e Maria José Vasconcelos da Editora do Brasil, “A
conquista da matematica” de José Ruy Giovanni Jr. e Benedicto Castrucci da
editora FTD e “Tudo é matematica” do autor Dante que foi impresso pela
editora atica. Apds isso, ele descreveu o tratamento de como os numeros
irracionais sdo abordados no ensino fundamental, com base na analise feita,
que segundo ele é:

i) No sexto ano, ocorre o inicio da compreensdo de radiciagdo, de modo
que é apresentado um método para se calcular a raiz de numeros naturais que

sao quadrados perfeitos. Dessa forma, € explicito a informacdo que a raiz
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quadrada de muitos numeros naturais ndo € um numero natural, entretanto néo
traz no texto nenhuma definigdo para numero irracional.

ii) No sétimo ano, sao trabalhadas as raizes quadradas, mesmo aquelas
de numeros n&o quadrados perfeitos, sem que seja exposto inicialmente algum
conceito sobre numeros irracionais.

iii) No oitavo ano é apresentado um algoritmo para se estimar raiz
quadrada de numeros que nao sado quadrados perfeitos, assim como a soma
de radicais de mesmo indice e mesmo radicando e, mesmo com tudo isso, ndo
€ exibida uma definicdo clara e especifica de numero irracional.

iv) No nono ano sao trabalhadas as equagbdes do segundo grau com
raizes irracionais, assim como equagdes irracionais, transformacao de dois
radicais a um mesmo indice, potenciacdo de numeros irracionais € mesmo
depois ainda néo é exposto o conceito de numero irracional.

O autor enfatizou a importadncia de se vincular o ensino de numeros
irracionais com a utilizacdo de tecnologias virtuais, em especial, 0 geogebra,
um software livre que pode auxiliar o ensino e aprendizagem em matematica
pois reune geometria e algebra em um mesmo ambiente, o qual se apresenta
como um sistema de geometria dindmica, por permitir realizar construgdes de
pontos, vetores, segmentos, retas, se¢gdes conicas e muitas outras.

Vasconcelos (2016) também aponta o geogebra permite o
desenvolvimento de atividades basicas que podem dar um real significado a
conceitos relacionados aos numeros irracionais. Por exemplo, com o uso do
geogebra cria-se um quadrado ABCD de lado 1 com o vértice A na origem e
lado AD sobreposto ao eixo x e em seguida cria-se uma circunferéncia com
centro em A e raio AC. Dessa forma a intersecédo da circunferéncia com o eixo

X € o ponto E, assim como pode ser visto na figura abaixo.

Fonte: Vasconcelos (2016).
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Percebe-se que o ponto E localiza-se aproximadamente no ponto (1,4;

0) e que pode ser aproximado ainda mais até quanto se queira do pono que
nesse caso representa (V2; 0). Percebe-se que AE, que é raio da

circunferéncia formada, mede 2, da mesma forma que AC que é diagonal do
quadrado ABCD. Desse modo, numeros irracionais podem ser apresentados
em situagdes, utilizando o Geogebra, para se trabalhar com o aluno.

As sugestdes feitas pelo autor é introduzir o assunto no oitavo ano do
ensino fundamental, de modo que seja fornecida ao aluno a informagéo de que
as raizes quadradas de numeros que nao sado quadrados perfeitos séo
numeros irracionais, introduzindo a definicdo de numeros irracionais e
aproveitando este momento para falar um pouco mais sobre o surgimento
desses numeros.

Quando o aluno esteja aprendendo a calcular a area e comprimento da
circunferéncia utilizando o m, € o momento adequado para se aprofundar um
pouco mais no assunto falando sobre a irracionalidade deste numero, sendo
esse momento importante para se fazer uso da histéria da matematica para dar
sentido ao que motivou os estudos sobre os numeros irracionais.

No nono ano, a construgao da reta numérica € um topico importante de
ser explorado para se ordenar 0s numeros irracionais e estimar uma
aproximacao decimal para um numero irracional. Além disso, existem tépicos
que sao pertencentes a este ano escolar que podem servir de apoio na
construgcéo do conhecimento:

* As raizes irracionais de uma equacao do segundo grau;

» Teorema de Pitagoras;

* Equacgdes irracionais;

» Comparacao entre dizimas periédicas e numeros irracionais.

No artigo de Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018), foi direciondo a tratar
sobre os componentes intuitivo, algoritmico e formal no ensino dos numeros
irracionais na Educacao Basica. Nesse trabalho, os autores tiveram o objetivo
de contribuir para uma reflexdo sobre o estudo dos numeros irracionais na
Educacdo Basica. Nesse sentido, eles procuraram interpretar possiveis

estratégias de enfrentamento de situagbes que envolvem esse tema,
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identificando aspectos, nos quais, essas abordagens favorecem a exploragéo e
a articulagao desses trés componentes.

Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018) destacam a existéncia de trés
componentes muito importantes no processo de ensino e aprendizagem.
Cabendo ao professor adequar esses componentes a situacdo que esta sendo
trabalhada em aula, e aos alunos, de acordo com a fase escolar em que se
encontram. Esses componentes s&o:

= O componente formal diz respeito aos conhecimentos relativos as

definicbes, axiomas, teoremas e provas, que devem ser aprendidos,

organizados e aplicados pelo aluno.

= O algoritmico, por sua vez, concerne as habilidades relativas a

aplicagao de técnicas e procedimentos padronizados de resolugao, cujo

desenvolvimento também requer uma formacdo meticulosa, pois
constitui-se em condicdo basica para o desenvolvimento de um
raciocinio matematico eficiente.

= O componente intuitivo se refere a uma compreensao que o individuo

considera auto evidente, que o faz aceitar uma ideia sem questionar a

necessidade de uma justificativa que legitime essa ideia.

Diante dos componentes citados pelos autores desse trabalho, eles
sugerem que seja explorado os distintos significados dos numeros racionais,
por meio de atividades que favorecam a percepc¢ao da equivaléncia entre suas
representacgdes fracionaria e decimal, cuja compreensao € indispensavel para a
posterior introducao e definicdo dos numeros irracionais. Sugere-se que essa
iniciacdo parta de uma area particular dos numeros racionais, as dizimas
periodicas.

Os autores indicam que a construgao da fragao geratriz de uma dizima
periddica €& conteudo prescrito para os dois ultimos anos do Ensino
Fundamental 1 e antecede a introdugc&o do conjunto dos numeros reais como
reunido dos conjuntos dos racionais e irracionais. Entretanto, as justificativas e
os argumentos utilizados pelo professor nessa abordagem, devem se assentar
sobre concepgdes inerentes ao conjunto dos numeros reais, assegurando a
possibilidade de escrever por exemplo 0,2 = a/b, com a e b inteiros e b ndo
nulo e também garantindo a conservagao da igualdade, quando multiplicamos

os dois membros por um mesmo numero real distinto de zero.
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Para o aprendizado de numeros irracionais, segue, apos a ideia anterior,
o entendimento de densidade dos racionais. Uma abordagem que explore a
densidade do conjunto Q, favorece a compreensdao de que, em qualquer
intervalo da reta, por menor que seja, existem infinitos numeros racionais.
Diante disso os autores apontam que uma possibilidade boa para o ensino da
ideia de densidade é a percepg¢ao advinda do calculo da média aritmética de
dois numeros.

Essa mesma questéo, analisada sob o aspecto algoritmico, consiste em
calculos que, de certa forma, transmite um conhecimento intuitivo ao aluno
sobre densidade de numeros racionais.

Para uma abordagem mais direta aos numeros irracionais, os autores
acreditam que deve haver uma interdependéncia entre as técnicas
(componente algoritmico) e os argumentos que fundamentam essas técnicas
(componente formal) para que se fornega a percepg¢ao da possibilidade de
construgdo de infinitos segmentos de medida irracional. Para isso, uma
possibilidade é a construgdo de figuras em que se desenvolva o teorema de
Pitagoras ou ideia de média geométrica para, com isso, resultar em medidas de
valor irracional.

Apos estabelecer um segmento de medida irracional, o transporte de
sua medida para a reta numérica pode acrescentar a percepg¢ao da existéncia
de pontos na reta que nao correspondem a numeros racionais, muito embora
seja denso, na reta, o conjunto dos racionais.

Algo muito importante nesse processo € a ocorréncia de uma
abordagem que trabalhe a caracteristica numérica e geométrica, os quais
complementam o processo de construgdo do conceito de numero irracional,
pois os exemplos de numeros que poderiam ser criados pelos alunos,
representados na forma decimal, e aqueles construidos com régua e compasso
colocam em cena os numeros irracionais sob duas representagdes: a forma
decimal e a forma de radical.

Outro ponto discutido no trabalho de Corbo, Pietropaolo e Amorim
(2018) é sobre a importancia da prova da irracionalidade de /2, por redugdo ao
absurdo, algo que que no aspecto formal se caracteriza de forma pesada,

pouco agradavel esteticamente, embora seja importante. Assim, cabe ao
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professor a escolha do tipo de prova que torne a compreensao - de que

nuameros irracionais ndo podem ser escritos na forma de fracdo - algo mais
significativo ao estudante. Os autores sugerem a demonstragédo via Principio
Fundamental da Aritmética mais compreensiva.

A utilizagcdo da calculadora, conforme os autores, pode beneficiar
aspectos formais acerca da representacdo de numeros racionais e irracionais e
prova da irracionalidade de um numero com a ideia de aproximagao por
racionais.

Apods o0 entendimento sobre o que € um numero irracional, surge o
carater algoritmico presente no estudo das operagées com numeros racionais e
irracionais, integrado a exploragdo das propriedades validas para essas
operagbes, pode favorecer a percepgdao da importancia dos argumentos
formais, no trabalho com os numeros irracionais, o estabelecimento de
relacbes entre os racionais e 0s irracionais e, igualmente, a percepg¢do da
possibilidade de construir infinitos numeros irracionais a partir de um unico
numero cuja irracionalidade ja foi aceita.

No entendimento das propriedades das operagdes entre numeros reais,
por exemplo, o professor pode auxiliar na distingdo entre proposigdes cuja
avaliagado, como verdadeiras ou falsas, exige o desenvolvimento de uma prova
formal e proposi¢cdes para as quais bastaria um contraexemplo, como em “a
soma de dois numeros racionais € sempre racional”’ e “a soma de dois numeros
irracionais € sempre irracional’.

Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018) também estabelecem conforme a
analise da literatura de alguns tedricos, que € importante também que ocorra o
ensino da relagdo entre numeros reais e pontos da reta, levando em conta a
densidade dos racionais na reta numérica. Nesse processo, eventualmente
algum aluno poderia levantar duvidas sobre a possibilidade de localizar um
numero irracional sobre a reta real, e se esse ponto pode coincidir com outro,
racional. Os autores indicaram que nessa etapa escolar, a ideia de
correspondéncia bijetiva entre o conjunto dos numeros reais € o conjunto dos
pontos da reta pode receber uma abordagem intuitiva. Embora os estudantes
nao tenham aprendido o conhecimento formal de bije¢cdo, ou até mesmo de

funcao.
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As situagdes apontadas no texto de Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018)
sao exemplos tomados como pontos de partida para a reflexdo sobre a
possibilidade e importancia de articular os componentes algoritmico, intuitivo e
formal, no estudo dos numeros irracionais.

A introducao de determinados temas, pode ser adequado pelo professor
sob os componentes citados anteriormente, desse modo, a utilizagcdo de
argumentos formais para justificar verdades matematicas relativas aos temas,
pode ser articulada conforme o professor achar necessario para se trabalhar
numeros irracionais, cabendo a ele algumas vezes incluir concepg¢des mais
intuitivas do que formais. Isso vai depender do nivel de compreensao de seus
alunos.

Para os autores essas discussdes sao imprescindiveis no processo de
construgcdo de conhecimentos relativos aos numeros, para que os estudantes
nao apenas percebam a necessidade de ampliacdo dos campos numéricos,
mas, sobretudo, iniciem uma reflexdo que resulte na valorizagdo da
Matematica, como ciéncia logicamente estruturada, organizada e de possivel

compreensao.

Em um artigo publicado por Broetto e Wagner (2019), foi desenvolvido
uma pesquisa bibliografica que teve o objetivo de refletir sobre a falta de
articulacdo entre o ensino dos numeros irracionais na Educacido Basica e a
formacao inicial de professores de Matematica.

Conforme os autores, na Educacgao Basica esse assunto € tratado com
superficialidade e pouco aprofundamento conceitual, basicamente por meio de
exemplos, enquanto, na formacao inicial do professor de Matematica, ainda
prevalece uma abordagem formalista desse tema, o que nao capacita o futuro
professor para ensinar numeros irracionais na Educacao Basica.

O descompasso entre a licenciatura e a Educacéo Basica pode provocar
uma dupla descontinuidade no ensino. No caso dos numeros irracionais, mais
especificamente, esse descompasso pode provocar a formacdo de um circulo
vicioso: o professor sai da universidade sem uma formacao adequada para
abordar o assunto na Educacdo Basica, fazendo com que seus alunos
cheguem até a universidade sem uma imagem adequada de numero irracional,

€ o ciclo se repete.
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Diante da analise da literatura pesquisada neste trabalho, Broetto e

Wagner (2019) indicam que no Ensino Superior, o excesso de formalismo

também nao capacita o futuro professor de Matematica para ensinar numeros

irracionais na Educacdo Basica, o que vai refletir na manutencdao das

dificuldades dos alunos da Educacéao Basica, fechando um circulo vicioso.

Diante de todos os argumentos que foram apresentados nesse artigo, os

autores sugerem, nele, que as peculiaridades da Matematica escolar precisam

fazer parte do curriculo da licenciatura em Matematica, principalmente no que

se refere ao ensino dos numeros reais/irracionais na Educacgao Basica.

Os trabalhos revisados nessa subsecdo possuem conhecimentos

importantes acerca do ensino e aprendizagem de numeros irracionais sob o

aspecto tedrico. Diante disso, no quadro 7 foram sintetizadas as principais

informagdes dos trabalhos revisados.

Quadro 7 - Sintese dos dados dos estudos tedricos

Trabalhos Objetivo Conclusbes / Sugestbes

Analisados

Pommer Destacar alguns aspectos | Como resultados, foi apontada a possibilidade
(2012) curriculares, de uso das Fragbes Continuas como um assunto

epistemoldgicos e
didaticos que possibilitam
delimitar algumas
contribuicbes que o tema
das Fragbes Continuas
possibilita dentro da
problematica do ensino
dos numeros irracionais no
ciclo basico.

que pode ser explorado para significar os
numeros irracionais, além de articular
conhecimentos matematicos presentes no
curriculo de Matematica, interligando-os numa
rede de significados.

A respeito ao aspecto epistemolégico, foi
evidenciada a importancia da aproximagao dos
irracionais com o0s numeros racionais, devido
permitir delimitar e significar ambos os campos
numeéricos, além de explorar de modo propicio os

pares discreto/continuo, finito/infinito e
exato/aproximado. Ligado ao aspecto
epistemologico, Pommer (2012) sugeriu a

possibilidade de explorar diversas estratégias de
resolugao de problemas no ensino, por se tratar
um valioso recurso didatico.

Do ponto de vista curricular a rede de
significados ligada as Fragdes Continuas pode
ser uma boa proposta para se atualizar o
curriculo, pois permite realgar as conexdes
internas e externas aos proprios conhecimentos
matematicos.

Vasconcelos
(2016)

Apresentar algumas
discussbes relacionadas
ao ensino dos numeros
irracionais no ensino
basico com algumas
propostas de aplicacbes
em sala de aula utilizando

Este autor fez um panorama de tépicos, sua
organizagdo e como podem ser tratados no
ensino basico. Dentre as sugestbes por ele feitas
= Ao se trabalhar com radicais no oitavo ano do
ensino fundamental, deve ser definido o que € um
numero irracional e aproveitar este momento para
falar um pouco mais sobre o surgimento desses
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o} geogebra como | numeros.

ferramenta  auxiliar no | = No nono ano, a construcdo da reta numérica é
processo de | um topico importante de ser explorado para se
ensino\aprendizagem. ordenar 0s numeros irracionais e estimar uma

aproximagao decimal para um numero irracional.

* O uso do Geogebra é um recurso muito util no
ensino de numeros irracionais, pois permite o
desenvolvimento de atividades basicas que
podem dar um real significado a conceitos
relacionados aos numeros irracionais.

Nele, ha a possibilidade de construir, por
exemplo, quadrados e determinar suas diagonais.

Corbo, Contribuir para uma | A introdugdo de numeros irracionais pode ser
Pietropaolo | reflexdo sobre o estudo | modulada pelo professor sob os componentes
e Amorim | dos numeros irracionais na | formal, algoritmo e intuitivo, assim, ele pode
(2018) Educacao Basica. utilizar os argumentos formais para justificar
verdades matematicas e algumas vezes incluir
concepgdes mais intuitivas do que formais. Isso
vai depender do nivel de compreensdo de seus

alunos.
Broetto e | Refletir sobre a falta de | O excesso de formalismo sobre numeros reais,
Wagner articulagdo entre o ensino | quando este é abordado no Ensino Superior, nao
(2019) dos numeros irracionais na | capacita de maneira eficiente o futuro professor
Educagdo Basica e a | de Matematica para ensinar nimeros irracionais
formacao inicial de | na Educacdo Bésica, o que vai refletir na
professores de | manutencdo das dificuldades dos alunos da
Matematica. Educacéo Basica, fechando um circulo vicioso.

Diante disso, as peculiaridades da Matematica
escolar precisam fazer parte do curriculo da
licenciatura em Matematica, principalmente no
que se refere ao ensino dos numeros
reais/irracionais na Educacgéo Basica

Fonte: Pommer (2012); Vasconcelos (2016); Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018); Broetto e
Wagner (2019).

3.5.3. Estudos Diagnésticos

Nessa categoria da revisdo de estudos, mostramos algumas
compreensoes obtidas dos trabalhos classificados como estudos diagnésticos,
onde foram apresentados estudos de cunho diagnédstico realizados por alguns
referenciais teodricos a respeito do ensino/aprendizagem de numeros

irracionais.

O trabalho feito por Moreira, Soares e Ferreira (1999), teve o objetivo de
conhecer as pré-concepgdes e imagens que pudessem obstaculizar a
aprendizagem dos conceitos relativos aos numeros reais na Licenciatura.

Para conhecer melhor as “imagens conceituais” dos alunos sobre

numeros irracionais, aplicou-se um questionario a 84 alunos dos cursos de
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Matematica da UFMG e da UFSC sendo 34 do 2° periodo, 38 do 4°, e 12 do 7°.
Os pesquisadores dividiram as questdes em dois grupos A e B, cada um deles
com 11 perguntas, sendo as 6 primeiras comuns aos dois grupos. Esta divisdo
foi feita para que o questionario ndo ficasse muito extenso. O grupo A foi
respondido por 36 alunos e o B por 48 alunos.

A aplicagdo do questionario ocorreu em condigbes normais de sala de
aula, com duracdo de 100 minutos, com respostas individuais e sem
identificacdo dos alunos. Sendo que as questdes presentes no questionario,
eram abertas e algumas direcionaram aos participantes apresentarem
respostas numa linguagem mais esponténea.

Alguns resultados encontrados foram:

= Mais do que um em cada trés estudantes nao reconhece claramente
quando um determinado subconjunto limitado de R possui elemento maximo ou
elemento minimo. Para os autores, essa “imagem” de Q e de R como conjuntos
cujos subconjuntos limitados devem possuir elemento minimo (e/ou maximo)
pode criar obstaculos a compreensao da nocao de irracionalidade e da propria
natureza do continuo numérico.

» Quase 50% dos estudantes da pesquisa associam, as vezes de
maneira bem explicita, os irracionais com tudo aquilo que nao € familiar ou bem
compreendido. Conforme os autores, isto traz um ar de mistério que cerca os
irracionais mesmo para alunos que optaram pelo curso de Matematica no 3.°
grau. Eis algumas das respostas apresentadas.

Diante dos resultados citados e alguns outros, os autores destacaram
em, dois pontos que podem ser deduzidos da analise dos resultados:

1) O contraste da racionalidade e a irracionalidade parece ser percebido
como pura formalidade, na medida em que a distincdo € apenas na forma de
representacdo fracdo e nao fragdo, ou melhor, decimal finito ou periédico e
decimal infinito n&o periddico.

2) Se nédo se compreende o sentido e a razao de ser dos irracionais, é

dificil superar as dificuldades na compreensdo de varios conceitos ligados a

estrutura dos reais. Por exemplo, o que significa 2¥22 Qual o sentido da forma

decimal infinita? Os irracionais sdo densos em R?
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Moreira, Soares e Ferreira (1999) também indicam que estudo dos
sistemas numéricos é de fundamental importancia na formagcdo matematica do
futuro professor. Mas os resultados deste questionario indicam que uma
abordagem do tema, especificamente voltada para a formagdo do futuro

professor, deve ser construida na Licenciatura.

No trabalho desenvolvido por Costa (2009), teve o objetivo de identificar
alguns exemplos de obstaculos epistemoldégicos matematicos nas salas de aula
do Ensino Fundamental no ensino/aprendizagem de numeros reais a fim de
ampliar a discussao visando a concepc¢ao dos numeros reais.

Esse trabalho justificou-se na deficiéncia no ensino/aprendizagem de
matematica no ensino basico, comprovada pelos resultados insatisfatorios de
avaliagdes nacionais, como Prova Brasil e Saeb. Com base nessa questao, foi
desenvolvida uma pesquisa diagnostica, pautada em identificar obstaculos
epistemoldgicos no ensino de matematica por meio de questionarios aplicados
a alunos de 5° ano ao 9° ano do Ensino Fundamental.

Inicialmente foi realizado uma pesquisa bibliografica para se
compreender a nogao de obstaculo epistemoldgico de Bachelard (1999) e o
estudo realizado por Brousseau na area da Didatica Francesa na Educacéao
Matematica. Apo6s isso foi aplicado questionarios “semi-estruturados”,
baseados em um estudo de metodologias de pesquisas educacionais, com 121
alunos de uma escola particular localizada em Sao Vicente-SP. O questionario
sobre numeros naturais foi direcionado aos alunos do 5° ano, o questionario de
numeros racionais foi direcionado os alunos do 6° ano, o de inteiros para o 7°
ano, o de irracionais para os alunos do 8° ano e reais para 0 9 ano.

Quanto aos resultados obtidos, tem-se por exemplo o resultado de uma
questdo que requeria que os alunos explicassem com suas palavras o que é
um numero irracional. Essa questdo foi apresentada nos questionarios
aplicados aos alunos do 8° ano e 9° ano. Os alunos do 8° ano demonstraram
nao ter nenhuma ideia se quer do que seria um numero irracional, de modo que
nenhuma resposta, por mais errada que fosse, tenha se aproximado da
resposta correta. Em contrapartida, as respostas dadas pelos alunos do 9° ano,
mostraram indicios que esse assunto foi tratado, restando algumas

lembrancas.
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Na pesquisa realizada foi observado, de maneira geral, pelo autor, que
muitos estudantes tém apenas vagas lembrancas das “regras” da Matematica.
De modo que, alguns até tentam reproduzi-las e quando ndo conseguem, criam
outras respostas baseadas em suas lembrancas, a fim de encontrar uma
resposta compativel com a resposta requerida. As regras, cujo significado nao
expressam significado aos alunos acabam se constituindo em grande
dificuldade na construgdo do conhecimento dos alunos.

Dentre os resultados obtidos, o autor apresentou o quadro abaixo como

uma forma de sintetizar os resultados obtidos.

Quadro 8 - Sintese dos resultados obtidos.

NUmeros Reais
Especificagdo Obstaculos
Sobre o reconhecimento e a | A idéia de que o zero ndo possui valor pode
» utilizagdo das caracteristicas | interferir na sua interpretagdo como algarismo
‘© do sistema de numeragao | utilizado para indicar a auséncia de uma ordem
2 decimal e sobre o principio do | inteira no numero e se constituir um obstaculo
§ valor  posicional e da | epistemolégico para a escrita de numeros cuja
8 decomposicdo de numeros | decomposicdo apresenta auséncia de alguma
5 naturais nas suas diversas | ordem.
£ ordens
]
P
A idéia de que o antecessor e o sucessor de um
73 numero natural sempre apresenta uma unidade
_g Sobre a localizagdo de | a menos e a mais, respectivamente, pode se
g nameros inteiros na reta | constituir um obstaculo epistemoldgico na
° numerica e sobre o | identificacdo de antecessor e sucessor de
o reconhecimento e a utilizagdo | numeros inteiros negativos.
“E’ de algumas caracteristicas do
3 conjunto dos ndameros
=z inteiros.
O fato dos conjuntos dos numeros naturais e dos
numeros inteiros serem conjuntos discretos pode
Sobre o reconhecimento das | aparecer como obstaculo epistemoldgico para a
" representagdes decimais dos | compreensdo de que entre quaisquer dois
© ndmeros racionais como uma | nimeros racionais existem infinitos numeros
_s extensdo do sistema de | racionais.
e numeragao decimal
14 As ideias de sucessor e antecessor no conjunto
4 dos numeros naturais (e inteiros) podem
) aparecer como obstaculo epistemolégico na
g concepgdo dos numeros racionais, e
4 futuramente nos reais, no que diz respeito a
impossibilidade de definir o nimero racional ou
real que vem “logo a seguir’ de outro numero.
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O fato do numero natural (e de um inteiro) se
apresentarem “prontos” pode ser um obstaculo
Sobre a identificacdo de | epistemoldgico na apropriagdo de numeros que
diferentes representagdes de | possuem simbolo em sua representacdo, como
um mesmo numero racional no caso a divisdo em uma fragao.

O fato de um natural (e um inteiro) normalmente,
utilizando apenas algarismos, ser escrito de
Sobre a identificagdo da | uma unica maneira pode ser um obstaculo
localizagdo de  numeros | epistemolégico para a aceitacdo de que um
racionais na reta numérica. namero racional pode admitir mais de uma
representacao.

A ideia de que podemos comparar dois numeros
naturais pela quantidade de algarismos  que
Sobre a comparacdo de | eles possuem pode se constituir um obstaculo
numeros racionais. epistemoldgico na comparagdo de numeros
racionais escritos na forma decimal que
apresente diferentes algarismos apés a virgula.

A ideia de que a comparagdo entre numeros
naturais é realizada levando-se em consideragao
apenas o seu valor absoluto pode se constituir
em um obstaculo epistemolégico na comparagao
entre fracdbes que apresentam o0 mesmo
numerador e denominadores diferentes.

O fato de um ndmero inteiro se apresentar
“pronto” pode ser um obstaculo epistemologico
Sobre a concepgao dos | na apropriacdo de numeros que possuem algum
numeros irracionais. simbolo em sua representagdo, como no caso
dos irracionais obtidos por raizes quadradas.

Irracionais

Fonte: Costa (2009).

Como conclusdo do trabalho de Costa (2009), ela afirma que,
infelizmente, muitos alunos tém apenas vagas lembrancas das “regras” da
Matematica, sendo que muitos deles até tentam reproduzi-las e em seus
esforgos frustrados, acabam mesmo criando outras regras semelhantes as que
Ihes foram apresentadas, com a finalidade de encontrar uma resposta.
Entretanto, depois essas mesmas regras distorcidas, cujo significado
provavelmente tenha ficado “escondido” acabam se desenvolvendo em grande

dificuldade na construgdo do conhecimento.

Em um trabalho realizado por Silva e Penteado (2010) que tratou sobre
as concepcdes de professores sobre o estudo de numeros reais e densidade
no ensino médio, teve como objetivo investigar quais os saberes mobilizados
por professores do ensino médio, ao analisarem questdes envolvendo a

categorizagado dos numeros reais em racionais e irracionais.
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Este trabalho justificou-se nas dificuldades encontradas durante o ensino
em sala de aula, onde muitos estudantes possuiam dificuldades na
aprendizagem de limite e continuidade de fung¢des, dificuldades essas que, de
acordo com os autores, sdo decorrentes da falta de compreensido de
propriedades do conjunto dos numeros reais.

A partir do direcionamento adotado, este trabalho investigou, num
primeiro momento, as reacdes explicitadas por professores do Ensino Médio
frente a dois tipos de procedimentos distintos para o inicio de discussdes a
respeito da densidade dos numeros reais: primeiro, a obtengcdo de numeros
racionais entre dois racionais determinados, por meio da média aritmética
deles; segundo, a obtencdo de numeros irracionais entre dois reais dados, a
partir da troca de um ou mais algarismos, da representacdo decimal de um
deles. Ap0s isso, foi explicado aos professores sobre a viabilidade da aplicacao
dessas atividades ou assemelhadas a seus alunos.

O publico alvo foi um grupo de professores participantes do PEC —
Projeto de Educagédo Continuada, que visa capacitar os professores da rede
publica por meio de palestras, aulas e oficinas totalizando 80 horas. A
sequéncia de ensino foi aplicada a onze professores do Ensino Médio, como
oficinas pertencentes a este projeto, numa Instituicdo de Ensino na grande Sao
Paulo. As atividades foram discutidas primeiramente em duplas e por fim no
grupo todo, tendo sempre presente a preocupacgdo de justificar todas as
respostas apresentadas.

O procedimento de se determinar um numero racional entre dois outros,
calculando-se a média aritmética deles, conforme o autor, se revelou bastante
eficaz e nédo trouxe qualquer dificuldade aos participantes. O procedimento
inspirado na diagonalizagdo de Cantor para a obtencdo de um numero
irracional entre dois irracionais ou um irracional e um racional também se
revelou adequado, apesar de nio ser usual sua utilizagdo na Educacgao Basica.
Outra conclusao apresentada pelo autor, foi sobre a questdo especifica da
densidade dos numeros reais, onde parece que o0s professores se apropriaram
desta propriedade, como podem sugerir os comentarios:

“Sim, entre dois niumeros racionais existem infinitos racionais”.
“As sucessivas médias vao se aproximar cada vez mais de um numero, o

espaco entre eles sempre vai existir, mas vai diminuir”.
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“Existem infinitos nimeros irracionais, pois entre dois irracionais existem
infinitos irracionais”.

Quanto ao registro de representagdao decimal infinito, percebeu-se que
alguns professores relacionaram corretamente este registro, quando periddico,
a um numero racional e, em outros momentos, associaram a representacao
infinita @a um ndamero irracional.

De modo geral os procedimentos sugeridos, ndo encarados como um
modelo pronto e acabado a ser seguido, foram muito bem aceitos pelos
professores o0 que se revelou, com a observacado dos autores, que a maioria
dos sujeitos ao responder questdes, recorria as suas respostas anteriores,
podendo isso indicar que, possivelmente houve uma tentativa de reprodugao

do procedimento sugerido em atividades anteriores.

Os autores Pietropaolo, Corbo e Campos (2013) desenvolveram uma
pesquisa, cujo objetivo era delinear a imagem conceitual constituida pelos
professores, da amostra escolhida, com relacdo aos numeros irracionais, assim
como também aos conhecimentos pedagdgicos sobre esse assunto.

Essa pesquisa direcionou-se a investigagdo da imagem conceitual
relativa aos numeros irracionais, constituida por um grupo de 23 professores da
rede publica da cidade de Sao Paulo. Ela trata de uma pesquisa diagnédstica de
abordagem qualitativa, e que, contou com o apoio do Observatorio da
Educacdo do Programa de Pés-Graduagdo em Educagcdo Matematica da
Universidade Bandeirante Anhanguera, com financiamento da CAPES.

Foram aplicados questionarios, com base nas categorias de
conhecimentos necessarios ao professor de Matematica, estabelecidas por Ball
et al (2008), as quais sao: o conhecimento do conteudo
(comum/especializado), o conhecimento do conteudo e do estudante, o
conhecimento do conteudo e do ensino e o conhecimento curricular do
conteudo.

A partir da aplicagado do questionario, foi examinado as respostas dos
professores, e dessa forma, péde-se compreender a imagem conceitual relativa
aos numeros irracionais em sua construcdo a partir de: definigcbes,
representacdes, propriedades, operagdes, estratégias diferenciadas de

abordagem, o tratamento formal necessario a compreenséo dos irracionais, as
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relacbes que podem ser estabelecidas entre esses numeros e outros conjuntos
numeéricos, as relagdes que podem ser estabelecidas entre esses numeros e
outros conteudos da Matematica ou de outras areas do conhecimento, as
orientagdes curriculares relativas a esse tema e as dificuldades inerentes ao
processo de construcdo desse conhecimento.

A partir dos resultados obtidos, tem-se trés tipos de analise
apresentadas pelos autores, as quais sao:

i) Quanto as definigbes, representacbes e campos numéricos, a analise
das definigdes apresentadas pelo grupo revelou falhas em conhecimentos
elementares. Como por exemplo, dentre as respostas dadas pela pergunta
“Como vocé define (ou definiria), em suas aulas, os conceitos de numero

racional, numero irracional e numero real?” algumas respostas de professores

foram:

“Real — é o conjunto formado por todos os niUmeros racionais”.

‘Numeros racionais sao todos os numeros inteiros (somente) e
positivos”.

“‘Numero irracional € todo numero representado em forma de fragdo ou
de decimal; e esta representado dentro dos niumeros reais”.

Conforme os autores, tais afirmacdes trazem a tona concepgdes
inconsistentes relacionadas as caracteristicas de cada conjunto numeérico e as
relacbes que se estabelecem entre esses conjuntos. Os resultados
evidenciaram falhas nos conhecimentos deste grupo, a respeito das defini¢des,
representacdes e até mesmo classificagdo de numeros racionais, irracionais e
reais, sendo essas falhas algo que pode prejudicar qualquer abordagem,
mesmo introdutéria, em meio a discussdo sobre a ampliagdo dos campos
numeéricos a alunos da Educacéao Basica.

i) Quanto as estratégias de abordagem dos numeros irracionais — o qual
necessita, da selegdo de representacdes, ilustragcdes e exemplos adequados e,
assim como da escolha de justificativas convincentes que poderiam facilitar a
compreensao desse conteudo pelos estudantes, dentre 23 professores, apenas
9 sugeriram atividades empiricas envolvendo a medigdo de segmentos, ou do
comprimento e do didametro de circunferéncias, para a apresentacdo do numero
T, sem mencionar sobre a obtencdo de valores aproximados ou sobre a

insuficiéncia dessa abordagem, para a caracterizagdo dos numeros irracionais.
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Os outros professores sugeriram outras formas de abordagem, entretanto,
nenhum deles mencionou a possibilidade de introduzir os numeros irracionais
por uma abordagem geométrica que envolva, por exemplo, a aplicagdo do
Teorema de Pitagoras e as construgbes com régua e compasso, visando
explorar a ideia de irracionais a partir da percepg¢ao da existéncia de pontos na
reta que nao correspondem a numeros racionais.

Para o autor, a auséncia de conhecimentos sobre a interpretagao
geométrica dos numeros irracionais pode significar desconhecimento das
necessidades que resultaram na criagdo desse conjunto numérico e, assim
sendo, implica a falta de argumentos convincentes sobre a importancia de
estudar esse conteudo no Ensino Fundamental ou em outra fase escolar.

i) Quanto a aprendizagem, as dificuldades do processo de
aprendizagem do conceito de numero irracional, foram mencionadas pelos
professores aquelas relacionadas a compreensdo da ideia de grandeza, a
imaginagdo de grandezas incomensuraveis, a aceitagdo e compreensao de
“‘numeros infinitos”, “muito grandes ou muito pequenos”, e a localizacao de
numeros irracionais na reta numérica.

A partir da analise dos resultados obtidos, foi concluido que a imagem
conceitual construida pela maioria dos participantes de estudo realizado,
referente aos numeros irracionais, era prevalentemente constituida por nogoes
que pertencem ao campo numerico, contendo, em alguns casos, concepgdes
incorretas sobre representagdes e classificacao desses numeros.

Para os autores, a interpretacdo geométrica dos numeros irracionais,
tendo como pauta a incomensurabilidade de grandezas n&o costumava fazer
parte do repertorio de conhecimentos dos professores, indicando lacunas
também nos conhecimentos pedagdgicos necessarios a apresentacdo desse

conteudo aos alunos.

Nogueira e Rezende (2014) construiram um artigo teve como obijetivo,
evidenciar implicagbes da teoria piagetiana para a Educagdo Matematica,
mediante a teoria dos campos conceituais, focalizando, particularmente, o
ensino dos numeros irracionais.

Para o cumprimento do objetivo, as autoras realizaram uma metanalise

das informagdes coletadas em uma pesquisa mais ampla, fundamentada na
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teoria dos campos conceituais, desenvolvida com vistas a analisar os
conhecimentos sobre numeros irracionais, mobilizados por alunos brasileiros,
concluintes do Ensino Fundamental, Médio e Licenciatura em Matematica, e
alunos franceses, concluintes de niveis de ensino correspondentes (College,
Lycée e Licenciatura em Matematica), relacionados aos numeros irracionais.

Foi destacado neste trabalho fragmentos de dialogos de uma entrevista
entre uma das pesquisadoras desse estudo e uma aluna brasileira de curso de
Licenciatura em Matematica.

Quanto aos procedimentos metodolégicos, para exemplificar como a
teoria dos campos conceituais pode colaborar para se compreender o processo
de conceitualizagdo de alunos em situagdes matematicas, Nogueira e Rezende
(2014) apresentaram parte das analises dos fragmentos de didlogo de uma
aluna, dentre os quarenta e dois (42) participantes investigados em uma
pesquisa que elas realizaram com estudantes em fase de finalizagdo do Ensino
Fundamental, Ensino Médio e Licenciatura em Matematica.

A coleta de dados ocorreu por meio de entrevistas individuais, contendo
oito atividades matematicas previamente elaboradas para os alunos
resolverem. As entrevistas foram filmadas e os alunos ficavam livres para
escrever ou expressar suas respostas oralmente.

As atividades foram elaboradas fundamentadas em Vergnaud (1990),
considerando algumas das diversas situagdes presentes no campo conceitual
dos numeros irracionais, diferentes conceitos, simbolos e representagdes
desses numeros. Sendo que, algumas atividades foram inseridas com o
proposito de desestabilizar conhecimentos falsos, possiveis de serem
mobilizados pelos alunos no decorrer da entrevista, proporcionando, portanto,
momentos de aprendizagens, conforme mostramos a seguir.

Nogueira e Rezende (2014) optaram por apresentar a analise das
respostas da aluna chamada Kar do ultimo semestre do Curso de Licenciatura
em Matematica, a partir da atividade 5 do instrumento de pesquisa, que tratava
da existéncia de um quadrado de medida de area 13 cm?2.

A escolha pela analise das respostas da aluna Kar decorre do fato das
autoras desejarem apresentar analises de um sujeito adulto, com a intengao de

mostrar, conforme prevé Vergnaud, a desestabilizagdo de invariantes
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operatorios falsos e, portanto, indicar momentos de aprendizagens de sujeitos
adultos mediante atividades matematicas elaboradas previamente.

A respeito dos resultados, Nogueira e Rezende (2014) notaram
momentos de aprendizagens vivenciados pela aluna Kar em relagdo a
segmentos de medidas irracionais. Tais momentos de aprendizagens sao
decorrentes das atividades elaboradas com vistas a desestabilizar, pelo menos
localmente, teoremas em acdo falsos mobilizados pelos alunos, alterando,
portanto, seus esquemas inicialmente falsos, que n&o Ihes permitiam
compreender segmentos de medidas irracionais como medida do lado de um
quadrado, para esquemas verdadeiros.

Da analise dos fragmentos de dialogos entre aluna e pesquisadora,
notou-se que as atividades favoreceram a vivenciar momentos de
desequilibrios, de solugdo de conflitos, logo de acomodagéao/assimilagdo em
relagdo a seus conhecimentos prévios sobre os numeros irracionais.

As analises apresentadas pelas autoras dessa pesquisa apontam que a
interacdo dos esquemas de Kar com as situacbes didaticas apresentadas
favoreceram a desestabilizagcdo de invariantes operatoérios falsos mobilizados
pela aluna, modelados na forma de teoremas em agdo. Assim os esquemas de
Kar foram reelaborados em cada nova situacdo enfrentada, exemplificando,
como se passa de um patamar inferior de conhecimento para outro superior,
retirando caracteristicas dos conhecimentos anteriores e favorecendo a

aprendizagem em sentido estrito, realizada em sala de aula.

Rezende e Nogueira (2015) fizeram uma pesquisa, onde analisou-se os
conhecimentos relacionados aos numeros irracionais de alunos brasileiros e
franceses que finalizavam os trés niveis de ensino, Fundamental, Médio e
Superior. Diante disso buscaram cumprir 0 objetivo de analisar conhecimentos
relacionados aos numeros irracionais mobilizados por alunos brasileiros do
Ensino Fundamental, Ensino Médio e niveis correspondentes franceses,
respectivamente, Collége e Lycée.

Nos procedimentos metodoldgicos, foi realizado entrevistas individuais,
que foram filmadas e envolveram resolugdo nove atividades matematicas.
Cada atividade do instrumento de pesquisa estava associada a pelo menos

uma das ideias base de numero irracional e foram elaboradas de modo que, a
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cada atividade, o grau de complexidade aumentava, no sentido de ampliar
conceitos, representagdes simbdlicas e propriedades envolvidas.

Os estudantes entrevistados, cujas informag¢des se destacavam foram
nomeados com coédigos. No seguinte quadro €& apresentado essa

nomenclatura.

Quadro 9 - Siglas dos sujeitos colaboradores da pesquisa.
Niveis do Sistema de | Nivel Sigla
Ensino Brasileiro

Ensino Fundamental F1, F2, F3, F4, F5, F6, F7

Ensino Médio M1, M2, M3, M4, M5, MG,

M7
Niveis do Sistema de | College C1, C2, C3, C4, C5,
Ensino Francés Ce, C7

Terminale Economique et ES1, ES2, ES3, ES4
Social (TES)

Terminale Scientifique (TS)

S1, 82, S3, S4, S5

Fonte: Rezende e Nogueira (2015).

A pesquisa foi fundamentada na teoria dos campos conceituais de
Gérard Vergnaud, o qual € uma corrente tedrica de desenvolvimento cognitivo
que acredita no pressuposto de que o conhecimento se adapta e se
desenvolve com o tempo e em funcédo das situagdes que o sujeito vivencia,
sendo reelaborada a cada nova situagao enfrentada. A partir dessa ideia, o
estudo realizado refere-se ao campo conceitual dos numeros irracionais,
considerando Campo Conceitual como um conjunto de situagdes, conceitos,
representacdes simbdlicas, propriedades e teoremas que permitem analisar
essas situagcdes como tarefas matematicas.

O quadro a seguir apresenta uma organizagao curricular da abordagem
do conteudo em questdo no Brasil e na Franca, conforme seus respectivos
curriculos. Os autores apresentaram-no como algo que permite fazer uma
analise curricular sobre a abordagem de numeros irracionais das duas

nacionalidades indicadas.

Quadro 10 — Sintese da presenga ou ndo dos numeros irracionais nos curriculos brasileiro e

francés.
Nivel Brasil Franga
Ensino Presenca do conceito de | Auséncia do conceito de numeros irracionais no
Fundamental numeros irracionais no curriculo | curriculo oficial de Matematica. Por consequéncia:
oficial de Matematica. Por | « Na 4°(corresponde ao 8° ano brasileiro) durante
consequéncia: do estudo do teorema de Pitagoras e aplicagdes,
* Numeros irracionais sdo | nota-se a presenga dos numeros irracionais

explicitados nos livros didaticos
de 8° e 9° ano.

algébricos sem explicita-los e sem nomea-los.

+ Na 3° (corresponde ao 9° ano brasileiro) existe a
presenga dos numeros irracionais algébricos no
estudo das raizes quadradas e do nidmero 1 no
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estudo de figuras planas e solidos geométricos.
Porém, a explicitagdo ou ndo desse conceito fica a
cargo dos autores de livros didaticos e professores
de Matematica.

Ensino Médio | Presenga do conceito de
numeros irracionais no curriculo
oficial de Matematica. Por
consequéncia:

¢ NuUmeros irracionais s&o
explicitados nos livros didaticos

do 1° ano no decorrer do estudo

Auséncia do conceito de numeros irracionais no
curriculo oficial de Matematica. Por consequéncia:
« Até o ano letivo de 2009, os nUmeros irracionais
eram mencionados nos livros didaticos na secgéo
destinada ao estudo dos conjuntos numéricos. A
partir de 2010, a explicitagdo desses numeros esta
ausente dos livros didaticos.

dos conjuntos numéricos.

Fonte: Rezende e Nogueira (2015).

Conforme os autores, com base nos dados do quadro anterior, embora
exista diferenca no que se refere a presenca explicita e formal do conteudo
numeros irracionais nos documentos curriculares desses dois paises, €
possivel identificar que em ambos os alunos vivenciam situacdes relacionadas
a esse conceito no decorrer do processo escolar, mobilizando conhecimentos
similares, conforme os resultados obtidos na investigagcédo realizada que séo
descritos a seguir.

Os resultados encontrados na investigacdo feita por Rezende e
Nogueira (2015) indicam que, embora os documentos curriculares e livros
didaticos brasileiros explicitem os numeros irracionais, sendo que os livros
didaticos de 8° ou 9° ano apresentam pelo menos um capitulo para o estudo
dos conjuntos numéricos, e que no curriculo e nos livros didaticos franceses a
expressdo numeros irracionais ndo € mencionada, os alunos brasileiros do
Ensino Fundamental e os alunos franceses do Collége, colaboradores desta
pesquisa, ndo apresentaram diferengas significativas em suas respostas, e
mobilizaram conhecimentos equivocados ou adequados de forma equivalente.
Em relagdo aos alunos do Ensino Médio e Lycée (TES e TS) foram
identificadas semelhancas e diferengcas em seus desempenhos, com os alunos
de TS, apresentando respostas mais precisas, menor frequéncia de erros e
maior indicativo de desestabilizacdo, ou pelo menos de perturbacgao local, de
conhecimentos equivocados.

Ao comparar o desempenho dos alunos entrevistados de Ensino Médio,
TES e TS, as autoras perceberam que existe avango no desempenho dos
alunos de TS, diante de situagbes do Campo Conceitual dos numeros
irracionais contempladas nesta pesquisa. Esse fato causa sensacdo de

surpresa, pois, conforme as autoras, os alunos de TS sdo preparados para
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ingressar em cursos universitarios de Ciéncias Exatas, recebendo, portanto,
maior énfase nas disciplinas de Matematica, com carga horaria desta disciplina
mais ampla do que os alunos dos demais Lycée e do Ensino Médio brasileiro.

Essa pesquisa mostra que, independente do assunto de numeros
irracionais estar explicito ou ndo nos curriculos e livros didaticos, de apresentar
ou nao a definicdo dos numeros irracionais aos alunos, de se inserir ou ndo um
capitulo nos livros didaticos para se estudar a natureza dos numeros —
racionais, irracionais, reais — esses fatores nao interferem na aprendizagem
dos alunos em relagcao a natureza dos numeros.

Os resultados da investigagdo em questao apontam que € a experiéncia
escolar, a diversidade de situagdes matematicas vivenciadas pelos alunos, e a
disponibilidade do professor em apresentar a seus alunos diferentes atividades
que favorecam a desestabilizacdo de conhecimentos errbneos; que vai

favorecer a apropriagcdo do conceito de numeros irracionais.

Em um trabalho feito por Broetto (2016), abordou-se o ensino de
numeros irracionais para alunos ingressantes na licenciatura em matematica. O
objetivo deste trabalho foi diagnosticar as imagens conceituais de numeros
racionais e irracionais trazidas por licenciandos ingressantes na matematica,
bem como analisar as movimentagdes dessas imagens ao longo da pesquisa.

A pesquisa em questdo se fundamentou na teoria da imagem do
conceito de Tall e Vinner (1981) e compreenséo instrumental e relacional de
Skemp (1976), exemplos protétipos e associagdes com atributos relevantes e
irrelevantes de Hershkowitz, (1994).

Diante do viés tedrico, o qual fundamentou essa pesquisa. A mesma se
caracterizou por uma natureza qualitativa. Para isso, inicialmente realizou-se
um diagnostico das imagens conceituais trazidas pelos licenciandos. Os dados
desse diagnostico foram coletados em uma turma de ingressantes na
licenciatura em matematica do Instituto Federal do Espirito Santo — Ifes —
Campus Vitéria, durante o ano de 2014. Em seguida analisou-se as
movimentagdes nas imagens conceituais dos participantes da pesquisa.

Avaliou-se o reconhecimento de fragdes, representacdes fracionarias
com raiz quadrada ou m no numerador, dizimas periddicas, dizimas nao-

periddicas e outras.
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Em relagcdo as fragbes presentes nos Questionarios Q1 e Q2, os
resultados majoritarios foram: 15 sujeitos (62,5%) nao consideraram -3/14
como um numero racional, 18 sujeitos (75%) consideraram 22/7 um numero
racional e 10 sujeitos (43%) consideraram 13/23 um numero irracional
(empatado com o numero de sujeitos que consideraram essa fracdo um
numero racional).

Em relacdo as quatro representagdes fracionarias com raiz quadrada ou
m no numerador presentes nos Questionarios Q1 e Q2, a maioria da turma
classificou-as corretamente. Entretanto, uma quantidade expressiva de alunos
cometeu erros que consideramos graves: 8 sujeitos (33%) consideraram V3/2
um numero racional; 9 sujeitos (38%) consideraram 4m/3 como um numero
racional; 8 sujeitos (33%) nao consideraram 3m/4 um numero irracional ou
deixaram em branco; 8 sujeitos (33%) ndo consideraram V5/2 um numero
irracional ou deixaram em branco.

Quanto a dizimas peridédicas e nao-periddicas, 10 sujeitos (43%) né&o
consideraram 1,1212212221.... um numero irracional. 9 sujeitos (38%)
consideram o numero 1,010010001 ... como sendo racional.

A respeito da definigdo de numero irracional, conforme a opinido dos
discentes 11 (46%), definiram como numeros que podem ser
escritos/representados/obtidos por uma fragcdo ou razdo entre dois numeros
(inteiros); 6 (25%) definiram como numeros que podem ser escritos ou
representados ou obtidos por uma divisdo; 4 (17%) definiram-nos como
numeros ou divisdes ou fracdes que podem representados ou resultar em uma
dizima periddica; 3 (13%) numeros que apresentam regularidade, padrdo ou
previsibilidade.

Em relacdo a definicdo de numero racional, de acordo com o autor, a
maioria da turma apresentou aquelas que sado as definicbes mais
frequentemente encontradas em livros didaticos de matematica, que
caracterizam esses numeros como aqueles que podem ser escritos em forma
de fragdo ou que sao representados por dizimas perioddicas.

Em relacdo a propriedade de densidade, foi detectado a existéncia de
diversas dificuldades, tanto em relacdo aos racionais quanto em relagado aos

irracionais. A maioria da turma mostrou-se insegura com essa propriedade, fato
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demonstrado principalmente pelas dificuldades para justificar a existéncia de
um racional/irracional entre dois racionais/irracionais.

Dificuldades com relagdo ao reconhecimento e a representacdo de
numeros irracionais também influenciaram no baixo desempenho da turma nas
atividades relacionadas a propriedade de densidade. No que diz respeito a uma
justificativa para a existéncia dos irracionais, a turma apresentou uma
variedade de respostas que refletem ideias truncadas ou vazias que precisam
ser revistas ou completamente abandonadas. Justificativas como ‘para
expressar a inexatidao’ e ‘para preencher lacunas’ expbéem a falta de
aprofundamento conceitual, enquanto ‘existem porque a matematica me diz
que existem’ reflete um total vazio conceitual e uma aceitacdo pela suposta
autoridade da matematica ou do professor de matematica.

O conhecimento que os sujeitos apresentaram no inicio da pesquisa,
para o autor dessa pesquisa, parece ser um reflexo de negligéncia de
processos pedagogicos relacionados aos numeros irracionais da educagao
basica, pois verificou-se que alguns sujeitos ‘sabiam’ alguma coisa a respeito
de numero irracional, como, por exemplo, que sao representados por dizimas
nao-peridédicas. Porém, em muitos casos, percebeu-se que esse conhecimento
nao ia além disso; diante do fato que o mesmo sujeito considerava possivel
que uma fragao de inteiros pudesse gerar um numero irracional.

De um modo geral, a analise dos dados apontou a precariedade dos
conhecimentos relacionados a numeros irracionais dos alunos ingressantes no
curso de licenciatura em matematica, com predomindncia de exemplos
prototipos e de uma compreensao instrumental do assunto.

O autor apresenta como sugestdo, que se faga um estudo que se
proponha a estudar mais profundamente nao apenas em relacdo aos numeros
racionais e irracionais, mas também em relacdo ao conceito de numero em sua

concepcao mais ampla.

Machado e Rezende (2017) construiram um artigo que apresenta alguns
resultados, monograficos, referentes a uma pesquisa sobre as concepgdes de
professores acerca de conhecimentos de seus alunos sobre numeros

Irracionais. Este trabalho teve como objetivo compreender o que pensam
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professores de Matematica acerca dos saberes de seus alunos a respeito dos
numeros irracionais.

Para o desenvolvimento da pesquisa, as autoras utilizaram uma
abordagem qualitativa de pesquisas a partir da analise minuciosa dos dados,
provenientes de observacdes e de entrevistas baseadas nos instrumentos de
pesquisa. Os sujeitos da pesquisa foram seis (06) professores de Matematica
regentes de turmas do Ensino Fundamental e Médio, de escolas publicas do
interior do Parana.

A coleta dos dados ocorreu por meio de entrevistas. As entrevistas,
foram gravadas em audio, na qual, foram levadas em consideragdo a conduta
dos sujeitos, sua formagéo e seus conhecimentos prévios. A priori, pediu-se a
autorizacao dos sujeitos e explicado o motivo da investigagao. A posteriori, as
entrevistas ocorreram na instituicdo escolar na qual os professores lecionam,
aonde as pesquisadoras levaram a eles, a folha com o questionamento
impresso, lapis, borracha e uma calculadora.

Dentre as tarefas analisadas nesse trabalho, as autoras destacaram
sobre este artigo uma das tarefas que dizia a respeito da existéncia ou ndo de
um quadrado cuja medida de area € 13 cm?. A partir dela, analisou-se as
respostas dos sujeitos entrevistados.

Machado e Rezende (2017) buscaram ao longo da analise, agrupar as
respostas semelhantes dadas pelos sujeitos, referente aos conceitos
matematicos. Nas consideragdes acerca da composicdo das respostas
considerou-se a Teoria dos Campos Conceituais e os possiveis Teoremas em
Acao de Vergneud (2009).

Ao se apresentar uma situagdo envolvendo geometria, foi perguntado
aos professores se eles acreditavam que seus alunos seriam capazes de
resolver aquela situagdo proposta. A situacido envolvia conhecimentos sobre
area de quadrado, o Teorema de Pitagoras, manipulagdo de numeros
irracionais.

Quanto aos resultados encontrados, destaca-se a resposta de um
professor que afirma que para os alunos resolverem tal questionamento teriam
que estar no nono ano do Ensino Fundamental. No entanto, em geral, ficou

implicita nas falas e gestos, a inseguranga dos professores frente a existéncia
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de um quadrado cuja medida de area € 13 cm? e medida de lado raiz quadrada
de 13, o que matematicamente se comprova a existéncia.

Alguns professores disseram nao; outros disseram que sim, mas soO se
fosse acompanhado de uma sequéncia de atividades ligadas a essa mesma
situagdo. Outros ainda acreditavam sim, devido ja terem ensinado o Teorema
de Pitagoras e o calculo da area de um quadrado. Mas algo importante a
respeito da situagdo geométrica apresentada a eles envolvia conhecimentos
ligados a numeros irracionais também.

Pela investigacdo, verificou-se que muitos conceitos tém passado
despercebidos pelos aprendizes, mesmo os professores consentindo com essa
situacdo, talvez, pela auséncia de compreensdo deles, ou, como foi
evidenciado nas entrevistas, pode acontecer pela falta de aplicacdo de
atividades capazes de mobilizar, por exemplo, que a situagdo geométrica

apresentada aos professores seja exercitada com os estudantes.

Rocha (2017) desenvolveu uma pesquisa, cujo objetivo era de propor,
durante a formacdo inicial de professores, situagbes didaticas de cunho
investigativo para construgéo do conceito de incomensurabilidade.

Para a concretizagdo do objetivo, foi aplicado tarefas com questbes
abertas ou exploratérias com o intuito de promover novas ferramentas didaticas
a serem propostas em salas de aula do Ensino Basico. Sendo aplicadas essas
tarefas com estudantes do Curso noturno de licenciatura em Matematica
regularmente inscritos na disciplina Ensino de Matematica de uma universidade
publica da Baixada Fluminense.

Em seus procedimentos metodoldgicos, esta pesquisa desenvolveu
inicialmente a organizagdao da turma em pequenos grupos, de no maximo 4
integrantes. Logo depois, houve a entrega da ficha de atividade para cada
integrante do grupo, para eles discutirem entre si sobre as estratégias de
solugdo, mas o registro escrito foi feito individual. Para coletar os dados,
utilizou-se o material base da coleta de dados da pesquisa e a gravagédo em
audio das discussdes do grupo.

Com a analise das respostas das tarefas, Rocha (2017) identificou que:
os estudantes ndo possuem familiaridade em encontrar medidas

incomensuraveis; se sentem desconfortaveis ao nao encontrarem valores
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exatos. Além disso, foi possivel identificar o surgimento do processo de
construgdo do conceito de incomensurabilidade analisando a discussdo dos
grupos. Conforme a autora, os conceitos de incomensurabilidade e de
interpretacdo geométrica dos numeros irracionais permearam as duvidas
apresentadas pelos licenciandos sempre que encontravam barreiras ao utilizar
as unidades ofertadas para a medigao da diagonal do quadrado.

Além do conhecimento trazido com a analise dos dados a respeito do
diagndstico apresentado nesta pesquisa, destaca-se que as tarefas geraram
beneficios para imagem conceitual dos numeros irracionais, sua representagao
geométrica e percepgao historica.

Para a autora, as tarefas possuem valor para a realizacdo de
exploragbes que visem a identificacdo da incomensurabilidade de segmentos,
assim como € possivel identificar outros valores além dos convencionais
apresentados em sala de aula. Aléem do mais, esta pesquisa apresenta
potencial para aplicagdo na educagdo basica, tanto nos anos finais do ensino
fundamental como no inicio do Ensino Médio, com o intuito de diagnosticar a
apresentacao de numeros irracionais e da construgdo do conjunto dos numeros

reais.

Os trabalhos revisados nessa subseg¢dao possuem conhecimentos
importantes acerca do ensino e aprendizagem de numeros irracionais sob o
aspecto diagndstico. Diante disso, no quadro 11 foram sintetizadas as

principais informacdes dos trabalhos revisados.

Quadro 11 — Sintese dos dados dos estudos diagnosticos

Trabalhos Objetivo Conclusbdes / Sugestbes

Analisados

Moreira, Conhecer as pré- | Mais do que um em cada trés alunos nao
Soares e | concepgdes e imagens que | reconhece claramente quando um determinado
Ferreira pudessem obstaculizar a | subconjunto limitado de R possui elemento
(1999) aprendizagem dos conceitos | maximo ou elemento minimo. Para os autores,

relativos aos numeros reais
na Licenciatura.

essa “imagem” de Q e de R como conjuntos
cujos subconjuntos limitados devem possuir
elemento minimo (e/ou maximo) pode criar
obstaculos a compreensdo da nogao de
irracionalidade e da propria natureza do continuo
numérico. Diante disso, se ndo se compreende o
sentido e a razao de ser dos irracionais, é dificil
superar as dificuldades na compreensdo de
varios conceitos ligados a estrutura dos reais.

Moreira, Soares e Ferreira (1999) também
indicam que estudo dos sistemas numéricos € de
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fundamental importancia na formacéao
matematica do futuro professor. Mas os
resultados deste trabalho, assim como de outros
estudos, indicam que uma abordagem do tema,
especificamente voltada para a formagdo do

futuro professor, deve ser construida na
Licenciatura.
Costa Identificar alguns exemplos | Muitos estudantes tém apenas vagas
(2009) de obstaculos | lembrangcas das “regras” da Matematica. De
epistemoldgicos modo que, alguns até tentam reproduzi-las e
matematicos nas salas de | quando ndo conseguem, criam outras respostas
aula do Ensino Fundamental | baseadas em suas lembrangas, a fim de
no ensino/aprendizagem de | encontrar uma resposta compativel com a
nameros reais a fim de | resposta requerida. As regras que nao
ampliar a discussdo visando | expressam significado aos alunos acabam se
a concepgdo dos numeros | constituindo em grande dificuldade na construcao
reais. do conhecimento dos alunos.
O fato de um numero inteiro se apresentar
“pronto” pode ser um obstaculo epistemoldgico
na apropriagdo de numeros que possuem algum
simbolo em sua representagdo, como no caso
dos irracionais obtidos por raizes quadradas.
Silva e | Investigar quais os saberes | O procedimento de se determinar um ndmero
Penteado mobilizados por professores | racional entre dois outros, calculando-se a média
(2010) do ensino médio, ao | aritmética deles, conforme o autor, se revelou
analisarem questdes | bastante eficaz e nao trouxe qualquer dificuldade
envolvendo a categorizagdo | aos participantes. O procedimento inspirado na
dos numeros reais em | diagonalizagdo de Cantor para a obtencdo de um
racionais e irracionais. numero irracional entre dois irracionais ou um
irracional e um racional também se revelou
adequado, apesar de nao ser usual sua utilizacao
na Educacéao Basica.
Quanto ao registro de representagcdo decimal
infinito, percebeu-se que alguns professores
relacionaram corretamente este registro, quando
periddico, a um numero racional e, em outros
momentos, associaram a representagdo infinita a
um numero irracional.
De modo geral os procedimentos sugeridos, nao
encarados como um modelo pronto e acabado a
ser seguido, foram muito bem aceitos pelos
professores o que se revelou, com a observagao
dos autores, que a maioria dos sujeitos ao
responder questdes, recorria as suas respostas
anteriores, podendo isso  indicar  que,
possivelmente houve uma tentativa de
reprodugdo do procedimento sugerido em
atividades anteriores.
Pietropaolo, | Delinear a imagem | A imagem conceitual construida pela maioria
Corbo e | conceitual constituida pelos | dos participantes de estudo realizado, referente
Campos professores, da amostra | aos numeros irracionais, era prevalentemente
(2013) escolhida, com relagdo aos | constituida por nogdes que pertencem ao campo

numeros irracionais, assim
como, com relacdo aos
conhecimentos pedagodgicos

numérico, contendo, em alguns casos,
concepgdes incorretas sobre representagdes e
classificagdo desses numeros.

também concernentes a | A interpretacdo geométrica dos numeros
esse mesmo tema. irracionais, tendo como pauta a
incomensurabilidade de grandezas nao
costumava fazer parte do repertério de
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conhecimentos dos professores, indicando
lacunas também nos conhecimentos
pedagogicos necessarios a apresentacdo desse
conteudo aos alunos.

Nogueira e | Evidenciar implicagbes da | As analises apresentadas pelas autoras dessa
Rezende teoria piagetiana para a | pesquisa apontam que a interagdo dos esquemas
(2014) Educacao Matematica, | de Kar com as situagdes didaticas apresentadas
mediante a teoria dos | favoreceram a desestabilizacdo de invariantes
campos conceituais, | operatérios falsos mobilizados pela aluna,
focalizando, particularmente, | modelados na forma de teoremas em agéo.
0 ensino dos numeros | Assim os esquemas de Kar foram reelaborados
irracionais em cada nova situacao enfrentada,
exemplificando, como se passa de um patamar
inferior de conhecimento para outro superior,
retirando caracteristicas dos conhecimentos
anteriores e favorecendo a aprendizagem em
sentido estrito, realizada em sala de aula.
Rezende e | Analisar conhecimentos | Independente do assunto de numeros
Nogueira relacionados aos numeros | irracionais estar explicito ou ndo nos curriculos e
(2015) irracionais mobilizados por | livros didaticos, de apresentar ou ndo a definigao
alunos brasileiros do Ensino | dos numeros irracionais aos alunos, de se inserir
Fundamental, Ensino Médio | ou ndo um capitulo nos livros didaticos para se
e niveis correspondentes | estudar a natureza dos numeros — racionais,
franceses, respectivamente, | irracionais, reais — esses fatores nao interferem
Collége e Lycée. na aprendizagem dos alunos em relagdo a
natureza dos numeros.

Este fato foi comprovado pelo fato dos nimeros
irracionais nao estarem presentes no curriculo
dos alunos da escola francesa, em contrapartida
a escola brasileira que, embora tenha em seu
curriculo a exigéncia do ensino de numeros
irracionais, teve menor rendimento nos
conhecimentos sobre numeros irracionais.

Os resultados da investigagdo em questdo
apontam que é a experiéncia escolar, a
diversidade de situacdes matematicas
vivenciadas pelos alunos, e a disponibilidade do
professor em apresentar a seus alunos diferentes
atividades que favorecam a desestabilizacdo de
conhecimentos errbneos; que vai favorecer a
apropriagao do conceito de niumeros irracionais.

Broetto Diagnosticar as imagens | O conhecimento que os sujeitos apresentaram
(2016) conceituais de numeros | no inicio da pesquisa, parece ser um reflexo de
racionais e irracionais | negligéncia de processos pedagoégicos
trazidas por licenciandos | relacionados aos numeros irracionais da
ingressantes na matematica, | educacdo basica, pois verificou-se que alguns
bem como analisar as | sujeitos ‘sabiam’ alguma coisa a respeito de
movimentagdes dessas | numero irracional, como, por exemplo, que séo
imagens ao longo da | representados por dizimas nao-periodicas.
pesquisa. Porém, em muitos casos, percebeu-se que esse

conhecimento nao ia além disso; diante do fato
que 0 mesmo sujeito considerava possivel que
uma fracado de inteiros pudesse gerar um nimero
irracional.

De um modo geral, a analise dos dados apontou
a precariedade dos conhecimentos relacionados
a numeros irracionais dos alunos ingressantes no
curso de licenciatura em matematica, com
predominancia de exemplos protétipos e de uma
compreensao instrumental do assunto.
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O autor apresenta como sugestédo, que se faga

um estudo que se proponha a estudar mais
profundamente ndo apenas em relagdo aos
numeros racionais e irracionais, mas também em
relagdo ao conceito de numero em sua
concepgao mais ampla.

Machado e | Compreender o que pensam | Verificou-se que muitos conceitos tém passado
Rezende professores de Matematica | despercebidos pelos aprendizes, mesmo os
(2017) acerca dos saberes de seus | professores consentindo com essa situagao,
alunos a respeito dos | talvez, pela auséncia de compreensao deles, ou,
nameros irracionais. como foi evidenciado nas entrevistas, pode
acontecer pela falta de aplicagdo de atividades
capazes de mobilizar, por exemplo, que a
situagao geométrica apresentada aos

professores seja exercitada com os estudantes.
Rocha Propor, durante a formagdo | Os estudantes da amostra ndo possuem
(2017) inicial de professores, | familiaridade em encontrar medidas

situagdes didaticas de cunho

incomensuraveis; eles se sentem desconfortaveis

investigativo para | ao nao encontrarem valores exatos. Além disso,
construgdo do conceito de | foi possivel identificar o surgimento do processo
incomensurabilidade. de construcao do conceito de

incomensurabilidade quadrado.

Além do conhecimento trazido com a analise
dos dados a respeito do diagndstico apresentado
nesta pesquisa, destaca-se analisando a
discussdo dos grupos. Conforme a autora, os
conceitos de incomensurabilidade e de
interpretacdo geométrica dos numeros irracionais
permearam as duvidas apresentadas pelos
licenciandos sempre que encontravam barreiras
ao utilizar as unidades ofertadas para a medigédo
da diagonal do que as tarefas geraram beneficios
para imagem conceitual dos numeros irracionais,
sua representagdo geométrica e percepgao
histérica.

Fonte: Moreira, Soares e Ferreira (1999); Costa (2009); Silva e Penteado (2010); Pietropaolo,
Corbo e Campos (2013); Nogueira e Rezende (2014); Rezende e Nogueira (2015); Broetto
(2016); Machado e Rezende (2017); Rocha (2017).

3.5.4. Analise de Livros Didaticos

Nessa terceira categoria da revisdo de estudos, foi apresentado alguns
entendimentos obtidos a partir da analise de alguns referenciais tedricos a
respeito da abordagem de Numeros Irracionais nos livros didaticos.

Souto (2010) desenvolveu um trabalho onde, teve o objetivo de
descrever como o0 conceito numero real é apresentado nos livros didaticos
brasileiros. Tal objetivo orientou-se pelas seguintes questdes de pesquisa:
Como o conceito numero irracional / real € organizado nos Livros Didaticos da

Educacao Basica, no Brasil? Que registros de representagdo sdo empregados?
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E estes como sdao empregados? Como essa organizagdo se propde a
promover a aquisicdo do conhecimento numero irracional?

Este trabalho foi fundamentado na Teoria de Registros de
Representagdo Semidtica de Duval (2003) e na Teoria Antropoldgica do
Didatico de Chevallard (1999). Dispondo dessas teorias, nos procedimentos
metodoldgicos, os critérios de analise dos livros didaticos foram: definigbes,
representacoes, tarefas e abordagem histérica.

As colegdes de livros selecionadas por esta pesquisa foram aprovados
pelo ministério da educagdo, no ambito dos programas PNLD - Programa
Nacional do Livro Didatico (BRASIL, 2007a) e PNLEM - Programa Nacional do
livro Didatico para o Ensino Médio (BRASIL, 2007b). Sao elas:

FO5 - Novo Praticando Matematica — Autores: Andrini, A. e Zampirolo, M.
Editora: Editora do Brasil.

M23 - Matematica — Autores: Yossef, A., Soares E. e Fernandez, V. Editora:
scipione.

Com base nos exemplos, definicdes e propriedades encontradas nos 14
livros analisados. Foi observado que cinco livros do ensino fundamental e todos
os livros observados do ensino meédio analisados utilizaram exercicios
resolvidos como estratégia de ensino. Além disso, os exemplos apresentados
de numeros irracionais sdo usados principalmente para ilustrar definicdes e
propriedades.

Dos quatorze livros analisados sobre o uso de exemplos, nove se
utilizaram de exemplos de numeros que ndo sio racionais para introduzir a
conceituacdo de numero irracional, ilustrando a existéncia de outro tipo de
ndmero que ndo seja racional. Dois livros apresentaram V2 como primeiro
exemplo de numero ndo racional, trés utilizaram nameros com representacao
decimal infinita e ndo periddica e trés utilizaram a medida da diagonal do
quadrado com lado medindo uma unidade.

Embora algumas colegdes introduzam os conteudos por meio de um
exemplo contextualizado, nenhuma delas utiliza esse exemplo como situacéo
problema para que o aluno resolva inicialmente e construa por si mesmo seu
conhecimento a respeito do conteudo.

Verificou-se também os casos de exemplos mais comuns de numero

irracional apresentados nos livros didaticos: 2, 3 e .
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As definigdes apresentadas para o0s numeros irracionais foram:
“irracional € o numero que nao pode ser escrito em forma de fracao” (DA) e
“‘dentre os numeros representados na forma decimal existem as dizimas nao-
periddicas, chamados de irracionais” (DB). Sendo que cinco livros adotam a
definicdo DA, oito a definicdo DB e um unico livro, que nao havendo
apresentado qualquer definigho de numero irracional, utilizou apenas
problemas para introduzir o conceito.

Todos os livros observados definiram numero real da seguinte forma:
“‘qualquer numero racional ou irracional € um numero real” (DC). Algo
importante de perceber € que tanto DA como DB pressupdéem a existéncia de
outro tipo de numero que n&o seja racional e a possibilidade de decidir se estes
numeros podem ou nao ser escritos em forma de fracdo de inteiros. Assim, as
definigdes sao logicamente recursivas e, do ponto de vista matematico, ndo
podem nem mesmo ser consideradas defini¢des. Além disso, a definicdo DB se
baseia na suposicdo de que todo numero real admite representacado decimal, o
que é uma propriedade consideravelmente nao trivial, cuja verificagdo depende
da familiaridade com alguma nog¢ao de convergéncia.

Outro problema € a falta de caracterizagdo em relacdo a natureza do
numerador e do denominador de fragcdes, o que pode acarretar em uma
confus&o do conceito de fragdo com o conceito mais geral de razado (que nao
corresponde necessariamente a numeros racionais). Além disso, sabemos que
0S numeros complexos nao reais, ndo podem ser escritos em forma de fracao
de inteiros, mas nem por isso sao classificados como irracionais.

Quanto as propriedades destacadas encontradas nos Livros didaticos
envolvem fundamentalmente as operagbes (fechamento e relagbes de
operagdes entre racionais e irracionais) e a localizagdo de pontos na reta.
Também foi utilizado exemplos para ilustrar as propriedades, sendo elas nao
demonstradas formalmente. A propriedade de completude apareceu nos livros
analisados na forma de bijecdo entre o conjunto dos numeros reais e os pontos
de uma reta, dez livros analisados apresentaram a seguinte afirmacgao: para
cada numero real, ha um ponto correspondente na reta; e nove livros
apresentaram a afirmagao: para cada numero real, ha um ponto

correspondente na reta.
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A propriedade da densidade dos reais foi observada em apenas dois
livros didaticos analisados.

Os Livros didaticos analisados apresentaram registros figurais,
simbdlico-numéricos, simbdlico-algébricos e de linguagem natural, privilegiando
o registro numérico. Os livros do ensino fundamental e do ensino médio
utilizaram os registros figurais na forma de diagonal do quadrado,
circunferéncia para determinacdo da razao entre comprimento e diametro,
diagrama de Venn e representagao de intervalos numéricos na reta. Estas duas
ultimas formas apresentam-se em sua maioria no ensino médio para
estabelecer uma representatividade para a inclusdo dos conjuntos numéricos e
para dar a ideia geométrica de intervalos. Em relagdo ao registro simbdlico
numérico, destaca-se tanto para o ensino fundamental e quanto para o médio o
uso em sua maioria da forma decimal.

Na comparagao ensino fundamental com ensino médio percebe-se que
no ensino fundamental privilegia-se a forma fracionaria mais do que o meédio e
no médio privilegia-se mais as raizes do que o fundamental. Algo que, de
acordo com o autor, talvez ocorra pelo fato das operagdes entre raizes serem
definidas no final do ensino fundamental e as fracbes serem estudas desde
inicio do ensino fundamental.

Outro atributo observado em seis dos livros analisados, € que eram
desprovidos de abordagem histérica, ja outros oito livros continham, sendo
todas relacionadas a informacdes adicionais dispostas no decorrer ou fim do
texto. Estes textos enfocam a descoberta de numeros ndo racionais pelos
gregos, citacdo do comprimento da circunferéncia na Biblia, escola pitagorica,
incomensurabilidade, criacdo dos Reais e utilizagcdo de valores aproximados de
T por algumas civilizagbes.

Quanto a representagao simbdlica, o autor descreve que os Livros
didaticos analisados apresentaram registros figurais, simbodlico-numéricos,
simbolico-algébricos e de linguagem natural, privilegiando o registro numeérico.
Além disso, os livros do ensino fundamental e do ensino médio utilizaram os
registros figurais na forma de diagonal do quadrado, circunferéncia para
determinagcdo da razdo entre comprimento e didmetro, diagrama de Venn e

representacido de intervalos numéricos na reta. Sendo que, estas duas ultimas
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formas apresentam-se em sua maioria no ensino médio representando a
inclusao de conjuntos numéricos e para dar a ideia geométrica de intervalos.
Em relagdo ao registro simbodlico numérico, o autor destaca que em
comparagao do ensino fundamental com ensino médio, percebe-se que no
ensino fundamental privilegia-se a forma fracionaria mais do que o médio e no
meédio privilegia-se mais as raizes do que o fundamental. Algo que o autor
acredita ocorrer pelo fato das operagdes entre raizes serem definidas no final
do ensino fundamental e as fragdes serem estudas desde inicio do ensino
fundamental. Para o registro simbdlico algébrico foi destacado seu uso com
mais frequéncia no ensino médio. Este fato, conforme o autor, pode indicar
uma matematica mais algébrica, mais simbdlica sendo ensinada nesse nivel.
De forma geral, a analise dos livros didaticos sugere que que eles
privilegiam: definigdes baseadas na representacao decimal; tarefas envolvendo
procedimentos como classificagdo como racional e irracional e determinagao
de fragbes geratrizes; registros de representagdo simbolico-algébricos; notas
histéricas enfocando nomes e datas. Entretanto, tais atividades s&o tratadas de

forma mecéanica e com pouco ou nenhum aprofundamento conceitual.

O autor Pommer (2012) realizou uma pesquisa intitulada “A construcao
de significados dos numeros irracionais no ensino basico: Uma Proposta de
abordagem envolvendo os eixos constituintes dos Numeros reais”, cujo objetivo
era mapear a apresentagao de numeros irracionais no Ensino Fundamental Il e
no Ensino Médio.

Essa pesquisa foi investigativa, cujo estudo € de abordagem qualitativo e
pautado de acordo a questao ‘Como sao abordados os numeros irracionais no
ensino basico, considerando-se como fonte o livro didatico de Matematica?’.

A metodologia adotada se fundamentou nos nucleos de significagao,
descritos em Aguiar & Ozella (2006), que busca apreender os sentidos que
constituem o conteudo do discurso expresso nos textos dos livros didaticos.

Inicialmente foi analisado duas colecbes de Ensino Fundamental Il e
duas colegdes de Ensino Médio indicados pelo PNLD e PNLEM (Amostra),
para verificar como € abordado os numeros irracionais, do ponto de vista do

conhecimento matematico.
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A forma de sistematizar as informagbes escolhida para analisar dos
livros da colegdo A, B e C e D ocorreu mediante os seguintes temas: O
surgimento das raizes enésimas irracionais, O numero Pl, o numero de Euler e
0 numero de ouro. A partir desses temas, relacionados a numeros irracionais,
os livros eram classificados de acordo com a forma com que os abordavam,
forma empirico ou pela definicao formal.

Para a analise dos livros das colegcbes abordadas foram constituidos
‘nucleos de significacao’, que € um modo de investigacao pautado em uma
pesquisa qualitativa, usada na area da psicologia, que é voltada para a analise
dos modos de manifestacado dos sujeitos. Os “nucleos de significagdo” séo os
modos de apreender os temas, conteudos ou questdes centrais expressas
pelas falas e manifestagdo do discurso do sujeito.

O “percurso dos nucleos de significagdo” confirmou que, nos livros
didaticos analisados pelo autor, a apresentacdo dos numeros irracionais ocorre
de modo polarizado: alguns optam por um viés empirico e outros pela definicdo
formal.

O caminho epistemoldégico trilhado viabilizou uma abertura para ampliar
0 quadro de significados em relagao a outros topicos presentes na Matematica
Elementar, considerando-se como suporte a potencialidade presente nos eixos
discreto/continuo; exato/aproximado; finito/infinito, assim como no par

deterministico/aleatorio.

Em um trabalho feito por Jesus (2017) sobre numeros irracionais, ela
tratou do desenvolvimento de uma analise de livros didaticos dos Ensinos
Fundamental Il e Médio. Tendo, como objetivo, o de descrever e discutir como
os Numeros Irracionais sdo abordados em alguns livros didaticos da
Matematica da Educacgao Basica.

Os livros escolhidos para analise foram das duas cole¢des aprovadas
pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) e que poder&o ser utilizadas
por escolas de todo o Brasil a partir do ano de 2018. Sdo as colecdes
Matematica Bianchini e #Contato Matematica, destinadas para o Ensino

Fundamental Il e Médio, respectivamente.
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A partir do estudo desenvolvido, a autora desenvolveu uma analise
critica e reflexiva sobre a abordagem dos Numeros Irracionais nestas colegdes.

A obra Matematica Bianchini, de Edwaldo Bianchini, € uma colec¢ao de
livros do Ensino Fundamental que caracteriza-se por discutir os conceitos com
base em um ou em poucos exemplos, seguidos de alguma sistematizacéo e de
atividades de aplicacdo. Conforme a autora, os volumes da colegdo sé&o
organizados em capitulos; cada um deles aborda algum campo da matematica
escolar. Segundo o guia da obra, ao final do Manual do os autores, encontra-se
“Suplemento com orientagdes para o professor”, secao destinada ao professor
com algumas sugestdes e detalhamento de alguns itens do livro.

O conteudo de Numeros Irracionais é classificado como conteudo
complementar pelo documento. Sendo ele estabelecido a partir das
habilidades:

i) Reconhecer a necessidade da ampliagdo do conjunto dos numeros

racionais através de situagdes contextualizadas e da resolugdo de

problemas.

ii) Identificar numeros racionais com as dizimas periddicas.

i) ldentificar as dizimas ndo periédicas com 0os numeros irracionais.

iv) Usar geometria para construir alguns segmentos de comprimento

irracional.

Quanto ao livro dos do 6° e 7° anos, nao foram encontradas referéncias
aos Numeros Irracionais. Embora no livro do 7° ano tenha sugerido uma
atividade sobre numeros racionais, se referindo as dizimas periddicas. Esta
atividade permite que os alunos compreendam a definigdo de periodo e
trabalhem com a ideia de aproximacéao

No livro do 8° ano € onde se inicia uma abordagem com os Numeros
Irracionais. Bianchini comeca a desenvolver esta ideia de abstragcdo no livro
didatico através da raiz quadrada aproximada com numeros inteiros e,
posteriormente, com numeros racionais. Desenvolve também uma nocgao de
infinito e continuidade através de um “ndamero nao racional”.

Para definir o conjunto dos numeros reais, Bianchini utiliza a reta real.
Em seu trabalho, no qual discute o ensino dos Numeros Irracionais e reais, O

autor do livro destaca que este conceito esta diretamente ligado ao ensino de
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numeros reais, entretanto nao é feita uma discussdo com os alunos sobre o
gue realmente representa a reta real e o “porqué” de seu uso.

No livro do 9° ano, foi possivel identificar um carater operacional no
tratamento dos Numeros Irracionais, devido a abordagem de radiciagao. Ali
trabalha-se com os alunos adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo com
radicais. Sobre esta abordagem, nota-se determinada preocupagdo com os
calculos deixando de lado o significado de Numeros Irracionais.

No 9° ano também é abordada a representacdo geométrica dos
Numeros Irracionais expressos por radicais. Essa representagdo geométrica
parte inicialmente de uma abordagem a respeito do Teorema de Pitagoras.
Entretanto, ndo se faz relagédo entre as questdes geométricas que originaram a
criacdo dos irracionais com este conteudo. Inverte-se a ordem, colocando-se a
Geometria depois dos Irracionais.

No Manual do Professor, no “Suplemento com orientacbes para o
professor”, encontra-se uma sugestao de leitura para o professor que conta a
histéria do numero m. Essa mostra a Historia da Matematica sendo utilizada
para ampliacdo de conhecimentos do docente.

De um modo geral, quanto aos livros do EF, a autora observou que a
abordagem inicial do ensino dos irracionais enfatiza a ideia de irracionalidade,
através da discussio de sobre os temas: infinito e aproximacao. No entanto, a
partir da abordagem operacional com os irracionais essas ideias acabam sendo
omitidas e o conceito de irracionalidade € posto de lado.

A obra #Contato Matematica, de Joamir Souza e Jacqueline Garcia, é
uma colecao de livros do Ensino médio que tem como principais caracteristicas
a relacdo dos conteudos matematicos com outras areas de conhecimento;
atividades para fixacdo e aprofundamento dos conteudos; aplicacdo do
conteudo através de softwares gratuitos e, por fim, sugere livros e sites para a
ampliagdo de conhecimentos. Apresenta também o manual para o professor
com o intuito de auxiliar o trabalho do mesmo. Neste, destaca pontos que séo
considerados importantes através de comentarios e sugere recursos didaticos
e leituras complementares para um melhor uso da obra.

Neste livro a autora verificou que os conceitos sobre Numeros Irracionais
sdo trabalhados com os alunos no 1° ano do Ensino Médio de forma mais

especifica a partir das habilidades:
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1. NUmeros racionais e dizimas periddicas

1.1. Associar a uma fragao sua representacao decimal e vice-versa.

1.2. Reconhecer uma dizima peridédica como uma representagdo de um
numero racional.

2. Conjunto dos numeros reais

2.1. Reconhecer uma dizima nao periédica como uma representacao de
um numero irracional.

2.2. Utilizar numeros racionais para obter aproximagdes de numeros
irracionais.

No livro tinha informagdes histéricas em um texto, abordando de forma
breve a apresentacao historica sobre os Numeros Irracionais e depois tem-se
exemplos numeéricos e geométricos sobre este tipo de numero. Apds isso, os

autores definem o conjunto dos Numeros Irracionais a partir do exemplo
geométrico que obtém 2 como lado de um quadrado de area 2. Apds a

definicdo, é dada uma aproximagdo de 29 casas decimais do numero /2
fornecida pela calculadora.

Também se encontra no livro tratamento sobre a representacdo dos
Numeros Irracionais na reta numérica. Entretanto, nota-se que a abordagem
dada pelos autores ndo é muito explorada no ensino de Matematica;
geralmente, as abordagens de representacbes de numeros na reta real se
limitam apenas aos conjuntos dos inteiros e dos racionais. Desse modo fez-se
necessario deixar explicito para o aluno ou entdo orientar o professor a
informar que esta representacao na reta numérica € uma aproximagao.

Tem-se no livro uma abordagem quanto ao significado de m. Mas,
conforme a autora, é importante sempre deixar claro que m € irracional (ndo
pode ser escrito na forma de fracdo), embora seja obtido de uma razao. Algo
que nao foi explicado no livro diante da explicacao de tal fato, onde a razéo de
dois numeros resulta em um numero irracional porque um dos numeros €&
irracional.

Analisando a secao de atividades, observam-se exercicios com carater
diversificado para o ensino-aprendizagem de Numeros Irracionais. Sendo que a

atividade privilegia operagdes e propriedades com radicais, ndo dando atengao
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para outros aspectos dos numeros irracionais como a ideia de que as medidas
irracionais apresentadas nas ilustragcdes sdo aproximacgoes.

Em uma das paginas é sugerido que os alunos utilizassem a calculadora
para comparar o resultado aproximado da mesma com o valor encontrado
calculado a mao, pelo método de Herao.

No geral, conforme a autora, o livro didatico apresenta grande parte do
que é sugerido para o ensino de Matematica nos PCN. Porém, algumas
questdes, consideradas significativas pela autora, para o ensino dos Numeros
Irracionais nao foram destacadas no livro.

Uma conclusédo geral sobre a analise dos dois livros de acordo coma
autora, é que, apesar dos livros didaticos apresentarem grande parte do que &
sugerido pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) de Matematica,
algumas consideragdes relevantes sobre esses numeros, tais como as ideias
de aproximacdo e de infinito, ndo sao realizadas ou enfatizadas nos livros
didaticos.

A autora ressalta a importancia da criticidade do professor ao utilizar
determinado livro didatico, avaliando-o nas suas proposi¢coes e, quando achar
conveniente, alterar ou complementar o tratamento que ele apresenta para

certos conteudos.

O autor Felix (2018) realizou uma pesquisa intitulada “Estudo de
Abordagens dos Numeros Irracionais nos Anos Finais do Ensino Fundamental”,
cujo objetivo era realizar uma investigagdo nas abordagens desenvolvidas
sobre o conjunto dos numeros irracionais nos anos finais do ensino
fundamental.

A metodologia de pesquisa é de natureza qualitativa e técnica de analise
documental.

Inicialmente foi desenvolvido uma pesquisa tedrica para se compreender
sobre os modos de abordagens dos numeros irracionais nos anos finais do
Ensino Fundamental. Essa pesquisa foi direcionada a analisar duas obras
nomeadas pelo autor de “colecdo A” e “colecdo B” cuja orientacao tedrica
contou com algumas referéncias como Pommer (2011) e Ripoll (2001).

No desenvolvimento do trabalho foi inicialmente caracterizado os

numeros racionais e os irracionais, onde foi apresentados alguns conceitos
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importantes como numero racional, dizima periddica, fragdo continua e outros.

ApoOs isso o0 autor apresentou alguns argumentos, com base em Pommer

(2011) e Ripoll (2001), para descrever a abordagem dos numeros irracionais

nos anos finais do ensino fundamental mediante a analise da “colecédo A” e

“‘colecao B”. O autor observou regularidades comuns na analise das obras

descritas com base em analises dos referencias.

Diante dos resultados obtidos com essa pesquisa, as analises das duas
colegdes didaticas escolhidas, as quais sao utilizadas na rede publica,
validaram os relatos de obras consultadas a respeito do assunto. Nas cole¢des
A e B, a abordagem de se iniciar do conceito de irracionais unicamente por
geometria continua a ser propagada, sendo nao observado termos como
comensurabilidade e fracdo continua. Assim percebe-se que os métodos de
introducao dos irracionais continuam abordados como na década passada.

Conforme o autor, a principal contribuicdo da pesquisa é apresentar a
real abordagem no ensino fundamental do ensino dos numeros irracionais.
Sendo essa abordagem inalterada durante uma década que se passou até o
desenvolvimento de tal pesquisa, mesmo os livros didaticos sejam
referenciados ideais pelo Ministério da Educac¢ao. Considera-se também como
contribuicdo dessa pesquisa uma sequéncia de procedimentos empiricos a
serem aplicados, pelo professor, no ensino fundamental para melhorias na
significacdo de numeros irracionais, sendo alguns desses procedimentos
citados abaixo:

o Buscar e tornar habito o uso de exposicdes de situagdes da histéria da
matematica como meio de estimulo a problematizacdo do conteudo.

o Explorar o uso da reta numérica com racionais fracionarios e irracionais por
aproximacao, denotando sempre a aproximacao destes irracionais, sempre
que possivel feitas por fragdes continuas, devido a sua precisdo nas
aproximacdes

o Trabalhar com a comensurabilidade de segmentos nos numeros racionais.
Exibir modelos de fragbes e seus segmentos, expondo método de resolugéo
e nao modelo fixo de reproducdo matematica. Desta maneira, abrindo a
ideia de que possa vir surgir segmentos que ndo s&o comensuraveis.

o Evidenciar com fragées continuas e finitas a identificagdo de numeros

racionais.
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o Trabalhar, sempre que possivel, com uma maior gama de numeros
irracionais distintos dos exemplos triviais: V2, V3 e ™ nos demais contetdos
da matematica.

Trabalhar e exibir subconjuntos formados por numeros irracionais algeébricos,

usando equagdes do segundo grau como geradoras de subconjuntos.

A apresentagao e desenvolvimento dos numeros irracionais sofreram um
processo de transposi¢cao didatica muito simplificado e polarizado entre o
pragmatico e o tedrico. A partir desse entendimento, Pommer (2018)
desenvolveu um trabalho que objetivou analisar os contextos e contribui¢cdes
historico-epistemologicos dos numeros irracionais, de modo a situar como se
apresentam os aspectos pragmaticos e tedricos surgidos ao longo do
desenvolvimento do referido tema em livros de referéncia onde se encontram
0s ‘saberes académicos universitarios’.

Realizou-se uma busca em dois livros de referéncia: ‘As Idéias
Fundamentaes da Mathematica’, edicdo de 1981 (12 edicdo de 1929), de
Manuel Amoroso Costa e ‘Conceitos Fundamentais da Matematica’, edicao de
1970, Lisboa, de autoria de Bento de Jesus Caraga (12 edigao de 1941).

Conforme o autor, a escolha para situar e analisar as contribuigdes
presentes nos dois livros, envolveu aspectos historicos e epistemoldgicos com
relagdo aos numeros irracionais para o ensino basico. Para a analise, levou-se
em conta a forma com que a Transposicdo Didatica foi aplicada nos livros,
especificamente a maneira como 0s numeros irracionais eram introduzidos.

A abordagem delineada destes dois livros, onde se situam os ‘saberes
académicos universitarios’, pode favorecer uma transposi¢cao didatica em um
contexto associado a lingua materna — as narrativas — em uma conexao
interdisciplinar, opcao pouco explorada nos manuais escolares voltados ao
‘saber a ser ensinado’, na escolaridade basica.

Nos dois livros em questdo, € apresentado uma forma de exposi¢ao do
percurso histérico que permite a compreenséo do surgimento dos numeros, em
diversos povos, ligado as necessidades cotidianas e pragmaticas em relagao a
contagem de objetos, de mensuragao de terra, de operagdes numéricas ligadas

ao comeércio, as questdes tributarias e a partilha de bens.
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A analise do livro ‘As ldéias Fundamentaes da Mathematica’ aponta para
o desenvolvimento dos numeros irracionais por meio da reta real, questao que
remonta a ideia de continuidade e ao corte de Dedekind.

De modo geral, este livro introduz uma possibilidade de narrativa
baseada em argumentacdo e deducgado simples e direta, implicando que a
Matematica € uma area passivel de ser acessivel por meios qualitativos. Este
tipo de abordagem dos livros de referéncia dos ‘saberes académicos
universitarios’ se constitui uma ideia essencial para se efetivar uma
transposicao didatica para o saber a ser ensinado, algo geralmente evitado nos
livros didaticos de Matematica da escolaridade basica

O livro ‘Conceitos Fundamentais da Matematica’ introduz numeros
irracionais a partir da problematizagdo que surgiu com ‘crise dos
incomensuraveis’ diante da impossibilidade de medir segmentos
incomensuraveis. A partir disso é indicado a possibilidade de se desenvolver o
‘Problema da Medida’, onde é possivel se apresentar os segmentos
comensuraveis e 0s segmentos incomensuraveis.

Conforme o autor, as narrativas presentes nos dois livros sdo boas e
podem contribuir para uma transposi¢cao didatica com relacdo aos numeros
irracionais.

A analise dos dois livros, pelo autor, permite perceber que eles
apresentaram meios diferenciados para uma abordagem didatica de numeros
irracionais na escolaridade basica. Além de que é eles vao ao encontro a dois
aspectos essenciais da area da Histéria da Matematica: retomar a reflexdo que
permeou o intrincado desenvolvimento histérico dos numeros irracionais, que
atravessou cerca de vinte séculos, e ainda semear a esséncia dos livros, que é
proporcionar modos ou momentos para o leitor acessar e movimentar o pensar.

Assim, o autor concluiu que a analise dos livros ajudou a compreensao
inicial do embate entre o pragmatico e o tedrico, questdo crucial ligada ao
entendimento da natureza dos numeros irracionais, possibilitando uma

ponderacéo inicial para um tratamento didatico mais adequado.

Os trabalhos revisados nessa subsecdo possuem conhecimentos

importantes sobre como os numeros irracionais se apresentam nos livros



didaticos. Diante disso,
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no quadro 12 foram sintetizadas as principais

informagdes dos trabalhos revisados.

Quadro 12 - Sintese dos dados dos estudos sobre andlise de livros didaticos.

Trabalhos
Analisados

Objetivo

Conclusbes / Sugestdes

Souto
(2010)

Descrever como o conceito
numero real é apresentado
nos livros didaticos
brasileiros.

A andlise dos livros didaticos sugere que eles
privilegiam: definicdes baseadas na
representacdo decimal; tarefas envolvendo
procedimentos como classificagdo como racional
e irracional e determinagao de fragdes geratrizes;
registros de representagdo simbolico-algébricos;
notas histéricas enfocando nomes e datas.
Entretanto, tais atividades sao tratadas de forma
mecanica € com pouco ou nenhum
aprofundamento conceitual.

Pommer
(2012)

Mapear a apresentagéo de
nuimeros irracionais no
Ensino Fundamental Il e
no Ensino Médio

Nos livros didaticos analisados, a apresentagao
dos numeros irracionais ocorre de modo
polarizado: alguns optam por um viés empirico e
outros pela definigcdo formal.

A percepgao que se concluiu sobre os livros
analisados conduz a possibilidade de ampliar o
quadro de significados em relacdo a outros
toépicos presentes na Matematica Elementar,
considerando-se como suporte a potencialidade
presente nos eixos discreto/continuo;
exato/aproximado; finito/infinito, assim como no
par deterministico/aleatério.

Jesus
(2017)

Descrever e discutir como
os Numeros irracionais sao
abordados em  alguns
livros didaticos da
Matematica da Educagéao
Basica.

No geral, conforme a autora, o livro didatico
apresenta grande parte do que é sugerido para o
ensino de Matematica nos PCN. Porém, algumas
questdes, consideradas significativas pelo o
ensino dos Numeros Irracionais nao foram
destacadas no livro.

Uma conclusdo geral sobre a analise dos dois
livros €& que, apesar dos livros didaticos
apresentarem grande parte do que € sugerido
pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN)
de Matematica, algumas  consideracdes
relevantes sobre esses numeros, tais como as
ideias de aproximacdo e de infinito, ndo sao
realizadas ou enfatizadas nos livros didaticos.

A autora ressalta a importancia da criticidade do
professor ao utilizar determinado livro didatico,
avaliando-o nas suas proposi¢coes e, quando
achar conveniente, alterar ou complementar o
tratamento que ele apresenta para certos
conteldos.

Felix (2018)

Realizar uma investigacéao

nas abordagens
desenvolvidas sobre o
conjunto dos numeros

irracionais nos anos finais
do ensino fundamental.

Nas colecbes analisadas a abordagem de se
iniciar do conceito de irracionais unicamente por
geometria continua a ser propagada, sendo nao
observado termos como comensurabilidade e
fragdo continua. Assim percebe-se que os
metodos de introdugao dos irracionais continuam
abordados como na década passada.

A real abordagem no ensino fundamental do
ensino dos numeros irracionais estava inalterada
durante uma década que se passou até o
desenvolvimento de tal pesquisa, mesmo os livros
didaticos sejam referenciados ideais pelo
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Ministério da Educacéao.

Considera-se também como contribuicdo dessa
pesquisa algumas sugestdes ao professor, no
ensino  fundamental para melhorias na
significacdo de numeros irracionais. Alguns delas
séo:
= Explorar situacdes da histéria da matematica
como meio de estimulo a problematizagdo do
conteudo.
= Explorar o uso da reta numérica com racionais
fracionarios e irracionais por aproximagao,

denotando sempre a aproximagao destes
irracionais.
= Trabalhar com a comensurabilidade de

segmentos nos numeros racionais. Assim como
abrir a ideia de que possa vir surgir segmentos
que nao sao comensuraveis.

» Trabalhar, sempre que possivel, com uma maior
gama de numeros irracionais distintos dos
exemplos triviais: V2, V3 e m nos demais
conteldos da matematica.

Pommer
(2018)

Artigo analisar 0s
contextos e Contribuigcoes
histérico-epistemolégicos

dos numeros irracionais,
de modo a situar como se
apresentam o0s aspectos
pragmaticos e tedricos
surgidos ao longo do
desenvolvimento do
referido tema em livros de
referéncia onde se
encontram os ‘saberes
académicos universitarios’

Conforme o autor, o tratamento didatico nos dois
livros € bom e podem contribuir para uma
transposicao didatica com relagdo aos numeros
irracionais.

A anadlise dos dois livros, pelo autor, permite
entender que eles apresentam meios
diferenciados para uma abordagem didatica de
numeros irracionais na escolaridade basica. Além
de que € eles vao ao encontro a dois aspectos
essenciais da area da Histéria da Matematica:
retomar a reflexdo histérica sobre os numeros
irracionais, e ainda semear a esséncia dos livros,
que € proporcionar modos ou momentos para o
leitor acessar e movimentar o pensar.

O autor concluiu que a analise dos livros ajudou
a compreensdo inicial do embate entre o
pragmatico e o tedrico, questdo crucial ligada ao
entendimento da natureza dos numeros
irracionais, possibilitando uma ponderacéo inicial
para um tratamento didatico mais adequado.

Fonte: Souto (2010); Pommer (2012); Jesus (2017); Felix (2018); Pommer (2018).

3.5.5. Estudos Experimentais

Esta categoria apresenta a revisao de estudos de alguns trabalhos a

respeito da abordagem experimental.

Em um artigo feito por Jover (2013), é apresentado uma experimentagao

em sala de aula, que teve, como objetivo, aprimorar para o ensino-

aprendizagem de numeros irracionais em uma turma do 9% ano do Ensino

Fundamental da Rede Publica do Estado.
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A abordagem dessa pesquisa foi qualitativa e adotou a informatica como
o recurso metodologico de ensino, que contribuiu para o desenvolvimento dos
procedimentos da experimentagao.

Nos procedimentos metodolégicos dessa experimentagao, realizou-se
uma experiéncia, que constou de uma oficina com quatro atividades
programadas e executadas no Laboratoério de Informatica, o software Geogebra
foi um recurso importante no desenvolvimento dessa experimentacdo. A oficina
foi realizada em quatro encontros, com atividades de uma hora de duragéo,
equivalente a cinco periodos de aula, com a participacao ativa dos alunos.

Considerando a disponibilidade do Laboratério de Informatica da Escola,
0 experimento consistiu em uma oficina constituida de trés atividades. O
objetivo destas atividades foram o ensino-aprendizagem de numeros
irracionais, numa abordagem visual.

As atividades trataram da construgdo pelo Geogebra, de medidas de
valor numérico irracional, algo que era feito a partir da construgdo de
quadrados no Geogebra e o calculo de sua diagonal. Também foi tratado da
comparagao de numeros irracionais.

Foi observado pelo autor dessa pesquisa que os alunos aprenderam que
0s numeros irracionais podem representar medidas de segmentos assim como,
mesmo na impossibilidade de se determinar um valor exato para essas
medidas, € possivel comparar segmentos de comprimento representado por
irracionais. Dentre quatorze alunos que participaram, onze foram capazes de
concluir que os numeros irracionais efetivamente existem e que estio situados
entre dois numeros inteiros.

Em relagdo a esta pesquisa, foi possivel constatar que a experiéncia
proporcionada com o uso do Geogebra facilitou a compreensdo dos numeros

irracionais por parte dos alunos.

Roriz (2014) desenvolveu um trabalho com objetivo de constatar a
eficacia de uma proposta de Sequéncia Didatica com alunos do Ensino Médio.
Nesse sentido, o autor construiu uma sequéncia de aulas para os alunos do
ensino meédio. A ideia é que o aluno tenha boas condigbes de construir um

conhecimento adequado sobre 0os numeros reais.
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A sequéncia de aulas tinha como publico alvo alunos do 3° ano do
ensino médio e formaram um total de 5 aulas, que ao todo foram realizadas
num tempo de 250 minutos. Os recursos necessarios foram lousa e giz. As
aulas foram organizadas da seguinte forma:

12 aula - Histéria da criagdo dos numeros; o conjunto dos numeros
naturais; representagcdo simbolica; sucessor e antecessor; o conjunto dos
numeros inteiros; a necessidade da criagdo dos numeros negativos;
representacio simbdlica de Z; operacdes com numeros inteiros.

22 aula - O conjunto dos numeros racionais; a necessidades da criagao
dos numeros fracionarios; a forma de fragao para representar qualquer niumero
racional; os decimais exatos; as dizimas perioddicas; representagao simbdlica
de Q; operacgdes em Q.

32 aula - Enfase para a incompletude dos numeros racionais; mostrar
que a reta real é mais rica em pontos do que o conjunto dos numeros racionais
em elementos; segmentos comensuraveis e incomensuraveis.

42 aula - A criacédo dos numeros irracionais (comentar sobre o corte de
Dedekind e o método das expressbes decimais) decimais ndo exatos e nao
periddicos; o conjunto dos numeros reais; subconjuntos importantes de R.

52 aula - Aula de exercicios sobre os assuntos.

Com a finalidade de avaliar o aprendizado e a compreensao dos
estudantes pelos assuntos que foram ensinados na sequéncia de aulas citadas
anteriormente, foi aplicado um questionario sobre o assunto tratado nas aulas.

Em algumas turmas o questionario foi aplicado com alunos que
participaram da aula proposta neste trabalho e alunos que nao participaram.

Participaram da experiéncia um total de 210 alunos, divididos em seis
turmas do 3° ano. Trés dessas turmas responderam ao questionario sem a
exposicao da aula tedrica sugerida e as outras trés com a exposi¢cao prévia da
aula.

O quadro abaixo mostra a porcentagem de acerto de cada questdo
proposta nas turmas avaliadas. No caso da primeira questdo a porcentagem

representa o numero de alunos que acertaram pelo menos 5 itens.
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Quadro 13 — Porcentagem de acertos de questdes nas turmas selecionadas

Cuestao | Turmas sem aula tedrica | Turmas com a aula sugerida
1 2w 0% B a TBY,
a A= 10% A~ 00%
: 106 5 T et
2| b 4% &~ 620
c = =1% = w 40%
3 % r 14% 1% = BEY
! & a1 6% T T0Y
5 % ~= 0% ﬁ = T2%
G ﬁ s 4% % = B0%

Fonte: Roriz (2014)

O autor percebeu uma melhora significativa no indice de acertos e na
facilidade com que as perguntas foram respondidas pelos alunos que
participaram da aula tedrica sugerida.

Destacou-se também o indice de erro dos alunos que nio assistiram a
aula. Este fato comprova que uma grande parte dos alunos do 3° ano nédo
possuem oOs conhecimentos esperados sobre os conjuntos numeéricos, em
especial o conjunto dos numeros racionais € 0 conjunto dos numeros

irracionais.

Em um artigo feito por Serra (2015), buscou-se demonstrar aplicagdes e
significados do numero ¢ e sua possibilidade de ensino em uma turma de
primeiro ano do ensino técnico integrado em Mecatrbénica. Utilizou-se o
software Geogebra, a fim de promover o interesse dos alunos, pois ele permite
alteragdes instantdneas nas figuras, além de conclusdes diretas sobre as
modificacdes.

No desenvolvimento da atividade, inicialmente, apresentou-se e discutiu-
se 0s conjuntos numéricos: naturais, inteiros e racionais. Posteriormente,
quando se iniciou o estudo dos numeros irracionais, observou-se uma
dificuldade dos alunos em perceber as caracteristicas e seus elementos. Diante
disso foi explicado sobre as raizes ndo exatas, como primeiros exemplos de
ndmeros irracionais, tais como: V2, V3, V5, \6, ... Também destacou-se que as
raizes V4, V9, V16, V25, ... ndo pertencem a esse grupo, pois sdo raizes ditas

exatas, sendo elas, nimeros racionais.
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Apos o primeiro momento, o pesquisador perguntou aos alunos, se
somente ha numeros irracionais que sejam raizes ditas “ndo exatas”. Neste
momento alguns deles lembraram do numero Pi (1) que € muito utilizado,
inclusive no ensino fundamental, quando se estuda geometria. Notou-se que
poucos sabiam o porqué do valor de T = 3,14159... A partir de entdo, observou-
se que seria interessante a utilizagdo do software Geogebra, por ser de facil
manuseio e de rapida visualizagao das formas e calculos.

Construiu-se uma circunferéncia qualquer e um segmento de reta que
ligava dois pontos sobre a circunferéncia, passando pelo centro da mesma, ou
seja, o seu diametro. A partir dai, utilizou-se a planilha eletrébnica do Geogebra
e criou-se a razdo entre o comprimento da circunferéncia e o segmento de reta
construido, anteriormente, o diametro, verificando que o seu valor era
3,1415926535 (destacando, aqui, que o valor € aproximadamente Pi, pois se
mostra um numero finito de casas decimais).

Na aula seguinte, foram retomados os conceitos e aplicagdes anteriores.
Os pesquisadores questionaram os alunos, se sO existiam esses tipos de
numeros irracionais. A resposta foi o siléncio, mas, ao mesmo tempo, uma
grande vontade de conhecer outros numeros, do mesmo tipo que o Pi ().

Iniciou-se a procura desse numero com o aplicativo Geogebra, dizendo
aos alunos que o objetivo era encontrar um numero que era “magico”. que
estava presente em muitos objetos e possuia muitas aplicagdes na natureza,
na arte e na arquitetura. Desse modo, foi construido com os alunos, no
laboratério de informatica, um quadrado de qualquer medida de segmento que
formam os seus lados (importante que cada dupla de alunos criasse um
quadrado, com medidas diversas).

Depois, foi construido um segmento (e) de reta que ligava o ponto médio
(ponto E) de um dos segmentos do quadrado até um de seus vértices, no
segmento oposto do ponto E. Em seguida, realizou-se uma rotagdo desse
segmento, com ponto fixo no ponto E, com auxilio de circunferéncia, pois esse
segmento (g) seria o raio dessa circunferéncia. Depois disso os alunos foram
orientados a seguir varias instrugdes de construgao de figuras no Geogebra de
modo que os alunos afirmaram que encontraram um valor muito préximo de 1,6

e foi obtido por uma razdo entre segmentos da figura construida. Surgindo,
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dessa maneira, sobre o significado do numero 1,6, seria ele um numero
racional?

Pediu-se aos alunos que realizassem alguns calculos na planilha
disponivel no proprio Geogebra, pois assim n&o fariam arredondamentos que
influenciaria no resultado final. Eles verificaram que esse numero possuia
muitas casas apos a virgula, sem periodo de repeticdo, logo, seria esse um
numero irracional.

Apods as conclusdes, o professor-pesquisador voltou a figura construida
por ele e comecou a realizar alteracbes nos mesmos, mostrando na planilha
que o resultado era sempre o mesmo 1,6180..., o numero de ouro, chamado de
Phi(¢). A partir dessa percepgédo foi mostrado, aos alunos, as aplicagbes
matematicas e curiosidades do numero de ouro, como nas obras de Leonardo
da Vinci (Mona Lisa e o Homem Vitruviano), no Parthenon em Atenas e na
Sequéncia de Fibonacci.

Constatou-se que os alunos se sentiram desafiados a procurar mais
aplicagdes sobre esse numero, comprovando como a matematica possui
muitas utilizagdes computacionais. Consequentemente, os alunos ficaram
interessados pelo uso da informatica.

A partir das observagdes obtidas, durante a aplicacao dessas atividades,
verificou-se que o objetivo principal foi atingido. Com o uso de softwares
computacionais, os alunos participaram de forma ativa no processo de ensino e
aprendizagem.

Notou-se que a utilizagdo da informatica no processo de ensino, como
um meio apoio a aprendizagem, cativou os alunos e despertou o interesse em
descobrir novas aplicagbes. Demonstrou-se, entdo, que a utilizacdo de
software no ensino pode auxiliar nas acdes e reflexdes dos alunos, tornando-as

mais rapidas e intuitivas.

O trabalho de Matos e Barros (2016) descreve a aplicagdo de uma
sequéncia de atividades investigativas que utilizou uma abordagem histérica
sobre o processo de construgdo dos numeros irracionais, de forma a mostrar,

demonstrar, discutir e trabalhar intuitivamente esses ndmeros.
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O objetivo foi apresentar uma sequéncia de atividades investigativas
envolvendo 0s numeros irracionais e relatar a aplicacdo e os resultados da
aplicagéo dessa atividade.

Para o cumprimento do objetivo, adotou-se como metodologia de ensino
uma Sequéncia Didatica. Essa sequéncia tratou de um conjunto de atividades
investigativas que buscasse auxiliar os alunos a superar os obstaculos
epistemologicos presentes no entendimento de numeros irracionais, além de
possibilitar a compreenséo intuitiva da completude da reta. Usou-se a historia
da matematica na elaboragao dessas atividades investigativas.

A aplicacdo dessa sequéncia foi feita em alunos do 1° ano do ensino
meédio de uma escola federal. Durante a aplicacdo das atividades, os
resultados foram obtidos por meio da observacdo do desempenho dos alunos,
registrado em diario de aplicagao.

Na primeira atividade, foram trabalhados alguns pré-requisitos
necessarios, ligados aos conceitos de numeros pares e numeros impares,
necessarios ao entendimento das atividades seguintes. Iniciou-se com uma
atividade investigativa que discute os conceitos de numeros pares e impares e

suas caracterizagdes. Além disso, foi realizada também uma atividade de

demonstragdo que auxiliou os alunos a provar a irracionalidade da /2.

Na segunda atividade, houve a explanagdo da histéria do surgimento
dos numeros naturais, perpassa pelo surgimento dos inteiros e racionais até a
chegar aos dilemas encontrados pela escola pitagorica ao se deparar com os
problemas da diagonal do quadrado de lado um. Apés isso, foi aplicada uma
atividade investigativa, aos alunos, que os levou a reproduzir os passos de
Pitagoras no caminho da descoberta da existéncia de numeros nao racionais.

Com a nova compreensdo de um numero irracional, iniciou-se uma
discussado mais profunda sobre o conjunto numérico dos Irracionais, a partir do
objetivo de mostrar a existéncia de infinitos numeros irracionais e propiciar a
compreensao intuitiva da completude da reta numérica. Esta ultima atividade &
referente ao teorema da densidade, que garante a completude da reta
numeérica, ou seja, que entre dois numeros racionais sempre existe um numero
irracional, partindo do intervalo 0 e 1 e utilizando as propriedades dos numeros
irracionais. Apos isso, foi discutido com os alunos sobre a completude da reta

numeérica.
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Os alunos entenderam que nao seria possivel escrever raiz de dois na
forma de fragdo. Diante disso, perceberam a existéncia de numeros né&o
racionais, isto é, numeros irracionais.

Mesmo ndo conseguindo elaborar uma demonstragado algébrica, os
alunos conseguiram observar, de forma intuitiva, que sempre seria possivel
criar um numero irracional entre quaisquer numeros reais. Os autores notaram
também que eles conseguiram utilizar conhecimentos adquiridos ao longo das
atividades anteriores para estabelecer novas conjecturas e valida-las, levando
a concluir que as atividades alcangaram bons resultados.

Conforme os autores essa sequéncia de atividades investigativas se
mostrou uma alternativa eficiente para a superacdo de muitos obstaculos
epistemolodgicos ligados a numeros irracionais. Através da aplicacédo das
atividades e das observacgoes feitas, os alunos evoluiram em sua compreensao
do tema, resultado confirmado na avaliagdo da disciplina.

Através da realizacdo de avaliagdes antes e depois da atividade, os
autores constataram que a sequéncia cumpriu seu papel de minimizar as
dificuldades identificadas. Sendo assim, acredita-se que essa sequéncia pode

ser uma alternativa para o ensino de numeros irracionais.

Schembergue e Pereira (2016) desenvolveram um trabalho de
experimentacdo onde tiveram como objetivo proporcionar estratégicas
metodoldgicas para o ensino de matematica no que se refere a aprendizagem
dos numeros irracionais, a fim de viabilizar uma melhor compreensao do seu
significado.

Para cumprir o objetivo esperado, os autores construiram uma
sequéncia de atividades para a aprendizagem de numeros irracionais. Elas
foram aplicadas no Colégio Estadual Dr. Epaminondas Novaes Ribas e contou
com a participagao dos alunos do Ensino Fundamental Il do oitavo ano.

Essas atividades trabalharam investigagcbes metodoldgicas por meio da
Educacao Matematica e da Historia da Matematica. Elas foram desenvolvidas a
partir de um cronograma com 9 agdes para aplicagao do projeto de intervengao

pedagogica.
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12 Agao: Na atividade foi proposta o uso de video para potencializar e
ampliar o conhecimento, trazendo para a sala de aula realidades distantes dos
alunos.

22 Acédo: Foi apresentado um texto sobre a histéria dos niumeros.

32 Acao: Neste momento, os estudantes foram orientados a criar uma
histéria em quadrinhos sobre numero irracional. Desse modo, eles tentaram
reproduzir a histéria do numero irracional, com o auxilio dos videos que
assistiram e do texto que leram.

42 Acdo: Os estudantes foram direcionados a fazer atividades como a
construgdo do quadrado e da diagonal com o auxilio de materiais de desenho
geométrico, assim como o calculo do valor da diagonal. Com isso, eles
perceberam a existéncia de um numero desconhecido, isso possibilitou uma
discuticido sobre a necessidade da “ampliagdo” ou “completamento” dos
numeros racionais, pela sua insuficiéncia para tratar com os problemas da
geometria euclidiana.

52 Agcao: Nesta acao foi feita uma atividade com a escala cuisenaire. As
pecas foram separadas por escala, da maior para a menor, para que o aluno
fosse colocando em cima da diagonal do quadrado, ja desenhado no caderno
na atividade anterior (42 Agao). Ao realizar a atividade, foram comprovando que
nenhuma escala “caberia” exatamente um numero inteiro de vezes naquela
diagonal, ora faltava ora sobrava. Isto fez com que o aluno compreendesse o
conceito de numero irracional.

62 Acdo: Na atividade proposta de descobrir o valor aproximado do
ndmero irracional Y2 com o auxilio da calculadora, fazendo os calculos para
verificar a representacdo decimal infinita e n&o periddica do numero. A
importancia do calculo numérico na atividade percebendo a necessidade de
continuar para aproximar do numero irracional escolhido. A persisténcia nos
calculos se efetivou quando os alunos entenderam o significado dos numeros
irracionais, que € um numero real que ndo pode ser expresso como a b de dois
inteiros e b#0, ou seja quando sua representacdo decimal for infinita e ndo
periddica.

7% Acdo: Nesta atividade os alunos tentavam localizar o numero

irracional na reta numérica. Eles tiveram dificuldade em desenhar a régua, por
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ndo entenderem as divisbes de milimetros e decimetros. Assim, foram
realizando a atividade com atendimento individual.
82 Acao:

irracionalidade do nimero V2. Algo que foi dificil deles entenderem, diante do

nesta acdo foi explicado sobre a demonstracdo da
raciocinando por absurdo.

92 Acao: Na atividade trabalhada neste momento, foi construido um varal
numerico de alguns numeros irracionais. Eles jogavam um dado quantas vezes
quisessem para formar numeros que ficariam no varal, com isso eles
perceberam que a chance dos digitos se repetirem infinitamente é bem

pequena. Portanto a chance de se obter um numero irracional € muito maior do

que a de obter um numero racional.

As acoes citadas anteriormente, foram sintetizadas no quadro abaixo:

Quadro 14 — Sintese da organizagéo e resultados das agdes

ACAO DESENVOLVIMENTO RESULTADOS
1%) Video sobre a | Assistire emseguidauma | Nesta acdo os  alunos
histéria dos numeros. discussao dos videos. expressaram atencgao e

interesse, alguns comentarios
como a néo utilizacdo do
recurso do video nas aulas de
matematica.

2%) Texto sobre a
histéria dos numeros.

Leitura e interpretagao.

A falta de interesse de alguns
alunos na leitura foi um
elemento desafiador, na
efetivacao da agdo.

3%) Historia em | Através do software Pixton | A participacdo dos alunos foi

quadrinhos. construir a histéria do | valiosa na atividade, mas
numero contratempos com e-mails
irracional. esquecidos pelos alunos, foi

um ponto negativo.

43)  Construgao do | Através de materiais A atividade foi positiva, mas os

quadrado e da | geométricos o desenho alunos apresentaram

diagonal. geométrico da diagonal do | dificuldades com o manuseio
quadrado. dos materiais geométricos.

5?) Material cuisenaire | Através da escala | O objetivo da atividade foi

no calculo da diagonal. | cuisenaire os  alunos | alcangcado, porque os alunos

calcularam a diagonal do
quadrado.

ao colocarem as escalas na
diagonal do quadrado puderam
descobrir que nenhuma escala
inteira caberia na diagonal.

62) Descobrir o valor
aproximado do numero

Atividade de aproximagéao
de numeros irracionais no

A atividade teve o
envolvimento dos alunos nos

irracional v2. caderno e com a | célculos com decimais.
calculadora.

7?) Localizagao na reta | Atividade de graduar a | Levar o aluno a entender que a

numérica do numero | régua numérica para | réegua numérica esta graduada

irracional. localizar 0 namero | milimetricamente foi dificil e
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irracional V2. trabalhosa.
8%) Demonstrar | Atividade de | Os alunos verificaram na
algebricamente 0 | demonstracao demonstragdo a comprovagao
namero irracional. algebricamente de numero | do numero irracional.

irracional.
99) Verificar a| Ao jogar o dado, eles | Os alunos se envolveram com
“‘quantidade” de | formavam um numero | a atividade e na construgao do
nameros irracionais. irracional, construimos um | varal com numeros irracionais.

varal numérico.

Fonte: Schembergue e Pereira (2016).

As estratégias de ensino sugeridas e propostas durante o processo de
desenvolvimento ofereceram oportunidade de visualizar e compreender o que é
um numero irracional. Com o auxilio do software Pixton, os alunos puderam
escrever a historia desses numeros. Sob um ponto de vista mais concreto,
fizeram a localizagdo dos numeros irracionais na reta numérica, usaram a
escala cuisenaire para medir a diagonal do quadrado e confeccionaram o varal
numérico. Desta forma, os alunos puderam ter uma ideia da “quantidade”
(infinidade) de numeros irracionais. Por outro lado, mais abstrato, trabalharam
as demonstragdes e argumentos para a constru¢gao desses numeros.

Com a pesquisa realizada por Schembergue e Pereira (2016) pbde-se
constatar que as estratégias metodoldgicas, como o ensino por atividade, para
0 ensino e aprendizagem dos numeros irracionais favoreceram a aprendizagem

significativa, contribuindo para a constru¢gao do conhecimento escolar.

Em um trabalho de dissertagéo feito por Nobre (2017), é apresentado
um experimento didatico desenvolvido com turmas de 8° ano do Ensino
Fundamental. Seu objetivo € de introduzir sobre o conjunto dos numeros
irracionais, de modo significativo e motivador para os estudantes, e envolvendo
a participacdo efetiva dos mesmos na construcdo desse novo e importante
conhecimento.

As questbes de pesquisa que direcionaram este trabalho foram as
seguintes:

i) Uma metodologia de ensino/aprendizagem baseada em investigagoes
matematicas pode despertar em estudantes de 8° ano do Ensino Fundamental
uma atitude de protagonismo e maior envolvimento relativamente a sua propria
aprendizagem de Matematica?

i) Que tipos de atividades investigativas podem ser propostas a

estudantes de 8° ano do Ensino Fundamental, a fim de desenvolver e
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aprofundar o estudo dos numeros irracionais, minimizando as mais frequentes
dificuldades referentes ao aprendizado desse conteudo?

iii) Como discutir a problematica dos conceitos complexos envolvidos no
estudo dos irracionais para obter abordagens significativas e acessiveis para a
introducdo dessa tematica com estudantes do Ensino Fundamental 1I? Em
particular, como fazer com que estudantes de oitavo ano percebam que os
numeros racionais ndo sao suficientes para medir todos os segmentos de reta
concebiveis?

Para elaborar, aplicar e analisar as atividades didaticas foram utilizados
como embasamentos tedricos principais: a tese de doutorado de Olga Corbo
(CORBO, 0., 2012) sobre os conhecimentos necessarios para a exploragéo de
nocgdes relativas aos numeros irracionais na Educacao Basica e textos sobre
investigacbes matematicas de pesquisadores portugueses, sob a coordenagao
de Jodo Pedro da Ponte (PONTE, J. P., et al., 1998 e ABRANTES, P. et al,,
1999). O embasamento teorico permitiu o autor deste trabalho analisar
qualitativamente os resultados obtidos com a aplicacdo das sequéncias
didaticas a luz das questdes norteadoras e da fundamentacgéao tedrica adotada.

A abordagem metodologica de ensino utilizada no desenvolvimento do
experimento foi as atividades de exploragédo e investigagdo, que conforme o
autor, trata de atividades matematicas que fornecem o aprendizado matematico
por meio da construgcédo do proprio saber matematico.

As atividades didaticas realizadas foram propostas e desenvolvidas em
turmas de oitavo ano do Ensino Fundamental, em trés momentos distintos:
primeiro semestre de 2016 (por meio de trabalhos de pesquisa), segundo
semestre de 2016 (com atividades investigativas) e primeiro semestre de 2017
(novamente por meio de atividades investigativas).

As atividades foram planejadas visando abordagens dos conteudos ricas
em significados e acessiveis a faixa etaria alvo. Estudantes de 8° ano, em
2016, realizaram pesquisas e apresentagdes em grupos sobre o numero de
ouro e atividades investigativas para explorar propriedades caracteristicas dos
numeros racionais € irracionais: representacdo decimal, associacdo a medida
de segmentos de reta, localizagdo na reta numerada, infinidade e densidade
nesta reta. Em 2017, as turmas do 8° ano escolhidas desenvolveram atividades
investigativas ampliando os objetivos para incluir a nogdo de
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comensurabilidade de segmentos de forma a viabilizar um debate participativo
sobre a demonstracédo da incomensurabilidade entre o lado e a diagonal de um
quadrado elaborada na Grécia antiga.

Ao observar os dados do material de coleta dos dados, os quais
tratavam do preenchimento individual dos estudantes, mesmo estando em
equipes, o autor percebeu que, relativamente a questdo sobre a infinidade e
densidade de racionais e irracionais na reta numerada, a concep¢ao dos
estudantes foi adequadamente ampliada. O que comprova que € possivel
evitar a concepgao usual, de grande parte dos egressos do Ensino Médio,
sobre a existéncia de uns poucos numeros irracionais, hotadamente V2,3, T e
e.

Uma observagédo de uma das atividades apresentado pelo autor, foi que
a comprovacdo da irracionalidade de V2 ajudou muito para que os alunos
tivessem maior aceitacdo da irracionalidade de muitos outros numeros citados,
mesmo sem prova especifica para cada um. De acordo com o pesquisador, a
percepcdo da complexidade da prova efetivamente discutida parece ter
deixado claro que se pode provar a irracionalidade de outros como V5, V3, V6,
etc.

Nobre (2017) destaca também que houveram questionamentos de
alguns estudantes que conduziram a uma discussao entre todos os alunos da
turma sobre, por exemplo, a possibilidade de determinar uma infinidade de
numeros irracionais estipulando regras nao periédicas para a determinagao de
representagcdes decimais para numeros com infinitas casas depois da virgula.
Alguns chegaram até a intuir sobre haver um infinito ainda maior de irracionais
para 0s quais nao seja possivel determinar uma lei de formagao para a parte
decimal apds a virgula desses numeros.

Conforme o autor, diferentes interagdes ocorridas no interior dos grupos,
como divisdo de tarefas, divisdo de temas, escolha do tipo de apresentacao (se
por meio de video ou de forma presencial, etc.), o trabalho em conjunto, os
debates e a organizagao de dias e horarios para eventuais ensaios configuram,
apesar das inumeras discussdes e desavencgas que pudera ocorrer, uma rica
experiéncia de aprendizagem.

De um modo geral, constatou-se neste trabalho o importante valor das

aulas investigativas na ampliagdo de horizontes que se pode explorar a
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respeito dos numeros irracionais; na abertura de espago para que o assunto
dos irracionais possa ser posteriormente abordado no Ensino Médio de forma
mais aprofundada e mais completa com efetiva atribuigdo de significados pelos
estudantes desta pesquisa; e por ter possibilitado uma maior compreensao do
que seja um numero real.

O autor deste trabalho declarou que na busca de conseguir propor
situacbes didaticas que favorecessem a ampliacdo da construgdo de
significados, por parte dos estudantes, sobre as propriedades especificas dos
numeros irracionais e sua diferenciagao relativamente aos racionais, acabou
ajudando os estudantes da pesquisa a superar aquilo que seria a expectativa
inicial dele.

Nobre (2017) percebeu que o sucesso da pratica desenvolvida por meio
de atividades de exploracédo e investigagao constatou que no oitavo ano do
Ensino Fundamental € de fato possivel aos estudantes perceberem e se
familiarizem com nogdes basicas, complexas e muito abstratas, sobre numeros
irracionais, se mantiver o foco nas ideias matematicas fundamentais, sem

abusar de formalismos ainda ndo dominados nesta faixa etaria.

Um trabalho feito por Rocha (2018) que pautou-se na elaboragao,
implementacdo e analise de tarefas sobre a aprendizagem de numeros
irracionais. A partir disso, teve o objetivo de contribuir com a pratica
pedagogica de graduandos de Licenciatura em Matematica de uma
universidade publica da Baixada Fluminense e estimula-los a perceber a
relevancia do estudo do tema.

A metodologia de pesquisa utilizada foi a DBR (Design Based Research)
partindo do levantamento através de questionarios e aplicacdo de atividades
em formato interativo sobre o conceito de conjunto dos numeros irracionais,
suas respectivas estruturas e aplicagdes.

A DBR é uma metodologia de pesquisa que desenvolve a avaliagéo de
seus resultados e desenvolvimento, durante o processo de investigagdo, ou
ainda formativamente. Ela comeca com a identificagdo de uma situagao que
necessita de intervencdo e de um resultado de desenvolvimento pratico,
somente possivel de obter a partir de uma investigacao cientifica de natureza
aplicada. Uma pesquisa que utiliza DBR, se aproxima de ser uma pesquisa-
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acao devido a necessidade de considerar todos os envolvidos como autores,
pesquisadores e parte da equipe de pesquisa, que constroem o resultado
coletivamente, mas se diferencia pela sua explicita objetivacdo em resultados e
melhorias concretas e perceptiveis (ROCHA, 2018).

Os instrumentos de coletas de dados utilizados pelo autor foram: diario
de campo, questionario, folhas de atividades e audio gravado dos trabalhos em
grupo. A analise se orientou sob a construgdo do conceito de numeros
irracionais, considerando a percepg¢ao de que estes numeros necessitam de
vivéncia sobre medicao, aproximacgdes e diferentes representacgdes.

A pesquisa se dividiu em dois grandes momentos. O primeiro buscou
compreender o perfil dos graduandos e a elaboragdo do material para uso em
sala de aula e o segundo buscou a analise da proposta ao término da
implementacao de cada tarefa e ao final do processo.

Quanto aos dados coletados, eles apontam a falta de familiaridade dos
graduandos em usar materiais manipulaveis e com a ideia de
incomensurabilidade. Dessa forma, destaca-se a necessidade de verificagao
sobre a adequabilidade das tarefas aplicadas a estudantes do Ensino
Fundamental I, de novas abordagens tedricas e de desenvolvimento de outras
situacdes problemas envolvendo os numeros irracionais.

Dentro das ideias observadas durante o processo de pesquisa, notou-se
algumas dificuldades dos alunos na aprendizagem de conceitos matematicos
em nivel de graduacgdo (limites, continuidade, teoria dos numeros), sendo
essas dificuldades ligadas a falta de compreensao de propriedades do conjunto
dos numeros reais.

Mediante ao diagndstico observado com os dados, foi percebido que as
tarefas realizadas pelos estudantes podem representar um produto educacional
para auxiliar na aprendizagem do tema por esses estudantes. Diante disso foi
gerado uma proposta de curso de extensao para professores.

Conforme o autor, a partir das tarefas e do produto produzido a partir
delas, é possivel buscar por resultados visiveis em outras etapas de ensino. E,
por exemplo, bem possivel que haja alunos do Ensino Fundamental e Médio
apresentem reacdes e conflitos diferenciados dos licenciandos envolvidos

nesta pesquisa.
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Acredita-se, para o autor, que seja viavel investigar relagdes de outras

relagbes ao conceito de numero

irracional como, por exemplo, a

transcendéncia e suas relagées com o ensino de algebra.

Os trabalhos revisados nessa subsecdo possuem conhecimentos

importantes acerca do ensino e aprendizagem de numeros irracionais sob o

aspecto experimental. Diante disso, no quadro 15 foram sintetizadas as

principais informagdes dos trabalhos revisados.

Quadro 15 - Sintese dos dados dos estudos experimentais.

Trabalhos Objetivo Conclusbes / Sugestdes
Analisados
Jover (2013) | Aprimorar para o ensino- | Foi observado que os alunos aprenderam sobre
aprendizagem de numeros | 0s numeros irracionais poderem representar
irracionais em uma turma | medidas de segmentos assim como, mesmo na
do 9% ano do Ensino | impossibilidade de se determinar um valor exato
Fundamental da Rede | para essas medidas, € possivel comparar
Publica do Estado. segmentos de comprimento representado por
irracionais. Dentre quatorze alunos que
participaram, onze foram capazes de concluir
que os numeros irracionais efetivamente existem
e que estao situados entre dois numeros inteiros.
Em relacdo a esta pesquisa, foi possivel
constatar que a experiéncia proporcionada com o
uso do Geogebra facilitou a compreensédo dos
numeros irracionais por parte dos alunos.
Roriz (2014) Constatar a eficacia de | O autor percebeu uma melhora significativa no

uma proposta de
Sequéncia Didatica com
alunos do Ensino Médio

indice de acertos e na facilidade com que as
perguntas foram respondidas pelos alunos que
participaram da aula tedrica sugerida. Entretanto,
destacou-se também o indice de erro dos alunos
que nao assistiram a aula. Este fato comprova
que uma grande parte dos alunos do 3° ano nao
possuem os conhecimentos esperados sobre os
conjuntos numericos, em especial o conjunto dos
numeros racionais € o conjunto dos numeros
irracionais.

Serra (2015)

Demonstrar aplicagcbes e
significados do numero ¢ e
sua possibilidade de
ensino em uma turma de
primeiro ano do ensino
técnico  integrado em
Mecatronica.

Notou-se que a utilizagdo da informatica no
processo de ensino, como um meio apoio a
aprendizagem, cativou os alunos e despertou o
interesse em descobrir novas aplicagdes.
Demonstrou-se, entdo, que a utilizagdo de
software no ensino pode auxiliar nas agdes e
reflexdes dos alunos, tornando-as mais rapidas e
intuitivas.

Matos e
Barros (2016)

Apresentar uma sequéncia
de atividades
investigativas envolvendo
0S numeros irracionais e
relatar a aplicacdo e os
resultados da aplicagédo
dessa atividade.

Mesmo nao conseguindo elaborar
demonstragdes algébricas, 0s alunos
conseguiram observar, de forma intuitiva, que
sempre seria possivel criar um numero irracional
entre quaisquer numeros reais. Os estudantes,
até conseguiram utilizar ~ conhecimentos
adquiridos ao longo das atividades anteriores
para estabelecer novas conjecturas e valida-las,
levando a concluir que as atividades alcangaram
bons resultados.
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Conforme os autores essa sequéncia de
atividades investigativas se mostrou uma
alternativa eficiente para a superagdo de muitos
obstaculos epistemoldgicos ligados a numeros
irracionais. Através da aplicagao das atividades e
das observages feitas, os alunos evoluiram em
sua compreensao do tema, resultado confirmado
na avaliagdo da disciplina.

Schembergue
e Pereira
(2016)

Proporcionar estratégicas
metodolégicas para o
ensino de matematica no
que se refere a
aprendizagem dos
nameros irracionais, a fim
de viabilizar uma melhor
compreensao do seu
significado.

As estratégias de ensino sugeridas e propostas
durante o processo de desenvolvimento
ofereceram oportunidade de visualizar e
compreender o que € um numero irracional.

Com a pesquisa realizada, pd6de-se constatar
que as estratégias metodoldgicas, como o ensino
por atividade, para o ensino e aprendizagem dos
nuameros irracionais favoreceram a aprendizagem
de modo significativo, contribuindo para a
construgédo do conhecimento escolar.

Nobre (2017)

Introduzir sobre o conjunto
dos numeros irracionais,
de modo significativo e
motivador para 0s
estudantes, e envolvendo
a participagcao efetiva dos
mesmos na construgao
desse novo e importante
conhecimento.

O sucesso da pratica desenvolvida por meio de

atividades de exploragdo e investigagao
constatou que no oitavo ano do Ensino
Fundamental é de fato possivel aos estudantes
perceberem e se familiarizem com nogdes
basicas, complexas e muito abstratas, sobre
nameros irracionais, se mantiver o foco nas
ideias matematicas fundamentais, sem abusar de
formalismos ainda ndo dominados nesta faixa
etaria.

Rocha (2018)

Contribuir com a pratica

pedagogica de
graduandos de
Licenciatura em
Matematica de uma

universidade publica da
Baixada Fluminense e
estimula-los a perceber a
relevancia do estudo de
numeros irracionais.

Uma sequéncia de tarefas (atividades) que seja
bem planejada e seja aplicada a partir de um
prévio conhecimento de como se apresenta o
conhecimento dos estudantes; caracteriza uma
metodologia de ensino eficaz no aprendizado de
numeros irracionais.

Dentro das ideias observadas durante o
processo de pesquisa, nhotou-se algumas
dificuldades dos alunos na aprendizagem de
conceitos matematicos em nivel de graduacéao
(limites, continuidade, teoria dos numeros),
sendo essas dificuldades ligadas a falta de
compreensao de propriedades do conjunto dos
nameros reais.

As tarefas (atividades) realizadas pelos
estudantes podem representar um produto
educacional para auxiliar na aprendizagem do
tema por esses estudantes. Diante disso foi
gerado uma proposta de curso de extensao para
professores

Fonte: Jover (2013); Roriz (2014); Serra (2015); Matos e Barros (2016); Schembergue e

Pereira (2016); Nobre (2017); Rocha (2018).

3.5.6. Sintese dos Resultados

Os trabalhos revisados possuem conhecimentos importantes acerca do

ensino e aprendizagem de numeros irracionais. Conhecimentos ligados as

suas potencialidades no ensino, ao diagnostico dos agentes que se envolvem
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com este assunto em sala de aula, as suas abordagens instrutivas em livros
didaticos, assim como a reflexées conceituais.

Diante de todo esse conhecimento e com base na necessidade de
desenvolver uma boa analise a respeito dessa revisao de estudos, construiu-se
0 quadro 16 que sintetiza as principais informacdes pelos trabalhos revisados,

de acordo com cada categoria.

Quadro 16 — Sintese dos resultados mais importantes por categoria

Categoria Sintese dos resultados
Fracbes Continuas podem ser um assunto que pode ser
Estudos explorado para significar os numeros irracionais, além de articular
Tedricos conhecimentos matematicos presentes no curriculo de

Matematica, interligando-os numa rede de significados.

Quanto ao ensino de numeros irracionais é sugerido que

= Ao se trabalhar com radicais no oitavo ano do ensino
fundamental, deve ser definido o que € um numero irracional e
aproveitar este momento para falar um pouco mais sobre o
surgimento desses numeros.

= No nono ano, a construcdo da reta numérica € um tépico
importante de ser explorado para se ordenar os numeros
irracionais e estimar uma aproximagao decimal para um numero
irracional.

A introducao de numeros irracionais pode ser modulada pelo
professor sob os componentes formal, algoritmo e intuitivo, assim,
ele pode utilizar os argumentos formais para justificar verdades
matematicas e algumas vezes incluir concepg¢des mais intuitivas
do que formais. Isso vai depender do nivel de compreensdo de
seus alunos.

O excesso de formalismo sobre nimeros reais, quando este é
abordado no Ensino Superior, ndo capacita de maneira eficiente
o futuro professor de Matematica para ensinar numeros
irracionais na Educacao Basica, o que vai refletir na manutencéao
das dificuldades dos alunos da Educacao Basica, fechando um
circulo vicioso. Em meio a isso peculiaridades da Matematica
escolar precisam fazer parte do curriculo da licenciatura em
Matematica, principalmente no que se refere ao ensino dos
numeros reais/irracionais na Educacao Basica.

Mais do que um em cada trés alunos nao reconhece claramente
quando um determinado subconjunto limitado de R possui
elemento maximo ou elemento minimo. Para os autores, essa
Estudos ‘imagem” de Q e de R como conjuntos cujos subconjuntos
Diagndsticos | limitados devem possuir elemento minimo (e/ou maximo) pode
criar obstaculos a compreensao da nog¢ao de irracionalidade e da
propria natureza do continuo numérico. Diante disso, se nao se
compreende o sentido e a razdo de ser dos irracionais, é dificil
superar as dificuldades na compreensao de varios conceitos
ligados a estrutura dos reais.

Muitos estudantes tém apenas vagas lembrancas das “regras”
da Matematica. De modo que, alguns até tentam reproduzi-las e
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quando ndo conseguem, criam outras respostas baseadas em
suas lembrancas, a fim de encontrar uma resposta compativel
com a resposta requerida. As regras que ndo expressam
significado aos alunos acabam se constituindo em grande
dificuldade na construg¢do do conhecimento dos alunos.

A interpretacdo geométrica dos numeros irracionais, tendo como
pauta a incomensurabilidade de grandezas nao costumava fazer
parte do repertério de conhecimentos dos professores de uma
amostra, indicando lacunas também nos conhecimentos
pedagogicos necessarios a apresentacdo desse conteudo aos
alunos.

Os resultados de uma investigagdo apontaram que € a
experiéncia escolar, a diversidade de situagdes matematicas
vivenciadas pelos alunos, e a disponibilidade do professor em
apresentar a seus alunos diferentes atividades que favorecam a
desestabilizacdo de conhecimentos errdbneos; que vai favorecer a
apropriacao do conceito de numeros irracionais.

Assim, a andlise dos dados de uma amostra de alunos
ingressantes no curso de licenciatura em matematica apontou a
precariedade dos conhecimentos relacionados a numeros
irracionais, com predominancia de exemplos protétipos e de uma
compreensdo instrumental do assunto. O conhecimento que os
sujeitos apresentaram no inicio dessa pesquisa, parece ser um
reflexo de negligéncia de processos pedagdgicos relacionados
aos numeros irracionais da educagao basica, pois verificou-se
que alguns sujeitos ‘sabiam’ alguma coisa a respeito de numero
irracional, como, por exemplo, que sao representados por dizimas
nao-periddicas. Porém, em muitos casos, percebeu-se que esse
conhecimento ndo ia além disso; diante do fato que o mesmo
sujeito considerava possivel que uma fragéo de inteiros pudesse
gerar um numero irracional.

Verificou-se que muitos conceitos tém passado despercebidos
pelos aprendizes, mesmo os professores consentindo com essa
situacao, talvez, pela auséncia de compreensao deles, ou, como
foi evidenciado nas entrevistas, pode acontecer pela falta de
aplicagéo de atividades capazes de mobilizar, por exemplo, que a
situacdo geométrica apresentada aos professores seja exercitada
com os estudantes.

Os estudantes de uma amostra especifica ndo possuiam
familiaridade em encontrar medidas incomensuraveis; eles se
sentiam desconfortaveis ao nao encontrarem valores exatos.
Além disso, foi possivel identificar o surgimento do processo de
construcdo do conceito de incomensurabilidade quadrado.

Os conceitos de incomensurabilidade e de interpretacao
geometrica dos numeros irracionais permearam as duvidas
apresentadas pelos licenciandos sempre que encontravam
barreiras ao utilizar as unidades ofertadas para a medicao da
diagonal do que as tarefas geraram beneficios para imagem
conceitual dos numeros irracionais, sua representagao
geométrica e percepcao historica.
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A analise de alguns livros didaticos sugere que privilegiam:
Abordagem definicbes baseadas na representacdo decimal; tarefas
nos livros | envolvendo procedimentos como classificagdo como racional e
didaticos irracional e determinagdo de fragbes geratrizes; registros de
representacao simbolico-algébricos; notas histéricas enfocando
nomes e datas. Entretanto, tais atividades sdo tratadas de forma
mecanica e com pouco ou henhum aprofundamento conceitual.

Em alguns livros didaticos a apresentagdo dos numeros
irracionais ocorre de modo polarizado: alguns optam por um viés
empirico e outros pela definigdo formal. Muitos desses livros
conduzem a possibilidade de ampliar o quadro de significados em
relagdo a outros topicos presentes na Matematica Elementar,
como os pares discreto/continuo; exato/aproximado e
finito/infinito.

Uma conclusédo geral sobre a andlise dos dois livros € que,
apesar dos livros didaticos apresentarem grande parte do que é
sugerido pelos Paradmetros Curriculares Nacionais (PCN) de
Matematica, algumas consideragcdes relevantes sobre esses
numeros, tais como as ideias de aproximacdo e de infinito, ndo
sdo realizadas ou enfatizadas nos livros didaticos.

Alguns livros que apresentam meios diferenciados para uma
abordagem didatica de numeros irracionais na escolaridade
basica, vao ao encontro a dois aspectos essenciais da area da
Histéria da Matematica: retomar a reflexdo histérica sobre os
numeros irracionais, e ainda semear a esséncia dos livros, que é
proporcionar modos ou momentos para o leitor acessar e
movimentar o pensar.

A experiéncia proporcionada com o uso do Geogebra facilitou a
compreensao dos numeros irracionais por parte dos alunos, onde

Estudos a maioria teve uma boa aceitagdo de que os numeros irracionais
experimentais | existem por meio das grandezas geomeétricas construidas pelo
Geogebra.

Sequéncia de atividades investigativas se mostrou uma
alternativa eficiente para a superagdo de muitos obstaculos
epistemoldgicos ligados a numeros irracionais. Através da
aplicagdo das atividades e das observacbes feitas, os alunos
evoluiram em sua compreensado do tema, resultado confirmado
na avaliagédo da disciplina.

Estratégias metodolégicas, como o ensino por atividade, para o
ensino e aprendizagem dos numeros irracionais favoreceram a
aprendizagem de modo significativo, contribuindo para a
construgdo do conhecimento escolar.

Atividades de exploracdo e investigacdo no oitavo ano do
Ensino Fundamental podem direcionar os estudantes a
perceberem e se familiarizem com nogdes basicas, complexas e
muito abstratas, sobre numeros irracionais, se mantiver o foco
nas ideias matematicas fundamentais, sem abusar de
formalismos ainda ndo dominados nesta faixa etaria.
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Uma sequéncia de tarefas (atividades) que seja bem planejada
e seja aplicada a partir de um prévio conhecimento de como se
apresenta o conhecimento dos estudantes; caracteriza uma
metodologia de ensino eficaz no aprendizado de numeros
irracionais.

Fonte: Pommer (2012); Vasconcelos (2016); Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018); Broetto e
Wagner (2019); Moreira, Soares e Ferreira (1999); Costa (2009); Silva e Penteado (2010);
Pietropaolo, Corbo e Campos (2013); Nogueira e Rezende (2014); Rezende e Nogueira (2015);
Broetto (2016); Machado e Rezende (2017); Rocha (2017); Souto (2010); Pommer (2012);
Jesus (2017); Felix (2018); Pommer (2018); Jover (2013); Roriz (2014); Serra (2015); Matos e
Barros (2016); Schembergue e Pereira (2016); Nobre (2017); Rocha (2018).

A partir dos resultados, os quais foram obtidos por meio desta revisao de
estudos, foi possivel desenvolver uma analise global sobre o tema em questao,
constituindo, dessa forma, um entendimento profundo a respeito de numeros

irracionais no ambito do ensino e aprendizagem.

3.5.7. Analise dos resultados

Diante dos quadros apresentados, pode-se ter uma compreensao mais
geral sobre numeros irracionais, dessa forma, é possivel construir uma
caracterizacao a este assunto para cada categoria (tedrico, diagnéstico, analise
de livro didatico e experimental).

Nos estudos tedricos, obtiveram-se propostas de como ensinar nimeros
irracionais, assim como reflexdes sobre este assunto no &mbito do processo de
ensino e aprendizagem.

Um ponto discutido em algumas das pesquisas € a necessidade de
aprimoramento do curriculo a respeito do assunto de numeros irracionais,
como por exemplo, definir numero irracional ja no 8° ano e procurar com o0s
alunos do 9° ano definir reta numérica real, além disso, tratar com numeros
irracionais por meio da aproximagao. Neste ambito a utilizagdo de software
pode ser util no ensino de numeros irracionais.

Outra discussao muito importante levantada nos estudos tedéricos sobre
0 assunto de numeros irracionais € que ele se situa em trés aspectos: o formal,
o algoritmo e o intuitivo. Sendo o excesso de uma dessas categorias em

relacdo as outras, algo prejudicioso ao aprendizado de outros conceitos
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futuros, por isso o professor deve mediar entre essas trés aspectos quando
ensina numeros irracionais.

Quanto aos estudos diagnosticos, alguns deles direcionaram a coletar
dados de grupos de alunos de 82 e/ou 92 série do Ensino Fundamental, outros
direcionaram a grupos de professores de matematica ou graduandos de
licenciatura em matematica.

Dentre esses grupos seletos estdo os alunos de 8% e/ou 9? série do
Ensino Fundamental que conforme as pesquisas apontam, tiveram baixo
rendimento no que se refere ao entendimento do significado de numeros
irracionais e os topicos que constituem seu assunto. Conforme as pesquisas, o
baixo rendimento neste assunto ocorre devido a obstaculos epistemoldgicos
que dificultam a construcdo do conhecimento de maneira correta, a falta de
vivéncia de situagées matematicas que explorem o assunto; a negligéncia e/ou
falta de conhecimento de professores em poder explorar este assunto; imagem
conceitual construida de forma incorreta de pré-requisitos importantes para o
entendimento de numeros irracionais; dentre outros.

A respeito dos grupos estudados referentes a professores de
matematica as pesquisas revelaram que, embora tentem ensinar o assunto de
numeros irracionais, este ensino € muito superficial, por exemplo, muitos deles
nao utilizam conhecimentos importantes de numeros irracionais como
enumerabilidade, diagonalizagdo de Cantor e outros.

Outra situagédo que surgiu com as pesquisas € que a imagem conceitual
construida por alguns professores, referente aos numeros irracionais, €&
constituida por nogdes que pertencem ao campo numerico, contendo, em
alguns casos, concepgdes incorretas sobre representagdes e classificagdo
desses numeros, de modo que a interpretagdo geométrica ligada a
incomensurabilidade de grandezas ndo costumava fazer parte do repertério de
conhecimentos desses professores, indicando lacunas nos conhecimentos
pedagogicos.

A respeito dos grupos estudados referentes graduandos em licenciatura
em matematica, as pesquisas revelaram que muitos destes estudantes entram
na graduagdo sem conhecer a natureza dos numeros reais, especifficamente
aos irracionais, e desse modo ndo possuem 0s muitos pré-requisitos

necessarios para o aprendizado de outros assuntos da graduag&o que lidam
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com numeros reais, e, com isso, ocorre uma fragilidade no conhecimento
pedagogico destes estudantes quando este se forma como professor de
matematica e, certamente, corrobora em um ensino também fragilizado de
numeros irracionais.

Os estudos referentes as analises de livros didaticos apresentaram
resultados bem diferenciados, alguns benéficos, outros ndo, com isso, tém-se a
seguir os pontos positivos e os pontos negativos apresentados pelos trabalhos
a respeito dessas analises.

Os pontos positivos percebidos pelas pesquisas diante da analise de
livros didaticos, foram:

» Alguns privilegiam: definicbes baseadas na representagdo decimal;
tarefas envolvendo procedimentos como classificacdo como racional e
irracional e determinagdo de fragcbes geratrizes; registros de representagao
simbolico-algébricos; notas historicas enfocando nomes e datas.

» Alguns livros fazem um tratamento complementar a respeito dos
numeros irracionais nos eixos discreto/continuo; exato/aproximado;
finito/infinito, assim como no par deterministico/aleatério.

» Alguns livros contribuem para uma boa transposicdo didatica com
relagdo aos numeros irracionais.

» Existem livros que apresentam dois importantes aspectos essenciais
da area da Historia da Matematica: retomar a reflexdo histérica sobre os
numeros irracionais, e ainda proporcionar momentos para o leitor pensar.

» Alguns livros ajudam a compreensao inicial do embate entre o
pragmatico e o teorico possibilitando uma ponderagdo inicial para um
tratamento didatico mais adequado.

Os pontos negativos percebidos pelas pesquisas diante da analise de
livros didaticos, foram:

> Atividades tratadas de forma mecénica e com pouco ou nenhum
aprofundamento conceitual.

» Falta de algumas consideracbes relevantes sobre numeros
irracionais, citados pelo PCN, tais como as ideias de aproximacao e de infinito,
nao sao realizadas ou enfatizadas.

» Frequéncia da abordagem inicial de numeros irracionais unicamente

por geometria.
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» Utilizagao de livros antigos em algumas escolas.

O conhecimento que a analise dos livros didaticos mostrou conduziu a
um entendimento sobre como se pode construir um material didatico que
ensine numeros irracionais, sendo este material caracterizado com os pontos
positivos citados anteriormente e evite ao maximo os pontos negativos.

Quanto aos aspectos experimentais, percebeu-se que uma metodologia
de ensino muito utilizada nas pesquisas desta categoria foi a Sequéncia
Didatica, que em algumas ocorria por meio do ensino por atividade, em outras
por meio de aula interativa. Dentre essas pesquisas, um recurso muito utilizado
foi software, com destaque ao Geogebra, que auxiliou no desenvolvimento de
atividades e/ou aulas interativas na busca pela aprendizagem de numeros
irracionais. Alguns trabalhos foram direcionados a numeros reais, mas as
atividades aplicadas contribuiram, extremamente, para a aprendizagem de
numeros irracionais.

O direcionamento desta revisdo de estudos possibilitou ter um uma viséo
sobre muitos fatos relativos ao tema diante dos trabalhos revisados na area de
Numeros Irracionais, como a necessidade de melhorar o ensino deste assunto,
levando em conta que muitos trabalhos indicam que o conhecimento sobre
nameros irracionais tem se mostrado insuficiente em alunos do Ensino
Fundamental, Ensino Médio, Ensino Superior, sendo que esse problema se
estende a alguns professores de matematica e até mesmo livros didaticos.
Essa compreensdo revelou a necessidade de criar estratégias didaticas e

metodoldgicas para o ensino de numeros irracionais.

3.6. As Concepcgoes de Discentes

Com base nas dificuldades apresentadas por alunos, a respeito de
numeros irracionais, percebeu-se a necessidade de diagnosticar possiveis
fatores sociais que interfram na aprendizagem dos mesmos. Diante dessa
necessidade foi realizado uma pesquisa diagnostica em 2019 com 83 discentes
do 1° ano do Ensino Médio em uma escola publica, visando determinar como
se encontra nivel de dificuldade para o aprendizado numeros irracionais; assim

como investigar se a pratica pedagdgica dos professores esta contribuindo
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para o aprendizado desse conteudo, mediante as habilidades estabelecidas
pelo PCN e BNCC.

O desenvolvimento da pesquisa apresentada nessa subsecdo tomou
como foco a realizagdo de um diagnoéstico do processo de ensino-
aprendizagem de numeros irracionais conforme a opinido de discentes do 1°
ano do Ensino Médio, para que pudéssemos compreender como se caracteriza
0 ensino e aprendizagem de numeros irracionais no ensino basico.

No primeiro momento foi apresentado aos alunos um termo de
consentimento, que se localiza no apéndice A, requerendo a assinatura deles e
de seus responsaveis, autorizando-os a participar dessa pesquisa. Apods isso,
foi aplicado um questionario composto de 22 perguntas de multipla escolha
(apéndice B), cujo objetivo foi tragar um perfil dos estudantes investigados
sobre os aspectos relativos a aprendizagem de numeros irracionais, assim
como obter informagdes sobre as metodologias de ensino e métodos de
avaliacao dos professores de matematica para com esses alunos, € mais um
teste de 7 questdes (apéndice C) para verificagcdo da aprendizagem dessa
amostra de estudantes em relagao ao assunto em questao.

Com os formularios preenchidos, foi desenvolvido a tabulagdo dos dados
obtidos do questionario e do teste, de modo, que utilizou-se a plataforma
Google Forms, como ferramenta de construgdo de graficos para a analise e
conclusédo dos resultados obtidos

Dessa forma, analisou-se possiveis associagdes entre o perfil dos
alunos investigados no questionario com o desempenho dos mesmos no teste,
bem como, a relagdo dos resultados do questionario com outros trabalhos
cientificos. Diante disso, foi possivel diagnosticar o ensino e aprendizagem dos
alunos, sobre numeros irracionais, com base na analise dos dados tabulados e
das relacdes desses dados com outros trabalhos.

A analise apresenta a seguir objetivou relacionar os dados obtidos por
essa pesquisa com os dados do meio estatistico-censitario e compressdes de
referenciais tedricos do meio académico, para estabelecer concordancias ou
discordancias. As questdes do questionario foram classificadas quanto ao foco
de analise, sendo assim, as classificacbes s&o: questdes de aspecto

socioeconémico, metodoldgico, curricular e avaliativo.
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O questionario e o teste podem ser encontrados no apéndice deste

trabalho.

3.6.1. Analise das questoes de aspecto Socioecondmico

A questdo 1 do questionario pedia que os alunos respondessem com as

suas idades, algo que foi denotado no grafico a seguir:

Grafico 2 - Idade
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Fonte: Trabalho de Campo (2019).

De acordo com a pesquisa feita pelo IBGE (2016-2017), a faixa etaria
entre 15 a 17 anos de idade é adequada a de estudantes que se encontram no
ensino médio. Porém, apenas 68,4% dos estudantes nessa faixa etaria, em
2017, estavam na idade/série adequada. O grafico anterior certamente denota
que as idades predominantes, da amostra de alunos consultada, sdo as de 14,
15 e 16 anos, sendo que embora os alunos de 14 anos estejam antes da faixa
etaria adequada do IBGE, é notavel que todos nao ultrapassaram a faixa de 15
a 17 anos adequada ao EM conforme o IBGE.

As questdes 7 e 8 do questionario fizeram referéncia a escolaridade do
responsavel masculino (ver grafico 3) e do feminino (ver grafico 4) dos
estudantes consultados, cujo género esta apresentado no grafico 5, referente a
questdo 2. Os graficos a seguir mostram a sintetizagdo dos dados obtidos,
referentes a essas duas questdes (7 e 8).
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Grafico 3 - Nivel de Escolaridade do responsavel Masculino
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Fonte: Pesquisa de Campo (2019).

Grafico 4 - Nivel de Escolaridade do responsavel Feminino
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Fonte: Pesquisa de Campo (2019).

Pode-se perceber que dentre os niveis educacionais, o nivel médio foi a
categoria que os estudantes mais marcaram, tanto para o responsavel
masculino, quanto para o feminino. Esse resultado encontra-se paralelo a outro
dado apresentado pelo IBGE (2016-2017), onde a Regiao Norte apresentou o
maior crescimento em termos percentuais (1,5 p.p.) na proporgéo de pessoas
de 25 anos ou mais de idade que concluiram, ao menos, a educacao basica
obrigatéria, tendo alcangcado, em 2017, 42,1% das pessoas nessa situagao. A
partir dos graficos anteriores, é possivel ter uma nogado do nivel que possui

maior taxa percentual, isto é, o Ensino Médio.
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Grafico 5 - Género
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Fonte: Trabalho de Campo (2019).

Para o IBGE (2018), diversos indicadores confirmam uma tendéncia
geral no aumento da escolaridade das mulheres em Educacédo em relagdo aos
homens, apesar de a estrutura ocupacional de homens e mulheres permanecer
bastante desigual.

O gréfico a seguir mostra os dados coletados com as respostas dos

estudantes a respeito de quem ajuda nas tarefas de casa (questéo 9).

Grafico 6 - Ajuda nas tarefas de Matematica.
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Fonte: Trabalho de Campo (2019).

Certamente ha inumeros fatores que influenciam na ajuda, ou néo, da
familia nas tarefas de matematica. Diante disso, € importante evidenciar,
conforme a lei 8069/1990 do Estatuto da Crianga e Adolescente (ECA), no
art.22, onde “Aos pais incube o dever de sustento, guarda e educagao dos
filhos menores”. Logo, é preocupante que 20% dos estudantes consultados nao

tenham ninguém para ajudar nas tarefas de matematica.
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3.6.2. Analise das questdes de aspecto Metodolégico

Essa subsecao tratara da analise das questdes de carater metodoldgico,
as quais, sao as questdes 11, 12, 13, 19, 20 e 21 do questionario, o qual esta
apresentado em anexo.

A questdo 11 perguntava, aos alunos, se eles conseguem entender as
explicagbes dadas nas aulas de matematica. Assim como o grafico abaixo
apresenta, houve um destaque maior a “quase sempre” e “sempre”, mostrando
que o professor de matematica destes alunos, rege uma aula clara e
compreensiva. Embora haja uma quantidade significante de individuos que
tenha declarado que entende as explicacdes “as vezes”, “poucas vezes” ou

“nunca”.

Grafico 7 - Entende as explicagbes da aula de matemética (questéao 11).
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Fonte: Trabalho de Campo (2019).

De acordo com Fonseca (2008), ser professor hoje vai além de saber
expor um conteudo, ou até mesmo, passar exercicios e elaborar uma prova,
significa ser um verdadeiro estrategista, no sentido de planejar, estudar,
selecionar, organizar e propor os melhores meios que facilitem e conduzam os
alunos a apropriacdo do conhecimento.

Desse modo, algumas vezes o ensino é restringido pela simples
exposi¢cao do conteudo, tornando o ensino pouco significativo para os alunos.
Com base nessa percepcdo € comum encontrar resultados que foram
evidenciados no grafico anterior, onde 27% dos estudantes declararam que so6
entendiam as explicagdes do professor “as vezes”, “poucas vezes” ou “nunca’.

As questbes 12 e 13, correspondentes a “As aulas de Matematica
despertam sua atencdo em aprender os conteudos ministrados?” e “Vocé
consegue relacionar os conteudos matematicos ensinados em sala de aula

com seu dia a dia?”, cujos resultados estao apresentados nos graficos 8 e 9.
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Grafico 8 - As aulas de Matematica despertam a atengao em aprender os conteudos
ministrados (questédo 12)
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M As aulas de Matematica despertam a atengdo em aprender
os conteudos ministrados

Fonte: Trabalho de Campo (2019).

Grafico 9 - Se os estudantes conseguem relacionar os conteudos matematicos ensinados em
sala de aula com o dia a dia (questéo 13).

100%
54%
50% 34%
()
- 2%
0% | | J—
Sim Nao Asvezes  Sem resposta

B Conseguem relacionar os conteidos matematicos ensinados
em sala de aula com o dia a dia

Fonte: Trabalho de Campo (2019).

As questdes 20 e 21 sao: “Quando vocé estudou os Numeros
Irracionais, a maioria das aulas eram:” e “Para praticar o conteudo de Numeros
Irracionais seu professor costumava:”. Os graficos que mostram os dados

obtidos sao:

Grafico 10 - Tipo de aulas eram realizadas quando estudaram os NUumeros Irracionais
(questao 20)

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%100%

Iniciarada pela definigdo seguida de exemplos e
exercicios

Iniciada com a histéria do assunto para depois

I 59%,

explorar os conceitos = 8%
Iniciada com jogos para depois sistematizar os 1 2‘7
conceitos °
Iniciada com um modelo de uma situagdo e em . 9Y
seguida ananlisando-o b
Iniciada com uma situagao problema para m 4%

depois introduzir o assunto

N&o responderam [ 15%

M Tipo de aulas que eram realizadas quando estudaram os Numeros Irracionais

Fonte: Trabalho de Campo (2019).
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Grafico 11 - Forma de praticar o conteudo de Numeros Irracionais adotada pelo professor.
(questao 21)

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%100%

Apresentava uma lista de exercicios para serem

. | 0
resolvidos 50%

Solicitava que os estudantes resolvessem os
exercicios do livro didatico

s 20%

Apresentava jogos envolvendo o assunto. [l 4%

Solicitava que os estudantes procurassem
questdes sobre o assunto para resolver

M 7%
N&o propunha questdes de fixagdo | 1%

Ndo responderam [ 15%

B Forma de praticar o conteido de Numeros Irracionais adotada pelo professor.
Fonte: Trabalho de Campo (2019).

A partir da leitura dos graficos, pode-se compreender o estado do ensino
aplicado a esses alunos, o qual segue o tipo tradicional de ensino, que trata de
aulas que seguem a definicao\exemplos\exercicios, (nessa ordem);
predominancia das listas de exercicios (repeticdo), pouca relagdo entre a
matematica e o cotidiano dos alunos e o pouco estimulo despertado pela aula.
Nesse sentido, conforme Fonseca (2008), cabe ao professor refletir o seu ato
pedagogico, rever técnicas de ensino, sugerir metodologias e dindmicas que
possam auxiliar na tarefa docente. Desse modo, é necessario que o professor
de matematica desses alunos venha rever a sua pratica docente, buscando um
melhoramento do ensino, para gerar um aprendizado mais significativo.

A questdo 19 perguntava aos alunos sobre como eles avaliam as
explicacdes do professor de matematica deles. As respostas possibilitaram a
construgdo do seguinte grafico:

Grafico 12 - Como os alunos avaliam as explicagdes do professor de matematica (questao 19)

100%  629%
50% I 18% 12% 3% 3%

0% —
\Y B B O'.A
NG & <
X N S
RS
<!

B Como os estudantes avaliam as explicagdes do professor de
matematica

Fonte: Trabalho de Campo (2019).
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A analise dos graficos gerados pelas respostas dos alunos, mostra que
embora seja seguido, predominantemente, o método tradicional de ensino, nas
aulas de matematica ministrada a esses alunos, a maioria deles caracterizou
as explicagdes do professor de matematica como excelente, o que representa

um fator positivo para o aprendizado.

3.6.3. Analise das questoes de aspecto Curricular

Segundo Melo (2014), a ideia de curriculo pode ser entendida como o
que uma sociedade considera necessario para que os alunos aprendam em
meio a sua escolaridade. Dessa forma, analisaremos as questdes 6, 10, 16 e
17 que estavam no questionario, as quais tém objetivo de avaliar como se
apresenta o curriculo sobre o conhecimento matematico ensinado em sala de
aula. A questdo 22, embora seja de aspecto curricular, foi analisada na
subsecao posterior, pois os dados coletados dela possuem um forte vinculo
com o teste, com o qual foi abordado também na proxima subsecao.

Na questdo 6 que perguntava “vocé gosta de matematica?” e aos dados
obtidos, tém-se o grafico abaixo.

Grafico 13 - Vocé gosta de matematica (questao 6).
100%

80% 55%
60%
o ()
40% 21% 14% 8%
20% -
0% L [
Adoro Suporto Gosto um Ndo gosto

pouco

M Gosto dos estudantes por matematica

Fonte: Trabalho de Campo (2019).

A maioria dos alunos declarou que “gosta um pouco” de matematica.
Essa situacao pode estar relacionada a varios fatores conforme Miguel (2005),
como formacao deficitaria do professor, condigbes inadequadas de trabalho
(por exemplo, infraestrutura escolar), dificuldades dos alunos, curriculos
defasados, entre outros.

Na questao 10, foi proposto aos alunos que indicassem uma alternativa

referente a frequéncia que eles estudam matematica fora da escola.
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Gréfico 14 - Frequéncia que os estudantes estudam matematica fora da escola (questédo 10).

100% 63%
o 26%
50% 1% . -o 10%

0% I |
Ndo estudo Sé no periodo Somente nos  Todo dia
foradaescola de prova finais de

semana

M Frequéncia que os estudantes estudam matemadtica fora da
escola

Fonte: Trabalho de Campo (2019).

Como pode-se ver no grafico, cerca de 63% dos alunos declarou que
estuda semente no periodo de prova. Esse dado somado aos alunos que nao
estudam fora da escola resulta em 64% dos estudantes. Isto mostra que a
maioria dos alunos da amostra se sustentam nas informagdes ensinadas em
sala, sem a devida repeti¢cao diaria ou pratica do conteudo assimilado em sala.
A pratica diaria ou semanal do conteudo € algo importante, pois segundo o
Portal Educacéo (2012) algumas das informag¢des guardadas na memoria de
curto prazo, podem ser transferidas para a memoéria de longo prazo,
normalmente por repeticao ou pratica.

Nas questbes 16 e 17, indicadas no questionario, respectivamente,
como “Vocé ja estudou numeros irracionais?” e “Se vocé na questao acima
respondeu sim, diga em qual ano/ série?”. Diante disso, teve-se os dados

apresentados nos graficos 15 e 16, os quais foram apresentados a seguir.

Gréfico 15 — Porcentagem dos alunos que declararam ja terem estudado nimeros irracionais

100% 87%
50%
12%
0% [ ]
Sim Nado

M Estudantes que declararam ja ter estudado nimeros
irracionais

Fonte: Trabalho de Campo (2019).
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Grafico 16 — Ano em que os alunos declararam terem estudado numeros irracionais
0% 20%  40%  60%  80%  100%

Somenteno62ano [l 6%

Somenteno72ano [l 12%
Somenteno 82ano [ 21%
Somenteno92ano [ 24%

Somente nos 82e 92anos [l 4%
Somente nos 62, 72e 92anos | 1%

Somente no 12 ano do Ensino Médio [l 4%

N3o responderam [ 25%

B Ano que estudaram numeros irracionais
Fonte: Trabalho de Campo (2019).

De acordo com os graficos 15 e 16, percebe-se que a maioria dos
discentes haviam estudado os numeros irracionais, sendo que, dentre os que
responderam, a maioria estudou no 8° ou 9° anos do EF. Essa informacéao esta
de acordo com os PCN'’s, que cita os numeros irracionais como fazendo parte
do quarto ciclo (8° e 9° anos), ja na BNCC este assunto se encontra somente

no 9° ano.

3.6.4. Analise das questoes de aspecto Avaliativo

Essa subsecéo tratara da analise das questbes de carater avaliativo, as
quais, sao as questdes 14 e 15 do formulario e as questdes do teste, as quais
estdo apresentados no apéndice C.

Na questao 14 foi requisitado aos alunos a marcarem a alternativa que
corresponde ao estado emocional quando estdo diante de uma avaliagédo em
matematica. A contagem das respostas para com cada alternativa esta

estruturada no grafico a seguir:

Grafico 17 - Questdo 14
100%
80%

60% 40% 43%

40% o
20% 2% I 11/) I 4%
Contente Tranquilo Com medo Preocupado Com calafrios

M Estudantes que declararam ja ter estudado nimeros irracionais

Fonte: Trabalho de Campo (2019).
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Ao analisar o grafico 17, percebe-se que a maior taxa de estudantes se
sente “preocupado” quando estdo diante de uma avaliagdo em matematica,
algo que pode estar ligado ao fato da maioria de estudantes estudar somente
no periodo de prova, ou ha véspera.

Na questdo 15, “Quais formas de atividades e/ou trabalho que seu
Professor (a) de matematica mais utiliza para a avaliagdo da aprendizagem?”,

foi obtido os dados sintetizados no grafico abaixo.

Grafico 18 - Questao 15
100%

s 42% 35%

23%
. 0% 0% 0%
0% O
Provas / Testes  Seminario Pesquisas Projetos Outros
Simulados Semanais

B Formas de atividades e/ou trabalho mais utilizadas pelo Professor (a) de
matematica na avaliagdo da aprendizagem

Fonte: Trabalho de Campo (2019).

Quanto as formas de avaliar a aprendizagem, conforme os alunos
responderam, pode-se perceber que as provas e simulados sao as atividades
avaliativas mais usadas. Em contrapartida, o uso de projetos, seminarios e
pesquisas aparentemente n&o ocorre.

Entende-se a pratica avaliativa como algo além da simples atribuicao de
nota. Segundo Souza (2005) a principal fungado da avaliacéo é diagnosticar, de
modo que, permite compreender o que contribui para o fracasso escolar, de
modo que, possa ser utilizado pelo professor como referencial para as
mudangas nas agdes pedagogicas, objetivando um melhor desempenho do
aluno.

Na questao 22 era requerido aos alunos que preenchessem um quadro
que pedia informagdes sobre o aprendizado que os alunos tiveram sobre o
conceito de numero irracional. Com base nesse assunto, os alunos respondiam
se haviam estudado, ou nado, e, se houvessem estudado, qual o grau de
dificuldade segundo eles. Segue o quadro abaixo com os dados coletados do

preenchimento dos alunos.
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Quadro 17 - Quadro de dificuldades.

Vocé lembra de | Qual grau de dificuldade que vocé
Conteudo ter estudado? teve para aprender?

Sim Nao MF F D MD NR
Conceito de nimeros Irracionais 54 29 0 24 23 5 0

MF: Muito Facil; F: Facil; D: Dificil; MD: Muito Dificil;, NR: Nao Responderam.
Fonte: Trabalho de Campo (2019).

Como pode ser visto no quadro, a maioria ja havia estudado esse
assunto, sendo essa conclusdo de acordo com a conclusdo obtida das
informagdes do grafico 15 a respeito dos alunos que ja tinham estudado
numeros irracionais, que indicou também que a maioria tinha estudado este
assunto.

A constatacdo das informacdes fornecidas pelos alunos no quadro 17,
da questao 22 descrita anteriormente, ocorreu por meio do teste de verificagao,
que foi comentado a seguir, cujas questdes tinham a intengdo de constatar se
eles realmente conheciam, ou ndo, o conceito de numero irracional e outros
tépicos do assunto de numeros irracionais.

O teste de verificacdo, mencionado anteriormente, se encontra no
apéndice C. Ele possui 7 questdes, sendo algumas discursivas, de verdadeiro
ou falso e outras de associagao. A tabulagcdo dos dados obtidos na aplicacéo

do teste esta apresentada no quadro abaixo:

Quadro 18 - Teste de Verificacdo

Questdes Acertaram Acertaram Erraram Nao
parcialmente responderam

12 Questéo 10 2 25 46

22 Questéo 5 1 23 54
3% Questéo 4 0 11 68
42 Questao 0 14 63 6

5% Questéo 32 0 16 35
6% Questéo 0 20 45 18
72 Questéo 0 9 18 56

Fonte: Pesquisa de campo (2019).

O resultado do teste, como pode ser visto no quadro, nao foi bom. A
quantidade de acertos foi baixa, de modo que em nenhuma questdo a
contagem de acertos superou, pelo menos, metade da amostra. Fato esse,
muito preocupante que evidencia um fato apresentado no PCN, onde apesar
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desse assunto ocupar um razoavel espago no curriculo do quarto ciclo, o
ensino de numeros irracionais tem contribuido pouco, para que os alunos
desenvolvam seu conceito (BRASIL, 1998, p.106).

Ao comparar os resultados deste quadro com os resultados do quadro
17, onde a maioria dos alunos lembrava de ja ter estudado o conceito de
numeros irracionais, percebe-se que embora lembrarem de ter estudado este
tépico, a maioria dos estudantes errou nas questdes do teste de verificacdo,
inclusive nas questdes que focavam na habilidade de saber o que € numero
irracional, como por exemplo a 12 questdao. Na 12 questdo era esperado que
eles respondessem o que € um numero irracional. O grafico 19 apresenta os

resultados em porcentagem das respostas dos alunos nessa questéo.

Grafico 19 - 12 questao do teste.
100%

80% 55%
60% 30%
20% 2% .
0% [ | -
Acertaram Acertaram Erraram N3o reponderam

parcialmente
M Distribuicdo quanto ao diagnodstico de acerto na questdo 1
Fonte: Pesquisa de campo (2019).

Segundo o grafico 19, apenas 12% dos alunos responderam
corretamente, dentre os 83 alunos. A percepcao deste dado € algo
preocupante, pois trata de uma questdo que requer o entendimento conceitual
do assunto, que € saber 0 que sao 0s numeros irracionais.

A aplicacao desse teste foi uma parte muito importante do procedimento
dessa pesquisa, pois possibilitou ter um diagnéstico sobre o a aprendizagem
de numeros irracionais, além de validar possiveis concordancia oi
discordancias com o quadro 17, referente a questdo 22. Por exemplo, neste
quadro apenas 54 alunos lembravam de ter estudado o conceito de numeros
irracionais, o qual equivale aproximadamente a 65%, entretanto, conforme o
quadro 18, apenas 10 estudantes (12%) acertaram a 12 questdo que requeria
que os alunos conceituassem numeros irracionais.

Os dados coletados nesse teste podem representar um reflexo do
estado que se encontra o ensino e aprendizagem de conhecimentos que os

alunos do Ensino Médio trazem do Ensino Fundamental. Conforme o IDEB
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(2005-2017) a nota dada para a educacgédo no Para nos anos finais do Ensino
Fundamental em escolas da Rede Estadual é de 3,3 pontos, embora a meta
fosse 4,6 pontos, no Ensino Médio a nota € 2,8, embora o esperado fosse 4,0

pontos. Ver figuras 33 e 34.

Figura 33 - IDEB dos anos finais do EF Figura 34 - IDEB do EM

Tabela 15. Ideb - anos finais do ensino fundamental - rede estadual

Tabela 21. Ideb - Ensino médio - rede estadual

ideb -rede estadual
Unidade da : 5
= ideb | ideb | ideb | ideb | ideb | igep [NCiCdOrde NotaMedia) . | Me@ ideb | ideb | ideb | ieb | ideb | ide dorda| Nola Micka | () | Meta
Federacio | yoos | 2007 | 2009 | 2011 | 2013 | 2015 |RENdImento|Padronizada) ;| Mieb 2005 | 2007 | 2009 | 2011 | 2013 | 2 orscwla) [ogty | o
(P)2017 | (N)2017 2017 2005|| S8V || 208 | 2851 | 2015, | X N)2017 ‘ 2 2017
Brasil 33 36 38 33 40 42 087 513 45 48% 30 32
Norte 31 33 35 36 36 39 086 485 42 4g¥ 27 27
Rondénia 32 33 34 35 37 40 091 532 49 a7 W® 30 31
Acre 35 38 41 42 44 a4 092 510 47 50F Lol
Amazonas 27 33 36 33 39 44 091 507 45 41 % 3 2
Roraima 32 35 37 38 35 37 086 460 40 47F® — 2 3 ‘(
Para 34 20 34 34 30 32 077 29 e %
Amapa 727
Amap: 35 34 38 . y ; 081 =
ocant 31
Tocanti 34 36 39 5

Fonte: IDEB (2005-2017). Fonte: IDEB (2005-2017).

Segundo o SISPAE (2018) a pontuacéao de proficiéncia em matematica
da regido metropolitana de Belém, referente ao Ensino Médio &€ considerada

abaixo do basico (vide figura 35).
Figura 35 - Nota do SISPAE em Belém

4YEF  160,6 Basico

8*EF 2146 Abalxo do Basico
* Metropolitana 1% EM 232,2 Abalxo do Basico

24 EM 237,1 Abalxo do Basico

31 EM 246 Abaixo do Basico

ANANATE L

Lt

BENEVIOES

MARITUBA

SANTA BARRARA DO PARA

Fonte: SISPAE (2018).

Um exemplo dessa atribuicdo de pontuacdo esta na nota direcionada
especificamente na escola pesquisada por essa pesquisa, que conforme este
mesmo referencial, também se encontra com uma pontuacao classificada como

abaixo do basico (ver figura 36).
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Figura 36 - Nota do SISPAE de 2018 na escola consultada

Lingua Lingua Lingua
Portuguesa Portuguesa | Matematica | Portuguesa

2343 (2341 2409 240,6 258 6 2537

Fonte: SISPAE (2018).
Com base nos baixos resultados do IDEB de 2017 e SISPAE de 2018

sobre a aprendizagem em matematica dos alunos do Ensino Médio de escolas
publicas estaduais paraenses, percebe-se que a aprendizagem de matematica
nao se encontra satisfatoria, a qual se motiva por inumeros fatores, as quais

foram apresentados nesta subsecéao.

3.6.5. Sintese dos dados

O foco do texto da pesquisa apresentada nessa subsec¢ao foi realizar um
diagnostico do processo de ensino-aprendizagem de numeros irracionais em
discentes do 1° ano do Ensino Médio, para que pudesse compreender como se
caracteriza o ensino e aprendizagem de numeros irracionais no ensino basico.

Diante dos resultados obtidos pela coleta de dados do questionario e do
teste, tem-se no quadro 19 uma sintese dos principais resultados obtidos em

cada aspecto analisado por meio dos dados obtidos.

Quadro 19 - Sintese dos resultados

Aspecto Resultados
Socioecondmicos e As idades dos estudantes captada pela pesquisa eram de 14,
(Questdes 1, 2, 3, 4, 15 ou 16, sendo 15 anos a idade predominante. Estas idades
7,8e9) nao ultrapassaram a faixa etaria adequada de alunos do EM,

conforme o IBGE (2016-2017), ou seja, 15 a 17.

e A maioria dos alunos declarou que tinham responsaveis com
nivel de escolaridade de Ensino Médio.

e 59% dos estudantes consultados ndo tinham ninguém para
ajudar nas tarefas de matematica.

o A maioria dos estudantes com responsaveis com nivel de
escolaridade do EM n&o recebem ajuda de ninguém, quanto
as tarefas de matematica.
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Metodolégicos e A maioria dos estudantes declarou que sé entendiam as
(Questdes 11, 12, 13, explicagbes, nas aulas de matematica, quase sempre ou
18, 19, 20, 21) sempre, mostrando que o professor de matematica destes

alunos, rege uma aula clara e compreensiva.

e O ensino aplicado a esses alunos, segue para a maioria dos
estudantes, o tipo tradicional de ensino, que trata de aulas que
seguem a ordem definigdo\exemplos\exercicios (nessa
ordem);

e predominancia das listas de exercicios (repeticao);

e Uma razoavel relagédo entre a matematica e o cotidiano dos
alunos;

Razoavel estimulo despertado pela aula.
A maioria deles caracterizou as explicagdes do professor de
matematica como excelente.

Curriculares e A maioria dos alunos declarou como gosta um pouco de
(Questdes 6, 10, 16, matematica.
17 e 22) e Cerca de 62% declarou que, ou estuda no periodo de prova,

ou so na véspera de prova ou nao estuda fora da escola.
¢ A maioria (87%) dos alunos declarou que ja havia estudado
Numeros Irracionais.

Avaliativo o 27,71% dos estudantes ja tinham ficado em dependéncia,
(Questdes 5, 14, 15, dentre os quais, 47,83% ja ficaram em matematica.
teste) e a maior taxa (43%) dos estudantes se declarou “preocupado”

quando estao diante de uma avaliacdo de matematica.
e as provas e simulados sdo as atividades avaliativas mais
usadas.

Fonte: Pesquisa de Campo (2019).

Ao analisar os resultados, foi possivel formular um diagndstico que
ajudou a compreender varios detalhes sobre os individuos da amostra. Um
desses detalhes que chama a atencao € que a maioria dos estudantes possui
pouco conhecimento sobre 0 assunto de numeros irracionais, embora muitos ja
tenham o estudado. Também foi possivel conhecer fatores que podem
influenciar no pouco aprendizado ou a nao fixagdo deste conteudo como aulas
que seguem o modelo tradicional, avaliagdes que utilizam mais provas e
simulados que outrora despertam preocupacdo em muitos estudantes, a
situagao de muitos estudantes ndo terem ajuda dos responsaveis em casa para
estudar matematica, dentre outros.

Com base nas dificuldades apresentadas pelos estudantes pesquisados,
foi possivel compreender que ao elaborar uma proposta de Sequéncia Didatica
sobre numeros irracionais, deve-se levar em conta os resultados levantados
nessa pesquisa que podem interferir na aprendizagem dos estudantes na fase
de experimentacdo. Diante dessa motivacao, percebeu-se que ao elaborar uma
atividade de ensino deste assunto deve-se utilizar diferentes recursos e
metodologias de ensino que diferenciem do ensino tradicional, com o qual foi

aplicado com os estudantes que esta pesquisa diagnosticou. Dentre os
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recursos e metodologias de ensino, tém-se as Tendéncias da Educacao

Matematica, as quais foram apresentadas na subsecgao a seguir.

3.7. Tendéncias e Recursos da Educagao Matematica

Em meio ao contexto escolar, o ensino da Matematica necessita de uma
variedade de recursos que auxiliem a pratica do ensino desenvolvido pelos
professores para que ocorra o aprendizado dos conteudos matematicos pelos
estudantes. Para cada assunto ensinado, geralmente, tem-se um, ou mais,
metodologias e/ou auxiliadores metodolégicos que sdo mais adequados
tornando assim as aulas mais dindmicas e atrativas.

Conforme Silva (2008), a Histéria da Matematica, a Resolugcéo de
Problemas, o uso de Jogos Pedagdgicos, Tecnologias da Comunicagao e
Informac&o, Modelagem, Etnomatematica e Atividades de Redescoberta, s&o
alguns exemplos de Tendéncias da Educagdo Matematica, as quais séo
utilizadas pelos professores no ensino da Matematica, como ferramentas uteis
no aprendizado dessa disciplina. As inUmeras pesquisas na area de Educacéao
Matematica comprovam este fato.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de carater
normativo que apresenta um conjunto organico e progressivo de aprendizagens
essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e
modalidades da Educacgao Basica (BRASIL, 2017, p.6).

Para a BNCC, algumas tendéncias citadas como Resolugdo de
Problemas, a Investigacdo, a Modelagem, e outras, podem sdo formas
privilegiadas da atividade matematica, motivo pelo qual sdo, ao mesmo tempo,
objeto e estratégia para a aprendizagem no Ensino Fundamental. Conforme
esse mesmo documento, esses processos de aprendizagem sdo muito ricos
para o desenvolvimento de competéncias fundamentais para o letramento
matematico (raciocinio, representagdo, comunicagédo e argumentagao) e para o
desenvolvimento do pensamento computacional (BRASIL, 2017, p.266).

Tem-se nos tépicos que compdem esta subsecgdo, algumas tendéncias
que podem atuar como metodologia de ensino e/ou recurso metodolégico no

ensino de matematica, bem como no ensino de numeros irracionais.
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3.7.1. Historia da Matematica

Algumas vezes os assuntos ensinados em sala pela simples exposigao
do conteudo no quadro, podem ser desprovidos de significado ou importancia
para o estudante. Nesse sentido, uma alternativa viavel que auxilie o
aprendizado do aluno é o uso da Histéria da Matematica como recurso
metodoldgico pelo professor durante a aula. Este recurso € uma tendéncia da
educagado matematica que vem sendo bastante discutida nos ultimos anos no
campo da Educacado Matematica.

Conforme Mazur (2012), ensinar matematica com utilizagcdo de um
contexto histérico é fundamental para a valorizacdo da esséncia desse
conhecimento. Pois, com a histdria, € possivel compreender a necessidade
social que motivou muitos tedricos ou civilizagées a encontrar, por exemplo,
formas de fazer contagens, registrar quantidades e expressar suas ideias
matematicas.

Pergunta-se, por exemplo, o porqué de se racionalizar. O aprendizado
desse método, ao ser ensinado aos estudantes, pode ser muito mais
interessante se for dito a eles que, 0 mesmo, é utilizado devido ha muito tempo
atras em uma época que nao havia calculadora a divisdo de um valor a, por um
outro valor b que fosse decimal, era muito trabalhoso e, mais ainda quando

este divisor (b) fosse irracional, portanto ouve a necessidade de tornar a

~ . . a e~ ~ .
representagéo fracionaria — dessa divisdo em uma fragdo equivalente com

denominador inteiro, para facilitar os calculos (LIMA; WAGNER, 2010). Essa
apresentacao histérica, certamente, motiva inicialmente a aprendizagem dos

meétodos de racionalizagdo ensinados no ensino fundamental.

3.7.2. Ensino por Atividade

De acordo Silva (2018) o ‘Ensino por Atividade’ € uma tendéncia da
educacdo matematica, que é caracterizada como uma metodologia de ensino
de conteudos matematicos mediados por atividades de descoberta que
possibilitam, ao aluno, desenvolver habilidades de cunho pratico, pois, ela esta
ligada no construtivismo, propiciando, com isso, ao aprendiz participar de forma

ativa, através das orientagdes do professor, na construcdo do seu
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conhecimento, ao invés de recebé-lo passivamente, isto €, por meio da aula
expositiva, como geralmente acontece nos moldes tradicionais de ensino.

Conforme Sa (2019), o ensino por atividades tem as seguintes
caracteristicas:

1) E diretivo;

2) Tem compromisso com o conteudo;

3) Tem compromisso com o desenvolvimento de habilidades para além
do conteudo;

4) E estruturado;

5) E sequencial;

6) Nao esta necessariamente associado a resolugao de problemas;

7) Leva em consideragao os conhecimentos prévios dos estudantes;

8) Os resultados sao institucionalizados ao final da atividade;

9) Nao dispensa a participagéo do professor;

10) E adequado para formacdo de conceitos e acesso a resultados
operacionais ou algoritmicos;

11) E iterativo entre estudantes e professor:;

Essas caracteristicas distinguem o ensino de matematica por atividades
como uma metodologia diferenciada do ensino de matematica. Mas, além
disso, esta metodologia pode ser classificada como uma tendéncia em
Educacao Matematica.

O ‘Ensino por Atividades’ pode ser realizado por dois tipos basicos de
atividade de: conceituacao ou redescoberta.

Para Sa (2019), uma atividade de conceituagdo busca direcionar o
estudante a perceber a ocorréncia de determinado tipo de situacgao/tipo de
objeto matematico. Conforme este mesmo autor, uma atividade de
redescoberta tem como objetivo levar o estudante a descobrir uma relagao ou
propriedade relativa a um dado objeto ou operagdo matematica. Sendo este
momento o de exploragcdo do objeto, o qual antecede a demonstragdo do
resultado.

Para Santos (2017), o professor de matematica que adota o Ensino por
Atividade, como metodologia de ensino, deve compreender que na construgao
de suas atividades alguns requisitos sdo essenciais como, por exemplo: As

atividades devem ocorrer de maneira auto-orientadas para que os alunos
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consigam conduzir-se durante a construgdo de sua aprendizagem; as
atividades devem prever um momento de socializagao das informagdes entre
os alunos; dentre outros.

Para o sucesso de uma aula que utiliza o Ensino por Atividade, do tipo
conceituacdo, conforme Sa (2019), é necessario planejamento, o qual
geralmente ocorre a partir de 10 etapas, sendo as seguintes: determinacéo,
construgdo do objetivo, elaboragdo do procedimento, selegdo do material,
elaboragcdo do espago de registro, previsdo de observagdes, previsao de
institucionalizacao, elaboragao do roteiro e verificagao.

12 etapa (determinagcdo): momento em que o professor seleciona a
definicdo ou conceito que ele pretende ensinar aos estudantes por meio da
atividade a ser elaborada. Neste momento é importante que o professor
registre por escrito a definicdo ou conceito para evitar alteragdées no momento
da apresentacdo a turma.

22 etapa (construgédo do objetivo): momento em que o professor elabora
o objetivo da atividade que sera apresentada aos estudantes. Os objetivos
estabelecidos nao devem deixar explicitar o conceito a ser apresentado com a
atividade. Os objetivos devem ser diferenciados e construidos de modo que
nao permita o estudante vislumbrar o resultado antes da conclusdo da
atividade. Por exemplo: Conceituar numeros irracionais.

3% etapa (elaboragdo do procedimento): ocorre a elaboragdo do
procedimento da atividade, onde o professor deve encontrar um caminho ativo
que permita os participantes da atividade, apdés observacao, que identifiquem
as caracteristicas do objeto que se pretende apresentar a definigdo ou
conceito.

42 etapa (selecdo do material): etapa de selecdo dos materiais em que o
professor os listaram para que ocorra a distribuigao igualitaria para cada equipe
durante a realizac&o da atividade.

52 etapa (elaboragéo do espaco de registro): momento de elaborag&o do
espaco de registro, sendo muito importante a organizagdo de um espago em
papel que permita registros de aspectos que se deseja levar em consideragao.
Assim como também de elementos que nao pertencem ao objeto em questao.

62 etapa (previsdo das observagbes): etapa em que o docente faz

previsao de possiveis observagdes que podem surgir da analise do espago de



201

registro da atividade. Esta acdo pode conter observagdes validas e invalidas.
Nas observagdes validas deve estar a observagado que o docente deseja que
seja realizada pelos estudantes. Mesmo com a previsdo de observagdes
validas e invalidas é possivel que no momento da realizagao da atividade ainda
surja uma observagao valida que nao seja a desejada ou mesmo observagao
invalida ndo prevista.

72 etapa (previsao da institucionalizagdo): momento em que o professor
deve prever como vai utilizar as observagdes realizadas pelas equipes e como
vai direcionar o trabalho diante das observacgbes validas e ndo desejadas,
invalidas e validas desejadas.

82 etapa (elaboragdo do roteiro): etapa onde o professor constréi um
roteiro para a atividade que contenha os seguintes elementos: Titulo, Objetivo,
Material, Procedimento, espacgo de registro, espaco de observagao e espaco de
conclusao.

92 etapa (verificagdo): nesta fase o professor realiza toda a atividade a
partir do roteiro elaborado para verificar se € possivel chegar a observagéao das
caracteristicas desejadas do objeto matematico a ser aprendido pelos
estudantes. Caso perceba que algum procedimento esta inadequado deve
reformular o mesmo, assim como para os materiais previstos para atividade,
apos a verificacdo pode ser percebida a necessidade de algum material ndo
listado.

102 etapa (Finalizagao do roteiro): momento de finalizagao da atividade,
onde o docente faz um levantamento de todas as informacdes produzidas e
finaliza.

Assim, percebe-se a existéncia de toda uma organizagdo bem planejada
objetivando conduzir o estudante a descoberta do assunto que o professor
queira ensinar. Com esse desenvolvimento, uma aula que adota o Ensino por
Atividade, do tipo conceituacdo, com uma sequéncia de atividades bem
planejadas, pode possibilitar aos estudantes o desenvolvimento de habilidades
como a de observacgao, a de levantamento de dados, de analise, de concluséo,
etc.

Vale ressaltar que as atividades devem ser constituidas de maneira que
o professor realize poucas intervencdes no desenrolar do processo de

construgdo do conhecimento pelo aluno. Pois, como ja foi dito anteriormente



202

essa metodologia de ensino deve propiciar ao aluno um aprendizado autdnomo
dos conteudos da disciplina para que se conduzam durante a construcdo de
sua aprendizagem.

Quanto ao ensino por atividade do tipo ‘por redescoberta’, para Sa
(2019), uma aula por meio de atividade de redescoberta tem as seguintes
etapas: organizagdo, apresentacdo, execugdo, registro, analise e
institucionalizacao.

Na etapa de organizagcdo a turma deve ser, preferencialmente,
organizada em equipes com no maximo 4 alunos e no minimo 2. Mas pode
também ocorrer de forma individual o que ndo € recomendavel por nao
estimular a troca de ideias que ¢é fundamental para o processo de
aprendizagem. Neste momento, o professor deve guiar as agdes, orientar a
formacgao das equipes sem imposigdes, estar seguro sobre seu planejamento
da atividade e evitar que os estudantes desperdicem tempo com ag¢des alheias
a organizagao da turma.

Na etapa de apresentacdo da atividade, o professor deve distribuir o
material necessario para a realizagcdo da atividade incluindo o roteiro da
mesma. O material deve estar organizado em kits, facilitando, desse modo, a
distribuicdo do material. Este cuidado evita o desperdicio de tempo. O roteiro
pode ser impresso ou disponibilizado no quadro.

O momento da execucao refere-se a etapa da experimentagdo quando o
pesquisador manipula os materiais, realiza medidas e/ou calculo, compara e/ou
observa. E neste momento que em uma aula por atividade experimental, cada
equipe realiza os procedimentos estabelecidos para a atividade. Enquanto as
equipes trabalham livremente, o professor supervisiona o desenvolvimento das
acoes e auxilia nas duvidas.

No momento do registro ha a sistematizagdo das informagdes das
equipes. Neste momento espera-se que cada equipe registre as informacdes
obtidas durante a execucdo dos procedimentos no respectivo espaco destinado
no roteiro.

Na etapa de analise cada equipe deve analisar as informagdes que
foram registradas e devem descobrir uma relagéao valida entre as informacgdes
registradas. Sendo esta fase crucial para o desempenho da atividade onde os
alunos deverao ter o primeiro acesso a informagao desejada pelo professor.
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A institucionalizagéo corresponde a etapa onde é produzida a conclusao
oficial da turma a partir das conclusdes que cada equipe elaborou no momento
da analise. Este momento ocorre a formalizagdo do assunto pelo qual originou
o desenvolvimento da atividade.

Assim se tem as atividades por conceituacdo e as atividades por
redescoberta e ambas devem ser muito bem planejadas e organizadas para se
obter éxito na aprendizagem de um assunto que se queira utilizar como
metodologia de ensino o ensino por atividade.

De acordo com (S4&, 2019), o ensino de matematica por atividades
possui duas formas de se desenvolver. Como atividade de demonstracdo ou
atividade experimental. A atividade de demonstracdo ocorre quando o
educador aplica a atividade em sala, de modo que os alunos somente
observam, conjecturam, fazem registros, discutem os resultados e constroem
uma conclusdo. Dessa forma, os alunos descobrem o conhecimento
matematico que € apresentado na atividade.

A atividade experimental pode ser realizada individualmente ou em
grupo, de modo que, o professor adota a fungao de orientador e desenvolve as
devidas orientagbes para que os alunos realizem a atividade. A partir desse
direcionamento, eles observam, constroem hipoteses e fazem os seus
registros, até chegar o momento final, onde o professor abre para a discussao
dos resultados encontrados, a fim de instituir o conhecimento matematico
oriundo da atividade (SA, 2019).

Uma outra caracteristica do ‘Ensino por Atividade’ € que devido a
mesmo tornar o estudante um agente ativo no processo de ensino e
aprendizagem, percebe-se que a eficacia dessa metodologia vai depender dos
conhecimentos prévios do aluno, suas manifestacbes e representagdes

simbdlicas, aliados a um ambiente de experimentagcdo adequado.

3.7.3. Midias Tecnolégicas

A tecnologia € um recurso muito utii quando se quer ensinar um
conteudo matematico. Pois, o ambiente virtual possui capacidade quase
ilimitada de criacdo de ambientes e situagdes virtuais que favorecem o

aprendizado.
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As Midias Tecnoldgicas sdao um tipo de Tendéncia da Educagao
Matematica que tem ganhado bastante notoriedade nos ultimos tempos. Ela
permite potencializar formas de resolugcdo de problemas por meio de recursos
tecnolégicos como calculadora, aplicativos da internet, softwares e outros, até
mesmo, caso se queira tratar desses problemas utilizando outras tendéncias
como historia da matematica, modelagem ou etnomatematica (MAZUR, 2012).

As midias digitais s&o referidas na BNCC. Conforme este documento,
uma das habilidades especificas para o Ensino Fundamental & “Utilizar
processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais
disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras
areas de conhecimento, validando estratégias e resultados” (BRASIL, 2017, p.
267). Dessa forma, é possivel promover a aprendizagem de conteudos de
matematica de forma eficiente.

De acordo com Gravina (2012), a tecnologia digital apresenta a nossa
disposigao varias ferramentas interativas que se exibem na tela do computador,
ou celular, objetos dinamicos e manipulaveis. Dessa forma, provoca
interessantes reflexos nas pesquisas em Educagdo Matematica, especialmente
naquelas que tém foco nos desafiantes processos de aprendizagem e de
desenvolvimento cognitivo, onde os aspectos individuais e sociais se fazem
presentes.

Para Mazur (2012), em meio a atualidade, a qual esta bastante
avangada tecnologicamente, ndo tem sentido ndo se apropriar desse recurso
para auxiliar a aprendizagem. Entretanto a escola caminha a passos lentos no

desenvolvimento da aprendizagem.

3.7.4. Historias em Quadrinhos

s

O habito de contar historias € uma caracteristica que se apresenta
desde muito tempo na cultura humana. A partir do momento em que o ser
humano tomou consciéncia desta habilidade, ele usou a linguagem oral,
desenhos em cavernas, a escrita e inumeras formas de comunicacéo para dar
sentido a experiéncias, relatos, legados e muitas outras situagdes construtivas

em uma narrativa.
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Conforme Mainardes (2007) contar histérias € a mais antiga das artes,
sendo que o habito de ouvi-las e de conta-las tem inumeros significados, esta
interligado ao desenvolvimento da imaginagao, a capacidade de ouvir o outro e
de se expressar, a construgao de identidade e aos cuidados afetivos. Por isso
costuma-se ler narrativas, mesmo quando sao ficticias, para conseguir acessar
outras situagdes, com personagens, com um cenario, com conflitos, com
sentimentos, com uma moral e tantos outros elementos que proporcionam que
o leitor se conecte com uma realidade diferente da sua.

Sao0 inumeras as aplicagcbes do habito de contar histérias, vai desde a
mobilizagc&o social, até ao desenvolvimento aprendizagem.

Sobre os beneficios pedagogicos das histérias, Souza e Bernardinho
(2011) afirmam que as histérias apresentam mecanismos para enfrentar os
problemas de uma maneira saudavel e criativa, levando a crianga a um mundo
de opcdes e possibilidades, opg¢des sobre o que fazer diante de um obstaculo e
possibilidades de solugdes criativas para a superacao dos problemas. A partir
dai, a histéria grava-se na mente do individuo por meio de ensinamentos que
passam ao patrimbénio moral de vida, e quando o mesmo se depara com
situagbes idénticas, € levado a agir de acordo com a experiéncia que,
conscientemente viveu na historia. Diante disso, acredita-se que as historias
sdao uma poderosa ferramenta didatica que capaz de proporcionar
aprendizagem.

Atualmente sao varias as formas com que as histdrias podem ser
contadas, por meio de texto, de imagens, de musicas, de videos, e muitas
outras. Outra forma muito interessante é por meio de Histérias em Quadrinhos.

Segundo Machado (2015) as Histérias em Quadrinhos (HQ) foram
consolidadas como linguagem desde o inicio do século XX, elas ganharam
grande aceitagcdo como um tipo de midia que funcionava como veiculo de
massa, desenvolvendo uma linguagem peculiar e elementos que tinham
relacdo com o Cinema, a TV e as propagandas. As HQs utilizavam uma
linguagem popular, formas e cores vibrantes e de narrativas humoristicas, e se
caracterizaram bastante sob o estigma de ser direcionado ao publico infantil.
Mas um tempo depois ganhou conotagdes que as caracterizaram como midia

voltada para outros tipos de publicos.
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Hoje as HQ’s apresentam varias tematicas, conteudos e fins, voltados ao
ato de contar histéria. Uma das finalidades das HQ’s € o ensino de conteudos.

Conforme Silva (2010, apud Miranda, 2019) a utilizagdo de quadrinhos
no meio escolar é algo justificado pela caracteristica de permitir desenvolver
discussdes com certo rigor cientifico a partir de elementos da vida diaria,
principalmente quando se trata de uma leitura interessante, envolvente e
questionadora. Por esse motivo, conforme Maia, Tavares e Costa (2014), as
HQ’s sdo uma excelente ferramenta para utilizacdo de professores em geral.

De acordo com Miranda (2019), os alunos ja gostam de ler HQs, assim
as possibilidades deles aprenderem algum assunto sdo ampliadas por meio da
familiaridade deles com esse tipo de leitura. Com o uso desse tipo de leitura no
ensino, muitos beneficios podem ser alcangados como:

Auxilio no desenvolvimento da leitura.

Enriquecimento do vocabulario dos estudantes.

O carater eliptico da linguagem quadrinhistica obriga o leitor a pensar e
imaginar.

Podem ser utilizadas em qualquer nivel escolar e com qualquer
tematica.

Podem democratizar o acesso a conteudo midiatico que, por meios
comuns, ndo seriam adequados.

Quanto ao ensino de matematica, por exemplo, € possivel utiliza-las
para situar o leitor em um contexto, com personagens, espago e conflitos que
ajudam o leitor a enxergar concepgdes matematicas.

Pode-se perceber o grande potencial dos quadrinhos para educar,
podendo estimular a leitura ou mesmo facilitar a compreensao de um conteudo
matematico de forma humorada. Nesse sentido, a utilizacado das HQ’s em aulas
de matematica, bem como em outras disciplinas, podem ser entendida como
metodologia de ensino, que no caso da matematica, envolve entes
matematicos, levando em conta o poder e a atratividade dos quadrinhos entre
criangas e adolescentes e o potencial de ferramenta educativa que eles
possuem (MAIA; TAVARES; COSTA, 2014).

Maia, Tavares e costa (2014) argumentam sobre a tese de que as HQ’s
podem ser utilizadas como metodologia de ensino quando se ministra aulas de
matematica. Ferreira e Oliveira (2020) propdem algo semelhante, porém as
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HQ’s seriam um recurso metodoldgico de aulas pautadas na histéria da
matematica como metodologia de ensino.

Utilizar histéria da matematica e HQ’s durante a aula de matematica é
algo bastante inovador e que pode ter bastante eficiéncia no ensino. Para
Santos (2014), € uma proposta que possui possibilidade de entender muitos
conhecimentos matematicos como uma criagdo humana, sendo com isso
dotada de motivacdes para seu desenvolvimento, para assim buscar responder
aos alunos questionamentos como “pra que isso serve?”.

Utilizar as Histérias em Quadrinhos como metodologia ensino ou como
recurso metodolégico para o ensino de Matematica, bem como de outras
formas, requer bastante planejamento. Maia, Tavares e costa (2014) enfatizam
alguns desafios quando se utiliza as HQ's no ensino como a necessidade de se
compreender melhor essa linguagem por professores. Além desse desafio,
tem-se também a dificuldade por professores em saber construir HQ’s, bem
como saber como emprega-las, saber organizar os quadrinhos mais relevantes

para serem trabalhados em sala de aula, dentre outros desafios.

3.8. Mapa Conceitual

Nesta subsecdo é apresentado o mapa conceitual que estrutura o
assunto de numeros irracionais. Este recurso foi construido para fornecer uma
base para entender como se organiza a estrutura do assunto em questdo com
alguns topicos que ele compde, os quais auxiliaram para a construgdo da
Sequéncia Didatica que foi proposto neste trabalho. Desse modo tem-se na

proxima pagina o mapa conceitual do assunto de numeros irracionais.
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4. CONCEPGAO E ANALISE A PRIORI

Nesta secdo foi apresentada uma proposta de Sequéncia Didatica como
metodologia de ensino para o ensino de numeros irracionais. Também foi
tratado sobre o0 método de constatagao da eficacia da aplicacdo da Sequéncia
Didatica proposta, que ocorreu por meio de testes (pré-teste e pds-teste) que
avaliaram o desempenho dos alunos, antes e depois da aplicacdo da

Sequéncia Didatica.

4.1. Pré-teste e pos-teste

Neste momento apresentamos o pré-teste e o pds-teste que ajudaram
na constatagcao da eficacia do aprendizado construido com a experimentacao
que foi realizada com alunos do Ensino Médio por meio da Sequéncia Didatica
apresentada na subsecao 4.2, sobre numeros irracionais.

Antes da experimentagao, inicialmente foi aplicado o pré-teste, de modo
que nesse momento os estudantes ainda ndo tinham nenhuma informacao do
pesquisador sobre numeros irracionais. Apos a experimentagao ocorreu 0 pos-
teste o qual continha as mesmas questdes do pré-teste. Nele, os estudantes
responderam as questdes, dispondo de um conhecimento construido no
experimento.

Os dados coletados no pré-teste e no pos-teste foram analisados para
verificar se a experimentagao teve um efeito no aprendizado dos participantes
acerca do assunto tratado. Para a construcido e aplicacdo do mesmo, buscou-
se coletar o maximo de dados quantitativos para julgar a eficiéncia ou néo
dessa proposta de Sequéncia Didatica para o ensino de numeros irracionais.

O pré-teste e o pos-teste possuem as mesmas questdes, sendo elas, um

total de 9 questbes que se encontram exibidas a seguir.
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Questoes do Pré-teste e Pos-teste

Nome: Data: / /

1-Diga na sua opinido, o que sdo numeros irracionais?

Possiveis respostas esperadas: numeros que ndo podem ser escritos na
forma de fracdo; Numeros que representam distancias que nao podem ser
medidas com numeros racionais; Uma dizima que n&o é perioddica; Numeros

cuja totalidade nao pode ser contada.

2-Indique os numeros do quadro a seguir que S40 numeros racionais e os que

sS40 numeros irracionais.

0,5 243 V4 0,000001 -1,25 V2 0,111...
—i 0,333... 1200,00 V6 100, 1 5v2
0,123333.... 142 10000 3V2 - 0,345
V12 V7 V5 -2 o

Respostas esperadas:
Racionais: 0,5; 243; V4; 0,000001; -1,25; 0,111...; —i; 0,333...; 1200,00;
100,1; 0,123333...; 10000; - 0,345.

Irracionais: VZ; V6: 5v2: 1+vV2: 3vZ:; V12: V7: /5 — 2: \/2_5

3-Apresente exemplos de numeros irracionais diferentes do quadro anterior.

Respostas esperadas: espera-se que escrevam raizes nao exatas ou dizimas
nao periodicas ou numeros irracionais famosos

4-Qual a caracteristica decimal de um numero irracional?

a) Possui digitos se repetindo periodicamente e possui casas decimais infinitas.
b) Nao possui digitos se repetindo periodicamente e possui casas decimais
infinitas.

c) Nao possui casas decimais infinitas

d) Nao é decimal.
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Resposta esperada: b

5-Leia as alternativas a seguir e escreva V, para verdadeiro, e F, para falso nos
parénteses, a respeito de suas afirmagdes. Justifique o porqué de sua resposta
em cada paréntese.

a)( ) A adigao entre dois numeros irracionais sempre resulta em um numero
irracional.
Justifique:

b)( ) A multiplicagdo entre dois numeros irracionais sempre resulta em um
numero irracional.
Justifique:

c)( ) A divisdo entre dois numeros irracionais sempre resulta em um numero
irracional.
Justifique:

d)( ) A adigao (+) entre um numero racional e um numero irracional sempre
resulta em um numero irracional.
Justifique:

e)( ) A adigcéo (+) entre um numero racional e um numero irracional sempre
resulta em um numero racional.
Justifique:

f)( ) A multiplicagdo (x) entre um numero racional e um numero irracional
sempre resulta em um numero irracional.
Justifique:

g)( ) A multiplicagdo (x) entre um numero racional e um numero irracional
sempre resulta em um numero racional.
Justifique:

h)( ) A divisdo (=) de um numero racional por um numero irracional sempre
resulta em um numero racional.
Justifique:
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i)( ) A divisdo (=) de um numero racional por um numero irracional sempre
resulta em um numero irracional.
Justifique:

Respostas esperadas: FFFVFVFFV

6-O que é e qual o seu significado?
Respostas esperadas: numero irracional obtido pela razdo entre o
comprimento de uma circunferéncia e seu diametro; numero irracional de
valor aproximado de 3,14.

7-O que é ¢ e qual o seu significado?
Respostas esperada: numero irracional considerado numero da
perfeicdo (da beleza, de ouro, divino) e de valor aproximado de 1,6; o

, . ~ 1+vV5
numero obtido da razao 2\/_.

8-0O que é e e qual o seu significado?
Resposta esperada: um numero irracional de valor aproximado 2,71.
Foi descoberto com o trabalho com capitalizagdo continua.

9-O conjunto dos numeros irracionais € denso ou n&o denso?
Resposta esperada: Denso.

10-O conjunto dos numeros irracionais € Enumeravel ou Nao Enumeravel?
Resposta esperada: Nao Enumeravel.

Analise a priori do pré-teste e pos-teste

Como ja foi citado, durante o pré-teste ndo sera cedido informacgdes
acerca de numeros irracionais. Com o conhecimento levantado na revisao de
estudos, sobretudo aqueles de cunho diagnéstico, é possivel fazer hipoteses
da performance dos alunos no pré-teste.

Acredita-se que o desempenho dos estudantes n&o sera bom, ja que o
assunto de numeros irracionais é tratado no proprio 9° ano, mas que
geralmente ndo se obtém um aprendizado satisfatério devido a grande
caracteristica formal que este assunto possui.

Este conteudo pode levantar certa familiaridade com numeros decimais
que acredita-se que seja conhecido pelo aluno. Portanto, ha a possibilidades
dos participantes confundirem os numeros irracionais, com o0s racionais e

dizimas periédicas. Isso pode acontecer diante do provavel desconhecimento
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da natureza de numeros que sao irracionais. Assim eles irdo associar com algo
que eles ja conhecem, isto €, racionais, dizimas periddicas e outros
conhecimentos.

Os dados dos estudantes no pré-teste serdo coletados para analise,
assim as hipoteses levantadas neste texto sobre o desempenho deles, neste
teste, serdo validadas ou n&o. Seja o diagndstico bom ou ruim, a aplicagao da
experimentagdo ira construir o conhecimento de numeros irracionais para
melhorar o rendimento destes estudantes, melhorando, dessa forma o
desempenho deles no pos-teste.

Na proxima subsecdo € apresentada a Sequéncia Didatica que foi

aplicada no momento da experimentagao.
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4.2. Sequéncia Didatica

Dispondo das informacdes levantadas na se¢do de Analises Previas, foi
possivel construir nesta subsecdo uma proposta de Sequéncia Didatica que foi
construida para ser um objeto de aprendizagem que auxilie o ensino de
numeros irracionais para o alcance do objetivo deste trabalho e para ajudar na
pratica docente da Educacgdo Basica. Para isso, elaboramos um conjunto de
doze atividades didaticas, as quais foram construidas e organizadas levando
em conta o planejamento de construcdo de uma sequéncia de atividade
proposto por Sa (2019) referente ao Ensino por Atividade que foi explicada na
subsecao 3.7.2. Sendo assim, o planejamento deste conjunto de atividade
ocorreu a partir de 10 etapas, sendo as seguintes:

12 etapa: Determinagao dos topicos que serao ensinados a respeito do
assunto de numeros irracionais. Eles foram definidos tendo como base as
habilidades estabelecidas nos documentos da Base WNacional Comum
Curricular (BNCC), Parametros Curriculares Nacionais (PCN), Secretaria do
Estado de Educagdo do Para (SEDUC-PA), bem como das habilidades
avaliadas pelo SISPAE e os descritores do SAEB.

Quadro 20 — Habilidades requisitadas em grades curriculares

Documentos Curriculares Habilidades

BNCC » (EFO9MAO1) Reconhecer que, uma vez
fixada uma unidade de comprimento,
existem segmentos de reta cujo
comprimento nao é expresso por numero
racional (como as medidas de diagonais
de um poligono e alturas de um triangulo,
quando se toma a medida de cada lado
como unidade).

= (EFO9MAO2) Reconhecer um numero
irracional como um numero real cuja
representacao decimal € infinita e nao
periddica, e estimar a localizacdo de
alguns deles na reta numérica.

PCN * Reconhecer que existem numeros que
nao sao racionais.

. Resolver situagdes-problema
envolvendo nameros irracionais,
ampliando e consolidando os significados
da adigdo, subtracdo, multiplicagéo,
divisdo, potenciagao e radiciacao.

= Selecionar e utilizar diferentes
procedimentos de calculo com numeros
irracionais.

SISPAE* = MPA13-Utilizar a razdo pi para no
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calculo do perimetro e da area de
circunferéncia.(9° ano)

= MPA54-Representar numeros reais na
reta numérica. (8° e 9° anos)

SAEB* 9 ano EF

= D11-Reconhecer circulo/circunferéncia,
seus elementos e algumas de suas
relagdes.

= D27-Efetuar calculos simples com
valores aproximados de radicais.

SEDUC = (EFO9MAO1) Reconhecer que, uma vez
fixada uma unidade de comprimento,
existem segmentos de reta cujo
comprimento ndo é expresso por numero
racional (como as medidas de diagonais
de um poligono e alturas de um triangulo,
quando se toma a medida de cada lado
como unidade).

= (EFO9MAO2) Reconhecer um numero
irracional como um numero real cuja
representacao decimal é infinita e nao
periodica, e estimar a localizagdo de
alguns deles na reta numérica.

* Nestes documentos alguns tépicos do assunto de numeros irracionais séo citados de modo
implicito.
Fonte: Brasil (2017); Brasil (1998); Sispae (2018); Saeb (2001); Para (2018).

Com base nas habilidades anteriores, foram definidos os topicos que se
encontram no quadro 21, os quais direcionaram ao segundo passo referente a
construcéo dos objetivos.

2° Etapa: Esta etapa refere-se a construgdo dos objetivos das atividades
a se planejar para a aprendizagem destes topicos. Estes objetivos os quais
foram apresentados no quadro 21 foram desenvolvidas para garantir o
aprendizado de cada topico estabelecido previamente, mas sempre com a ideia
de que o conjunto de todos eles deve configurar a aprendizagem do assunto de
Numeros Irracionais, assim como ampliar e consolidar o conceito desse tipo de
numero e os significados de sua natureza.

32 Etapa: Nesta etapa ocorreu a elaboragdo dos procedimentos de
ensino ligados as listas de atividades que, somadas ao planejamento
estabelecido neste trabalho, configuram-se uma Sequéncia Didatica baseada
na metodologia de ensino chamada Ensino por Atividade. Durante esta
elaboracgao, tivemos também um cuidado muito minucioso neste momento para
que as questbes fossem bem claras para o entendimento do aluno e que

pudessem retirar o maximo de informagao dele referente aos topicos.
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Para garantir um aprendizado mais ludico e adequado, foram
selecionados recursos como calculadora, histéria da matematica e historia em
quadrinhos para auxiliar na resolugdo das atividades pelos estudantes.
Também foi construido atividades de aprofundamento para reforcar e melhorar
o0 conhecimento aprendido em algumas das atividades da proposta de
Sequéncia Didatica deste trabalho.

42 Etapa: Neste momento houve a organizagdo do material que compde
as atividades, onde decidimos que se possivel cada atividade podera ser
distribuida para grupos de 2 alunos.

52 Etapa: Este momento refere-se a elaboragdo e organizagdo do
espaco de registro onde os alunos irdo descrever, marcar, explicar; resolver
nas atividades propostas. Esses campos se localizam nas préprias folhas de
roteiro das atividades descritas nas proximas subsec¢des que compde esta
segao.

62 Etapa: Nesta etapa ocorreu a previsdo de observagdes que se
encontram descritas na analise a priori de cada atividade citada nas subsec¢des
que estdo apresentadas ao longo desta sec¢ao.

72 Etapa: Este momento refere-se a previsdo de institucionalizagcao
acerca do que sera apresentado apds a atividade para que os estudantes
entendam de maneira mais formal o conhecimento aprendido.

82 Etapa: Nesta fase foi construido um roteiro onde se organizou as
atividades apresentadas nas préximas subsecgdes, obedecendo aos seguintes
elementos:

i) Titulo: onde € nomeada cada atividade;

ii) Objetivo: onde € estabelecida a finalidade que se espera chegar a

respeito do aprendizado do estudante sobre o tépico do assunto tratado;

iii) Material: o recurso material que os alunos utilizardo durante as

atividades;

iv) Procedimento, onde ha a orientacdo das etapas de cada atividade;

v) Observagdo: local onde os estudantes apresentam tudo o que

observaram nas respostas escritas nas questdes;

vi) Conclusao, momento da atividade, onde os alunos explicam o que

concluiram no decorrer da atividade, sendo este momento o que se

espera que haja a formalizagdo do objeto matematico.
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Em algumas das atividades ndo ha a presenga de termos como
Conclusao e Observacdo, devido este tipo de atividade utilizar o recurso de
revista em quadrinhos para promover o aprendizado por meio da leitura, onde a
observacao esta inclusa na proépria leitura e o elemento da Conclusao ocorrera
em campos onde exigem que o aluno descreva o que concluiram com a leitura.

92 Etapa: e o processo de verificagdo da aprendizagem dos topicos
definidos no inicio, sendo este processo desenvolvido por meio do pré-teste e
poOs-teste que foram apresentados na subsecgao 4.1.

Tem-se a seguir, um quadro expondo os topicos do assunto em questéao;
organizados por aula, objetivo, tempo de duragdo de aula, assim como as
metas que devem ser alcangadas. Estes itens, os elementos de planejamento
associados a cada atividade da Sequéncia Didatica de numeros irracionais que

foi apresentada nesta secao.

Quadro 21 — Elementos de planejamento das atividades da Sequéncia Didatica.

Aula Toépicos Metas Objetivos de Atividade | Tempo
12 | Dizimas Periddicas | Perceber que Conceituar dizima 30 min
dizimas nao periddica.
28 Classificagao de r?ée:ggg:; Classificar os tipos de 30 min
dizimas periodicas ser escritas dizimas periodicas.
32* | Dizimas periddicas | COmMo fracao, | Descobrir uma maneira de| 45 min
simples sendo essas |  converter uma dizima
chamadas de| periddica simples em
irracionais. fracao.
42~ | Dizimas periodicas Descobrir uma maneira de| 45 min
compostas converter uma dizima
periddica composta em
fracao.
52 |Numeros irracionais Conceituar numero 30 min
irracional
62 Os Numeros Caracterizar | Conhecer e caracterizar |1h 30min
Irracionais 0S nUmeros numeros irracionais,
irracionais assim como o conjunto
dos numeros irracionais.
72* | Propriedades dos Descobrir uma 30 min
numeros propriedade de adi¢ao
irracionais. envolvendo Numeros
Descobrir Irracionais.
82%* | Propriedades dos | propriedades Descobrir uma 30min
numeros operatorias propriedade de
irracionais. entre multiplicagdo de Numeros
racionais e Irracionais.
9%* | Propriedades dos irracionais Descobrir uma 30min
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numeros irracionais propriedade de divisdo de
Numeros Irracionais.

102 O Numero Conhecer o numero . 1h 30
Compreender min

112 O Numero ¢ numeros Conhecer o numero ¢. 1h 30
irracionais min

122 O Numero e especiais Conhecer o nimero e. 1h 30
min

*Contém atividade de aprofundamento.
Fonte: Autor (2021).

Para o desenvolvimento de algumas atividades, foram utilizados alguns
recursos metodologicos muito importantes para torna-las mais praticas e
rapidas. Um dos recursos foi uma calculadora na forma de app instalavel em
celular androide disponibilizado aos alunos no momento da experimentacao
para algumas das atividades que utilizavam esse recurso.

Esta calculadora na forma de app se chama Calculador e Identificador
de Racionais e Irracionais®, ela ajudara na realizagdo de varias operagdes,
principalmente divisbes, assim como a devida identificacdo do resultado se tem
ou ndo infinitas casas decimais. Tem-se a seguir uma figura explicando

superficialmente a estrutura dessa calculadora.

Figura 37 — App Calculador e Identificador de Racionais e Irracionais

Resultado da conta

Identificacdo do resultadose
é racional exato, racional ndo
AL exato, ou irracional

Jdentificagio: Racional Ndo Exato (Dfima
Peritdica).

Expansio Aproximada:

03333333333 Infinitas

bt Expansdo aproximada para o
aluno entender que ha
infinitas casas decimaisno
resultado

Conta

Fonte: Autor (2021).
Este app foi elaborado pelo autor desta pesquisa exclusivamente para

ser utilizado nessa sequéncia didatica, tendo em vista que ela permite

* Pode ser baixado no link:
https://drive.google.com/file/d/1RxjjASZhQI9VOtSvP3q_NbbUbczSv6TZ/view?usp=sharing
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expressar o resultado de muitas contas e identificar se é racional exato,
racional ndo exato (dizima periodica) ou irracional, além de apresentar uma
expansao decimal para numeros nao exatos com a informacdo de que
possuem infinitas casas decimais, algo que se diferencia de outras
calculadoras.

Outro recurso metodoldgico utilizado nessa sequéncia didatica s&o
quatro revistas em Historia em Quadrinhos. Essas revistas foram elaboradas

pelo autor desse trabalho, e se encontram nos apéndices D, E, F e G.

Figura 38 — Revistas em HQ

© msey 995 rmeros srvecenas - rarTe § > )
PR—
A hytine comega com Jorge kevands seu sobrwho_ Ref ael pare smtu K
a0 ey 3 sumeron rrocoen, \ e }
T MR __ .

| Contissande ende o
Parel . 354750457138

bm
Fonte: Autor (2021).

As revistas em quadrinhos possuem como titulo “O Museu dos Numeros
Irracionais” (partes |, Il, 1l e 1V). Elas foram elaborada por meio da plataforma
online de montagem de HQ Pixton, o aplicativo de edicdo de imagem
PotoScape e o aplicativo de vetorizagdo de imagem CorelDRAW. Acreditamos
que os alunos irao compreender a leitura das revistas e se intrigarem com
novas nogdes bastante interessantes como a ideia de infinito, proximidade,
enumerabilidade, cardinalidade, densidade, sobre o numero m e outras nocdes
que dizem respeito do universo numérico dos numeros irracionais. Além de
conhecerem sobre a historia.

Diante das informagdes apresentadas nessa subsecdo, agora
apresentamos as atividades que fazem parte da Sequéncia Didatica proposta
nesse trabalho. Ressalta-se que as atividades que compde essa Sequéncia
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Didatica foram elaboradas levando-se em conta as conclusbes e
entendimentos obtidos na revisdo de estudos assim como na fundamentacao
tedrica.

Tem-se nas proximas subsecgdes as atividades que compde a Sequéncia
Didatica de numeros irracionais que foi descrita nesta secdo, tal como as
analises a priori de cada um delas, explicando sobre a eficacia prevista no
processo de aplicacdo das atividades. Também sao apresentadas as
atividades de aprofundamento de algumas das atividades da Sequéncia
Didatica proposta, assim como as analises a priori delas, esclarecendo sobre
suas importancias para o aprofundamento do conhecimento aprendido pelos
estudantes.

A atividade 1, que esta apresentada a seguir, trata sobre numeros
racionais, com foco nos que sdo numeros racionais nao exatos, ou seja, que
sao racionais decimais infinitos, os quais possuem a caracteristica de ter
infinitas casas decimais periédicas de periodo ndo nulo. Esses numeros sao

chamados de Dizimas Periddicas.

4.2.1. Atividade 1
Titulo: Dizimas periodicas
Objetivo: Conceituar dizima periddica.
Material: roteiro da atividade, maquina de calcular e caneta.
Procedimento:
e Com o auxilio da calculadora determine o valor de cada divisao
e Registre o resultado
e Com os dados obtidos preencha o quadro

A quantidade de casas decimais é:
Finita Infinita

Divisao Resultado
27:9
1:9
30:4
25:9
100:8
35:9
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80:2
41:9
281:900
10:99

Observagao:

Analise a priori da atividade 1: A atividade 1 é composta de um quadro que
direciona o aluno a realizar varias divisbes de inteiros para obter numeros
decimais, onde os estudantes deverdo classifica-los em numeros de
quantidade finitas ou infinitas casas decimais.

Durante o preenchimento do quadro, os alunos deverdo usar a
calculadora na forma de app “calculador e Identificador de racionais e
irracionais” que ajudara na realizacdo das divisdes, assim como a devida
identificacdo do resultado se tem ou n&o infinitas casas decimais.

A atividade é finalizada com a area onde os discentes irdo descrever a
observacgao deles. O quadro a seguir apresenta possiveis observagdes que
podem ser feitas por eles, sendo elas divididas em: “valida e desejada”, que
sdo as resposta que se esperam que sejam feitas nessa atividade; “valida e
nao desejada” que séo as respostas que embora n&do sejam erradas, nao sao
adequadas ao que se deseja para cumprir o objetivo da atividade; e por fim
‘invalida e ndo desejada’ que sao as respostas que sao incorretas e que nao

se adequam ao objetivo da atividade. Tem-se a seguir o quadro citado

anteriormente.
Quadro 22 — Possiveis observagdes dos alunos na atividade 1
Tipo de observacao Enunciado
Valida e desejada Existem divisbes em que o

resultado € um numero decimal
com finitas casas decimais e outras

§ com infinitas casas decimais que se
2 repetem.
e Os resultados sdo numeros
o decimais.

Valida e nao desejada Alguns resultados n&o s&o exatos;

Existem numeros grandes e
numeros pequenos

Invalida e ndo desejada As divisdes ndo sdo possiveis;
Fonte: Autor (2021)
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Assim que todos os estudantes tiverem respondido, eles serdo
encaminhamento para a etapa de formalizagdo onde sera apresentada a eles a
definicdo de dizima periddica, que se encontra abaixo.

Dizima periddica € uma decimal na qual, apés um numero finito de
termos, aparece um bloco de termos (chamado o periodo) e a partir dai o

decimal €& constituido pela repeticdo sucessiva desse bloco, isto &

X,a,0; ...b,b, ...b,, onde a barra sobre o bloco b;b, ... b, indica que ele ird se
repetir indefinidamente (MATOS, 2017).

Esta atividade foi construida para que o estudante perceba que em meio
aos numeros racionais (numeros que podem ser escritos em fragdo) existem
alguns cuja representagao fracionaria é infinita e periddica. Possibilitando o
alcance do objetivo que esta atividade se propds que é de conceituar dizima
periddica. Nossa hipotese € que os alunos terdo facilidade em perceber a
diferenciacao entre decimais de numero de casas finita e os de casas decimais
infinitas, ainda mais que os estudantes fardo uso da calculadora para facilitar
esse aprendizado, mantendo-os no foco dos resultados e reduzindo o tempo de
desenvolvimento do calculo, que é um pré-requisito que pode fazer ou nao

parte do conhecimento dos estudantes.

A atividade 2 que esta apresentada a seguir, trata sobre classificagao de
dizimas periddicas, que podem ser classificadas em dizima periddica simples,
quando é formada quando imediatamente apds a virgula tem-se o periodo
(numero apds a virgula que se repete periodicamente); e em dizima periddica
composta, quando se tem uma parte numérica apds a virgula que antecede o

periodo, sendo esta parte conhecida como antiperiodo.

4.2.2. Atividade 2

Titulo: Classificagao de dizimas periddicas
Objetivo: Classificar os tipos de dizimas periodicas.
Material: roteiro da atividade, maquina de calcular e caneta.
Procedimento:
e Com o auxilio da calculadora determine o valor de cada divisao
¢ Registre o resultado
e Com os dados obtidos preencha o quadro
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Divisao Resultado

NN N
|oo oll\) Ol N ol"‘ O ~

990
56
99
56

990

Observagao:

Analise a priori: A atividade 2 € composta de um quadro que direciona o aluno
a realizar varias divisbes (organizadas no formato de fragcdo) para obter
numeros decimais que sdo dizimas periddicas, onde os estudantes deverao
perceber a existéncia de dois tipos de dizimas periddicas. Os alunos seréo
direcionados a utilizar a calculadora na forma de app “Calculador e Identificador
de Racionais e lIrracionais”, mencionado anteriormente, que ajudara na
realizagcao das divisdes, assim como a devida identificagdo do resultado se é
ou ndo dizima periddica.

Apos isso, os discentes irdo descrever a observacdo deles sobre o

preenchimento do quadro.
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Da mesma forma que foi feito na analise a priori da atividade 1, foi
construido um quadro apresentando possiveis observagbes que podem ser
feitas por alunos durante a aplicacdo da atividade 2. Tem-se a seguir este

quadro.
Quadro 23 - Possiveis observagdes dos alunos na atividade 2
Tipo de observagao Enunciado
Valida e desejada Dentre as dizimas periédicas, existem
aquelas com denominador com uma
quantidade de 9’s seguida de um zero,
& onde a representacdo decimal de
}z;' dizima periddica possui uma parte que
5 nao se repete depois da virgula.
o | Valida e ndo desejada Todas sao dizimas periodicas.
Invalida e nao desejada Todas as fragdes resultam em
decimais finitos.

Fonte: Autor (2021).
Assim que todos os estudantes tiverem respondido, eles seréo

encaminhamento para a etapa de formalizacdo onde sera conceituada a nogao
de dizima periédica simples e dizima peridédica composta, bem como seus
elementos (inteiro, periodo e antiperiodo).

Nossa hipotese a respeito dessa atividade € que os alunos terao
facilidade em perceber a diferenciacdo entre dizimas periddicas simples e
compostas a partir de seus elementos, especialmente quanto a presenca ou
nao do antiperiodo, algo que vai facilitar para que tenham sucesso no alcance
do objetivo dessa atividade, é que os estudantes fardo uso da calculadora para

facilitar os calculos.

A atividade 3 que esta apresentada a seguir, trata sobre a conversao de
dizimas periddicas simples para a forma fracionaria, que recebe uma
abordagem onde se percebe a regra a partir da observagcdo de sucessivas

divisoes.

4.2.3. Atividade 3

Titulo: Dizimas periddicas simples

Objetivo: Descobrir uma maneira de converter uma dizima periddica simples
em fracao.

Material: roteiro da atividade, maquina de calcular, caneta.



Procedimento:

e Com o auxilio da calculadora determine o valor de cada divisao

¢ Registre o resultado
e Com os dados obtidos preencha o quadro
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1-Com o auxilio da calculadora quando for preciso, complete o quadro a seguir.

Fragcao Numero O numero decimal é uma dizima
decimal periodica?
Sim Nao
18
9
1
9
2
9
0,333...
0,444....
297
99
23
99
42
99
0,5656 56...
0,62 62 62...
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999
999

123
999

352
999

0,467 467 ...

0,812812...

Observacao:

Conclusao:

Analise a priori da atividade 3: A atividade 3 é composta de um quadro que
conduz o aluno a realizar varias divisdbes para obtengdo da representacao
decimal de varias fragcdes, sendo estes valores obtidos, em sua maioria,
dizimas periddicas simples.

Durante o preenchimento do quadro, os alunos deverdo usar a
calculadora na forma de app “calculador e Identificador de Racionais e
Irracionais”, que ajudara na realizagao dos calculos das divisdes, assim como a
devida identificacdo do resultado como sendo ou nao dizima periddica.

Os alunos teréo que associar cada dizima com a quantidade de 9’s que
se apresenta no denominador da fracdo correspondente. Além disso, eles teréo
que indicar se os numeros decimais sado dizimas peridédicas ou ndo, de modo a
perceber que nem toda vez que uma fracdo possui 9's no denominador o
decimal correspondente sera necessariamente uma dizima periodica.

Apos o preenchimento do quadro, os discentes irdo descrever a
observacdo deles sobre o que responderam no quadro que possa ser
interpretado como uma regularidade. Dai, com base nessas observagoes, eles
terdo que apresentar na area de conclusdo a regularidade que perceberam

sobre o método a se usar para converter dizimas peridodicas em fragdo, que
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pode ou nado estar de acordo com o que o objetivo proposto nessa atividade. O
alcance desse objetivo ira contribuir para que o aluno comece a enxergar
dizimas periddicas como racionais.

Da mesma forma que foi feito na analise a priori da atividade 1, foi
construido uma quadro apresentando possiveis observacdes, bem como as
conclusdes, que podem ser feitas por alunos durante a aplicacdo da atividade
3. Tem-se a seguir este quadro.

Quadro 24 - Possiveis observagoes e conclusdes dos alunos na atividade 3

Tipo de Enunciado
observagao Quanto a observagao Quanto a conclusao
Validae | O periodo da dizima periddica | Para obter a fracdo de uma
desejada | sempre fica no numerador da | dizima periédica simples, nos
fracao. casos apresentados, deve-se
Se o numerador da fracdo tem um | colocar o numero que se
digito, entdo sempre aparece 9 no | repete no numerador e a
denominador, se tiver dois digitos, | quantidade de numeros que
-] entdo aparece 99, e assim por | se repetem tem que indicar a
» diante. quantidade de 9 que se
E Todas as dizimas periddicas | apresenta no denominador;
a podem ser transformadas em
fracdes, mas nem todas as
fracbes com 9's no denominador
representam dizimas perioddicas.
Validae | Todas as dizimas periddicas | Conforme o numero do
nao resultam de uma fragéo. numerador for maior o
desejada denominador também sera
maior em uma fragao geratriz
de uma dizima periddica.
Invalida | Todas as fragbes com 9's no | Forma-se fracéo com
e nao denominador podem ser | numerador sendo o periodo e
desejada | convertidas em dizimas periédicas. | o denominador € sempre 0 9.

Assim que todos os estudantes tiverem

Fonte: Autor (2021).

respondido, eles serao

encaminhamento para a etapa de formalizacdo onde serado discutidos com eles

0s possiveis métodos propostos por eles na atividade e outros mais formais.

Nossa hipbtese é

7

que os estudantes

terdo um desempenho

moderadamente bom em descobrir uma forma de converter dizimas periddicas
simples em fracdo. O uso da calculadora ira facilitar muito os calculos,

facilitando o aprendizado, ao manter o foco dos estudantes nos resultados.



Atividade de Aprofundamento da Atividade 3

1-Converta as dizimas periédicas a seguir para a forma fracionaria.
d) 0,121212...

a) 0,4444...

e) 0,353535...

b)0,777...

f) 0,464646...

c) 0,888...

g) 0,532532...

h) 0,123123...
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A atividade 4 que esta apresentada a seguir, trata sobre a conversao de

dizimas periddicas compostas para a forma fracionaria, que recebe uma

abordagem onde, da mesma forma que foi feito na atividade 3, o aluno deve

perceber a regra a partir da observagao de sucessivas divisdes.

4.2.4. Atividade 4

Titulo: Dizimas periddicas compostas

Objetivo: Descobrir uma maneira de converter uma dizima periddica composta

em fracao.

Material: roteiro da atividade, maquina de calcular, caneta.

Procedimento:

e Com o auxilio da calculadora determine o valor de cada divisao

e Registre

e Com os dados obtidos preencha o quadro

o resultado

Forma
fracionaria

Dizima

periddica?

O numero decimal € uma dizima

Sim

Sim

Ol N
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0,000222...

0,0000222...

1800
900

34
99

34
990

34
9900

0,00034 34 34...

0,000034 34 34...

456
999

456
9990

456
99900

0,000456456...

0,0000456 456...

198
9900
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Observacao:

Conclusao:

Analise a priori: A atividade 4 é composta de uma questdo que conduz ao
calculo para obtencéo da representacao decimal de varias fragées, sendo estes
valores obtidos, em sua maioria, dizimas peridédicas compostas.

Durante o preenchimento do quadro, os alunos deverdo usar a
calculadora na forma de app “calculador e lIdentificador de racionais e
irracionais”, que ajudara na realizagao dos calculos das divisbes, assim como
na devida identificagdo do resultado como sendo ou n&o dizima periddica.

Comparado a atividade sobre dizimas periddicas simples, agora os
alunos terdo que associar o periodo com a quantidade de 9's e também o
antiperiodo com a quantidade de 0’s ap6és os 9s que se apresenta no
denominador da fracdo correspondente. Além disso, eles terdo que classificar
0s numeros decimais em dizimas periddicas ou nao periédicas de modo a
perceber que nem toda vez que uma fracdo possui 9's seguido de 0’s no
denominador o decimal correspondente sera necessariamente uma dizima
periddica composta.

Ap6s o preenchimento do quadro, os discentes irdo descrever a
observacdo deles sobre o que responderam no quadro que possa ser
interpretado como uma regularidade. Dai, com base nessas observagdes, eles
terdo que apresentar na area de conclusdo a regularidade que perceberam
sobre o método a se usar para converter dizimas periddicas em fragdo, que
pode ou nado estar de acordo com o que o objetivo proposto nessa atividade. O
alcance desse objetivo ira contribuir para que o aluno comece a enxergar
dizimas peridédicas compostas como racionais.

Da mesma forma que foi feito na analise a priori da atividade 1, foi
construido uma quadro apresentando possiveis observagdes, bem como as
conclusdes, que podem ser feitas por alunos durante a aplicacdo da atividade

4. Tem-se a seguir este quadro.
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Quadro 25 - Possiveis observagoes e conclusdes dos alunos na atividade 4

Tipo de Enunciado
observagao Quanto a observagao Quanto a conclusao
Vélidae | A quantidade de numeros no | A quantidade de numeros
desejada | periodo e no antiperiodo indica, | no periodo e no antiperiodo
respectivamente, a quantidade | indica, respectivamente, a
de 9 e a quantidade de 0 apds o | quantidade de 9 e a
9, no denominador da fragdo e o | quantidade de 0 apo6s o 9,
» numerador € o numero do | no denominador da fragéo
I periodo. geratriz e o numerador é o
2 numero do periodo
@ |vilidae |Em todos os casos tém-se | Dizimas Compostas podem
O | nzo dizimas periddicas compostas. | ser convertidas em fracGes
desejada
Invdlida | O método para converter | Toda fragdo que tem no
e nao dizimas periddicas compostas | denominador 9's seguidos de
desejada em fragéo é |gua| ao método O,S, tem.’r.eSUItadO sendo
para dizimas periodicas dizima peridédica composta.
simples.

Assim que todos os estudantes tiverem

Fonte: Autor (2021)

respondido, eles serao

encaminhamento para a etapa de formalizacdo onde serdo discutidos com eles

0s possiveis métodos propostos por eles na atividade e outros mais formais.

Nossa hipétese é que os alunos terdo um desempenho moderadamente

bom em descobrir uma forma de converter dizimas periddicas compostas em

fracdo. A utilizagcao da calculadora tende a auxiliar muito os calculos, facilitando

o aprendizado, ao manter o foco dos estudantes nos resultados.

Atividade de Aprofundamento da Atividade 4

1-Converta as dizimas periédicas a seguir para a forma fracionaria.

a) 0,0444...

e) 0,353535...

b) 0,00777...

f) 0,0464646...

c) 0,000888...

g) 0,00532532...

d) 0,0121212...

h) 0,000123123...

A atividade 5 que esta apresentada a seguir, trata sobre uma aula

interativa com os estudantes, onde serao requisitados conhecimentos obtidos
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nas atividades anteriores, para que eles percebam a impossibilidade de se

escrever a fragdo de uma dizima que nao € periodica.

4.2.5. Atividade 5

Titulo: NUmeros irracionais
Objetivo: Conceituar numeros irracionais.
Material: roteiro da atividade, caneta.

Procedimento: Aula Interativa

Descrigao da Atividade:

As perguntas desta atividade serdo apresentadas aos estudantes de
modo verbal. Inicialmente sera apresentada uma sequéncia de numeros
0,333...; 0,3222...; 0,444..., para entdo perguntar quais as fracbes que
correspondem a cada um deles.

ApOs receber as respostas dos alunos sera perguntado: Existem
numeros que nao podem ser escritos como fragao?

Caso nao se tenham respostas sobre esta pergunta, sera requisitado
aos alunos que respondam a seguinte questao:

Questao: Sobre a dizima 0,12345678..., responda o que se pede.

a) E periddica? Caso responda sim, qual o nimero que se repete?

b) E possivel transforma-la em fragéo?
Desse modo, os conhecimentos sobre dizimas periddicas, serao
confrontados com a questdo anterior, onde os alunos irdo perceber que a

impossibilidade de se escrever a fracdo correspondente a dizima apresentada.

Analise a priori da atividade 5: Esta atividade vai ocorrer por meio de uma
aula interativa com os estudantes, onde sera requisitada a reflexao sobre os
conhecimentos obtidos nas atividades anteriores, que possibilitara uma
discussdo com os estudantes sobre a crengca de que todo numero decimal
pode, ou ndo, ser escrito na forma de fragcdo. Alguns estudantes podem
responder sim, outros ndo, mas a discussao feita com eles abre 0 momento
propicio para apresentar os numeros de casas decimais infinitas e nao
periddicas, ou seja, 0s numeros irracionais. Essa apresentagao ira fornecer

uma ideia bem superficial de numero irracional, que sera um conhecimento
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pressuposto em relagdo a proxima atividade que direcionara os estudantes a
caracterizagao desse numero.

Acredita-se que os alunos irdo receber bem esta atividade,
principalmente os que fixarem bem os objetivos das atividades anteriores, a
partir do entendimento que todas as dizimas periddicas podem se convertidas

em fragao.

A atividade 6 que se apresenta a seguir ndo se baseia na metodologia
de Ensino por Atividade, nem mesmo sera aula interativa. Sua ocorréncia
dependera da leitura de Historia em Quadrinhos, onde os personagens,
ambientes e as situacdes irdo conduzir os leitores para conhecer e caracterizar

os nUdmeros irracionais.

4.2.6. Atividade 6

Titulo: Os Numeros Irracionais
Objetivo: Apresentar a histdria dos numeros irracionais.
Material: roteiro da atividade, caneta.

Procedimento:

Leia a revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros Irracionais - Parte I’ e

depois responda as questdes no anexo 1.

Anexo 1 — Questdes sobre a revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros

Irracionais - Parte I”.

1 - 0O que € um numero irracional?

2 — Indique uma situagdo matematica em que surge um numero irracional.
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3-Indique os numeros do quadro a seguir que sao nuUmeros racionais € os que

sSao numeros irracionais.

0,5 243 Va4 0,000001 -1,25 V2 0,111...
—% 0,333... 1200,00 V6 100,1 32
0,123333.... V9 10000 V5 -0,345 V10
V12 1,2 V17 13,5 V15 V1

4 — Escreva alguns exemplos de numeros irracionais além dos que foram
apresentados no quadro da questéo anterior.

5 — O conjunto dos numeros Inteiros € enumeravel ou ndo enumeravel?

6 — O conjunto dos numeros Racionais € enumeravel ou ndo enumeravel?

7 — O conjunto dos numeros Irracionais € enumeravel ou ndo enumeravel?

8- Qual conjunto tem maior cardinalidade, o conjunto dos numeros racionais ou

0 conjunto dos numeros irracionais?

9 - O conjunto dos numeros Irracionais € denso ou nao denso? Por que?

Analise a priori da Atividade 6: A atividade 6 € constituida de 9 questdes que
direcionam os estudantes a caracterizarem os numeros irracionais sobre o
conceito que os distingui dos racionais, sobre a representagdo geométrica de
numero irracional, sobre como trata-los referente a percepc¢ao de proximidades,
sobre a caracteristica do conjunto dos numeros irracionais referente a
cardinalidade, enumerabilidade e densidade.

As questbes foram elaboradas levando em conta a leitura feita pelos
estudantes da revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros Irracionais —

Parte I” (ver Apéndice D) que apresenta de forma ilustrada uma histéria que
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apresenta recortes da histéria dos numeros irracionais e algumas discussdes
sobre nocbdes que caracterizam esse tipo de numero. Esta revista em
quadrinhos é a 12 parte de um conjunto de 4 revistas, sendo que a 22 parte foi
utilizada na atividade 10, a 32 na atividade 11 e a 42 parte utilizada na atividade
12. A revista em quadrinhos desta atividade, assim como as demais,
representa um recurso metodolégico que acreditamos tornar mais
compreensivel o entendimento de numeros irracionais aos alunos do 9° ano.

Acreditamos que os alunos irdo compreender a leitura da revista e se
intrigar com novas nogdes bastante interessantes como a ideia de proximidade,
enumerabilidade, cardinalidade, densidade e outras que dizem respeito do
universo numérico dos numeros irracionais. Além de conhecerem sobre a
historia.

Apoés a leitura os estudantes irdo responder as 9 questdes da atividade
6, que irdo requerer respostas ligadas a leitura da propria revista. Este
momento sera muito importante porque aluno ira descrever o que ele
compreendeu sobre numeros irracionais, fixando ainda mais o conhecimento

adquirido com a leitura da revista.

A atividade 7 a seguir aborda a operacao de adicdo quando se opera
dois irracionais, ou um racional e outro irracional. Uma propriedade importante

quando se desenvolve calculos com numeros ndo exatos. Uma observacao

importante de se fazer € que devido a subtracdo a- b também ser
caracterizada como uma adigcéo a + (— b) entdo essa atividade também aborda

esta operacéo.

4.2.7. Atividade 7

Titulo: Propriedades dos numeros irracionais
Objetivo: Descobrir uma propriedade de adigdo envolvendo Numeros
Irracionais.
Material: Roteiro de atividade, caneta e aplicativo.
Procedimento:
e Com o auxilio da calculadora “Calculador e Identificador de
Racionais e Irracionais” determine o valor de cada divisao.
¢ Registre o resultado
e Com os dados obtidos preencha o quadro



Observacao:

Conclusao:
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Analise a priori da Atividade 7: A atividade 7, assim como as atividades 8 e 9

referem-se a duas propriedades muito importantes sobre irracionais, que € a

propriedade do fechamento para as operacbdes de adicdo, multiplicagcao e
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divisdo e a propriedade da pertinéncia irracional em operagdes entre racional e
irracional nas mesmas operacdes. Estas propriedades foram explicadas na
subsecédo 3.2 na fundamentagdo matematica do assunto em questao.

A atividade 7 é composta de um quadro que direciona o aluno a realizar
varias adi¢cdes que referem-se especificamente ao fechamento da operacao de
adicdo quando se opera dois numeros irracionais e a pertinéncia irracional dos
resultados quando se soma um numero irracional com um racional, algo
apresentado no teorema 3 da subsecdo 3.2.3 onde foi explicado sobre a
propriedade da Pertinéncia Irracional em Operacbes entre Racional e
Irracional.

Durante o preenchimento do quadro, os alunos deverdo utilizar a
calculadora na forma de app “calculador e Identificador de racionais e
irracionais” para a realizacdo dos calculos das somas entre irracionais e
racionais e entre irracionais, assim como a devida identificagdo do resultado
em racional ou irracional.

Apbs o preenchimento do quadro, os discentes irdo descrever a
observagcdo deles sobre o que responderam no quadro que possa ser
interpretado como uma regularidade. Dai, com base nessas observagdes, eles
terdo que escrever na area de conclusao a regularidade que perceberam sobre
adicdes entre irracionais e entre racional e irracional, que pode ou nao estar de
acordo com o que o objetivo proposto nessa atividade.

Da mesma forma que foi feito na analise a priori da atividade 1, foi
construido uma quadro apresentando possiveis observagdes, bem como as
conclusdes, que podem ser feitas por alunos durante a aplicagao da atividade

7. Tem-se a seguir este quadro.

Quadro 26 - Possiveis observagdes e conclusdes dos alunos na atividade 7

Tipo de Enunciado
observagao Quanto a observagao Quanto a concluséo
Validae | A soma sera irracional sempre | Sempre a soma entre
desejada | quando um dos fatores for |irracional e racional ¢é
" racional e o outro for irracional irracional.
8 |Validae | Os alunos podem ter alguma | Sempre a soma entre um
‘£ nao _ lembranca da atividade 6 e junto | numero com radical, sendo
@ |desejada | com suas intuicdes podem ter | ndo exato, e outro sem
o uma observagao correta sem | radical é irracional.
necessitarem do uso do
aplicativo.
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Invadlida | A soma sera irracional sempre | Sempre a soma entre um

e nao quando um dos fatores for sem | numero com radical e outro

desejada | r3jz quadrada e o outro tiver raiz | sem radical & irracional.
quadrada.

Fonte: Autor (2021).

Nossa hipétese é que os alunos terdo um desempenho moderadamente
bom em observar e concluir o que se espera, pois com a calculadora, o
preenchimento do quadro fica mais facil dos estudantes observarem uma
regularidade para entdo concluir que nem sempre a adigao entre irracionais
gera como resultado numeros irracionais, entretanto sempre a adigao entre um
racional, positivo ou negativo, e um irracional, positivo ou negativo, resulta em

um numero irracional.

A atividade 8 aborda a operacao de multiplicacdo quando se opera dois
irracionais, ou um racional e outro irracional. Uma propriedade importante

quando se desenvolve calculos com numeros nao exatos.

4.2.8. Atividade 8

Titulo: Propriedades dos numeros irracionais
Objetivo: Descobrir uma propriedade de multiplicagcdo de Numeros Irracionais.
Material: Roteiro de atividade, caneta e aplicativo.
Procedimento:
e Com o auxilio da calculadora “Calculador de Identificador de
Racionais e Irracionais” determine o valor de cada divisao.
¢ Registre o resultado
e Com os dados obtidos preencha o quadro

O numero x é
Racional | Irracional

Numeros

of< [
]

Produto x-y é

Sl%

Produto x-y é

2%

oK | |lox |x
I

Produto x-y é
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x =10

y = V10

O Produto x-y é
X =3

y=V2

O Produto x-y é
x =7

y=5

O Produto x-y é
X =+/8

y =9

O Produto x-y é
x=10

y =10

O Produto x-y é
x =14

y =20

O Produto x-y é
x =13

y=3

O Produto x-y é

Observacao:

Conclusao:

Analise a priori da Atividade 8: A atividade 8 refere-se a propriedade do
fechamento para as operagdes de multiplicacado de irracionais, e a propriedade
da pertinéncia irracional em operacgdes entre racional e irracional nessa mesma
operacgao.

Essa atividade € composta de um quadro que direciona o aluno a
realizar varias multiplicagcdes que referem-se especificamente ao fechamento
da operacao de multiplicagcbes quando se opera dois numeros irracionais e a
pertinéncia irracional dos resultados quando se multiplica um numero irracional
com um racional, algo apresentado no teorema 3 da subsec¢ao 3.2.3 onde foi
explicado sobre a propriedade da Pertinéncia Irracional em Operacdes entre

Racional e Irracional.
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Assim como a atividade 7, os alunos deverao usar o app “Calculador e
Identificador de Racionais e Irracionais” que ajudara na realizagdo de calculos
de multiplicagdo requeridos para o preenchimento do quadro, assim como a
devida classificacdo do resultado em racional ou irracional.

Dispondo do app de calculadora, mencionado anteriormente, e o quadro
da atividade 8 os alunos devem concluir que nem sempre a multiplicagao entre
irracionais resulta em numeros irracionais, entretanto sempre a multiplicagao
entre um racional e um irracional resulta em um numero irracional.

Apbs o preenchimento do quadro, os discentes irdo descrever a
observacdo deles sobre o que responderam no quadro que possa ser
interpretado como uma regularidade. Dai, com base nessas observagdes, eles
terdo que escrever na area de conclusao a regularidade que perceberam sobre
multiplicacdo entre irracionais e entre racional e irracional, que pode ou nao
estar de acordo com o que o objetivo proposto nessa atividade.

Da mesma forma que foi feito na analise a priori da atividade 7, foi
construido uma quadro apresentando possiveis observagdes e também as
conclusdes que podem ser feitas por alunos durante a aplicagéo da atividade 8.

Tem-se a seguir este quadro.

Quadro 27 - Possiveis observagoes e conclusdes dos alunos na atividade 8

Tipo de Enunciado

observagao Quanto a observagao Quanto a conclusao

Validae | O produto sera irracional | Sempre o produto entre
desejada | sempre quando um dos fatores | irracional e racional ¢é
for racional e o outro for | irracional.

irracional
Validae | Os alunos podem ter alguma | Sempre o produto entre um
o |Nao lembranga da atividade 6 e junto | numero com radical, nao
.g desejada | com suas intuicdes podem ter | exato, e outro sem radical é
'S uma observagao correta sem | irracional.
&’ necessitarem do uso do
aplicativo.
Invdlida | O produto sera irracional | Sempre o produto entre um
e nao sempre quando um dos fatores | numero com radical e outro

desejada | for sem raiz quadrada e o outro | sem radical é irracional.
tiver raiz quadrada.

Fonte: Autor (2021).

ApOs a etapa de experimentagcdo, nossa hipotese € que os alunos terao
um desempenho moderadamente bom e em observar e concluir o que se

espera, pois com a calculadora de irracionais, o preenchimento do quadro fica
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mais facil dos estudantes observarem uma regularidade para chegar a
conclusdo que se espera.

Vale acrescentar que ha a possibilidade dos alunos perceberem uma
outra regularidade, que é a semelhanga da conclusdo obtida na atividade 7 a
respeito de adicdo com a conclusdao obtida nesta atividade 8 sobre
multiplicagdo, o que pode facilitar a fixacdo para o aluno prever mais
rapidamente a conclusdo da atividade 8 e certamente a atividade 9 para

divisdo.

A atividade 9 aborda a operacdo de divisdo quando se opera dois
irracionais, ou um racional e outro irracional. Uma propriedade importante

quando se desenvolve calculos com numeros nao exatos.

4.2.9. Atividade 9

Titulo: Propriedades dos numeros irracionais
Objetivo: Descobrir uma propriedade de divisdo de Numeros Irracionais.
Material: Roteiro de atividade, caneta e aplicativo.
Procedimento:
e Com o auxilio da calculadora “Calculador e Identificador de
Racionais Irracionais” determine o valor de cada divisao.
e Registre o resultado
e Com os dados obtidos preencha o quadro

O numero x é
Numeros Racional | Irracional

S

quociente x: y é




Observacao:

Conclusao:

Analise a priori da Atividade 9:

‘yé

‘yé

yé

‘yé

'y é

:

‘yé
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A atividade 9 refere-se a propriedade do fechamento para as operacdes

de divisdao de irracionais, e a propriedade da pertinéncia irracional em

operacodes entre racional e irracional nessa mesma operacgao. Esta atividade é

composta de um quadro que direciona o aluno a realizar varias divisbes que

referem-se especificamente ao fechamento da operagao de divisbes quando se

opera dois numeros irracionais e a pertinéncia irracional dos resultados quando

se dividi um ndimero irracional com um racional.

Nessa atividade, os alunos também usardo a calculadora app, que

ajudara na realizagao de célculos de divisdo requeridos para o preenchimento

do quadro, assim como a devida classificagdo do resultado em racional ou

irracional.
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Dispondo da calculadora app e o quadro da atividade 9 os alunos devem
concluir que nem sempre a divisdo entre irracionais resulta em numeros
irracionais, entretanto sempre a divisdo entre um racional e um irracional
resulta em um nuamero irracional.

Apbs o preenchimento do quadro, os discentes irdo descrever a
observacdo deles sobre o que responderam no quadro, que possa ser
interpretado como uma regularidade. Dai, com base nessas observagdes, eles
terdo que escrever na area de conclusao a regularidade que perceberam sobre
divisdo entre irracionais e entre racional e irracional, que pode ou nio estar de
acordo com o que o objetivo proposto nessa atividade.

Da mesma forma que foi feito na analise a priori da atividade 7, foi
construido uma quadro apresentando possiveis observagdes e também as
conclusdes que podem ser feitas por alunos durante a aplicagao da atividade 9.

Tem-se a seguir este quadro.

Quadro 28 - Possiveis observagbes e conclusdes alunos na atividade 9

Tipo de Enunciado
observagao Quanto a observagao Quanto a conclusao
Védlidae | O quociente sera irracional | Sempre o quociente obtido
desejada | sempre quando um dos | na divisdo entre irracional e
elementos da raz&o for racional | racional (ou vice versa) é
e o outro for irracional. irracional.
Acontece 0 mesmo da

» atividade anterior, onde se

I um deles € irracional e o

%’ outro racional, o resultado é

g irracional.

@ Validae | Os alunos podem ter alguma | Sempre o quociente obtido
nao lembranga das atividades 7 e 8 | da divisdo entre um numero
desejada | ¢ junto com suas intuicdes | com radical, ndo exato, e

podem ter uma observagdo |outro sem radical é
correta sem necessitarem do | irracional.
uso do aplicativo.
Invalida | O quociente sera irracional | Sempre a divisdo entre um
e n5<_> sempre quando um dos | numero com radical e outro
desejada | glementos da razao for sem raiz | sem radical é irracional.
quadrada e o outro tiver raiz
quadrada.

Fonte: Autor (2021).

ApOs a etapa de experimentagcdo, nossa hipotese € que os alunos terao

um desempenho bom em observar e concluir 0 que se espera, pois com a

calculadora app, os calculos seréao facilitados.
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Também se prevé que os estudantes a semelhanga dessa atividade em
relagao as atividade 7 e 8 e, com isso, concluir mais rapidamente que sempre o
quociente obtido na divisdo entre irracional e racional (ou vice versa) é
irracional, mas quando sao dois irracionais 0 quociente nem sempre é

irracional.

Atividade de Aprofundamento da Atividade 7,8 e 9

12 secao de questoes (Adigao)
1-Leia as alternativas a seguir e escreva V, para verdadeiro, e F, para falso nos
parénteses, a respeito de suas afirmacgoes.

() A adicdo (+) entre dois numeros irracionais sempre resulta em um numero
irracional.
Justifique:

() A adigao (+) entre um numero racional e um numero irracional sempre
resulta em um numero racional.
Justifique:

() A adigéo (+) entre um numero racional e um numero irracional sempre
resulta em um numero irracional.
Justifique:

2-Responda cada pergunta a seguir.
a) O valor numérico da expressdo 2 + 3 + 30 + 50 + /5 é racional ou

irracional? Justifique.

b) O valor numérico da expressdo 5 + 10 + /4 + 2 + 0 é racional ou irracional?

Justifique.
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c) O valor numérico da expressdo —v2 ++/2 + 3 + 1 é racional ou irracional?

Justifique.

d) Sabendo que x =2 e y =+/5, o valor numérico da expressdo 3x —4 +y é

racional ou irracional? Justifique.

22 segao de questoes (Multiplicagao)

1-Leia as alternativas a seguir e escreva V, para verdadeiro, e F, para falso nos
parénteses, a respeito de suas afirmacgoes.

() A multiplicacdo entre dois numeros irracionais sempre resulta em um
numero irracional.
Justifique:

() A multiplicagéo (x) entre um numero racional e um numero irracional
sempre resulta em um numero racional.
Justifique:

() A multiplicagéo (x) entre um numero racional e um numero irracional
sempre resulta em um nuamero irracional.

Justifique:

2-Responda cada pergunta a seguir.

a) O valor numérico da expressdo 10 x3 + 30— 50 x+/5 & racional ou

irracional? Justifique.

b) O valor numérico da expressdo 2 ++V3 x 6+ 4 é racional ou irracional?

Justifique.
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c) O valor numérico da expressdo V2 x+/2 x5+ 3 é racional ou irracional?

Justifique.

d) Sabendo que x =2 e y =+/3, o valor numérico da expressdo 4x —2y é

racional ou irracional? Justifique.

32 segao de questoes (Divisao)

1-Leia as alternativas a seguir e escreva V, para verdadeiro, e F, para falso nos
parénteses, a respeito de suas afirmacdes.

() A divisdo (=) entre dois numeros irracionais sempre resulta em um
numero irracional.
Justifique:

() A divisdo (=) de um numero racional por um numero irracional sempre
resulta em um numero racional.
Justifique:

() A divisdo (=) de um numero racional por um numero irracional sempre
resulta em um numero irracional.
Justifique:

2-Responda cada pergunta a seguir.

a) O valor numérico da expressdo 5 x 2 + 2 ++/7 — 1 & racional ou irracional?

Justifique.

b) O valor numérico da expresséo V3 ++/3+6—5 é racional ou irracional?

Justifique.
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c) O valor numérico da expressdo V2 x 2 ++/2 + 4 é racional ou irracional?
Justifique.

d) Sabendo que x =2 e y =6, o valor numérico da expressdo 4x =2y é

racional ou irracional? Justifique.

A atividade 10 que se apresenta a seguir ndo se baseia na metodologia
de Ensino por Atividade. Sua ocorréncia dependera da leitura de uma Histoéria
em Quadrinhos, de forma semelhante a atividade 6. No caso desta atividade a

sequir, sera fornecido destaque a um dos numeros irracionais mais famosos, o

m (pi).

4.2.10. Atividade 10

Titulo: O ndmero
Objetivo: Apresentar o numero .
Material: Roteiro de atividade e caneta.

Procedimento: Leia a revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros

Irracionais - Parte II” e depois responda as questdes no anexo 2.

Anexo 2 — Questdes sobre a revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros

Irracionais - Parte II”.

Com base na leitura feita na revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros

Irracionais — Parte II”, responda as questbes a seguir:

1-0que émn?

2- O 1t é classificado como racional ou irracional?
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3- O & é algébrico ou transcendente?

4 - Determine uma aproximagao para o numero .

5 — Apresente uma situagdo geométrica, de acordo com a histéria do m, que
resulte em uma aproximacao ou relagdo que envolva o .

Analise a priori da Atividade 10: A atividade 10 € constituida de uma leitura
feita pelos estudantes da revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros
Irracionais — Parte II” (ver Apéndice E) que apresenta de forma ilustrada
recortes da histéria do numero irracional = e algumas discussdes sobre nogdes
que o caracterizam. Esta revista em quadrinhos é a segunda parte de um
conjunto de revistas, ja mencionadas anteriormente.

Apos os alunos terminarem a leitura da revista, irdo ser conduzidos a
responder 6 questdes anexadas a essa atividade que irdo requerer
informacdes da leitura feita por eles sobre caracterizacdo do numero irracional
m, sobre o conceito geométrico que o define como constante, sobre sua
irracionalidade, quanto a transcendéncia, sobre sua percepg¢ao de proximidade,
sobre situagdes geométricas que resulte em .

Acreditamos que os estudantes irdo ter uma boa receptividade sobre a
nogao e historia do m contida na leitura da revista e se intrigarem com ideias
interessantes como, por exemplo, o método de Arquimedes para se determinar

um valor aproximado de .

A atividade 11 que se apresenta a seguir ndo se baseia na metodologia
de Ensino por Atividade. Sua ocorréncia dependera da leitura de uma Histéria
em Quadrinhos, de forma semelhante as atividades 6 e 10. No caso desta
atividade a seguir, sera fornecido destaque a um dos numeros irracionais mais

famosos, o ¢ (fi).
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4.2.11. Atividade 11

Titulo: O numero ¢
Objetivo: Apresentar o numero ¢.
Material: Roteiro de atividade e caneta.

Procedimento: Leia a revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros

Irracionais - Parte III” e depois responda as questdes no anexo 3.

Anexo 3 — Questdes sobre a revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros

Irracionais - Parte III”.

Com base na leitura feita na revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros

Irracionais — Parte Ill”, responda as questdes a seguir:

1 -0 que é ¢?

2- O ¢ é classificado como racional ou irracional?

3 - Determine uma aproximagao para o0 numero ¢.

4 — Apresente uma situagdo geométrica, de acordo com a histéria do ¢, que
resulte em uma aproximagao ou relagao que envolva o ¢.

Analise a priori da Atividade 11: A atividade 11 & constituida de uma leitura
feita pelos estudantes da revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros
Irracionais — Parte III” (ver Apéndice F) que apresenta de forma ilustrada uma

histéria que apresenta recortes da histéria do numero irracional ¢ e suas
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presencas em figuras geométricas, obras de arte, monumentos e na natureza.
Esta revista em quadrinhos é a terceira parte de um conjunto de revistas, ja
mencionadas anteriormente.

Da mesma forma que foi feito na atividade 10, apds os alunos
terminarem a leitura da revista da atividade 11, irdo ser conduzidos a responder
5 questdes anexadas a essa atividade que irao requerer informacgdes da leitura
feita por eles sobre caracterizacdo do numero irracional ¢ quanto as situagdes
geométricas que essa constante se apresenta.

Nossa previsdo € que os estudantes irdo ter uma boa receptividade
sobre a nogao e historia do ¢ contida na leitura da revista e se intrigarem com
ideias interessantes como, por exemplo, a presenca de inumeras aproximacoes

desse numero em obras de arte e em outras formas de expressao humana.

A atividade 12 que se apresenta a seguir ndo se baseia na metodologia
de Ensino por Atividade. Sua ocorréncia dependera da leitura de uma Historia
em Quadrinhos, de forma semelhante as atividades 6, 10 e 11. No caso desta
atividade a seguir, sera fornecido destaque a um dos numeros irracionais mais

famosos, o numero de Euler (e).

4.2.12. Atividade 12

Titulo: O nimero e
Objetivo: Apresentar o numero e
Material: Roteiro de atividade e caneta.

Procedimento: Leia a revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros

Irracionais - Parte IV” e depois responda as questdes no anexo 4.

Anexo 4 — Questdes sobre a revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros

Irracionais - Parte IV”.

Com base na leitura feita na revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros

Irracionais — Parte IV”, responda as questdes a seguir:
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1 -0 que é o numero e?

2- O numero e é classificado como racional ou irracional?

3- O e é algébrico ou transcendente?

4 - Determine uma aproximagao para o numero e.

5 — Apresente uma situagao, de acordo com a histdria do e, que resulte em
uma aproximacao do e.

Analise a priori da Atividade 12: A atividade 12 & constituida de uma leitura
feita pelos estudantes da revista em quadrinhos “O Museu dos Numeros
Irracionais — Parte IV” (ver Apéndice G) que apresenta de forma ilustrada um
enredo que apresenta recortes da histéria do numero irracional e e alguns
dialogos entre os personagens sobre nogdes que o caracteriza.

Assim como na atividade 11, apds os alunos terminarem a leitura da
revista em quadrinhos, irdo ser conduzidos a responder 6 questbes anexadas a
essa atividade que irdo requerer informagdes da leitura feita por eles sobre
caracterizagdo do numero irracional e quanto a sua irracionalidade, a
transcendéncia, situagao histérica que gerou aproximagdes de e, e alguns
outros entendimentos.

Acredita-se que os estudantes iram compreender bem sobre a nocgéo e
histéria de e que se encontra na leitura da revista em questdo, além de se
intrigarem com ideias curiosas como, por exemplo, a variagao da capitalizagao

em juros compostos quando se muda o periodo de tempo.
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5. EXPERIMENTAGAO

Na secao anterior foi apresentado o instrumento de ensino com a qual
foi utilizado no momento da experimentagdo, bem como o instrumento de
verificagdo da aprendizagem, que € o pré-teste e pos-teste. Diante disso, esta
secao descreve detalhadamente como ocorreram as aulas, quanto as
circunstancias e procedimentos da aplicacdo das atividades apresentadas na
subsecgao anterior para se obter dados, cuja analise pode comprovar a eficacia
da sequéncia didatica proposta nesse trabalho para a aprendizagem de
numeros irracionais.

Inicialmente tinhamos o planejamento de aplicar a sequéncia didatica
com alunos do Ensino Fundamental, por isso foi requisitada uma escola da
rede publica de ensino de Belém que tinha Ensino Fundamental, porém nao se
obteve sucesso devido a situagdo emergencial com a qual as escolas da rede
publica e particulares de ensino se encontravam, diante dos impactos da
pandemia por COVID-19. Diante disso, foi feito um trabalho de divulgacao
verbal e por redes sociais para estudantes que moravam nas proximidades do
bairro da Jaderlandia (Ananindeua/PA) e do bairro da Marambaia (Belém/PA).
Percebeu-se inicialmente que a maioria se encontrava cursando o Ensino
Médio na rede publica de ensino.

Mesmo com o trabalho de divulgacao, apenas 6 alunos se interessaram
em participar da aplicagao do experimento. Tem-se a seguir a distribuigao dos

alunos por série.

Quadro 29 — Distribuicdo de alunos por série

Alunos Série
A1 3°ano
A2 2° ano
A3 3% ano
A4 1° ano
A5 3°ano
A6 3° ano

Fonte: Autor (2021)

Inicialmente foi perguntado a esses estudantes se ja tinham ouvido falar
de numeros irracionais, a maioria comentou ja ter estudado, mas que néao
tinham ideia de quem sao esses numeros. Com isso, foi apresentado aos
alunos um termo de consentimento, que se localiza no apéndice H, requerendo

a assinatura deles consentindo em participar desse trabalho.
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Tal como, o pré-teste e o pos-teste, as atividades foram ocorrendo em 4
encontros para cada um dos alunos (individualmente), n&do ocorrendo nos
mesmos momentos, os quais foram registrados no quadro a seguir para cada

um dos alunos.

Quadro 30 — Cronograma dos encontros para cada aluno

Alunos 1° encontro | 2° encontro | 3° encontro | 4° encontro
(pré-teste, 12, (62 e 72|(8%, 9%2e10% | (117 e 122
23 32 42 e 57| atividades) atividades) atividades e
atividades) poOs-teste)
A1 23/03/2021 24/03/2021 26/03/2021 29/03/2021
A2 23/03/2021 24/03/2021 25/03/2021 26/03/2021
A3 30/03/2021 01/04/2021 02/04/2021 03/04/2021
A4 05/04/2021 06/04/2021 07/04/2021 08/04/2021
A5 19/04/2021 21/04/2021 22/04/2021 24/04/2021
A6 16/04/2021 19/04/2021 22/04/2021 26/04/2021

Fonte: Autor (2021)

Os alunos A1 a A2 foram os primeiros em que foi aplicado o
experimento. Apos a aplicacdo com estes alunos, percebeu-se que a duracao
da atividade estava sendo em 4 encontros. As subsecdes apresentadas ao
longo dessa seg¢ao descrevem como ocorreram esses encontros, expondo
como os alunos reagiram nas atividades, bem como se os registros (escrito ou
gravado) evidenciam que eles alcangaram ou n&o os objetivos esperados.

Durante a experimentacéo foi entregue o material de atividade para cada
aluno, de acordo com a ocorréncia de cada aula cuja ordenag¢ao se encontra no
quadro anterior, por meio de encontros que ocorreram de modo individual a
cada aluno, seguindo as normas de seguranga (uso de mascara, alcool em gel
e um certo distanciamento). Durante a ocorréncia das aulas, os instrumentos
de coleta dos dados foram gravador de voz, o préprio material de atividade
onde contém os registros do preenchimento dos alunos e a observagao dos
aplicadores das atividades que descreveram os detalhes e acontecimentos das
atividades em um texto (diario de campo).

Antes de iniciar a sequéncia didatica, foi explicado aos alunos como
seria ocorrido as atividades, para néo gerar a impressao de atividade como
teste de conhecimentos, mas sim como um conjunto de procedimentos no
modelo de atividade que eles deveriam ir resolvendo com auxilio da
calculadora e outros recursos, além de registrarem o que observacgdes e

conclusdes sobre o que iam compreendendo.
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Quanto ao cronograma da sequéncia didatica, tem-se a seguir, um
quadro expondo a duragdo em que ocorreu cada uma das atividades,

agrupadas em seus respectivos encontros.

Quadro 31 — Duragao do tempo de cada atividade

Encontro Atividade — Topico Tempo
12 Atv - Dizimas 20 min
1° Encontro Periddicas
(Duracao de
2h:10m) 22 Atv - Classificagéao 20 min

de dizimas periédicas

32 Atv - Dizimas 30 min
periédicas simples

42 Atv - Dizimas 30 min
periédicas compostas
52 Atv - NUmeros 30 min

irracionais
2° encontro 62 Atv - Os Numeros 1h 30min
(Duracao de Irracionais
2h:00) 72 Atv - Propriedades 30 min
dos numeros
irracionais.
3° encontro 82 Atv - Propriedades 30min
(Duracéao de dos numeros
2h:30min) irracionais.

92 Atv - Propriedades 30min
dos numeros irracionais
102 Atv - O NUmero m | 1h:30min

4° encontro 112 Atv - O Numero ¢ 1h
(Duragéo de 122 Atv - O Numero e 40 min
1h:40min)

Fonte: Autor (2021)

Diante dessas informacdes € possivel ter uma ideia das atividades cuja
aplicagao durou mais tempo e as que foram mais rapidas. Mas essa estimativa
de tempo ocorreu em fungao do tempo que os alunos levaram para resolver as
atividades que se diferencia um pouco do tempo que haviamos planejado antes

da aplicagéo.

5.1. Primeiro Encontro

No primeiro encontro, foram aplicadas as atividades 1, 2, 3, 4 e 5, bem
como o pré-teste. As atividades desse encontro tiveram o objetivo de conduzir

os alunos a descobrir métodos para converter dizimas periédicas em fragao, e,
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com isso, perceber a impossibilidade de aplicagao desse método para dizimas
(racionais n&o exatos) que n&o tem repeticdo perioddica, os direcionando, desse
modo, a concepcdo do que € um numero irracional.

Para facilitar a aquisicdo dos conhecimentos esperados nesse 1°
encontro, foi disponibilizado um celular com a calculadora app “calculador e
Identificador de racionais e irracionais” ja instalado.

Tem-se a seguir as descricbes das atividades referentes a esse

encontro, bem como do pré-teste.

Pré-teste

Ao iniciar o primeiro encontro foi aplicado o pré-teste, onde nao foi

cedido informagdes acerca de numeros irracionais. Mas devido alguns alunos

aparentarem preocupacado por ndo saberem responder as questdes do pré-

teste, foi dito a eles que respondessem apenas as questdes que soubessem, e

se alguma questao transmitisse pouca lembranga ou nenhuma, que tentassem

responder conforme a intuicdo, palpite ou simplesmente deixassem em branco.

A duragcdo em que ocorreu essa aplicagdo foi de no maximo 5 minutos. O

quadro a seguir apresenta as respostas dos alunos.

Quadro 32 — respostas dos alunos no pré-teste

Quest | A1 A2 A3 A4 A5 A6
Q1 Incégnita Nao sei Nao sei (nao (nao (ndo
respondeu) | respondeu) respondeu)
(invalida) (invalida) (invalida)
Q2 (identificou (identificou (identificou os | (ndo (ndo (identificou
os racionais | os racionais racionais e respondeu) | respondeu) os
e irracionais | e irracionais | irracionais de racionais e
de forma de forma forma irracionais
invalida) invalida) invalida) de forma
invalida)

Q3 0,333 0,444 Nao sei Nao sei (nao (nao (nao

1,555... respondeu) | respondeu) respondeu)
(invalida) (invalida) (invalida)

Q4 a) Possui a) Possui b) N&o possui b) Nao b) Nao possui b) Nao
digitos se digitos se digitos se possui digitos se possui
repetindo repetindo repetindo digitos se repetindo digitos se

periodicament | periodicament | periodicamente repetindo periodicament repetindo
e e possui e e possui € possui casas | periodicame € e possui periodicame
casas casas decimais nte e possui casas nte e possui
decimais decimais infinitas. casas dec. decimais casas dec.
infinitas. infinitas. infinitas. infinitas. infinitas.
(marcou a
(marcou a (marcou a alternativa (marcou a (marcou a (marcou a
alternativa alternativa correta) alternativa alternativa alternativa
incorreta) incorreta) correta) correta) correta)
(valida)
(Invalida) (Invalida) (Valida) (Valida) (Valida)
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Q5 Acertou a | Acertou a | (Errou a | (Nao (Nao (Errou a
(V ou | maioria das | maioria das | maioria por | respondeu) | respondeu) maioria por
F) situagdes por | situagées por | chute) chute)
A chute, mas as | chute de
B justificativas Verdadeiro ou (invalida) (invalida)
C nao eram | Falso, mas
D corretas. nao justificou.
E
F (invalida)
G (invalida)
H
|
Q6 Exemplo de | (ndo (ndo (nao (nao Aproximada
um numero respondeu) respondeu) respondeu) | respondeu) mente 3,14
irracional (acertou
0,333 parcialment
(invalida) e)
Q7 (nao (nao (nao (nao (nao (nao
respondeu) respondeu) respondeu) respondeu) | respondeu) respondeu)
Q8 (nao (nao (nao (nao Pertenciment | (ndo
respondeu) respondeu) respondeu) respondeu) | o de conjunto | respondeu)
(invalida)
Q9 Nao denso (ndo (nao (nao (nao Nao denso
(invalida) respondeu) respondeu) respondeu) | respondeu) (invalida)
Q10 Enumeravel (nao (nao (nao (nao Nao
(invalida) respondeu) respondeu) respondeu) | respondeu) enumeravel
(valida)

Fonte: Autor (2021)

Assim como foi previsto, o0 desempenho dos estudantes nao foi bom,
houve poucas respostas validas. Com excecao do Aluno A6 na questdo 6, as
unicas respostas validas nas questdes foram ‘chutes’ (palpites aleatérios sem
vinculo com o conhecimento trabalhado). Isso foi comprovado pela fala deles,
pois havia um dialogo constante dos alunos para com o aplicador da atividade,
onde diziam nao saber do assunto, que iam marcar qualquer uma das
alternativas, que achavam que a resposta era algo que eles lembravam e que

nao tinham certeza.

12 Atividade

Apoés a finalizacdo da aplicacdo do pré-teste, foi passado o material da
12 atividade para aos alunos, cujo objetivo era conceituar dizima periddica,
seguido da explicagdo dos procedimentos, e o direcionamento para eles
fazerem os calculos no app. No primeiro contato deles com o app, foi solicitado
para que observassem bem as informacdes que apareciam no visor do celular
quando se faz algum calculo no app. Informagdes como: resultado da conta;
identificacdo em racional exato, racional ndo exato ou irracional; e uma maior

expansao decimal para resultados racionais ndo exatos e irracionais.
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Essa atividade é constituida de uma folha com um quadro que requeria
que os alunos determinassem os resultados de algumas divisdes (na
calculadora app), preenchessem no quadro os resultados e que indicassem se
este resultado tinha casas decimais finitas ou infinitas.

Durante o preenchimento do quadro, os alunos respondiam de um modo
muito pratico, sem expressar dificuldade, ja que o uso do app auxiliava nesse
processo. Os termos “finitos” e “infinitos” eram conhecidos por todos os alunos,
o que facilitou a leitura deles do quadro.

Apbs o preenchimento do quadro, os alunos tinham que escrever tudo
que eles observaram, quanto as respostas escritas no quadro e outras
percepcdes notadas por eles durante esse preenchimento. Eles expressaram
dificuldade em organizar na forma escrita suas ideias, entdo foi solicitado que
falassem primeiro suas observacdes para depois escreverem. Isso facilitou que
a organizagao da escrita deles sobre o que era requerido.

Tem-se a seguir um quadro apresentando as observagdes respondidas
pelos alunos, bem como uma analise dessas observacdes, se sdo validas e

desejadas, parcialmente validas e desejadas ou invalidas.

Quadro 33 — Resposta dos alunos na 12 Atividade

Alunos Observacgodes Validade

A1 “Que os Numeros racionais s&o dizimas periédicas | Validas e desejadas
exatas e inexatas e ndo sdo irracionais como eu
acreditava ser”

“Todos s&o racionais, dividido em finitos e infinitos e a
divisdo de numeros iguais (normais) resultam em
numeros racionais diferentes”

“As dizimas séo repeti¢des infinitas”

A2 “Todos séo racionais” Validas e desejadas
“Alguns s&o finita outros séo infinita”
“Os numeros grandes sdo chamados dizima periddica
e s&o todos infinitos e s&o repetidos”

A3 “Os racionais exatos s&o aquele finito, os racionais | Valida e desejada
nao exatos sdo aqueles infinitos (dizimas periédicas)”

A4 “Quando tem os trés pontinhos ¢ infinito e quando ndo | Parcialmente validas e
tem é infinito, quando é infinito é racional ndo exato é | desejadas, pois
quando é finito é exato” nenhuma das

observagodes fala

sobre repeticdo, mas a
nogdo de ser infinito
foi observada.

A5 “Que todos s&o racionais, o que muda é que alguns | Parcialmente validas e
s&o exatos e outros sdo ndo exatos.” parcialmente
“Alguns so finitos outros sao infinitos.” desejadas, pois
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“Todos os numeros ndo exatos sdo infinitos e os | nenhuma das
numeros exatos sao finitos.” observagdes fala
sobre repeticdo, mas a
nogdo de ser infinito
foi observada.

A6 “Muitos resultados fazem parte dos racionais, os | Validas e desejadas.
inteiros e os numeros com virgula e numeros apés a
virgula com uma casa”

“Numeros finitos sao divisdes inteiras perfeitas,
nameros infinitos s&o divisdes inteiras imperfeitas”
“Todo racional ndo exato sera uma dizima periédica’

Fonte: Autor (2021)

Diante do objetivo dessa atividade, que € conceituar dizima periddica,
percebe-se que ela direcionou os alunos compreenderem que dentre os
resultados de divisbes, existem aqueles que possuem casas decimais finitas e
os que tém casas decimais infinitas. Com base nas observacdes dos alunos, é
possivel concluir que alcangcaram uma compreensao que permite conceituar
dizimas periodicas.

O uso do app permitiu que eles compreendessem que os nao exatos
também sdo chamados de dizimas periddicas, pois apds escreverem as
observagodes foi perguntado a eles se sabiam o que s&o dizimas periodicas, e
pela fala deles notou-se que o termo “dizima peridédica” foi bem assimilado por
eles como sendo racional ndo exato (infinitas casas decimais). Entretanto
somente os alunos A1, A2 e A6 perceberam que as dizimas periddicas sao
decimais com repeticao infinita.

Aos alunos A4 e A5 cujas observagdes nao denotavam a percepgao de
dizima perioddica nos decimais infinitos e periddicos, foi pedido que explicassem
oralmente sobre como eram os numeros ndo exatos, dai eles descreveram
como sendo numeros infinitos e com repetigdo, ajudando com isso, a
formalizagao do objetivo dessa atividade, conceituar dizimas periddicas.

Embora no pré-teste os alunos tenham demonstrado n&o saberem o que
€ numero racional, percebeu-se pelas observagdes dos alunos e pelas falas
deles que os termos “racional exato” e “racional ndo exato” que apareciam na
calculadora em cada calculo que realizavam, acabaram sendo assimilados por
eles, bem como a associagao entre a ideia de exato com casas decimais finitas
€ a associagao de nao exato com casas decimais infinitas.

Antes da realizacdo dessa atividade, eles aparentavam preocupagao em
nao saber realizar as atividades, mas ao finalizar ela, eles ficaram mais

animados diante da simplicidade que ela representou, pois muitos deles
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entenderam que ela, bem como as outras, se tratava de uma atividade que eles
podiam usar calculadora e depois descobrir uma certa regularidade nas

respostas.

22 Atividade

A 22 atividade tinha o objetivo de classificar dizimas periodicas. Ela é
constituida de uma folha com um quadro que requeria que os alunos
determinassem os resultados de algumas divisbes (na calculadora app) e
preenchessem no quadro os resultados. A ideia planejada para essa atividade
era que os alunos perceberem a existéncia de dizimas com repeticdes depois
da virgula (dizimas periodicas simples) e aquelas que possuem digitos sem
repeticdo apds a virgula seguidos da repetigao (dizimas peridédicas compostas).

Durante o preenchimento do quadro, os alunos respondiam sem
dificuldade, ja que o uso do app auxiliava nesse processo. Além disso, a
facilidade percebida por eles na atividade anterior, também influenciou no
estado de tranquilidade que eles aparentavam nessa atividade.

Apbs o preenchimento do quadro, os alunos tinham que escrever tudo
que eles observaram, quanto as respostas escritas no quadro. Dessa vez, 0s
alunos tiveram menor dificuldade em expor suas ideias de forma escrita, ja que
se tratava de uma etapa semelhante da atividade anterior.

Tem-se a seguir um quadro apresentando as observagdes respondidas
pelos alunos, bem como uma analise dessas observagdes, se séo validas e

desejadas, parcialmente validas e desejada e, invalidas.

Quadro 34 - Resposta dos alunos na 22 Atividade

Alunos Observagodes Validade
A1 “Todos s&o racionais infinitos que s&o dizimas
periédicas” Validas e desejadas

“Ocorrem dizimas que possuem e nao possuem o
zero depois da virgula dependendo do nimero que
os divide”

“A divisdo de racionais exatos podem resultar em
racionais inexatos, infinitos ou dizimas periédicas”

A2 “Alguns tem o zero na frente e outros nao” Validas e desejadas
“Quando tem um zero Ex: :—(5) ai da 0,0454545...”
A3 “Os numeros infinitos que ndo possuem zero, leva | Validas e desejadas

apenas um zero na frente”

“Também observei que por mais que um resultado
seja igual ao outro, difere bastante por conta de
apenas um zero depois da outra”
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A4 “tudo infinito” Parcialmente validas e
“o primeiro € um um um” desejadas, por néao
“alguns zeros depois da virgula” enfatizar com clareza

a diferenga entre
dizimas periddicas

A5 “O resultado sempre € ndo exato e sempre da o Parcialmente Validas
numero que é dividido” e desejadas, por nao
“As vezes tem um zero apés a virgula”. enfatizar com clareza

a diferenga entre
dizimas periédicas.

A6 “O resultado dependera da quantidade de casas | Invalida, por indicar
decimais da parte de baixo e todo numero que for na | que toda fragdo de
base 9 tera o numero da parte de cima se repetindo | denominador 9 gera
periodicamente” dizimas periédicas.

*as respostas em negrito sdo as que tiveram maior aproveitamento ao que era desejado como
resposta.
Fonte: Autor (2021)

De acordo com as respostas dos alunos, bem como de suas falas,
percebeu-se que eles tinham uma percepgdo, mesmo que algumas vezes
pouco clara, de que existem dizimas peridédicas com ou sem zero depois da
virgula, fazendo referencia as dizimas periddicas compostas simpes e
compostas. Isso foi interpretado por eles como algo incomum do que eles
acreditavam ser dizima periodica, que era pra eles apenas um numero com
repeticéo infinita depois da virgula.

Percebeu-se durante o preenchimento do quadro que alguns alunos ja
demonstravam ter uma previsdo do resultado das razées sem ter que utilizar
calculadora, como por exemplo, os alunos A1, A2 e A6. Quanto a essa
observagdo surgiu duas consequéncias, uma boa e a outra ruim. A
consequéncia boa foi que a capacidade de previsdo do resultado sem utilizar a
calculadora tornou o preenchimento dos alunos A1, A2 e A6 mais rapido. A
consequéncia ruim foi que alguns alunos, como a A6, poderiam achar qualquer

razao que tivesse 9 no denominador seria uma dizima, como por exemplo, a
~ 18 . . .
razdo — poderia ser previsto equivocadamente que seu resultado fosse

0,181818... A aluna A6 deixa essa compreensao bem clara na escrita se suas
observacodes, conforme o quadro 34 mostra, porém os alunos A1 e A6 também
tinham pensado nessa hipétese.

Como os alunos A1 e A2 foram os primeiros em que aplicamos a
sequéncia didatica, ja haviamos previsto que os demais alunos poderiam criar
as compreensdes apresentadas anteriormente, por isso, desenvolvemos a

seguinte estratégia: foi dado oportunidade a todos de fazer seus calculos
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algumas vezes pela calculadora, outras vezes intuitivamente caso ja tivessem
previsto o resultado e, no final, alertamos que nem sempre essa previsao do
resultado poderia estar correta, pois sem sempre quando se tem 9 no

denominador vai necessariamente gerar dizimas periddicas, como por exemplo
18 27 9

5 5 5 Essa estratégia de contingéncia foi feita com os alunos A1 e A2, mas
também foi utilizada com os demais, principalmente com a aluna A6 que
escreveu em suas observacdes especificamente a compreensido equivocada
de que quando se tem 9 no denominador sempre tera como resultado uma
dizima periddica.

Quanta a aluna A6 que foi a unica que ndo descreveu em suas
observacbes nada que representasse uma diferenciacdo entre as dizimas
periodicas, foi perguntado no final da atividade: todas as dizimas periddicas da
atividade sdo semelhantes? Ha diferenca entre elas? Em meio a esses
questionamentos, ela rapidamente notou que algumas dizimas periddicas
tinham O entre a virgula e o periodo e em outros casos nao tinham.

Diante do objetivo dessa atividade, que € classificar dizimas periddicas,
percebe-se que apos ela, os alunos comecaram a notar diferencas entre as
dizimas periédicas, ou seja, as com repeti¢cao infinita imediata depois da virgula
e as dizimas peridodicas com numeros nao repetidos entre a virgula e a
repeticao infinita. Permitindo, com isso, a explicacdo formal aos alunos sobre
as partes que constituem dizimas periddicas (parte inteira, antiperiodo e
periodo) e a classificacdo em dizimas periodicas simples e dizimas peridédicas

compostas.

32 Atividade

A 32 atividade, cujo objetivo era descobrir uma maneira de converter
uma dizima periodica simples em fragao, foi constituida de uma folha com um
quadro que requeria que os alunos determinassem os resultados de algumas
divisdes (na calculadora app) e preenchessem no quadro os resultados.

A estratégia era que os alunos percebessem que ha uma relagao entre
dizima peridédica simples com a quantidade de 9s que se apresenta no
denominador da fracdo correspondente. Além disso, eles terdo que indicar se



262

0s numeros decimais sdo dizimas periddicas ou ndo, de modo a perceber que
nem toda vez que uma fragdo possui 9's no denominador o decimal
correspondente sera necessariamente uma dizima periodica.

Durante o preenchimento do quadro, os alunos respondiam sem
dificuldade, ja que o uso do app auxiliava nesse processo. Algumas vezes eles
até deixavam de utilizar este recurso em situacdes em que eles ja haviam
previsto o resultado das divisbes como, por exemplo, dois dos alunos
perceberam que 23/99 sé podia resultar na dizima 0,2323..., porém ao
perceberem que nem todo fragdo com 9’s no divisor resultavam em dizimas,
entdo sempre pediam a calculadora para verificar se a resposta prevista estava
correta.

O préprio preenchimento total do quadro ja representou uma evidencia
de que alcangaram o objetivo desta atividade, pois em situagdes que requeriam
a fracdo de uma dizima apresentada, eles responderam de modo correto,
alguns rapidamente, outros mais lento, mas todos conseguiam perceber a
regularidade entre as dizimas periddicas simples e suas fragdes.

Ao terminarem o preenchimento do quadro, os alunos tinham que
escrever tudo que eles observaram quanto as respostas escritas no quadro.
Embora os alunos tivessem percebido a existéncia de uma regularidade entre
as dizimas periodicas simples e suas fragdes, tiveram dificuldade em organizar
de forma escrita as observacdes, pois haviam notado varias observacdes, mas
nao conseguiam organiza-las de modo claro. Nesse momento, todos falavam o
que tinham observado, mas sempre era solicitado que escrevessem essas
falas.

Tem-se a seguinte um quadro apresentando as observagdes
respondidas pelos alunos, bem como uma analise dessas observagdes, em
validas e desejadas, parcialmente validas e desejadas e validas e nao

desejadas.
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Quadro 35 — Observagdes dos alunos na 32 Atividade

Alunos Observagoes Validade
A1 “De acordo com o de cima sera denominado o de | Parcialmente valida e
baixo” desejada, por ndo expor
com maior clareza, mas
trazendo um pouco de
sentido sobre o que se
esperava.
A2 “Quando é s6 9 & um numero, dois 99 é dois | Valida e desejada
numeros e 999 é trés numeros (periodo)”
A3 “Eu observei que as fragbes que tem apenas um | Valida e desejada
Unico numero na parte de baixo, apenas um namero
se repete, ja quanto aos demais funcionam quase
da mesma coisa. Os nimeros sdo iguais”
A4 “Os numeros mudaram” Valida e ndo desejada
“cada vez os numeros vao subindo 9 99 999"
A5 “0 numero que se repete € o de cima” Vadlida e desejada
‘quando é so um 9 é porque tem um numero em
cima, e quando tem 99 é porque tem dois numeros
em cima, e assim por diante”
A6 ‘nem sempre quando tiver 9 em baixo vai ser uma | Valida e desejada

dizima”.

Fonte: Autor (2021)

Ao ler as observacbes dos estudantes, percebe-se que grande parte

deles desenvolveu observagdes validas e desejadas.

Além das observacdoes foi

requerido que eles apresentassem a

conclusdo que tiveram nesta atividade conforme o objetivo dela, em outras

palavras, seria qual a maneira descoberta por eles para converter uma dizima

periodica simples em fragdo. Tem-se a seguir um quadro sintetizando as

respostas deles.

Quadro 36 - Conclusio dos alunos na 32 Atividade

Alunos Conclusées Validade
A1 “0,812 812... % deve ser colocado a repetigao da fragdo | Valida e desejada
dividida por 999 de acordo com o numero de casas
decimais igualando os de cima”

A2 “Coloca a mesma quantidade de 9 dos numeros de cima e | Valida e desejada

0S numeros que se repetem vao pra cima”

A3 “Bom o metodo que eu usei para transformar em fragao, foi | Valida e desejada

a seguinte todos os numeros se repetem, eu apenas
peguei os numeros e deixava como fragdo, como a parte
de baixo sempre se repetia eu fui seguindo o ritmo. Eu
colocava os numeros dos que se repete, e com isso
chegava a resposta. Era uma fragéo”

A4 “se tiver trés bota trés nove e assim por diante” Parcialmente
Vélida e desejada,
pois falta clareza
na resposta.

A5 “Sempre quando tiver um numero em cima, o de baixo vai | Valida e desejada

ser um 9, e assim por diante”

A6 “Quando tinha um numero no periodo relacionamos com | Valida e desejada

um 9, quando tinha dois numeros no periodo relacionamos
com um 99, e assim por diante”.

Fonte: Autor (2021)
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Alguns de modo mais claro, outros nem tanto, mas todos apresentaram
conclusdes validas que iam de acordo com o que era desejado para esta
atividade.

Um fato interessante é que na atividade 2 anterior, a aluna A6 conseguiu
chegar parcialmente na conclusao esperada para essa atividade, e desse
modo ela tinha explicado verbalmente nessa atividade que ja tinha percebido a
conclusao que ela teve nessa atividade 3.

Uma comprovagdo de que esses alunos certamente alcangaram o
objetivo da atividade foi os resultados da atividade de aprofundamento. Os

quais foram sintetizados no quadro a seguir:

Quadro 37 - Resposta dos alunos na Atividade de aprofundamento da atividade 3

A1 Acertou todas (Validas)

A2

A3
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A4 Acertou todas (Validas

A5 Acertou todas (Validas)
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Fonte: Autor (2021)

Todos os alunos acertaram as questdes, mas como pode-se ver nas
resolugcdes deles, ha algumas rasuras, isso porque houveram erros como
confundir o periodo, como por exemplo, achar que o periodo de 0,121212... é
121, ao invés de 12. Mas, os alunos que cometiam esse erro demonstravam
inseguranga, por isso, sempre pediam a calculadora para verificar se as
respostas estavam corretas, quando testavam as fragdes e percebiam que o
resultado n&o era a dizima esperada, iam corrigindo seus erros, e quando
percebiam novamente que estava errada, continuavam corrigindo e verificando
na calculadora.

Mesmo os alunos que acertaram todas as questbes na primeira
resposta, utilizaram ao menos uma vez a calculadora para verificar se
acertaram.

Uma observagéao intrigante foi que embora alguns alunos nao tenham
respondido de modo bem claro as observagdes e conclusdes na atividade 3,

conseguiram responder a atividade de aprofundamento com &timo
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desempenho. Os alunos A4 e A5 se encaixam nessa descrigdo, porém as
vezes pediam calculadora para verificar.
Ao final dessa atividade, percebeu-se que os alunos ja sabiam converter

dizimas periddicas simples em fragoes.

42 Atividade

O objetivo da 4° atividade foi de que os alunos descobrissem uma
maneira de converter uma dizima periddica composta em fragcdo. Essa
atividade utilizou uma abordagem similar ao da atividade 3, onde o aluno deve
perceber a regra a partir da observagao de sucessivas divisdes.

A estratégia dessa atividade era que os alunos teriam que associar o
periodo com a quantidade de 9’s e também o antiperiodo com a quantidade de
0’s apds os 9's que se apresenta no denominador da fragdo correspondente.
Além disso, eles terdo que classificar os numeros decimais em dizimas
periddicas ou nao periddicas de modo a perceber que nem toda vez que uma
fracdo possui 9’s seguido de 0's no denominador o decimal correspondente
sera necessariamente uma dizima peridédica composta.

Durante o preenchimento do quadro, os alunos respondiam sem
dificuldade, ja que o uso do app auxiliava nesse processo. Algumas vezes eles
até deixavam de utilizar este recurso em situagbes em que eles ja haviam
previsto o resultado das divisbes, mas testavam no app se o resultado era
mesmo o que tinham respondido.

O préprio preenchimento total do quadro ja representou uma evidencia
de que ja estavam se conduzindo para o objetivo desta atividade, pois em
situagbes que requeriam a fracdo de uma dizima apresentada, eles
responderam de modo correto, alguns rapidamente, outros mais lento, mas
todos conseguiam perceber partes da regularidade entre as dizimas periddicas
compostas e suas fragoes.

Ao terminarem o preenchimento do quadro, os alunos tinham que
escrever tudo que eles observaram quanto as respostas escritas no quadro.
Embora os alunos tivessem percebido a existéncia de uma regularidade entre
as dizimas periddicas compostas e suas fracdes, tiveram dificuldade em

organizar de forma escrita as observagdes, pois haviam notado varias
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observagbes, mas nao conseguiam organiza-las de modo claro. Nesse
momento, todos falavam o que tinham observado, mas sempre era solicitado
gque escrevessem essas falas.

Tem-se a seguir um quadro apresentando as observacgdes respondidas
pelos alunos, bem como uma analise dessas observacdes, em validas e

desejadas, parcialmente validas e desejadas e validas e ndo desejadas.

Quadro 38 - Observacgbes dos alunos na Atividade 4

Alunos Observacgoes Validade

A1 “Quando o numero de casas decimais € igual (de | Valida e desejada
cima e de baixo) a dizima se torna simples, porém
quando ha um zero a mais acaba se tornando
composto”

“‘De acordo com o numero de casas decimais do
antiperiodo afeta diretamente na fragéo, tornando-a
maior com o antiperiodo (zero) depois do nove”

A2 “Sempre quando tiver 0 na fragcdo sempre é o | Valida e ndo desejada, por
antiperiodo” ser uma conclusdo ja

obtida da atividade anterior

A3 “‘Eu observei que as fragdes na parte | Parcialmente valida e
denominadora sao basicamente as mesmas | desejada, por ser uma

coisas. Porem muda com a quantidade de 0” observagdo pouco clara,

mas que reflete um pouco
de sentido sobre o que se

esperava

A4 “cada numero aumenta um zero” Vadlida e desejada
“os zeros depois da virgula bota no nove”

A5 “sempre depois da virgula tem um zero, dois zeros, | Vélida e desejada

€ assim sucessivamente”

“é praticamente a mesma coisa da simples”

‘os numeros de baixo os zeros sdo aqueles que
estéo depois da virgula”

A6 ‘Percebe-se que a quantidade de zeros no | Vélida e desejada
denominador sera a quantidade de zeros que
havera apos a virgula na dizima periédica”

Fonte: Autor (2021)

De acordo com as observacdes dos estudantes apresentadas no
quadro, percebe-se que todos desenvolveram observagcbes validas e
desejadas, porém alguns tiveram observagdes parcialmente validas diante da
falta de clareza.

Além das observacdes foi requerido que eles apresentassem a
conclusdo que tiveram nesta atividade conforme o objetivo dela, que refere-se
a maneira descoberta por eles para converter uma dizima peridodica composta

em fracdo. Tem-se a seguir um quadro sintetizando as respostas deles.
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Quadro 39 — Conclusdes dos alunos na Atividade 4

Alunos Conclusées Validade
A1 “O periodo esta ligado diretamente ao numero de nove” Valida e
“O antiperiodo esté ligado diretamente ao numero de zero” desejada
A2 Tem que botar os numeros que se repetem em cima e em baixo | Valida e

tem que botar os nove os tantos do de cima e botar os zeros | desejada
depois do nove, tem que ser o tanto do antiperiodo

A3 Exemplo: ) - Valida e
’ Y b Al o> mamirs desejada
U5 6 o,00 456 1b& e
/ !
o500 13
-<7
)‘\‘ S
1
& Casm(s -
A4 “Os noves que se repetem e os zeros depois da virgula” Invalida
A5 sempre depois da virgula tem um zero, dois zeros, e assim | Valida e
sucessivamente desejada

é praticamente a mesma coisa da simples
0s numeros de baixo os zeros sdo aqueles que estao depois da

virgula
A6 Observar a quantidade de zeros, apd6s a virgula da dizima, e | Valida e
colocar a mesma quantidade na base 9. Ex: 0,0034 > —— desejada

9900

Fonte: Autor (2021)

Com excecdo do aluno A4, a maioria dos alunos apresentaram
conclusdes validas que iam de acordo com o0 que era desejado para esta
atividade. O aluno A4 apresentou uma conclusdo que ha muito pouco valor ou
clareza sobre o que realmente se esperava, isso foi motivado pelo fato deste
aluno ter dificuldade em saber se expressar de forma escrita, bem como na
forma falada. Mas devido, ele ter completado o quadro desta atividade com
facilidade, previu-se nesse momento que ele pudesse ter chegado a conclusao
que se esperava, como os demais, mas nao soube escreve-la.

Assim como na atividade anterior, a aluna A6 se destacou novamente ao
declarar oralmente que ja havia chegado as conclusdes dessa atividade na
atividade 2, pois ao fazer calculos que resultavam em dizimas periddicas

simples e outros que resultavam em compostas, tinha notado que a presenga
do zero apods o0 9 em situagdes como 910 tinha relagdo no antiperiodo 0,0222...

Apos concluir a atividade 4, foi passado uma atividade de
aprofundamento para eles resolverem. As respostas deles foram sintetizados

no quadro a seguir.
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Quadro 40 — Respostas dos alunos na Atividade de Aprofundamento da Atividade 4

Alunos Respostas da Atividade de Aprofundamento da Atividade 4

A1 Acertou todas (Validas)

A2 Acertou todas, mas inicialmente errou algumas, mas sempre pedia pra verificar
na calculadora, com isso foi percebendo o erro e foi corrigindo. (Validas)

A3 Acertou todas, mas |n|0|almente errou algumas ele leu o esquema das
conclusbes obtidas por ele na atividade e comegou a pedir pra verificar na
calculadora, com isso foi percebendo o erro e f0| corrigindo. (Validas)

‘1-Conver as dizimas penodicas a se

2)0,0444.. b) 0,00777...
3 S £
Qo ®00 A000

0) 0,353535.. 1) 0,0464646... g) 0,00532532...
5 He 532
"'g;;" k a 80 aaa oo

Ad Errou apenas a “d)” (7 validas e 1 invalidas)

A5 Errou somente a “g)” (7 validas e 1 invalidas)
1-Converta as dizimas periddicas a seguir para a forma fraciondria.
7

a) 00444 = b) 0,00777...— c]ﬂ,ﬂﬂﬂﬁ&&..ﬁ d) 0,0121212___ ﬁ

a0 a0

35 46 532

€)0.353535.. 2 1)0,0464646 . g) 0.00532532... h) 0,000123123... ==

LT =1-11) Goenon

A6 Todas corretas (Validas)

Fonte: Autor (2021)
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Os alunos A1, A2, A3 e A6 acertaram todas as questodes, ja os A4 e A5
acertaram quase todas, mostrando que eles chegaram ao objetivo esperado
para esta atividade, mas por ndo se atentar ao periodo de um dos casos
apresentados, acabaram nao acertando todos.

Apenas o A2 e o A3 pediam a calculadora para verificar se as respostas
estavam corretas, enquanto que os outros, respondiam com convicgdo de que
tinham acertado.

Ao final dessa atividade, percebeu-se que os alunos ja sabiam converter

dizimas periddicas compostas em fragoes.

52 Atividade

Este momento foi uma aula interativa com os estudantes, onde foram
requisitados conhecimentos obtidos nas atividades anteriores, para que eles
percebessem a impossibilidade de se escrever a fragcdo de uma dizima que nao
€ periodica.

Inicialmente foi apresentado aos alunos uma sequéncia de dizimas
periodicas 0,333...; 0,3222...; 0,444.., para entdo perguntar quais as fragdes
que correspondem a cada um deles. Apds receber as respostas dos alunos, foi
perguntado: Existem dizimas que nao podem ser escritos como fragao?

Ninguém respondeu essa pergunta, dai foi requisitado aos alunos que
respondam a seguinte questéo:

Questao: Sobre a dizima 0,12345678..., responda o que se pede.

a) E periédica? Caso responda sim, qual o nimero que se repete?

b) E possivel transforma-la em fragao?

A pergunta a) foi respondida de modo correto, mas quando tentaram
escrever na forma de fragdo, conforme as regras para se determinar fragéo de
dizimas periddicas, perceberam que quando nao ha periodo fica impossivel de
escrever a fragao correspondente.

Diante disso, foi explicado superficialmente o que €& um numero
irracional, sobre a impossibilidade de se escrever na forma de fracdo. E

também foi pedido que eles tentassem formar exemplos desse tipo de numero,
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algo que teve uma boa eficacia, pois fez eles se esforgarem para exemplificar
irracionais.

Também foi exemplificado casos obtidos de radicais como V2 cujo
resultado obedece a descricdo de ser uma dizima nao periddica. Mas tivemos

cuidado para nao gerar a impressao que todas as raizes sao irracionais, para

isso foi apresentado exemplos como V1 e V4 que s&o racionais, ja que seus
resultados ndo tem caracteristica de irracional, mas sim de racionais exatos.

Também foi apresentado a eles o que acontece quando calculamos

raizes ndo exatas na calculadora comum /2, onde nesse caso n&o vai haver
indicagdo de que se trata de um resultado com infinitas casas decimais nao
periddicas, mas que devido a memoria da calculadora ser limitada a quantidade
de casas decimais desses numeros tem um certo limite, mas que se conclui
que seja irracional por ter virgula e suas casas decimais ocuparem todo o visor
da calculadora, sendo nao exato e nao periodico.

Os alunos receberam bem esta atividade, embora ja tivessem cansados
pelo esforgo em ter que raciocinar mais que o habitual, pois ja fazia quase um
ano que nao participavam de aulas, ja que desde o comego do ano passado os
impactos da pandemia de COVID-19 fizeram com que as escolas desses
alunos entrassem em recesso. Logo, esta atividade, bem como dessa
Sequéncia Didatica, direcionou estes alunos a assumir um papel mais ativo no
processo de aprendizagem.

Previu-se que nessa atividade os alunos, principalmente os que estavam
no 3° ano, tivessem alguma relembranca do que € numero irracional, mas nem
mesmo apods conceituar esse tipo de numero, nessa atividade, eles

demonstraram familiaridade por ja terem estudado.

5.2. Segundo Encontro

No segundo encontro, foram aplicadas as atividades 6 e 7. As atividades
desse encontro buscaram conduzir os alunos compreenderem as
caracteristicas dos numeros irracionais, além de direciona-los a descobrir as
propriedades operatérias da adigdo de numeros irracionais. Tem-se a seguir as
descri¢cdes das atividades referentes a esse encontro.
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62 atividade

A atividade 6 teve o objetivo de apresentar a histéria dos numeros
irracionais. Sua ocorréncia dependeu da leitura de uma Histéria em Quadrinhos
chamada de Museu dos Irracionais (parte 1), onde os personagens, ambientes
e as situagbdes foram conduzindo os leitores para conhecer e caracterizar os
numeros irracionais, por meio da histéria dos Numeros Irracionais. Apds a
leitura os alunos foram direcionados a resolver uma lista de 9 questdes
relacionadas a leitura que fizeram.

Essas questbes foram apresentadas a esses alunos, pra entender as
contribuicbes que a leitura da HQ forneceu a eles, para que pudessem
caracterizar os numeros irracionais sobre o conceito que os distingui dos
racionais, sobre a representacdo geomeétrica de numero irracional, sobre como
trata-los referente a percepcdo de proximidades, sobre a caracteristica do
conjunto dos numeros irracionais referente a cardinalidade, enumerabilidade e
densidade.

Percebeu-se que os primeiros alunos (A1 e A2) leram a HQ e de fato se
intrigavam, mas no final ndo lembravam o bastante para responder as
questdes, dai adotou-se a estratégia de fazer uma releitura conjunta e
compassada, de modo que a cada pausa na leitura sempre era perguntado a
eles, o que foi que vocé entendeu? Dai em diante foi adotada essa estratégia
também com os demais alunos, pois previu-se que eles poderiam também ter
essa dificuldade em reter informacgdes na leitura.

Com essa leitura conjunta e compassada, os alunos questionavam mais
a leitura feita. O A1, por exemplo, apds ler algumas paginas, comentou sobre
nao fazer sentido o fato dos irracionais serem um conjunto infinito maior que os
conjuntos dos naturais, inteiros e racionais que também eram infinitos. Dai
repetiu-se a leitura sobre o processo de diagonalizagao proposto por cantor, o
que fez esse aluno ficar intrigado.

Os alunos compreenderam a leitura em HQ e se intrigaram com novas
nogdes bastante interessantes como a ideia de existir distancias que nao se
pode medir, a ndo enumerabilidade do conjunto dos irracionais que indica que
nao podem ser contados, a cardinalidade maior do conjunto dos irracionais se

comparado aos racionais, € outras nog¢des que dizem respeito do universo
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numérico dos numeros irracionais. Além de conhecerem sobre a histdria desse

tipo de numero.

Ap6s a leitura, os estudantes responderam as 9 questdes dessa

atividade. Este momento foi muito importante porque os alunos descreveram o

que entenderam e organizar as ideias sobre as caracteristicas dos numeros

irracionais

Quanto as questdes de conceituacéo e aplicacao de numeros irracionais

que sao respectivamente a 12 e a 2%, tem-se no quadro a seguir as respostas

dos alunos.

Quadro 41 — Respostas dos alunos nas questdes 1 e 2 da Atividade 6

Alunos 1-O que é um numero irracional? | 2-Indique uma situagdo matematica em
que surge um numero irracional.
A1 ‘Nao pode ser colocado como |[&
fracéo” Ai 1‘!-1 =
A x;. 1;_\. -0
. (Parcialmente Valida, por ter um erro ao
(Valida) aplicar o teorema de Pitagoras, mas
] acertou no resultado)
A2 E um numero que ndo pode ser
contado, nem medido. 2 1 VS'
(Valida) 1
(Valida)
A3 Sao numeros infinitos quebrados
que nao podem ser medidos
(Valida)
(Valida)
A4 “ndo tem repeticdo infinita” “n&o
tinha resultado”
(Valida)
(Valida)
A5 “E todo aquele que ndo ha | “diagonal de um quadrado de lado 1”
repeticao, ndo consegue meler,“nao (Valida)
se consegue formar uma fragao
(Valida)
A6 S&o numeros que n&o podem ser | A diagonal de um quadrado de lado
escritos na forma de fragéo, que | 4
ndao podem ser contados, séao
infinintamente maiores que os
racionais (Valida)
(Valida)

Fonte: Autor (2021)
Devido a HQ conter multas ideias sobre os numeros irracionais,

acreditou-se que pelos menos uma delas poderiam ser apresentadas como
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resposta dos alunos para as questdes 1 e 2. Dai, com base nas respostas dos
alunos apresentadas no quadro, percebe-se o que cada um assimilou com a
leitura, referente a informagdes que podiam servir para conceituar numeros
irracionais (12 questado) e para indicar uma situagao matematica em que surge
um numero irracional (22 questao).

Referente a 12 questéo, os alunos conseguiram de fato lembrar algumas
informagdes importantes sobre o conceito de irracional, como: Numeros que
nao podem ser escritos como fragao (A1, A5 e A6); Numeros que nao podem
ser medidos (A2, A5 e A3); Numeros que ndo podem ser contados (A2 e AG);
Numeros sem representagcdo periddica e exata (A4 e A5); numeros cuja
totalidade tem cardinalidade maior que dos racionais (A6). Essas informagdes
conceituais evidenciam que eles sabem o que é irracional, por meio de varias
caracteristicas ligadas a seu conceito que assimilaram com a leitura da HQ.

Referente a 22 questdo, as informagcdes do quando mostram que a
maioria teve lembrancas das ilustragbes da HQ a ponto de lembrarem do
desenho que indica a situacdo matematica que surge numeros irracionais,
especificamente o primeiro irracional comentado na histéria, que foi o v/2.

Quanto as questbes de identificacdo e exemplificagdo de numeros
irracionais que sao respectivamente a 32 e a 42, tem-se no quadro a seguir as

respostas dos alunos.

Quadro 42 - Respostas dos alunos nas questdes 3 e 4 da Atividade 6

Alunos | 3-Indique os numeros do quadro a seguirque |4 - Escreva exemplos de
sa0 numeros racionais e os que sao numeros | numeros irracionais
irracionais.

A1 (Circulou corretamente os racionais e irracionais, | Citou os exemplos: V8, V21 e
mas pedia a calculadora (calculadora comum) | /75
para verificar se algumas raizes tinham (validas)
resultados exatos, possibilitando identificar alguns
irracionais).
(validas)
A2 (Circulou corretamente os racionais e irracionais, | Citou os exemplos: V17, V27,

embora tenha tido inicialmente alguns erros onde | /22 5 6. V7, mas quando
classificava racionais como sendo irracional, mas | tinha duvida pedia pra calcular

quando confrontado com perguntas como ‘quem | na calculadora pra verificar se o
s&o os irracionais que vocé lembra de ter | reguitado era ndo periddico e
conhecido na historia?” “quem sdo os racionais | infinito.
que vocé conhece?” ele lembrou das raizes néo (validas)
exatas e dos racionais exatos e ndo exatos, dai
corrigiu os erros).

(validas)

A3 (Circulou corretamente os racionais e irracionais, | Citou os exemplos: 2, V15,
embora tenha tido inicialmente alguns erros onde | _ /77 ¢ 0,123....

classificava racionais como sendo irracional, mas
guando confrontado com perguntas como “‘quem
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sdo os irracionais que vocé lembra de ter (validas)
conhecido na histéria?” “quem s&o os racionais
que vocé conhece?” ele lembrou dos racionais
exatos e nao exatos com repeti¢cdo, dai corrigiu
0S erros).

(validas)

A4 (Circulou corretamente os racionais e irracionais, | Citou os exemplos: 0,505152...
mas inicialmente teve alguns erros sobre os | e /2

racionais, diante disso pediu a calculadora pra
identificar racionais, diante disso foi mostrado (validas)
exemplos na calculadora que o fez lembrar dos
racionais exatos e nao exatos ja vistos por ele, o
fez marcar identificar corretamente os racionais,
quanto os irracionais, ele pedia a calculadora
(calculadora comum) para verificar se algumas
raizes tinham resultado exato, possibilitando
identificar alguns irracionais).

(validas)

A5 (Circulou corretamente os irracionais, mas | Citou os exemplos:
inicialmente ficou confundindo as dizimas \20 3.34527....
periodicas com irracionais, entretanto foi ’
perguntado se essa aluna lembrava da atividade 5,3456.... V29

1 referente aos racionais exatos e ndo exatos que
tinha visto na calculadora, entdo rapidamente ela (validas)
lembrou que as dizimas periddicas sao racionais,
especificamente racionais exatos que essa aluna
lembrava. Também pediu a calculadora
(calculadora comum) para verificar se algumas
raizes tinham resultado exato ou nao exato).
(validas)

A6 (Circulou corretamente os racionais e irracionais, | Citou os exemplos:
mas pedia a calculadora para verificar se algumas T \/g 0,152013...
raizes tinham resultados exatos, possibilitando
identificar alguns irracionais). (validas)
(validas)

Fonte: Autor (2021)

Na 32 questdo ajudou os alunos a desenvolverem uma organizagao dos
conhecimentos a respeito da identificagdo se um numero é racional ou
irracional. Eles acertavam a classificagdo de alguns casos, erravam outros e
corrigiam seus erros com base em intervengdes superficiais como: Quem sao
os irracionais que vocé lembra de ter conhecido na historia? Quem sio os
racionais que vocé conhece?

Um fato interessante € que todos os alunos pediam calculadora, em
alguns momentos, para verificar se algumas raizes tinham resultados exatos ou
nao, possibilitando identificar alguns irracionais. Nessas situagbes nao foi
utilizado o app calculadora, mas sim uma calculadoras simples, pois queriamos
que eles observassem os resultados e verificassem se atendem a

caracteristica de ser irracional.
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Todo esse trabalho exercitou a capacidade de identificar niumeros
irracionais e também ajudou na resolugdo da 42 questdo, que requeria
exemplos de numeros irracionais diferentes dos apresentados na 32 questao.
Como pode-se ver no quadro, os alunos responderam a 42 questao sem errar,
pois os exemplos de numero irracionais apresentados por eles estavam
corretos

Quanto as questdes de enumerabilidade, que sdo as 52, 62 e 72, tem-se

no quadro a seguir as respostas dos alunos.

Quadro 43 - Respostas dos alunos nas questdes 5, 6 e 7 da Atividade 6

Alunos | 5 — O conjunto dos | 6-O conjunto dos nimeros | 7 — O conjunto dos
numeros Inteiros é | Racionais é enumeravel ou | numeros Irracionais é
enumeravel ou ndo | ndo enumeravel? enumeravel ou nao
enumeravel? enumeravel?

A1 “é enumeravel’ “é enumeravel’ “ndo enumeravel’
(valida) (valida) (valida)
A2 Sim, porque ele pode | Sim, porque ele pode ser | Ndo porque ele ndo pode
ser contado contado ser contado
(valida) (valida) (valida)
A3 Enumeravel Enumeravel nao Enumeravel
(valida) (valida) (valida)
Ad “enumeravel porque | “enumeraveis” “enumeraveis”
pode ser contado” (valida) (invalida)
(valida)
A5 Enumeravel Enumeraveis Nao-Enumeraveis
(valida) (valida) (valida)
A6 Enumeraveis Enumeraveis Nao-Enumeraveis
(valida) (valida) (valida)

Fonte: Autor (2021)

Todos os alunos tiveram dificuldade nessas questdes, diante disso, foi
lembrado a eles que um conjunto enumeravel significa 0 mesmo que conjunto
contavel (que pode ser contado), com isso eles rapidamente lembraram dos
trechos da HQ que tratava desse assunto e responderam essas questdes com
maior certeza. Houve somente um erro, o aluno A4 errou na questao 7, pois
teve alguns problemas em entender algumas compreensdes da HQ, devido ter
fortes dificuldades em ler (e inscrever) e com isso nao conseguir assimilar
todas as ideias apresentadas na HQ.

Quanto as questdes sobre cardinalidade e densidade que séo,
respectivamente, a 82 e a 92 tem-se no quadro a seguir as respostas dos

alunos.
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Quadro 44 - Respostas dos alunos nas questdes 8 e 9 da Atividade 6

Alunos | 8-Qual conjunto tem maior | 9-O conjunto dos numeros
cardinalidade, o conjunto | Irracionais é denso ou nao
dos numeros racionais ou o | denso? Por que?
conjunto dos numeros
irracionais?

A1 “irracionais” “E denso, pois ha uma

(valida) infinidade de numeros dentre
qualquer comparagao entre
numeros”

(valida)

A2 “Irracionais porque tem muito | “Denso porque quando pega
numero a ser descontado que | dois numeros irracionais exite
nao pode ser contado” infinitos irracionais”

(valida) (valida)

A3 “numeros Irracionais” Denso

(valida)

N
(valida)

A4 “irracional infinito maior” “‘Denso”

(valida) (valida)

A5 “Irracionais” “Denso”

(valida) (valida)

A6 “Irracionais” “Denso”

(valida) (valida)

Fonte: Autor (2021)

Todos os alunos acertaram a 82 e a 92 questdes, 0 que mostra que
lembravam das compreensdes de cardinalidade (quantidade de elementos) e
densidade. Eles se lembravam porque ao ler os trechos da HQ sobre esses
assuntos era perguntado pelo professor o que eles entenderam. O exercicio de
falar o que entenderam os ajudou a organizarem as ideias assimiladas na
leitura. Os alunos A5 e A6, por exemplo, faziam questionamentos orais como:

A6 se referiu a cardinalidade dos irracionais: “nao sabia que os
irracionais eram maiores?”;

A5 se referiu a densidade: “entdo quer dizer que tem infinitos dentro
desses irracionais, & isso?”.

Esses questionamentos evidenciaram uma surpresa a essas alunas
sobre os conceitos abordados na leitura, indicando que essas alunas, bem
como os outros, compreenderam as noc¢des de cardinalidade e densidade dos

irracionais.
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72 atividade

Na atividade 7, o aluno deveria descobrir uma propriedade de adicao
envolvendo Numeros Irracionais, que é o fato de ndo obedecer a propriedade
do fechamento para a operagdo de adicdo e a propriedade da pertinéncia
irracional na adicao entre racional e irracional.

Os participantes preencheram o quadro, onde realizaram varias adi¢coes
entre irracionais e entre racionais e irracionais, utilizando a calculadora app,
que fornecia o resultado e a classificagdo deste em racional ou irracional. Trés
alunos da amostra preferiam identificar se os resultados eram racionais ou
irracionais partindo da observacédo do proprio resultado. Outros simplesmente
focavam na identificacado fornecida por essa calculadora.

Ap6s o preenchimento do quadro, os discentes descreveram a
observacdo deles sobre o que responderam no quadro que possa ser
interpretado como uma regularidade e depois escreveram as conclusoes,
entretanto as observacido e conclusdes tiveram as mesmas respostas. Tem-se

a seguir um quadro expondo essas respostas.

Quadro 45 - Observacdes e conclusdes dos alunos na Atividade 7

Alunos Observagodes / Conclusdes Validade

A1 “A soma de um numero racional com um irracional n&o varia | Valida e
no resultado. Porém a de dois pode variar, sendo racional ou | desejada
irracional”

A2 “é que na maioria das vezes o numero da irracional quando | Valida e
faz a soma de dois irracionais” “na soma de racional e | desejada
irracional sempre da irracional”

A3 “eu observei que somar um numero irracional com um Invalida, pois a
irracional, ndo afeta em nada na possibilidade daquele soma de dois
numero se tornar Racional” numeros pode

ser racional ou
irracional

A4 “Um irracional e outro racional da irracional sempre” “quando | Valida e
0s dois sao irracionais quando tem raiz quadrada e outro - | desejada
fica racional”

A5 “na maioria das vezes quando os dois s&o irracionais a soma | Vélida e
da irracional, mas as vezes da racional” desejada
“sempre a soma de racional com um irracional a soma da
irracional”

A6 “o resultado quando somamos dois irracionais a maioria das | Valida e
vezes da irracional, quando somamos dois numeros iguais | desejada
com sinais diferentes da um numero racional’

‘quando somamos um numero racional com um numero
irracional temos como resultado um numero irracional”

Fonte: Autor (2021)

Os alunos tiveram um bom desempenho em observar e concluir o que

se esperava. Vale acrescentar que a utilizagdo da calculadora de irracionais foi
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imprescindivel para esse bom desempenho, pois facilitou o preenchimento do
quadro.

Somente o aluno A3 escreveu uma resposta invalida, mesmo em suas
falas e acbes ele tenha mostrado que tinha chegado a conclusao esperada
durante o preenchimento do quadro da questdo. Assim percebeu-se que ele
simplesmente n&o conseguir formular melhor a sua escrita para expressar o
que de fato tinha concluido, mas melhorou nas atividades posteriores.

Uma observagdo interessante é que algumas vezes os alunos

wen
|

chamavam um numero irracional de “i” e um numero racional de “ra”, isso foi
algo que pareceu ter facilitado a organizagdo das ideias deles na hora de
escrever as conclusdes. Mas foram direcionados a escreverem nas conclusdes
esses nomes na forma adequada, ou seja, racionais e irracionais nas
conclusdes.

Ao final dessa atividade, foi apresentado a seguinte situagdo sem uso de
calculadora: se realizarmos a adigdo 1 + 1,123456..., onde o primeiro € racional
e 0 segundo € irracional, o que vocé acha que acontece com o resultado? Sera
que ao calcular essa soma, o racional 1 consegue afetar a parte nao periédica
do irracional 1,123456... de modo que o resultado seja racional?

A resposta dos alunos foi “ndo”. Nesse momento demonstraram um
semblante intrigado, pois eles perceberam que o resultado seria 2,123456...
que é irracional, que significa que racional ndo consegue afetar a parte n&o
periddica a ponto de elimina-la. Essa conclusdo esclareceu o porqué da
conclusao obtida anteriormente, quanto a propriedade da pertinéncia irracional

na adicao entre racional e irracional.

5.3. Terceiro Encontro

No terceiro encontro, foram aplicadas as atividades 8, 9 e 10. As
atividades 8 e 9 buscaram dar continuidade a atividade 7 sobre a conducao dos
alunos a descobrirem as propriedades operatérias, que agora nesse momento
tratavam da multiplicagdo e divisdo de numeros irracionais. A atividade 10
tratou sobre apresentar aos alunos o numero . Tem-se a seguir as descrigbes

das atividades referentes a esse encontro.
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82 atividade

Na atividade 8, o aluno deveria descobrir uma propriedade de
multiplicagdo envolvendo Numeros Irracionais, que € o fato de ndo obedecer a
propriedade do fechamento para a operacdo de multiplicagao e a propriedade
da pertinéncia irracional na multiplicacdo entre racional e irracional.

De forma semelhante a atividade 7, os participantes preencheram o
quadro da atividade 8, onde realizaram varias multiplicacdes entre irracionais e
entre racionais e irracionais, utilizando a calculadora app, que fornecia o
resultado e a classificacdo deste em racional ou irracional. Trés alunos da
amostra preferiam identificar se os resultados eram racionais ou irracionais
partindo da observacao do proprio resultado. Outros simplesmente focavam na
identificacao fornecida por essa calculadora.

Ap6s o preenchimento do quadro, os discentes descreveram a
observacdo deles sobre o que responderam no quadro que possa ser
interpretado como uma regularidade, e depois responderam a conclusao,
entretanto, eles indicaram as conclusdes como sendo as préprias observacoes

feitas. Tem-se a seguir um quadro expondo essas respostas.

Quadro 46 - Observagdes e conclusdes dos alunos na Atividade 8

Alunos Observagdes / Conclusbdes Validade

A1l “‘Multiplicacdo é a mesma que a soma devido a nio | Valida e desejada
mudar um numero infinito irracional” “lrracional com
irracional é variante”

A2 “Na maioria das vezes da irracional mas também pode | Valida e desejada
ser racional, quando s&o irracionais”

“Quando é racional e irracional sempre da irracional na
multiplicacéo”

A3 “Quando multiplicamos dois irracionais nem sempre a Vdlida e desejada
multiplicacéo também se torna irracional’

“E quando multiplicamos um racional com um irracional
temos total certeza que sempre dara irracional’

A4 “Quando uma raiz irracional com outra igual da | Valida e desejada
racional”
“‘Sempre que um é racional e um ¢é irracional da
irracional”

A5 ‘Da diferente quando multiplica iguais, quando ¢é | Valida e desejada

irracional com irracional”
“Multiplicacdo de irracional com irracional nem sempre
da irracional, pois quando s&o raizes iguais o resultado

€ racional’
“Sempre da irracional, quando multiplica racional e
irracional”
A6 “O mesmo que acontece com a adigéo” Valida e desejada

Fonte: Autor (2021)
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As respostas dos alunos indicam que eles tiveram um bom desempenho
em observar e concluir o que se esperava. Durante o desenvolvimento dessa
atividade, todos denotavam em suas falas as conclusdes que se esperava.
Vale acrescentar que o uso da calculadora de irracionais foi muito importante
para a eficacia dessa atividade.

Além disso, todos os alunos perceberam uma certa semelhanga com as
conclusbes obtidas na atividade anterior, o A6, por exemplo, escreveu “O
mesmo que acontece com a adi¢cao”. Quanto aos outros, apenas faziam alguns
comentarios no final da atividade ressaltando essa semelhanga, como por
exemplo:

A1 - “parece o mesmo que acontece com a adigao”

A2 — “parece a mesma coisa’

A3- “na préxima atividade de divisdo € o0 mesmo que acontece com a
adicao e multiplicagao?”

A4 —“é 0 mesmo”

A5 — “é o mesmo? a adi¢ao, multiplicacao e divisao”

Esses comentarios indicam uma compreensdo importante que
evidenciou que eles estavam usando a intuicdo para saber quais possiveis
conclusdes poderiam tirar na proxima atividade referente a operacdo de
divisao.

Uma observacao interessante € que, da mesma forma que ocorreu na

win
|

atividade 7, a maioria dos alunos chamavam um ndmero irracional de “i” € um

numero racional de “ra”. Pareceu ser uma forma de eles facilitarem a
organizacdo das ideias na hora de escrever as conclusbes. Mas foram
direcionados a escreverem nas conclusdes esses nomes na forma adequada,
Ou seja, racionais e irracionais nas conclusoes.

Ao final dessa atividade, foi apresentado a seguinte situagdo sem uso de
calculadora: se realizarmos a multiplicagcéo 2 x 1,123456..., onde o primeiro é
racional e o segundo é irracional, o que vocé acha que acontece com o
resultado? Sera que ao calcular esse produto, o racional 2 consegue afetar a
parte ndo periddica do irracional 1,123456... de modo que o resultado seja
racional?

Somente os alunos A1 e A6 responderam adequadamente como “nao”

Nesse momento demonstraram um semblante intrigado, pois eles perceberam
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que o resultado seria 2,246... que é irracional, que significa que racional nao
consegue afetar a parte ndo periodica a ponto de elimina-la, da mesma forma
que na adigao.

A maioria ndo tinha muitos conhecimentos quanto a multiplicagcao de
decimais. Portanto, foi realizado essa conta na frente deles para ver se eles
notavam a mesma coisa que os alunos A1 e A6. E de fato notaram. Essa
conclusao esclareceu o porqué da conclusdo obtida anteriormente, quanto a
propriedade da pertinéncia irracional na multiplicagdo entre racional e

irracional.

9?2 atividade

Na atividade 9, o aluno deveria descobrir uma propriedade de divisao
envolvendo Numeros Irracionais, que é o fato de ndo obedecer a propriedade
do fechamento para a operagao de divisdo e a propriedade da pertinéncia
irracional na divisdo entre racional e irracional.

De forma semelhante as atividades 7 e 8, os participantes preencheram
0 quadro da atividade 9, onde realizaram varias divisdbes entre irracionais e
entre racionais e irracionais, utilizando a calculadora app. Antes de finalizar o
preenchimento do quadro, todos ja tinham demonstrado quais as conclusdes
se obteria.

Ap6s o preenchimento do quadro, os discentes descreveram a
observacdo deles sobre o que responderam no quadro que possa ser
interpretado como uma regularidade, e depois responderam o que concluiram
com essas observagoes, porém eles indicaram que as conclusdes eram as

proprias observagdes. Tem-se a seguir um quadro expondo essas respostas.

Quadro 47 — Observacgdes e conclusées dos alunos na Atividade 9

Alunos Observagodes / Conclusdes Validade

A1 “A divisdo em poucos casos de dois irracionais pode ser | Valida e
racional, mais na maioria das vezes é irracional, racional com | desejada
irracional sempre sera irracional devido a nao afetar na

disima”

A2 “Quando os dois sao irracionais pode da racional ou irracional | Valida e
na divisdo. e quando divide um racional e um irracional da | desejada
irracional”

A3 “Eu observei que n&o importa se € soma, multiplicar, ou Valida e
dividir, os irracionais sempre ganham os racionais, tem desejada

excegdes que é no caso se for um irracional com outro
irracional”
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Ad “Quando os dois s&o irracionais igual da racional’ “todas as | Valida e
vezes que um for irracional e o outro racional da irracional” desejada
A5 “Um irracional dividido por ele mesmo da racional’ Valida e

“E praticamente a mesma coisa da multiplicagéo e da adicdo, | desejada
sO0 muda a operac¢ao”

A6 “Semelhante ao que acontece com a adicéo e multiplicacao” Valida e
desejada

Fonte: Autor (2021)

As respostas dos alunos mostraram que tiveram um bom desempenho
em observar e concluir o que se esperava. Muitas vezes previam quais
observacgdes e conclusdes teriam nessa atividade antes de realiza-la, pois ao
passarem pelas atividades 7 (adi¢do) e 8 (multiplicagdo), as conclusées eram
semelhantes, entido possivelmente seriam semelhantes ao da atividade 9
referente a divisdo. Desse modo essa atividade durou menos tempo que as
atividade 7 e 8.

Uma observacao interessante é que conclusdes dessa atividade foram
retomadas nas atividades 10 e 11, pois as compreensdes dessas atividades
tratavam de numeros irracionais obtidos de razbes, o m que é a razao entre o

comprimento da circunferéncia pela medida de seu didmetro, e 0 ¢ que é

obtido da razéo 1+T\/§ Assim, as atividades 10 e 11 ajudaram a aprofundar os

conhecimentos adquirido pelos alunos na atividade 9, da mesma forma que
esses mesmos conhecimentos foram pré-requisitos importantes para que os
alunos fossem convencidos da irracionalidade do m e do ¢.

Ao final dessa atividade 9, bem como das atividades 7 e 8, todos os
alunos ja tinham uma ideia intuitiva que o racional ndo consegue afetar a parte
nao periddica do irracional para tornar o resultado racional, na adicao,

subtracao e divisio.

Atividade de Aprofundamento das Atividades 7,8 e 9

Os alunos resolveram questbes para aprofundar os conhecimentos
adquiridos nas atividades 7, 8 e 9.

Quanto a atividade de aprofundamento da atividade 7 sobre a
propriedade operatdria da adicdo envolvendo irracionais e racional e irracional,

tem-se 0 quadro a seguir apresentando as respostas dos alunos.
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Quadro 48 - 1% secdo (adigdo) — Atividade de aprofundamento da atividade 7

Quest A1l A2 A3 A4 A5 A6
1 | a) | Falso, o | Falso, Falso, nem | Falso Falso, nem | Falso
resultado é | porque sempre sempre da
variante também da | irracional (Valida) irracional
racional com (Valida) (vValida)
(vValida) irracional
(Valida) vai da
irracional
(Valida)
b) | Falso, somado | Falso, Falso Falso Falso, Falso
um numero | porque sO porque da
racional com | da (Valida) (Valida) irracional
um irracional | irracional (Valida)
sempre (Valida)
resultara em | (Valida)
um irracional
(Valida)
c) | Verdadeiro, a | Verdadeiro, | Verdadeiro | Verdadeiro Verdadeiro | Verdadeir
soma dos dois | porque s6 ,porqueda | o
resulta da (Valida) (valida) irracional
sempre em | irracional (vValida)
um n°® (valida)
irracional (Valida)
(Valida)
2 | a) | lrracional, é irracional, | Irracional por | Irracional por Irracional ) Irracional,
devido ao 5 porque um causa do V5 causa da raiz | porque ndo | porque a
~ . . de 5 da valor exato | soma de um
ndo  possuir | deles e Reuml
raiz quadrada | irracional (Valido) (Valido) (Valido) sempre da
Irracional
(Valido) (Valido) (Valido)
b) | Racional, pois | € racional, | Racional, Racional Racional, o Racional,
poSSsui raiz | porque porque toqos res_ultado deu | porque a rais
. séo racionais 21 racional de 4 é
quadrada todos s&o (Valido) racional
racionais Valido T exato
(Valido) (Valido) ( ) (Valido) |V alido)
c) | Racional € racional, | Racional, nem | Racional Racional, Racional
porque | SeTPr, Tesee porque as
guar?do 0S| com irracional du’as
Valido Irracionais da irracional 11 raizes
( ) diminuem (Valido) diminuem (valido)
nessa (Valido) e d&o zero
conta da
zero e nao (Valido)
sobra nem
um
irracional
(Valido)
d) | Irracional, Irracional (nao Irracional Irracional Irracional
devido as respondeu
expressdes (valido) por nio | (valido) (Valido) (Valido)
ndo mudar o lembrar de
fato que cinco expressao
nao possui algébrica)
raiz quadrada.
(Parcialmente
valido)

Fonte: Autor (2021)
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Quanto a atividade de aprofundamento da atividade 8 sobre a

propriedade operatéria da multiplicacdo envolvendo irracionais e racional e

irracional, tem-se o quadro a seguir apresentando as respostas dos alunos.

Quadro 49 - 2% se¢io (multiplicagdo) — Atividade de aprofundamento da atividade 8

Quest A1 A2 A3 A4 A5 A6
1 | a) | Falso, devido | Falso, Falso Falso Falso Falso
variar porque
Racional e | também da | (Valido) (Valido) (Valido) (Valido)
Irracional racional
(Valido) (Valido)
b) | Falso, a | Falso, s6 da | Falso Falso Falso Falso
multiplicacdo | irracional
entre eles (valido) (valido) (Valido) (Valido)
sempre (Valido)
resulta em
irracional
(Valido)
c) | Verdadeiro, a | Verdadeiro, | Verdadeiro Verdadeiro | Verdadeiro | Verdadeiro
multiplicagdo | porque so
entre eles | dairracional | (Valido) (Valido) (Valido) (Valido)
sempre
resulta em | (Valido)
irracional
(Valido)
2 | a) | lrracional, por | Irracional Irracional Irracional Irracional Irracional
ter um | por causa
irracional, da+/5 (valido) (Valido) (Valido) (Valido)
resultando
sempre em | (Valido)
irracional
(Valido)
b) | Irracional, por | Irracional Irracional Irracional Racional Irracional
ter um | por causa
irracional, da+/3 (Valido) (Valido) (Invalido) | (Valido)
resultando
sempre em | (Valido)
irracional
(Valido)
c) | Racional, Racional Racional Racional Irracional Racional
devido a2 x V2 =
multiplicagéo | \/z =2 (valido) (Valido) (Invalido) | (Valido)
de dois
irracionais (Valido)
dar em um
namero
racional
resultando
em racional
(Valido)
d) | Irracional, por | Irracional Irracional (Nao Irracional Irracional
ter um respondeu
irracional, (Valido) (Valido) por nao | (Valido) (valido)
resultando lembrar de
sempre em expressao
irracional algébrica)
(Valido)

Fonte: Autor (2021).
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Quanto a atividade de aprofundamento da atividade 9 sobre a

propriedade operatdria da divisdo envolvendo irracionais e racional e irracional,

tem-se o quadro a seguir apresentando as respostas dos alunos.

Quadro 50 - 3% segdo (divisdo) — Atividade de aprofundamento da atividade 9

Quest A1 A2 A3 A4 A5 A6
1 | a) | Falso, devido a | Falso, Falso Falso Falso Falso
ser um | porque
resultado também da | (Valido) (Valido) (Valido) (Valido)
variante racional
Racional e (valido)
Irracional
(Valido)
b) | Falso, sempre | Falso, n&o | Falso Falso Falso Falso
resulta em | porque soO
irracional da irracional | (Valido) (Valido) (Valido) (Valido)
(Valido) (Valido)
c) | Verdadeiro, Verdadeiro, | Verdadeiro | Verdadeiro | Verdadeiro | Verdadeiro
sempre resulta | sim porque
em irracional so da | (Valido) (Valido) (Valido) (Valido)
(Valido) irracional
(Valido)
2 | a) | lrracional, tem | é irracional | Irracional Irracional Irracional Irracional
um ndmero | por causa
irracional  que | da+/7 (valido) (Valido) (Valido) (Valido)
na expressao
nao se | (Valido)
transforma em
racional,
resultando em
irracional
sempre
(Valido)
b) | Racional, dois | € racional | Racional Racional Racional Racional
irracionais = | por que V3 :
transformados V3 da 1 e | (Valido) (valido) (valido) (valido)
em racional um é
(Valido) racional
(Valido)
c) | lrracional, tem | Irracional Irracional Irracional Irracional Irracional
um ndamero
irracional  que (valido) (valido) (valido) (Valido) (Valido)
na expressao
nao se
transforma em
racional,
resultando em
irracional
sempre
(Valido)
d) | Irracional, tem | Irracional Irracional (Nao Irracional Irracional
um ndamero respondeu
irracional  que | (Valido) (Valido) por nao | (Valido) (Valido)
na expressao lembrar de
nao se expressao
transforma em algébrica)
racional,
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resultando em

irracional

sempre
(Valido)

Fonte: Autor (2021).

Como pode-se perceber, as nogcdes adquiridas nas atividades 7, 8 e 9
foram bem aplicadas nas atividades de aprofundamento, pois a maioria dos
alunos acertou as questdes. Em algumas situagbes os alunos responderam
corretamente e justificavam, mas em outras n&o justificavam.

Os alunos tiveram dificuldade de responder as alternativas “d)” da 22
questao de cada uma dessas se¢des (de adigdo, multiplicagao e divisao), pois
requeria conhecimento de expressdes algébricas, na verdade era sO pra
substituir valores em uma expresséo algébrica e julgar se seu valor numérico
era racional ou irracional, mas mesmo assim a maioria teve dificuldade em
resolver, com exceg¢ao do aluno A5 que além de responder corretamente,
justificou de forma valida. Ja os outros, embora a maioria tenha acertado essa
questao, pode-se dizer que devido ndo terem justificado podem ter respondido
por ‘chute’ ou intuicao.

Apoés essa atividade de aprofundamento, os alunos passaram a ter maior
habilidade de observar uma conta ou expressao numeérica com operagdes de
adicdo, multiplicagao e diviséo e ja ter uma ideia intuitiva se o resultado era

racional ou irracional.

102 atividade

A atividade 10 teve o objetivo de Apresentar o numero . Sua ocorréncia
dependeu da leitura da Historia em Quadrinhos chamada de Museu dos
Irracionais (parte Il), que apresenta, de forma ilustrada, recortes da histéria do
numero irracional m e algumas discussdes sobre no¢des que o caracterizam.

Devido a pouca disponibilidade de tempo, foi feito uma leitura conjunta
rapida com os alunos, os direcionando a ler com mais atengao os fatos mais
importantes que caracterizavam o numero 7.

Os alunos compreenderam a leitura em HQ e se intrigaram com novas
nogdes bastante interessantes como a ideia de m ser obtido de uma razao entre

o comprimento de uma circunferéncia e seu didmetro, sobre a concepg¢ao que
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alguns matematicos e povos tinham sobre 7, sobre o fato de ser irracional e ser

transcendente (ndo poder ser medido nem mesmo construido por régua e

compasso), além de outros entendimentos.

ApOs a leitura os alunos foram direcionados a resolver uma lista de 5

questdes

relacionadas a

leitura que fizeram. Essas questbes foram

apresentadas a esses alunos, pra entender as contribuicbes que a leitura da

HQ forneceu a eles, para que pudessem caracterizar o nUmero m sobre o seu

conceito, significado geométrico e outras compreensdes. Este momento foi

muito importante para os alunos organizarem as ideias compreendidas com a

leitura realizada.

Quanto as questdes, tem-se no quadro a seguir as respostas dos

alunos.
Quadro 51 — Respostas dos alunos na atividade 10
estao Q1 Q2 Q3 Q4 Q5
Aluno

A1 “é a divisdo | “lIrracional” | “transcende | 3,14015
da nte”
circunferén | (Valida) (Valida)
cia p’c’alo (Valida) (Valida)
diametro

(Valida)

A2 “E um | “Irracional” | “Transcend | 3,14 Quantos diametros cabem
numero ente” na circunferéncia
infinito (vValida) (valida)
irracional” (Valida) _

(valida) (Valida)
A3 ‘é um | “Irracional” | “Transcend | 3,24 A quantidade de didmetros
irracional” ente” que cabe na circunferéncia
(valida) (valida) | (3,14
(valida) (Valida)
(valida)

Ad “Numero “Irracional” | “Transcend | 3,14 . =

irracional” ente’ _ ’
(valida) (valida) (Valida) (valida) 3 dhormilap o Usrn Fouls
(Valida)

A5 “A razao “Irracional” 3,14 ‘a razao entre a
entre a (Sem circunferéncia e seu
circunferén | (Valida) resposta) (Valida) | didmetro”
cia e seu
diametro” (Valida)

(Valida)

A6 “E um | “Irracional” | “Transcend | 3,14 ‘e a razdo entre o
namero (Valida) ente” Comprimento da
irracional” (Valida) (valida) | circunferéncia pelo seu

(valida) diametro.”
(Valida)

Fonte: Autor (2021).
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Ao observar o quadro, pode-se perceber que as respostas dos alunos
mostram que eles assimilaram alguns conhecimentos sobre m, conforme o que
a atividade propds. Sobretudo, conhecimentos sobre o conceito e valor
numeérico aproximado.

A compreensado geométrica foi bem assimilada pela maioria dos alunos,
pois, conforme mostra o quadro, os alunos A1, A2, A3 e A4 souberam
desenhar uma circunferéncia e seu didametro, se referindo ao surgimento de =
como quantidade de didmetros que cabem na circunferéncia ou a razao entre o
comprimento da circunferéncia e seu diametro.

Na questdo 3, a aluna A5 nao respondeu, pelo fato da nogdo de
transcendéncia ainda nao fazer muito sentido pra ela, embora esse conceito
tenha sido tratado na atividade 6. Mesmo nao sabendo responder essa questao
ela teve um bom proveito nas outras questdes.

Ao final dessa atividade foi feita uma discussdo com os alunos para
evitar um especifico obstaculo epistemoldgico, discutido na subsec¢éao 3.3.4 do
assunto de Numeros Irracionais quando se trata do numero @, que pode ser
citado da seguinte forma:

Se o0 numero mw é razdo entre a medida do comprimento de uma
circunferéncia e seu proprio didmetro entdo por que ele é irracional (ndo pode
ser escrito como fragao)?

Esse questionamento acontece quando os alunos n&o sabem diferenciar
fragdo e razdo, desse modo, torna-se perigoso esse questionamento, pois pode
gerar a conclusao equivocada de que “existem alguns numeros irracionais que
podem ser escritos como fracdo, como o n”. Prejudicando desse modo o
conceito de numeros irracionais.

Ao citar esse questionamento aos alunos, a maioria deles declarou que
realmente tinham pensado nisso.

Dai foi explicado os conceitos de fragao e razéo, ja que ambas possuem
a mesma notacdo. Explicou-se que a ideia de fragdo esta ligada a numeros
inteiros e utilizando elementos de mesma natureza a partir da relagao
parte/todo, ja a ideia de razdo compreende relacionar elementos (grandezas)
de natureza diferente ou igual sendo que esses elementos podem ser inteiros,
racionais, irracionais ou reais. Logo, se o m® é numero irracional, isto €, ndo

pode ser obtido de uma fragdo, mas também que esse numero € obtido de uma



290

razao, entdo essa razao nao € constituida de somente numeros inteiros. Vale
ressaltar que se é obtido de uma razao, entao pelo menos um dos elementos é
irracional, esse entendimento é uma propriedade dos numeros irracionais
adquirida pelos alunos na atividade 9 anterior.

Apos terminar essa atividade foi perguntado aos participantes se ja
queriam fazer atividade 11, mas ninguém quis continuar nesse dia, devido
estarem cansados. A atividade 10 pareceu ter dado mais trabalho de
aprendizagem do que as atividades 8 e 9 desse encontro.

Mesmo apds terminar a atividade, as alunas A5 e A6, de forma
independente em seus respectivos perguntaram sobre qual a relacdo do w e a
ideia de ‘radianos’. Inicialmente isso nos motivou em perceber que haviam
alunos com interesse em aprofundar os conhecimento sobre esse numero. Dai
explicou-se o seguinte:

O radiano € uma forma medir arcos, onde arcos de uma circunferéncia
sdo medidos em fungdo do raio da mesma, assim sabendo que uma
circunferéncia, que também pode ser interpretada como arco de angulo central
360°, mede m diametros, entdo ela mede 2r raios que pode ser escrito como
2r radianos, assim qualquer arco de angulo x correspondente a uma

quantidade determinada de radianos, como o arco de 180° mede m radianos,

como o arco de 90° mede % radianos e assim por diante, sendo que radianos &

a quantidade de raios que se pode medir um determinado arco.
As alunas A5 e A6 se surpreenderam por agora sim entender sobre um

termo que antes nao fazia sentido a elas.

5.4. Quarto Encontro

No quarto encontro, foram aplicadas as atividades 11, 12 e pds-teste
bem como o pos-teste. As atividades desse encontro buscaram apresentar aos
alunos alguns numeros irracionais famosos como ¢ e e, além de finalizar essa
sequéncia didatica com a aplicagao o pos-teste. Tem-se a seguir as descri¢coes

das atividades referentes a esse encontro.
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112 atividade

A atividade 11 teve o objetivo de Apresentar o numero ¢. Sua ocorréncia
dependeu da leitura da Histéria em Quadrinhos chamada de Museu dos
Irracionais (parte Ill), que apresenta, de forma ilustrada, recortes da histéria do
nuamero irracional ¢, quanto as suas presengas em figuras geométricas, obras
de arte, monumentos e na natureza.

Para isso, foi feita uma leitura conjunta com os alunos, os direcionando a
ler com atencédo os varios fatos que caracterizavam o numero ¢.

Os alunos compreenderam a leitura em HQ e se intrigaram com novas
nogdes do numero ¢, como o fato dele ser usado em muitas construgdes,
monumentos e obras de arte, bem como a cultura de apreciagao da fisiologia

humana com medidas proximas desse numero. Durante a leitura, no momento

. 1+v5 .
em que leram sobre o fato de que ¢ equivale a T\/— foi explorado esse

momento para abordar os conhecimentos de propriedades operatérias de
numeros irracionais e foi perguntado a todos: como podemos ter certeza que

essa razao € irracional? Apos certo tempo em que eles ficaram pensando os
alunos A1, A2, A3 e A6 responderam que essa razdo € irracional devido 1 + /5

ser irracional e com isso (1++/5) =2 seria também irracional, assim eles
lembraram que as operacdes de adicdo e divisdo entre racional e irracional
sempre geram irracionais, dai se intrigaram sobre essa compreensao pois 0

numero ¢ passou a ter mais significado como sendo de fato numero irracional.
Ja os alunos A4 e A5 que ndo lembravam foi perguntado: 1 ++/5 é

racional ou irracional? E o 1 ++/5 dividido por 2 é racional ou irracional? A

. , . 1+vV5 ’
partir, dai eles conseguiram entender que T\/_ se tratava de um numero

irracional mesmo, fornecendo mais significado ao numero ¢ como irracional.
ApOs a leitura os alunos foram direcionados a resolver uma lista de 5
questbes relacionadas a leitura que fizeram. Essas questbes foram
apresentadas a esses alunos, pra entender as contribuicbes que a leitura da
HQ forneceu a eles, para que pudessem caracterizar o numero ¢ sobre o0 seu
conceito, significado geométrico e outras compreensdes. Este momento foi
muito importante para os alunos organizarem as ideias compreendidas com a

leitura realizada.
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Tem-se no quadro a seguir, as respostas dos alunos nas 5 questbes

passadas a eles.

Quadro 52 - Respostas dos alunos na atividade 11

stdes Q1 Q2 Q3 Q4
Alunos
A1 “‘Um numero | Irracional | 1,618... AN
irracional 1,618” E:l%‘
(Valida) (Valida) ~ )
(Valida) qg— S
(Valida)
A2 ‘¢ o numero de | Irracional | 1,6 3
Deus,  numero " -
divino, etc... 1,6” | (Valida) (valida) | 4=
(Valida) =3 = (1,
(Valida)
A3 ‘¢ um numero | Irracional | 1,6 —_ W
irracional que A
também falam de | (Valida) | (Valida) | & _4{:\@ gl
“numero da O 1
beleza”” '
(valida) Valida
Ad “E um numero | Irracional | 1,6
irracional”
(Valida) (Valida)
(Valida) (Valida)
A5 “E a razdo de | Irracional | 1,65 “‘Um retadngulo com
1445, (valida) | (valida) | largura 1+V5 e
- comprimento 2”
(Valida) (Parcialmente
valida)
A6 “E um numero | Irracional | 1,6
irracional que
tem diversas | (Valida) | (Valida) | 2
nomenclaturas T+v5
como numero (1+vd}/ 2 =1i
divino,...”
(Valida) (Valida)

Fonte: Autor (2021)

Os alunos mostram que assimilaram alguns conhecimentos importantes

sobre ¢, conforme o que a atividade propés. Sobretudo, conhecimentos sobre

0 conceito, nogdo geométrica, valor numérico aproximado e aplicagoes.

Na questdo 4, muitos deles se lembraram do desenho do retangulo de

ouro como uma situagao matematica onde surge o numero ¢. Somente a aluna

A5 alcancou aproveitamento parcial nessa questdo, pois escreveu uma

descrigdo um pouco equivocada onde o comprimento do retdngulo de ouro

seria 2 enquanto que a largura seria 1 ++/5, mostrando que possivelmente

essa aluna nao entende que comprimento se refere a medida do lado maior do

retangulo, que nesse caso seria 1 ++/5, ou simplesmente ndo entende que
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1 4+ +/5 é maior que 2. Mesmo assim, o fato dela lembrar do retangulo de ouro,
bem como de responder de forma valida nas outras questdes mostra que a
atividade teve um efeito bom na aprendizagem dessa aluna, bem como nos

demais.

122 atividade

A atividade 12 teve o objetivo de Apresentar o numero e. Sua ocorréncia
dependeu da leitura da Histéria em Quadrinhos chamada de Museu dos
Irracionais (parte 1V), que apresenta, de forma ilustrada, recortes da histéria do
numero irracional e. Para isso, foi feita uma leitura conjunta rapida com os
alunos, os direcionando a ler com atencao a historia.

Embora os alunos tenham se intrigado com a leitura, alguns alunos
declararam n&do entender nada sobre o que é juros ou capitalizagdo, como por
exemplo, os alunos A4, A5 e A6. O aluno A4 disse nao saber o que esses
conceitos significavam, as alunas A5 e A6 disseram que ainda nao tinham
estudado sobre esses assuntos, mesmo elas estando no 3° ano do Ensino
Médio. Dai, tivemos que explicar os conceitos de juros, capitalizagédo, aplicagao
(investimento) e empréstimo, de forma resumida para n&o tornar a leitura
demorada, mas tentando conectar com a historia passada na leitura. Os alunos
se interessaram muito pela explicagao, ja que se tratava de conhecimentos da
Matematica Financeira, o que tornou a leitura conjunta da HQ muito satisfatoria
nesse trecho de origem do numero e.

Esses alunos, bem como os demais, se intrigaram bastante com a
situacdo da capitalizacdo mudar quando se converte o periodo para outra
unidade de medida, a qual, direciona ao surgimento do numero e.

Apoés a leitura os alunos foram direcionados a resolver uma lista de 5
questbes relacionadas a leitura que fizeram. Essas questbes foram
apresentadas a esses alunos, pra entender as contribuicbes que a leitura da
HQ forneceu a eles, para que pudessem caracterizar 0 numero e sobre o seu
conceito, como ele surge e outras compreensdes. Este momento foi muito
importante para os alunos organizarem as ideias compreendidas com a leitura

realizada.
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Tem-se no quadro a seguir, as respostas dos alunos nas 5 questdes

passadas a eles.

Quadro 53 - Res

postas dos alunos na atividade 12

stoes Q1 Q2 Q3 Q4 Q5
Alunos
A1 aUma. ] Irracional | Transcendente | 2,71... i k%{ﬁ g;ﬁ\?ﬂ
proximagao Fole
de 2,71... | (valida) (valida) (valida)
irracional” (Valida)
(Valida)
A2 ‘E um | Irracional | Transcendente | 2,71 = “Juros composto”
numero
irracional (Valida) (Valida) (Valida) (Parcialmente Valida)
2,71 =
(Valida)
A3 “é um | Irracional | Transcendente | 2,7 “Juros composto”
ndmero”
(valida) (Valida) (valida) | (Parcialmente Valida)
(Valida)
A4 “Irracional” Irracional | Transcendente | 2,71 “Os juros ia aumentando
(valida) (valida) | 2,71”
(Valida) (Valida) (Valida)
A5 “Aproximada | Irracional 2,71 “Juros composto”
mente 2,71” (sem
(Valida) resposta) (Valida) (Parcialmente Valida)
(Valida)
A6 ‘E um | Irracional | Transcendente | 2,7 “Juros composto”
numero
irracional (Valida) (Valida) (Valida) (Parcialmente Valida)
transcendent
e obtido de
juros
compostos”
(Valida)
Fonte: Autor (2021)
Ao final da atividade percebeu-se que eles assimilaram alguns

conhecimentos importantes sobre e, conforme o que a atividade prop0és,

principalmente sobre o conceito e valor numérico aproximado desse numero.

Quanto a ideia intuitiva do surgimento do e por meio da formula da

capitalizacao continua, nao foi bem assimilada pela maioria dos alunos devido

nao compreenderem sobre o uso da formula do juros composto, embora

soubessem o significado de juros composto e intuitivamente como ele funciona.

O A4 foi um dos alunos que melhor aproveitou a explicagdo sobre juros e sua

relacdo com a leitura de modo que, para ele, o juros crescia até chegar no

numero e. Ja o aluno A1 compreendeu a formula de capitalizagédo da leitura e

como ela pode ser conduzida a uma expressao reduzida que gera o0 numero e

a partir de certa infinitude.
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Ao finalizar a aplicagdo das atividades dessa sequéncia didatica neste

quarto encontro, foi aplicado o pos-teste, que possuia as mesmas questdes do

pré-teste. Embora os alunos ja tivessem um pouco cansados das atividades 11

e 12 desse encontro, eles preferiram fazer o pos-teste pra finalizar com os

experimentos.

Ao terem contato com o pods-teste, os alunos aparentaram mais

confianca se comparado ao momento que foi aplicado o pré-teste no inicio. A

duracdo em que ocorreu essa aplicacdo foi de entre 15 a 20 minutos. Os

quadros a seguir apresentam as respostas dos alunos.

Quadro 54 — Res

postas dos alunos no Pos-teste (parte 1)

Quest A1 A2 A3
Que ndo podem ser | Sdo numeros infinitos | NUmeros irracionais sao
Q1 escritos em forma de | que n&o podem ser | ndmeros infinitos que nédo se
fragcao contados e nem | repetem e ndo podem ser
medidos e eles n&o | transformados em fragido. Eles
(Valida) podem ser escritos | ndo podem ser contados pois
como fragao sao enumeraveis. Eles nao
(Valida) podem ser medidos.
(Valida)
(Identificou ou | (Identificou ou | (Identificou ou racionais e
Q2 racionais e irracionais | racionais e irracionais | irracionais de modo valido)
de modo valido) de modo valido)
0,1545231... v7 /3 m | 0,145872... m ¢ V5 +2 | 0,12345... /17
Q3 —5v10 (valida)
(Valida) (Valida)
b) Nao possui digitos se | b) Nao possui digitos se | b) N&o possui digitos se
repetindo repetindo repetindo periodicamente e
Q4 periodicamente e possui | periodicamente e possui | possui casas decimais
casas decimais infinitas. | casas decimais infinitas. | infinitas. (marcou a
(marcou a alternativa | (marcou a alternativa | alternativa correta)
correta) correta) (vValida)
(Valida) (Valida)
Q5 | a) | Falso, é variavel, nao s6 | Falso, da racional | Falso, nem sempre somando
irracional (Valida) também (Valida) irracionais com irracionais da
um numero irracional (Valida)
b) | Falso, pois é variante | Falso, pode da racional | Falso, N&o, algumas vezes
(Valida) também (Valida) podem resultar sim em
numeros racional (Valida)
c) | Falso, é variante | Falso, da racional | Falso, Nao importa se vocé
(Valida) também (Valida) soma, multiplica ou divide,
nem sempre irracional com
irracional da irracional (Valida)
d) | Verdadeiro, pois sempre | Verdadeiro, sim porque | | Verdadeiro, porque irracional
resulta em irracional com R sempre da | sempre vence
(Valida) (Valida) (Valida)
e) | Falso, pois sempre | Falso, ndo sempre da | Falso (Valida)
resulta em irracional | irracional
(valida) (valida)
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f) | Verdadeiro, pois sempre | Verdadeiro, sim porque | | Verdadeiro, porque irracional
resulta em irracional | com R sempre da | | sempre vence (Valida)
(Valida) (Valida)
g) | Falso, pois sempre | Falso, ndo sempre da | Falso (Valida)
resulta em irracional | irracional (Valida)
(Valida)
h) | Falso, pois sempre | Falso, ndo sempre da | Falso (Valida)
resulta em irracional | irracional (Valida)
(Valida)
i) | Verdadeiro, pois sempre | Verdadeiro, sim porque | | Verdadeiro, porque irracional
resulta em irracional | com R sempre da | | sempre vence
(Valida) (Valida) (Valida)
Q6 3,1415..., comprimento | E um numero irracional | S&o a quantidade de
pelo didmetro e infinito =3,14, quantos | didmetros numa
didmetros cabem na | circunferéncia.  Aproximagao
@ circunferéncia de 3,14 (numero irracional)
£ ____f‘_“a Mp~2rein -~ (—.f 7-7”"‘\?" ;:
(Valida) g : NP
(Valida) (Valida)
Q7 1,618..., conhecido | ¢ é um numero | Numero irracional
como numero divino e | irracional P I A+VE =14,6
irracional, n° da beleza | - E“"\ 2 | [ =
encontrado em varias T+ Ve 1,1—;—;;—;-—'
obras de arte L+ \fi e &1,6 )
o 2 T ‘ (valida)
- oo SR
Vares (Valida)
[acertou na escrita, mas
errou no  desenho]
(Parcialmente Valida)
Q8 Irracional, 2,61 e €& um numero | Numero irracional, 2,7
4 + 1, % X irracionalr . aproximado | aproximagao -
L fl Jund s OO | 271 (Valida) (Valida)
(Valida)
Q9 Denso (Valida) Denso (Valida) Denso (Valida)
Q10 N&o enumeravel N&o enumeravel porque | Ndo enumeravel
(Valida) nao pode ser contado (Valida)
(Valida)
Fonte: Autor (2021)
Quadro 55 - Respostas dos alunos no Pés-teste (parte 2)

Quest | A4 A5 A6

Q1 numeros que nao | Sdo numeros que nao | S&0 numeros que nao
podem ser contados, | sdo exatos e ndo podem | podem ser escritos na
nao podem ser | ser uma fragédo forma fracionaria e nao
medidos, ndo podem podem ser contados, e sua
fazer fragcao (Valida) caracteristicas sao dizimas

nao periddicas, ndo podem
(Valida) ser medidos
(Valida)

Q2 (Identificou os | (Identificou os | (Identificou os racionais
racionais e irracionais | racionais e irracionais | e irracionais de modo
de modo parcialmente | de modo valido) valido)
valido)

Q3 0,646566... VZ ¢ 1,34568...... 1+V5 m 0,1425.. Vi3

(Valida) (Valida) (Valida)
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Q4 b) N&o possui digitos se | b) Nao possui digitos se | b) Nao possui digitos se
repetindo repetindo periodicamente | repetindo periodicamente e
periodicamente e possui | e possui casas decimais | possui casas decimais
casas decimais infinitas. | infinitas. (alternativa | infinitas. (alternativa
(marcou a alternativa | correta) correta)
correta) (Valida)

(Valida) (Valida)
Q5 | a) | Falso (Valida) Falso, nem sempre sao | Falso, porque quando tem
irracionais (Valida) duas raizes iguais de
sinais diferentes da
racional (Valida)
b) | Falso (Valida) Falso, nem sempre o | Falso, porque da racional
resultado s&o irracionais | (Valida)
(Valida)
c) | Falso (Valida) Falso, nem sempre o | Falso, porque da racional
resultado sao irracionais | (Valida)
(Valida)
d) | Verdadeiro, sempre | Verdadeiro (Valida) Verdadeiro, porque
irracional (Valida) realmente néo ha
possibilidades de da
racional (Valida)

e) | Falso (Vélida) Falso (Valida) Falso, porque realmente
nao ha possibilidades de
da racional (Valida)

f) | Verdadeiro, sempre | Verdadeiro (Valida) Verdadeiro (Valida)

irracional (Valida)

g) | Falso (Valida) Falso (Valida) Falso (Valida)

h) | Falso (Valida) Verdadeiro, (invalida) Falso (Valida)

i) | Verdadeiro, sempre | Falso (invalida) Verdadeiro (Valida)

irracional (Valida)

Q6 € um numero irracional | A razéo entre a|E um numero irracional
3,14 circunferéncia e seu | transcendente de valor

didmetro (Valida) aproximado 3,14. Surge a

@ ~ L partir do calcula da razao

TV entre o comprimento da

(Valida) circunferéncia e seu
diametro. (Valida)

Q7 € um numero irracional | A razado E um numero também
1,6 aproximadamente 2/1+v5 | irracional algébrico, surge

D S (Invalida) a partir do calculo da razéo

a \ do comprimento 2 e largura

'—""’_\T—\"‘ 1+ V5 de um retangulo de

E; ouro. Valor aproximado de

[acertou na escrita, mas 1,6. Recebe nomenclaturas

errou no  desenho] como  numero  divido,

(Parcialmente valida) numero da beleza, etc.
(Parcialmente valida)

Q8 é um numero irracional | Aproximadamente 2,71 | E um numero irracional,

2,71 (Valida) (Parcialmente valida) transcendente, surge a
partir de capitalizagado.
Valor aproximado de 2,7
(Valida)

Q9 denso porque pode | Nao denso (Invalida) Denso (Valida)
encontrar infinitos
numeros dentro deles
(Valida)

Q10 ndo enumeravel porque | Ndo enumeravel Nao enumeraveis (Valida)

nao pode ser contado
(Valida)

(Valida)

Fonte: Autor (2021)
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Ao observar os quadros, percebe-se que a maioria das respostas dos
alunos é valida. O aluno A4, por exemplo, que demonstrou ter problemas na
leitura e escrita, bem como uma base matematica deficitaria respondeu
corretamente de forma valida a maioria das questdes.

Apods entregarem o pos-teste, foi perguntado a eles se gostaram deste
experimento, o que achavam dos conhecimentos trabalhados, se tinham
alguma critica ou sugestéao a fazer sobre as atividades.

Os alunos acharam bem pratico algumas atividades que eles utilizaram
calculadora, ja as que tinham leituras em HQ eles achavam mais trabalhosas,
devido algumas revistas serem extensas, mas alguns declararam que a leitura
conjunta ajudou muito a ser mais rapido e mais compreensivel. Mas de um
modo geral eles gostaram de conhecer sobre os numeros irracionais,
principalmente os alunos do 3° ano do EM, que comentaram que nunca tinham
entendido esse assunto e que s6 agora compreenderam. A aluna A6, por
exemplo, declarou que entendeu outros conhecimentos que dependem do
assunto de numeros irracionais como a ideia de ‘radiano’ da trigonometria

circular.

6. ANALISE A POSTERORI E VALIDAGAO

Com o objetivo de validar a pesquisa, nesta se¢ao foi desenvolvido um
tratamento estatistico aos dados obtidos com a fase de experimento da
sequéncia didatica, bem como do pré-teste e pos-teste.

As subsecdes que compdem essa secado expressam os resultados de
cada encontro de modo que foram divididos pelas metas que ja foram citadas
no quadro 21. Cada meta foi desenvolvida abrangendo um conjunto de
atividades, cada uma com seu respectivo objetivo, e em cada uma dessas
atividades os alunos tiveram um determinado desempenho. Com isso é
possivel observar a totalidade desses desempenhos para verificar se as metas
foram alcancadas.

O quadro a seguir organiza essas informag¢des para poder entender

como foram organizadas as subseg¢des quanto as metas.
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Quadro 56 — Organizagao das atividades por Metas

Metas Atividades correspondentes

Meta 1. Perceber que dizimas nao | Atividade 1, Atividade 2, Atividade 3,
perlcN)dlcas nao podem ser escritas como Atividade 4, Atividade 5

fracdo, sendo essas chamadas de
irracionais.

Meta 2: Caracterizar os numeros | Atividade 6
irracionais

Meta 3: Descobrir  propriedades | Atividade 7, Atividade 8, Atividade 9
operatérias entre racionais e irracionais.

Meta 4. Compreender numeros | Atividade 10, Atividade 11, Atividade 12
irracionais especiais

Fonte: Autor (2021)
Além das subsecdes sobre a fase de experimentacdo da sequéncia
didatica organizada de acordo com as metas, também ha subsecbes que
analisam os resultados do pré-teste e pos-teste, para validar se os resultados

evidenciam estatisticamente se os objetivos foram alcangados.

6.1. Analise a Posteriori das Atividades da Meta 1

As atividades desenvolvidas nessa primeira parte foram feitas para que
os alunos percebessem que toda dizima periddica pode ser escrita como
fragdo, mas se n&o haver periodo (repeticdo) ndo € possivel determinar a
fragdo, podendo esta, ser chamada de dizima nao periédica ou numero
irracional.

O quadro 57 apresenta os resultados obtidos com as atividades que

compOe esse objetivo.

Quadro 57 — Resultado dos alunos nas atividades da Sequéncia Didatica que compde a

meta 1.
Aula —| Objetivos de Desempenho dos alunos
Tépico Atividade
12 - Dizimas | Conceituar dizima | 66,6% dos alunos escreveram respostas
Periddicas periddica validas e desejadas (4)
33,3% dos alunos escreveram respostas
parcialmente védlidas e desejadas (2)
0% invalidas
28- Classificar os 50% dos alunos escreveram somente
Classificagéo| tipos de dizimas respostas validas e desejadas (3)
de dizimas periédicas. 33,3% dos alunos escreveram respostas
periddicas parcialmente validas e desejadas (2)
16,6% dos alunos escreveram respostas
somente invalidas (1)
3%*- Dizimas | Descobrir uma 83,3% dos alunos escreveram respostas
periodicas maneira de somente validas e desejadas (5)
simples converter uma 16,6% dos alunos escreveram respostas
dizima periddica parcialmente validas e desejadas (1)
simples em 0% invalidas
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fragao.

42*- Dizimas | Descobrir uma 83,3% dos alunos escreveram respostas

periodicas maneira de somente validas e desejadas (5)
compostas converter uma 0% dos alunos escreveram respostas
dizima periddica parcialmente validas e desejadas (0)
composta em 16,6% dos alunos escreveram respostas
fracao. somente invalidas (1)
52- NUmeros Conceituar

irracionais | namero irracional
* - Contém atividade de aprofundamento.
Nota: Além de informar o percentual e também apresenta a quantidade absoluta nos
parénteses.

Fonte: Autor (2021).

Ao observar o quadro, nota-se que os alunos tiveram um desempenho
razoavel quanto a validade das respostas no inicio das atividades e que foi
aumentando nas atividades seguintes até a 3 e 4. O quantitativo de alunos que
escreveu respostas validas conseguiu perceber o que era esperado nas
atividades, mas o quantitativo que escreveu respostas parcialmente validas ou
invalidas era de alunos com pouca capacidade de organizar as ideias na forma
escrita.

De acordo com o desenvolvimento das atividades, a utilizagdo do app
“calculador e identificador de racionais e irracionais” foi muito importante, pois
auxiliou as atividades tornando-as mais rapidas e praticas aos alunos,
favorecendo com isso a aprendizagem cujos resultados se encontram no
quadro 57. A contribuicdo desse recurso nas atividades se assemelha aos
resultados de Serra (2015) que, conforme mencionamos na revisdo de estudos,
mostrou que a utilizagdo de software no ensino pode auxiliar nas agdes e
reflexdes dos alunos, tornando-as mais rapidas e intuitivas. Essa conclusao
descreve com muita familiaridade as atividades 1, 2, 3 e 4, pois os alunos
desenvolveram muitas compreensdes com facilidade e praticidade.

Quanto as atividade 3 e 4, elas eram as unicas atividades desse
momento que eram acompanhadas de atividades de aprofundamento. Tem-se
0 quadro a seguir apresentando os resultados dessas atividades de

aprofundamento.
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Quadro 58 - Resultado dos alunos nas atividades de aprofundamento que compde a meta 1.

Aula - Objetivos de Resultado Percentual da Atv de
Toépico Atividade Aprofundamento
32- Descobrir uma 100% dos alunos escreveram respostas

Dizimas | maneira de converter |validas
periodicas | uma dizima periddica
simples simples em fracdo. |0% das respostas eram invalidas
42. Descobrir uma 83,3% dos alunos escreveram respostas
Dizimas | maneira de converter |validas (4 alunos), ou seja, tiveram 100%
periodicas | uma dizima periddica | de acerto.
compostas | composta em fragio.

16,6% dos alunos escreveram respostas
parcialmente validas (2 alunos) ambos com
desempenho de 87,5% (acertaram 7 de um
total de 8 questdes)

Fonte: Autor (2021).

Quanto as atividades de aprofundamento das atividade 3 e 4, percebe-
se que os alunos tiveram um bom desempenho. Na 3, por exemplo, todos
alcancaram 100% de acerto, enquanto que na 4, somente quatro alunos
alcangaram esse desempenho, e os outros dois acertaram quase todas (sete
de um total de oito). Referente a quantidade de erros desses dois alunos,
embora muito baixa, percebeu-se que ocorreram por falta de atencdo, pois
esses alunos acertaram quase todas, mostrando na atividade de
aprofundamento, bem como na atividade de aprendizagem, que tinham notado
a regra para se determinar a fragdo de dizimas periddicas compostas.

O fato dos alunos terem um bom desempenho nas atividades de
aprofundamento mostra que de fato as atividade 3 e 4, bem como as
anteriores, tiveram um efeito notavel para o alcance dos objetivos esperados
quanto a compreensao de que “toda dizima periddica pode ser escrita como
fragdo”, conduzindo-os com isso a uma abordagem favoravel da 52 atividade
que os direcionaram a perceber que “dizimas sem periodo” ndo sao capazes
de serem escritas como fracdo, devido os conhecimentos aprendidos nas
atividades anteriores nao se aplicarem.

E importante destacar que embora muitos alunos no momento de
experimentacdo tivessem dificuldade de escrever suas observagdes sobre
como escrever a fragdo geratriz de uma dizima periédica simples e composta,
tiveram maior facilidade em escrever as proprias fragdes geratrizes das dizimas
periddicas apresentadas na atividade de aprofundamento, isso conduz a uma

compreensao citada por Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018) sobre o
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componente intuitivo. Que refere-se a quando o individuo considera auto
evidente um fato, que o faz aceitar sem a necessidade de justificar algo que
legitime essa ideia. Sobre essa perspectiva, pode-se dizer que os experimento
desenvolvidos nas atividades 3 e 4 exploraram esse componente intuitivo, pois
mesmo o0s alunos tivessem dificuldade em justificar em palavras suas
observagdes nessas atividade, tiveram mais facilidade em justificar por meio da
resolucdo das atividades de aprofundamento.

Além das atividades 3 e 4, o aspecto intuitivo também foi explorado nas
atividade 1 e 2, pois devido os alunos utilizarem a calculadora app para
responder essas atividades, alguns elementos dessa calculadora foram fixados
intuitivamente como o significado de racional exato quando o resultado é um
numero finito, o significado de racional ndo exato quando o resultado da divisao
€ um numero com infinitos digitos, além de outras compreensdes, as quais
perpassam pelos pares finito/infinito e exato/aproximado citados por Pommer
(2012) como muito importantes e que se estdo em falta no ensino basico, ja
que muitas aulas privilegiam mais aspectos operatérios, finitos e exatos, o que
limita a abordagem e o entendimento destas no¢des no ensino da Matematica.

Tendo em vista a analise descrita anteriormente dos resultados das
atividades 1, 2, 3, 4 e também a interagdo com os alunos na aula da atividade

5, concluiu-se que os alunos alcangaram a meta 1.

6.2. Analise a Posteriori das Atividades da Meta 2

A atividade desenvolvida nessa segunda parte foi feita para que os
alunos soubessem caracterizar os numeros irracionais (meta 2). Devido as
questdes que compode esta atividade ser de um numero maior se comparado as
atividades anteriores, e também por gerar uma andlise quantitativa muito
diferenciada entre os alunos (alguns deixaram de acertar algumas questdes,
mas tem nivel de significancia de erro diferenciado) resolvemos mudar o
percentual de desempenho dos alunos para o percentual de respostas quanto
a validade. O quadro a seguir apresenta os resultados obtidos na atividade da

meta 2.
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Quadro 59 — Resultado da atividade da sequéncia didatica ligada a meta 2

Aula - Objetivos de Atividade Desempenho dos alunos
Toépicos
62 - Os Conhecer e caracterizar | 96,29% das respostas eram validas
Numeros nuameros irracionais, (52 respostas)
Irracionais | assim como o conjunto
dos numeros irracionais. 1,85% das respostas eram

parcialmente validas (1 resposta)

1,85% das respostas eram invalidas
(1 resposta)
Nota: como eram 6 alunos que responderam 9 questdes, entao foi gerado 54 respostas.
Fonte: Autor (2021)

Os resultados apresentados no quadro indicam que a maioria das
respostas escritas pelos alunos era valida, restando apenas duas que mesmo
nao sendo totalmente validas, uma era parcialmente valida, enquanto que a
outra era invalida, provocados pelo fato de seus autores nido lembrarem de
algumas informacgdes da leitura feita em HQ.

A atividade trabalhou caracteristicas sobre os numeros irracionais como
conceituacdo, o tratamento de irracionais por aproximagao, exemplificagéo e
identificacdo numérica de irracionais, enumerabilidade e densidade do conjunto
dos irracionais e outras nocdes que caracterizam os irracionais. Devido esta
atividade abordar todos esses topicos por meio de um material didatico que foi
lido pelos alunos, pode-se dizer que foi possivel minimizar fragilidades que
podem ser encontrados em muitos materiais na forma de livros didaticos
quando abordam numeros irracionais que sao:

> Atividades tratadas de forma mecanica e com pouco ou nenhum
aprofundamento conceitual, (SOUTO, 2010).

» Falta de algumas consideragbes relevantes sobre numeros
irracionais, citados pelo PCN, tais como as ideias de aproximacao e de infinito,
nao sao realizadas ou enfatizadas (JESUS, 2017).

» Frequéncia da abordagem inicial de numeros irracionais unicamente
por geometria (FELIX, 2018).

Para ter superado essas limitagdes e ter alcangado os resultados
presentados no quadro 59, essa atividade contou com a leitura dos alunos
sobre um material na forma de HQ que abordou muitos conhecimentos de
numeros irracionais por meio da historia da matematica. Isso perpassa por um

atributo citado por Pommer (2018), ao analisar livros didaticos, que é a
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capacidade de desenvolver a reflexdo histérica sobre os numeros irracionais e
proporcionar momentos para o leitor movimentar o pensar.

Os resultados dessa atividade comprovam a eficacia deste tipo de
abordagem em materiais didaticos, talvez até superando as expectativas de
aprendizagem, devido ela ocorrer por meio de HQ’s, pois conforme citado nas
analises prévias, abordar o ensino com utilizagcdo de HQ’s é uma proposta que
possui possibilidade do aluno entender muitos conhecimentos matematicos
sobre origem de um conhecimento e as motivagdes de sua criagao, para assim
buscar responder aos alunos questionamentos como “pra que isso serve?”
(SANTOS, 2014).

Em meio a isso, pode-se dizer que esta atividade desenvolveu este tipo
de contribuicdo nos alunos da amostra, pois o caracter ilustrativo das HQ’s
explorou muitos conhecimentos de Numeros Irracionais, sabendo contornar a
problematica, citado no PCN, em saber desenvolver o ensino de Numeros
Irracionais explorando, junto a isso, o formalismo matematico que este assunto
possui, com certa ponderagao.

E importante destacar que sé o fato dos alunos terem compreendido o
que sao 0s numeros irracionais ja representa um passo muito importante frente
ao desempenho muito baixo que os alunos tiveram no pré-teste, onde
denotaram n&o saber o que s&o esses numeros.

Diante dos resultados bastante favoraveis ao que se esperava quanto a
validade das respostas, compreende-se entdo que o desempenho dos alunos
evidencia que de fato conseguiram compreender as varias caracteristicas que

0S numeros irracionais apresentam, ou seja, alcangaram a meta 2.

6.3. Analise a Posteriori das Atividades da Meta 3

A atividade desenvolvida nessa terceira parte foi feita para que os alunos
descobrissem propriedades operatorias entre racionais e irracionais, que € o
fato da adicdo, multiplicagdo e divisdo entre irracionais nado obedecerem a
propriedade do fechamento e a propriedade da pertinéncia irracional na adicao,

multiplicagéo e divisdo entre racional e irracional.
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Tem-se a seguir um quadro apresentando os resultados das atividades

de aprendizagem (7, 8 e 9), as quais compdem a Meta 3.

Quadro 60 - Resultado das atividades da Sequéncia Didatica que compde a meta 3

Aula - Objetivos de Desempenho dos
Tépicos Atividade alunos na Atividade

723*- Descobrir uma 83,33% Valida e
Propriedades | propriedade de desejada (5)
dos numeros adicao

irracionais. envolvendo 16,66% Invalida (1)
Numeros
Irracionais.

8- Descobrir uma 100% Valida e
Propriedades | propriedade de desejada (6)
dos numeros |multiplicagao de

irracionais. Numeros
Irracionais.

92+ Descobrir uma 100% Valida e
Propriedades | propriedade de desejada (6)
dos numeros divisdo de

irracionais Numeros
Irracionais.

* - contém atividade de aprofundamento.

Nota: Além de informar o percentual, também é apresentado a quantidade absoluta nos
parénteses.

Fonte: Autor (2021)

Antes de aplicar essas atividades, cogitou-se a possibilidade do
desempenho dos alunos nessas trés atividades fossem iguais ou quase iguais,
pois as conclusdes esperadas na atividade 7 sao semelhantes as conclusdes
da 8 e 9. Isso condiz com o que de fato aconteceu, pois os resultados
apresentados no quadro indicam que a maioria das respostas escritas pelos
alunos eram validas e desejadas, sendo que na atividade 7 o percentual foi de
83,33%, mas alcancou 100% na atividade 8 e permaneceu 100% na 9.

O desempenho dos alunos nessas atividades foi satisfatorio, mostrando
que perceberam as regularidades presentes nas operagdes de adigao,
multiplicagéo e divisdo entre dois irracionais e entre racional e irracional.

Quanto as atividades de aprofundamento, devido terem um numero
maior de questdes se comparado a outras atividades, elas podem gerar uma
andlise quantitativa muito diferenciada entre os alunos (alguns deixaram de
acertar algumas questdes, mas tem nivel de significancia de erro diferenciado)
resolvemos mudar o percentual de desempenho dos alunos na atividade de
aprofundamento para o percentual de respostas quanto a validade. Desse

modo, 0 quadro a seguir apresenta esses resultados.



Aula - Objetivos de | Resultado Percentual da Atividade
Tépicos Atividade de Aprofundamento*
78- Descobrir uma
Propriedades | propriedade de |95,23% das respostas estavam
dos numeros adicao validas (40)
irracionais. envolvendo
Numeros 2,38% das respostas estavam
Irracionais. |parcialmente validas (1)
0% estavam invalidas
2,38% das respostas estavam em
branco (1)
82- Descobrir uma
Propriedades | propriedade de |92,85% das respostas estavam
dos numeros | multiplicagéo de |validas (39)
irracionais. Numeros
Irracionais. |0% parcialmente validas
4,76% das respostas estavam
invalidas (2)
2,38% das respostas estavam em
branco (1)
92- Descobrir uma
Propriedades | propriedade de |97,61% das respostas estavam
dos numeros divisdo de validas (41)
irracionais Numeros
Irracionais. |0% parcialmente validas
0% estavam invalidas
2,38% das respostas estavam em
branco (1)
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Quadro 61 - Resultado dos alunos nas atividades de aprofundamento que compde a meta 3

Nota 1: Cada atividade de aprofundamento continha 2 questdes com alternativas (12 questao
com 3 alternativas e 22 questdo com 4 alternativas), assim tinham 7 comandos, que ao serem
respondidos pelos 6 alunos formaram 42 respostas.
Nota 2: Além de informar o percentual, também é apresentado a quantidade absoluta nos
parénteses.

Fonte: Autor (2021).

Ao observar os dados apresentados no quadro, percebe-se que a
maioria (acima de 90%) das respostas eram validas, o que indica que as
atividades 7, 8 e 9 tiveram efeito adequado para que os alunos soubessem
lidar com situagbes problemas que requeressem esses conhecimentos. As
respostas parcialmente validas ocorreram por pequenos equivocos no

processo de justificacdo das respostas; as invalidas ocorreram por falta de
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atencdo, pois a maioria tinha chegado a conclusdo nas atividades de
aprendizagem e, por fim, as respostas em branco ocorreram pelo fato de um
especifico aluno ndo saber lidar com situagdes-problema ligadas a expressoes
algébricas.

Quanto aos resultados alcangados nessas atividades, bem como nas
atividades de aprofundamento, pode-se afirmar que os alunos compreenderam
relagbes muito importantes envolvendo racionais e irracionais, que segundo
Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018), podem favorecer a aprendizagem dos
alunos sobre a percepgao dos argumentos formais quando lidam com numeros
irracionais. Essa maturidade matematica pode ser vista no desempenho dos
alunos nas questdes das atividades de aprofundamento, onde os alunos
mostraram que sabem observar operacdes, expressdées numeéricas e
expressdes algébricas e fazer um estudo visual para constatar se o resultado
numerico sera racional ou irracional e, com isso, lidar com valores exatos ou
aproximados.

Essa habilidade visual repercutiu de forma vital nas atividades 10 e 11,
para a aceitagao da irracionalidade de e ¢, pois esses numeros sao obtidos
de razdes, e desse modo a priori alguns alunos ndo estavam desenvolvendo
uma boa aceitagdo da irracionalidade desses numeros por confundirem razao
com fragdo, mas foram relembrados de que: se & e ¢ sdo irracionais obtidos de
razoes, entao certamente surgiram de divisbes envolvendo irracional e racional
ou irracional e irracional. Diante disso, os alunos reagiram com muita aceitagao
e clareza a irracionalidade destes numeros.

Corbo, Pietropaolo e Amorim (2018), citados anteriormente, indicam
também que apds a aquisicao das habilidades contidas nas atividades 7, 8 e 9
sobre as propriedades operatdrias de irracionais e racionais, os alunos passam
a compreender a possibilidade de construir infinitos niumeros irracionais a partir
de um unico numero cuja irracionalidade ja foi aceita. Essa nova compreenséo
pode ser visualizada na resposta de alguns alunos na questdo 3 do poés-teste,
onde foi solicitado que todos os alunos exemplificassem numeros irracionais,

dai obteve-se os resultados apresentados no quadro seguinte.
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Quadro 62 — Resposta dos alunos na questao 3 do pés-teste

Alunos | 3-Apresente exemplos de numeros
irracionais diferentes do quadro
anterior.

A1 0,1545231... V7 V3 =«

A2 0,145872...m ¢ V5 V2 —5V10
A3 0,12345... /17

A4 0,646566...vV2 ¢ w

A5 1,34568...... 1+\5

A6 m 0,1425.. 13

Fonte: Autor (2021).

Os resultados apresentados indicam que somente os alunos A2 e A5
conseguiram formular numeros irracionais novos a partir de operagdes entre
racionais e irracionais. Esse resultado indica que apds a sequéncia didatica,
especificamente apos as atividades 7, 8 € 9, os alunos A2 e A5 passaram a ter
a habilidade de constru¢cao de novos irracionais, conforme Corbo, Pietropaolo e
Amorim (2018) haviam afirmado.

Diante dos resultados bastante favoraveis ao que se esperava quanto a
validade das respostas, compreende-se entdo que o desempenho dos alunos
evidencia que de fato conseguiram compreender as propriedades operatérias
entre irracionais e racionais (Meta 3).

6.4. Analise a Posteriori das Atividades da Meta 4

A atividade desenvolvida nessa quarta parte foi feita para que os alunos
compreendessem alguns numeros irracionais especiais, especificamente os
numeros m, ¢ e e. Devido os resultados das questdes que compde esta
atividade gerar uma analise quantitativa muito diferenciada entre os alunos
(alguns deixaram de acertar algumas questdes, mas tem nivel de significancia
de erro diferenciado) resolvemos mudar o percentual de desempenho dos
alunos para o percentual de respostas quanto a validade. O quadro a seguir

apresenta os resultados obtidos.
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Quadro 63 - Resultado das Atividades da Sequéncia Didatica que compde a meta 4

Aula -| Objetivos de Desempenho dos alunos
Toépico Atividade
102- O Conhecer o 96,66% das respostas eram validas (29)
Numero nuamero .

0% das respostas eram parcialmente validas
0% das respostas eram invalidas
3,33% das respostas eram em branco (1)

112-0 Conhecer o 95,83% das respostas eram validas (23)
Numero ¢ namero ¢.

4,16% das respostas eram parcialmente
validas (1)

0% das respostas eram invalidas
0% das respostas eram em branco

122-0 Conhecer o 83,33% das respostas eram validas (25)
Numero e namero e.

13,33% das respostas eram parcialmente
validas (4)

0% das respostas eram invalidas

3,33% das respostas eram em branco (1)
Nota 1: Cada atividade de aprofundamento continha 2 questdes com alternativas (12 questao
com 3 alternativas e 22 questdo com 4 alternativas), assim tinham 7 comandos, que ao serem
respondidos pelos 6 alunos formaram 42 respostas.

Nota 2: Além de informar o percentual e também apresenta a quantidade absoluta nos
parénteses.

Fonte: Autor (2021)

Os resultados apresentados no quadro indicam que a maioria das
respostas escritas pelos alunos era valida, o que mostra que a utilizacdo do
recurso metodologico HQ teve um efeito significante no conhecimento dos
alunos sobre os numeros irracionais tratados nessas atividades.

Nas atividades 10 e 11, referentes aos numeros @ e ¢, a porcentagem
de respostas validas e desejadas foram de 95,83%, enquanto que na 12,
referente ao numero e, essa porcentagem baixou para 83,33%. Dai, surge a
seguinte conclusdo: Os alunos tiveram um bom desempenho em todas as
atividades, mas esse desempenho foi menor na atividade sobre o numero e, se
comparado as atividades dos outros numeros.

O menor desempenho na atividade 12 ocorreu porque a revista HQ
dessa atividade abrange compreensdes pouco familiares aos alunos, mesmo
eles estando no Ensino Médio, o que pode ter provocado pouca assimilagao da

leitura, como a capitalizacdo continua que forma a expressao algébrica que
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gera o numero e. Mesmo com essa problematica, outras compreensdes foram
bem assimiladas como o fato de e ser irracional, ter valor aproximado de 2,7 e
ser transcendente.

Um fato citado na subsecao anterior que é importante relembrar, trata
sobre o fato dos objetivos alcangados nas atividades que compdem a meta 3
terem repercutidos de forma vital nas atividades 10 e 11, para a aceitagao da
irracionalidade de m e ¢, pois esses numeros sdo obtidos de razdes, levando a
conclusdo: se m e ¢ sao irracionais obtidos de razbes, entdo certamente
surgiram de divisbes envolvendo irracional e racional ou irracional e irracional.
Diante disso, os alunos reagiram com muita aceitagdo e clareza a
irracionalidade destes numeros.

Diante dos resultados bastante favoraveis ao que se esperava quanto a
validade das respostas, compreende-se entdo que o desempenho dos alunos
evidencia que de fato conseguiram compreender e caracterizar alguns numeros
irracionais especiais (meta 4).

O fato dos alunos terem conhecido os numeros m, ¢ e e foi muito
importante pois, conforme Brasil (1998), as aulas sobre este assunto no Ensino
Fundamental, muitas vezes abordam os numeros irracionais durante o calculos
com radicais. Isso certamente limita o conhecimento dos alunos somente aos
irracionais na forma de raizes, mas o alcance da meta 4 pelos estudantes
superou essa limitacdo, pois eles passaram a conhecer outros tipos de
irracionais, isso pode ser comprovado no quadro 59 que apresenta as repostas
dos alunos na 3% questdo do pds-teste que requeria exemplos de numeros
irracionais, 4 alunos responderam pelo menos um dos numeros m, ¢ e e

abordados nas atividades que compdem a meta 4.

6.5. Analise a Posteriori do Pré-teste e Pés-teste

Em busca de validar se os efeitos da sequéncia didatica proposta nesse
trabalho, os dados dos estudantes no pré-teste e pds-teste que foram
coletados na fase da experimentagcdo e apresentados na secdo anterior,
receberam um tratamento estatistico para poder analisar o desempenho dos

estudantes. Ressaltamos que as questdes do pré-teste e pos-teste eram as
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mesmas, para poder a analisar as diferengcas no desempenho dos estudantes
antes e depois do experimento. O quadro a seguir apresenta esses resultados
de acordo com a quantidade de acertos, erros e respostas em branco de cada

aluno.
Quadro 64 — Resultados pareados do pré-teste e pos-teste
Aluno Acertos (%) Erros (%) Em Branco
Pré-teste Pés-teste | Pré-teste | Pos-teste | Pré-teste | Pos-teste
A1 0 9 acertos 8 0 2 0
+ 1 acerto
parcial
A2 1 acerto | 10 acertos 4 0 5 0
parcial por
chute
A3 1 acerto | 10 acertos 4 0 5 0
chute
A4 1 acerto 8 acertos 0 0 9 0
chute + 2 acerto
parcial
A5 1 acerto 6 acertos 1 2 erros 8 0
chute + 2
acertos
parciais
A6 2 acertos | 9 acerto + 3 0 4 0
chute + 1 1 acerto
acerto parciais
parcial

Acertos: numero de questdes respondidas de forma valida pelos alunos.

Erros: numero de questdes respondidas de forma invalida pelos alunos.

Em Branco: niumero de questdes nao respondidas.

Chute: marcacgao aleatéria sem conexdo com o conhecimento necessario para se resolver.

Acerto parcial: resposta valida, que se encontra com bom aproveitamento de validade.
Fonte: Autor (2021).

Diante dos dados apresentados no quadro 64, considerando a
quantidade de acertos como nota do desempenho dos alunos, entdo se
percebe que a nota média no pré-teste € aproximadamente 1,16 e no pds-teste
€ aproximadamente 9,66; assim percebe-se que o desempenho dos alunos foi
maior no pos-teste. Isso indicou que a quantidade de acertos por aluno
aumentou significativamente no pos-teste se comparado ao pré-teste. Com
isso, a quantidade de erros também reduziu na maioria dos alunos.

Conforme os dados expostos no quadro 64, tém-se a seguir um grafico
expondo a comparagao percentual entre as quantidades de acertos, erros e

brancos de cada aluno durante o pré-teste e pos-teste.
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Grafico 20 — Comparacao Percentual do Desempenho de cada Aluno no Pré-teste e Pds-teste

Comparac¢ao Percentual dos Desempenhos
de cada Aluno no Pré-teste e Pos-teste
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Fonte: Autor (2021)

Diante dos dados apresentados no grafico anterior podemos observar
que:

* Em se tratando do pré-teste, para cada aluno o maior percentual era de
erros e respostas em branco, algo que ocorreu devido o pouco ou nenhum
conhecimento dos alunos da amostra sobre o assunto. Apesar de muitos
alunos nem fazerem ideia do que é numero irracional, a maioria (A2, A3, A4,
A5 e AB) acertou pelo menos uma questédo, sendo suas respostas na maioria
das vezes por chute (marcagao aleatéria sem vinculo com o conhecimento
matematico). A aluna A6 alcangcou maior desempenho (30% das questbes) do
que os demais alunos, embora também tenha chutado em muitas dessas
questdes, ela mostrou ter um residuo de conhecimento bem superficial sobre
numeros irracionais.

= Em se tratando do péds-teste, todos os alunos alcangaram maior
percentual nos acerto, se comparado aos percentuais de erros e respostas em
branco. Assim maioria dos alunos respondeu corretamente as questdes, tendo
eles alcangado desempenho maximo (100% de acertos), exceto a aluna A5,
que alcangou um desempenho de 80%. Diante disso somente esta aluna teve

porcentagens de erros, sendo essa porcentagem de 20% das questdes.
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Quanto as respostas em branco, a porcentagem foi de 0% para todos os
alunos.

* A comparagao dos dados do pré-teste e pos-teste aponta que houve
aumento percentual do desempenho de todos os alunos, bem como a
diminui¢cdo da porcentagem de erros e respostas em branco. Assim percebe-se
que os efeitos da Sequéncia Didatica repercutiram no aumento do desempenho
de cada aluno sobre o assunto em questao.

Agora, observando o desempenho sob a perspectiva das questdes,
podemos comparar os dados do pré-teste e pds-teste para cada uma das

questdes, tem-se entdo o quadro a seguir sintetizando essas informagdes.

Quadro 65 - Resultados pareados das respostas dos alunos em cada questéo dos pré-teste e

pos-teste
Questao Acertos Erros Em Branco
Pré-teste | Pos-teste | Pré-teste Pés- Pré- Pés-
teste teste teste
Q1 0 6 3 0 3 0
Conceituacao
Q2 0 6 4 0 2 0
Identificacao
Q3 - 0 6 3 0 3 0
Exemplificagédo
Q4 4 (chute) 6 2 0 0
Caracteristica
decimal
Q5 0 6 4 (somente 2 0
Operacgdes chutes) 0
Q6 1 (parcial) | 6 1 0 4 0
Namero
Q7 0 5 0 1 6 0
Numero ¢
Q8 0 6 1 0 5 0
Nuamero e
Q9 0 5 2 1 4 0
Densidade
Q10 1 (chute) 6 1 0 4 0
Enumerabilidade

Acertos: numero de questdes respondidas de forma valida pelos alunos.

Erros: niumero de questbes respondidas de forma invalida pelos alunos.

Em Branco: numero de questdes n&o respondidas.

Chute: marcacao aleatéria sem conexdo com o conhecimento necessario para se resolver.

Acerto parcial: resposta valida, que se encontra com bom aproveitamento de validade.
Fonte: Autor (2021)

Diante das informagdes apresentadas no quadro 65, sabendo que a
amostra foi composta 6 alunos, entdo percebe-se que em cada questao do pré-

teste a média de alunos que acertou foi de 0,6 e no pés-teste foi de 5,8; assim
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percebe-se que apdés a sequéncia didatica houveram mais estudantes que
acertaram as questoes.

Conforme os dados expostos no quadro 65, tem-se a seguir um grafico
expondo a comparagao percentual entre as quantidades de acertos, erros e

brancos em cada questao durante o pré-teste e pds-teste.

Grafico 21 - Comparagao Percentual das respostas dos alunos em cada questédo do pré-teste
e pos-teste

Comparacdo percentual do desempenho das respostas

dos alunos em cada questdo do pré-teste e pds-teste

B Acertos EMEmos ®Brancos

Fonte: Autor (2021)
Diante das informagdes apresentadas no grafico anterior, podemos

observar que:

= Em se tratando do pré-teste, a maioria das questdes alcangou maior
percentual de respostas deixadas em branco ou respondidas incorretamente,
se comparado ao percentual de acertos, algo que ocorreu devido o pouco ou
nenhum conhecimento dos alunos da amostra sobre o assunto. Mesmo diante
dessas circunstancias, houve questdes com percentuais de acertos, as quais
sdo as questbes Q4, Q6 e Q10, porém esses acertos ocorreram por chute
(marcagao aleatéria sem vinculo com algum conhecimento matematico que

conduza a resposta correta).
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= Em se tratando do pés-teste, a maioria das questdes alcangou maior
percentual de respostas corretas, algo que ocorreu devido os alunos terem
agregado um maior conhecimento sobre o assunto de numeros irracionais na
Sequéncia Didatica. Mesmo diante dessa situagdo, houveram alguns
percentuais de erros em algumas questdes, como por exemplo nas questdes
Q7 e Q9, os quais tiveram uma porcentagem de 17% dos erros.

» A comparagao dos dados do pré-teste e pos-teste aponta que houve
aumento da porcentagem de acertos em todas as questdes e diminuicao da
porcentagem de erros e respostas em branco. Assim percebe-se que os efeitos
da Sequéncia Didatica repercutiram no aumento do desempenho dos alunos na
resolucdo de cada questao.

Os resultados do pré-teste, conforme ja foi mencionado, indicaram um
desempenho muito baixo sobre numeros irracionais. Este resultado indica que
a aprendizagem dos participantes, sobre o assunto, se encontrava muito
deficitaria antes da aplicacédo da Sequéncia Didatica. Isso € uma de varias
evidéncias, também levantadas em muitos estudos revisados por este trabalho,
como Roriz (2014), Moreira, Soares e Ferreira (1999), Broetto (2016) e Rocha
(2018), os quais concluiram que grande parte dos alunos egressos do Ensino
Fundamental ndo possuem os conhecimentos esperados sobre numeros
irracionais, sejam eles do Ensino Médio ou Ensino Superior.

Sobre essa situagdo de pouca aprendizagem de numeros irracionais,
conforme o PCN, apesar do assunto de Numeros Irracionais ocupar um
razoavel espag¢o no curriculo do quarto ciclo (8° e 9° anos), seu ensino tem
contribuido pouco para que os alunos desenvolvam seu conceito (BRASIL,
1998). O PCN também cita outro agravante, o formalismo matematico desse
assunto que ao ser vinculado ao ensino pode dificultar a aprendizagem.

Em meio a essa e tantas outras problematicas, os resultados
apresentados no pés-teste indicaram que a sequéncia didatica em questéo
soube contornar as dificuldades que poderiam influenciar na aprendizagem dos
estudantes, mesmo diante das possiveis dificuldades epistemologicas do
assunto tratado, pois o desempenho dos alunos aumentou bastante apds a
aplicagéo da Sequéncia Didatica, conforme foi mostrado nos graficos 20 e 21.
Assim, comparando aos resultados do estudo experimental, por atividades,
desenvolvido por Nobre (2017), percebe-se que, assim como ele concluiu, é
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possivel afirmar que os estudantes do Ensino Basico sdo capazes de aprender
nogdes basicas, complexas ou muito abstratas sobre numeros irracionais,
necessitando para isso, manter foco nas ideias matematicas fundamentais,
sem abusar de formalismos ainda ndo dominados pelos alunos.

Os beneficios da sequéncia didatica pautada no ensino por atividade em
relacdo a aprendizagem s&o comprovados com os resultados apresentados,
mas também €& possivel notar esses beneficios nas conclusbes de outros
trabalhos, como os que foram realizados por Schembergue e Pereira (2016),
Nobre (2017) e Rocha (2018), os quais desenvolveram praticas de ensino
experimental baseado em atividades, e alcancaram resultados muito
satisfatorios para a aprendizagem de estudantes.

O conjunto desses resultados mostrou que a sequéncia didatica foi bem
sucedida, tendo fornecido muitos conhecimentos sobre numeros irracionais aos
alunos, que antes da aplicagado desse experimento ndo faziam nenhuma ideia
do que seria esse tipo de numero, mesmo todos eles sendo do Ensino Médio.

Mesmo a comparacao visual dos resultados do pré-teste e pos-testes
evidenciar que de fato a aplicagdo da sequéncia didatica teve um efeito
esperado na aprendizagem dos alunos, € importante estabelecer uma maior
confianca dessa conclusdo sobre aspectos estatisticos. A subsecdo 6.7 ira
tratar sobre essa confianca.

A aplicagédo do pos-teste pode ser analisada se considerarmos tanto os
acertos dos alunos, quanto os erros. Quanto aos erros, a proxima subsecgao ira

tratar de analisa-los pra entender os motivos de terem acontecido.

6.6. Analise de Erro do Pos-teste

Mesmo com o estudo do desempenho dos estudantes no pds-teste ha a
necessidade de saber quais sdo as questdes que eles mais erraram, os tipos
de erros que mais foram cometidos e os motivos para que esses erros terem
acontecidos. Diante disso, nessa subsecdo, foram analisados os erros
cometidos pelos alunos no pds-teste.

Quanto a questao sobre identificacdo de racionais e irracionais, a qual

possuia 22 numeros dispostos em um quadro e os alunos deveriam identificar
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0s racionais e os irracionais. Com excecdo do aluno A4, todos acertaram essa
questdo. O aluno A4 acertou parcialmente essa questdo por classificar cinco
numeros de forma errada. O quadro a seguir descreve a resposta dele:

Descricao da folha de preenchimento do Aluno A4

A4: Dentre os 22 casos ele errou em indicar como sendo Irracional,

os numeros V4, 0,000001, —%, 0,12333 ... e indicar como Racional o

numero v12.

O motivo dos erros do aluno A4 sao varios, o primeiro esta no fato desse
aluno nao ter um bom dominio do calculo de raizes (algumas vezes acerta,

outras vezes erra), por isso as vezes ele acabava dando palpites equivocados,
tanto na experimentacdo, quanto no pds-teste, como achar que V12 tem raiz 6

e achar que V4 nado tem raiz exata. Vale acrescentar que foi comentado com
ele anteriormente sobre essa dificuldade e foi oferecido calculadora caso ele
tivesse duvida, mas na aplicacdo dos pos-teste ele dispensou calculadora para
verificar as raizes e respondeu as questdes com confianca.

O numero 0,000001 foi indicado por ele como sendo irracional, devido
nao perceber repeticdo e achar que esse numero tinha infinitas casas decimais,
diante disso atribui-se a esse erro por falta de atencéo, pois ja havia sido
trabalhado casos como esse na experimentacdo, e por isso ele tinha
consciéncia da caracteristica decimal de um irracional.

Ele também indicou a dizima periddica 0,12333... como sendo irracional,
enquanto que na mesma questdo dizimas como 0,333... e 0,111... eram
indicadas como racionais. Ao finalizar o pos-teste foi perguntado a ele o porqué
de indicar 0,12333... como numero irracional. Ele relatou dizendo que eram
numeros diferentes, depois ao perceber que esse numero tem repeticdo
periodica, rapidamente quis corrigir o erros dele. Desse modo, percebe-se que
esse erro é outro caso de falta de atengao.

Um outro erro desse aluno por falta de atencéo foi em indicar o numero
1 . . . . . .
— como sendo irracional, o que pareceu muito estranho, pois na primeira

questdo que perguntava sobre o que sdo numeros irracionais ele declarou
serem numeros ‘que nao pode fazer fracdo’. Portanto este erro pode ter sido

cometido por falta de atengdo ou por ndo estar familiarizado com fragdes
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negativas o que pode ter influenciado ele a considerar como nao sendo fragao
e com isso sendo irracional. Apds o termino do pds-teste ele declarou nao ter
prestado muita atencdo. Vale acrescentar que embora ele tenha errado a
classificagado dos cinco numeros apresentados anteriormente, ele acertou nos
17 numeros restantes.

Quanto a questédo 5 (Q5), a qual possuia 9 alternativas de verdadeiro e
falso, tratava sobre as propriedades operatorias entre racionais e irracionais.
Todos acertaram essa questao, exceto a aluna A5 que acertou parcialmente
essa questao por errar as alternativas h) e i), apresentadas a seguir, e acertar

as demais.

Resposta da aluna A5 enviada pelo whatsapp.

h)( V) A divisdo (=) de um numero racional por um numero irracional sempre
resulta em um numero racional.
Justifique:_(Nao justificou)

i)( F ) Adiviséo (=) de um numero racional por um numero irracional sempre
resulta em um numero irracional.
Justifique: _(N&o justificou)

O motivo para esses erros ndo esta ligado a algum problema na
aprendizagem porque essa aluna acertou uma questao semelhante a essa na
atividade de aprofundamento sobre propriedades operatérias de irracionais.
Atribui-se como motivo para esse erro a seguinte ideia: o fato das respostas
esperadas para as alternativas serem a)F b)F c)F d)V e)F f)V g)F h)F i)V,
assim a aluna percebeu que o par de alternativas d) e e) que tratavam de
‘adicao’ praticamente tinham as mesmas respostas que o par seguinte f) e g)
que tratavam de ‘multiplicacao’, dai ela sup6s que o préximo par que tratava de
divisdo também tivesse, essas mesmas respostas, ou seja, h) V e i)F, porém
ela errou. Portanto este erro ocorreu por falta de atencdo ao que de fato foi
requerido na questao.

Quanto a questdo 7 (Q7), requeria que os alunos respondessem sobre
que é ¢ e qual o seu significado. Era esperado que os alunos escrevessem
algumas das seguintes respostas: que € um numero irracional de aproximagéao

, , . 1+vV5 P , .
1,6; que € um numero que pode ser escrito como Tf; que € um numero obtido
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da raz&o entre o comprimento 1 ++/5 e largura 2 de um retangulo (retangulo de
ouro); ou que € um numero irracional considerado numero da perfeicao (da
beleza, de ouro, divino) de aproximagéao 1,6; ou alguma resposta semelhante a
alguma dessas.

O unico aluno cuja resposta n&o teve nenhum aproveitamento foi a aluna A5

cuja resposta esta registrada no quadro a seguir:

Resposta da aluna A5 enviada pelo whatsapp.
A razdo aproximadamente 2/1+5

Ao observar essa resposta, percebe-se que essa aluna errou, por nao
. . . ~  1+V5
lembrar ou confundir a ordem de posicionamento da razao —,— com a ordem

2 . , .
o7 assim chegou perto de estar certa em sua resposta, porém ela deixou de

escrever outros detalhes importantes como “¢ um numero irracional” ou “tem
valor aproximado de 1,6” assim a respostas que ela forneceu possivelmente &
a unica coisa ela lembrava da atividade 11. Vale acrescentar que na atividade
11 havia uma questdo que perguntava o que é ¢, ela respondeu de forma

. . . . ~  1+V5
valida, dizendo que esse numero € a razao -

Assim, atribui-se como motivo para este erro, a pouca lembrancga, da
aluna A5, sobre os conhecimentos assimilados na atividade 11. Mas ainda sim,
sua resposta guarda uma lembranga residual sobre os conhecimentos pouco
assimilados, e que foram discutidos posteriormente com ela para corrigi-los.

Ainda nessa questao (Q7) houveram respostas com detalhes errados,
mas que guardavam um satisfatorio aproveitamento, cuja correcdo as
classificaram como Parcialmente Corretas. Essas respostas estédo

apresentadas no quadro a seguir:
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Transcri¢gao das folhas de preenchimento dos alunos A1, A4 e A6
A1: 1,618..., conhecido como numero divino e irracional, n° da beleza
encontrado em varias obras de arte
| ] &
AP

Ve

A4: € um numero irracional 1,6

R\_N —

g
A6: E um numero também irracional algébrico, surge a partir do calculo
da razdo do comprimento 2 e largura 1+ V5 de um retangulo de ouro.
Valor aproximado de 1,6. Recebe nomenclaturas como numero divido,

numero da beleza, etc.

Os alunos A1 e A4 escreveram respostas validas, e ambos tentaram

ilustrar um retangulo de ouro para complementar suas respostas, entretanto
eles indicaram como se esse retangulo tivesse comprimento /5 e largura 2, o

que representa um erro, pois o comprimento correto deveria ser 1+ /5.
Embora esse detalhe esteja errado, ele ndo torna errado o restante das
respostas dos alunos A1 e A4 que a proposito responde o que a questao pede,
além disso o fato desses alunos lembrarem do retangulo de ouro representa
que a atividade 11 da sequéncia didatica gerou lembrangas ilustrativas
significantes, mesmo que estejam um pouco erradas.

A aluna A6 escreveu uma resposta bastante abrangente e que responde
0 que se pede na questao, porém em um trecho da sua resposta ela errou em
um pequeno detalhe, ela confundiu os termos comprimento e largura do
retdngulo de ouro, que possivelmente foi provocado por ndo entender que o
comprimento de um retangulo é a medida do lado maior e a largura é o lado
menor, ou talvez entenda isso, mas ndo compreende que 1 + +/5 é maior que 2,
portanto o comprimento do retangulo de ouro é 1 + /5 e a largura é 2. Assim, o
trecho da resposta dela que fala sobre isso, direciona ao mesmo erro cometido
pela aluna A5, que o ¢ é obtido da razao %\/S Apods terminar o pos-teste foi

discutido essa resposta com ela, ela revelou que sabia que o ¢ era obtido da
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razao do lado maior (comprimento) e do lado menor (largura), mas que achava

que 2 era maior que 1 + /5.

Quanto a questdo 8 (Q8), era requerido que os alunos respondessem
sobre que é e e qual o seu significado. Era esperado que os alunos
escrevessem algumas das seguintes respostas: que € um numero irracional de

aproximacao 2,7 e que foi descoberto com o trabalho com capitalizacdo
, , . . 1\"
continua; ou que € um numero que pode ser escrito como (1 +;) com n

aumentando infinitamente; ou alguma resposta semelhante a alguma dessas.
O unico aluno que errou completamente essa questdo foi a aluna A5 cuja

resposta esta registrada no quadro a seguir:

Resposta da aluna A5 enviada pelo whatsapp.
Aproximadamente 2,71

Ao observar essa resposta, percebe-se que essa aluna nio forneceu
uma resposta com um bom aproveitamento, pois embora ela esteja correta e
fosse esperado também essa reposta, ndo é falado que e € um numero
irracional, muito menos faz referencia sobre a situacdo de capitalizagdo
continua que o gera, apenas fala sobre seu valor aproximado, assim ela se
encontra incompleta, o que torna essa resposta parcialmente correta.

Percebe-se que a unica lembranga que a aluna teve naquele momento
da atividade 12 foi de que e € aproximadamente 2,7. Apos finalizar essa
atividade, ela revelou que nao lembrava da situacdo da capitalizagdo continua
que foi tratado na atividade 12, por ndo entender desse assunto, nem mesmo
passou pela mente dela em responder que e € um numero irracional.

Quanto a questdo 9 (Q9), era requerido que os alunos respondessem
se 0 conjunto dos numeros irracionais € denso ou nao denso. Era esperado
que respondessem ‘denso’. Quase todos os alunos responderam corretamente,
somente a aluna A5 respondeu ‘Nao denso’, mesmo ela tendo acertado uma
questao similar a essa na atividade 6, mostrando que o erro que essa aluna
cometeu foi motivado por esquecimento. Apés terminar a atividade ela explicou
gue nao lembrava o que densidade significava.

Os erros apresentados e analisados nessa subsec¢ao foram sintetizados

no quadro a seguir:
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Quadro 66 — Erros cometidos pelos alunos que tornaram respostas incorretas ou parcialmente

corretas

Questoes | Critério | Pos-teste | Descricao do erro

Q4 - A4: Dentre os 22 casos ele errou em indicar
identificag como sendo irracional, 0s numeros

4o de V4, 0,000001, —3, 012333..
racionais e indicar como Racional o nUmero

© Vi2

irracionai

Motivo do erro: os erros envolvendo raiz
atribuem-se como motivo a dificuldade de
calcular raizes, os demais ocorreram por falta
de atencéo.

Q5 Acertos 1 acerto | A5: h) Verdadeiro
Operacgde | Parciais parcial i) Falso

]
(na verdade a resposta correta é Falso na h)
e verdadeiro na i)

Motivo do erro: falta de atencao, pois ela
sabia do assunto abordado.

Erros 0

Q7 Acertos 3 acertos
Numero ¢ | Parciais parciais A1: 1,618..., conhecido como numero
divino e irracional, n° da beleza encontrado
em varias obras de arte
j . o snEEl

Voraw

(acertou na escrita, mas errou no desenho)

Motivo do erro: esquecimento de que o
comprimento correto é 1 + /5.

A4: é um numero irracional 1,6

2|
g

(acertou na escrita, mas errou no desenho)

Motivo do aproveitamento parcial:
esquecimento de que o comprimento

correto é 1 + 5

A6: E um numero também irracional
algébrico, surge a partir do calculo da
razdo do comprimento 2 e largura 1+ V5 de
um retangulo de ouro. Valor aproximado
de 1,6. Recebe nomenclaturas como
numero divido, numero da beleza, efc.
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(acertou na escrita, mas errou em achar
que o comprimento é 2 e largura é 1+ V5)

Motivo do erro: achava que 2 era maior
que 1+V5, mostrando que tem dificuldade
em comparagdo de numeros envolvendo
radicais.

Erros 1 A5: A razdo aproximadamente 2/1+\5
(confundiu a ordem de posicionamento da
~_ 1+V5 d 2
razdo —— com a ordem —1+\/5)
Motivacao do erro: lembrangas distorcidas
de informagdes trabalhadas na atividade 11.
Q8 Acertos 1 acerto | A5: Aproximadamente 2,71
Numero e | Parciais parcial
(essa resposta sO traz a ideia de que o
namero e € nao exato, mas nao especifica
que é irracional)
Motivacao do erro: esquecimento de outros
detalhes importantes que poderiam
especificar melhor a resposta como “€é um
numero irracional’.
Erros 0 -
Acertos 0 -
Q9 Parciais
Densidade | Erros 1 A5: Néo denso

(na verdade os irracionais sdo densos)

Motivagdao do erro: esquecimento do
significado de densidade.

Fonte: Autor (2021)

Diante de tudo que foi apresentado, notou-se que os erros foram

causados por esquecimento, falta de atencdo, ou pré-requisitos pouco

compreendidos. Mas a maioria dos erros foi causada por esquecimento.

Uma observacido importante de se fazer € que dentre os alunos que

erraram, a aluna A5 foi quem teve maior quantidade de erros. Sendo a maioria

deles causados por esquecimento de nogdes ja trabalhadas em atividades

anteriores. E importante destacar que essa aluna era do 3° ano do EM e que

estava participando desse trabalho para melhorar sua aprendizagem em

matematica que segundo ela néo era tao boa. Relatou também que suas aulas

de matematica estdo ocorrendo online e com isso torna-se dificil tirar duvidas
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de matematica com o professor, bem como de professores de outras
disciplinas. Mesmo apresentando esses erros, a aluna A5 teve um bom
aproveitamento no pés-teste de 8 acertos, que comparado ao pré-teste onde
ela acertou apenas uma questao por ‘chute’, pode-se dizer que conseguiu
assimilar muitos conhecimentos no experimento.

Outro aluno que se destacou em seus erros parciais foi o aluno A4, que
ja haviamos comentado que ele teve um estudo muito deficitario, sobretudo
nos anos de 2020 e de 2021 em que os impactos da pandemia de COVID-19
atingiram as escolas publicas, além de estudar matematica muito pouco em
casa devido sua mae (mae solteira) também nao ter muita base em matematica
pra lhe ensinar. Mesmo com alguns erros, esse aluno teve um bom
aproveitamento no pos-teste o0 que mostra que ele de fato conseguiu assimilar
muitos conhecimentos no experimento.

De forma geral, ao analisar os erros cometidos no pos-teste e suas
motivagdes, percebeu-se que nao tinham relagdo com a epistemologia do
assunto tratado ou pelo fato de alguma abordagem da Sequéncia Didatica ser
inadequada aos alunos, mas eram casos particulares motivados na maioria das

vezes por esquecimento.

6.7. Teste de Hipoteses

Mesmo a comparagao visual dos resultados do pré-teste e pds-testes
evidenciar que de fato a aplicacdo da sequéncia didatica teve um efeito
esperado na aprendizagem dos alunos, houve a necessidade de estabelecer
uma confianca maior sobre essa conclusao sob os moldes estatisticos. Diante
disso, resolvemos aplicar o chamado ‘teste de hipotese’, que € uma
metodologia estatistica que auxilia a tomada de decisbes sobre uma ou mais
populacdes baseado na informacao obtida da amostra.

Conforme Moodle (2021), esse tipo de teste permite verificar se os
dados amostrais trazem evidéncia que apoiem ou ndo uma hipotese estatistica
formulada. Pra isso, € necessario comparamos as médias de duas distribui¢cdes
normais de uma mesma populagédo, no entanto em dois momentos diferentes,

que no caso do experimento deste trabalho sdo o momento do pré-teste e o
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momento do pos-teste. A estatistica de teste padronizada adotada foi a t-
student para as diferencas entre médias de amostras dependentes. “Duas
amostras sao dependentes quando cada elemento de uma amostra
corresponde a um elemento da outra amostra” (LARSON; FARBER, 2016, p.
391). A estatistica de teste padronizada t-student para amostras dependentes &

dada pela seguinte equacéo:

d— g

Sq

n

teale =

Onde
n € o numero de sujeitos da pesquisa;
d é a diferenga entre os resultados no pré-teste e no pos-teste;

d é a média das diferencas nas notas do pré-teste e pds-teste, calculado

— d'
comod = %;

1 € a média hipotética das diferencas de dados emparelhados na populagéo;

S, € o desvio padrao amostral das diferenga entre os resultados no pré-teste

e no pos-teste, calculado como S; = /Z—(ii__f ) :

O grau de liberdade é o elemento utilizado para construir o grafico da t-
student, sendo calculado comon—-1=6-1=5.
Antes de aplicar este teste, inicialmente consideremos o quadro a seguir,
dispondo as notas absolutas dos estudantes nos dois testes. Como foram 10
questdes, as notas foram tabuladas nesse quadro, conforme o numero de

questdes corretas de cada estudante.

Quadro 67 — Notas conforme os Acertos

pré | pds
A1 0 10
A2 1 10
A3 1 10
A4 1 10
A5 1 8
A6 3 10

Fonte: Autor (2021)
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Diante disso, pode-se fazer a hipotese “média do pré-teste € menor que
no pos-teste” sendo esta a nossa hipotese alternativa, enquanto que a hipotese
nula seria “média do pré-teste € maior ou igual ao pds-teste”. Assim teremos:

Hipoteses
HO: HUpré = Mpos

Hy: Hpre < Hpss

Nosso objetivo neste momento € aplicar a t-student para perceber se a
hipétese H, deve ser ou nao descartada conforme a probabilidade P(t)
estabelecida nesse grafico, que vamos definir com nivel de significancia de
95%.

Ao observar o grafico t-student do tipo unilateral a esquerda no
Geogebra, para um grau de liberdade 5 e com nivel de significancia de 95% ou

0,95 teremos um t critico (t, 95) de -2,015, conforme o grafico a seguir presenta.

Grafico 22 — Curva de distribuicao t-student a partir do grau de liberdade 5

a 3 0 : 4
tn_95=-2,ﬂ15 ged o=t
7 Stugert v
GL &
9 alE

P{ 2015 & X )=0.85

Fonte: Autor (2021)

Agora vamos calcular o parametro t da distribuigdo obtida no
experimento, mencionada anteriormente como t.,;., desenvolvendo os calculos

para obtencao dos elementos teremos:
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Quadro 68 — Tratamento estatistico dos resultados do pré-teste e pds-teste

Alunos Pré Pés d (d; — d)?
Al 0 10 -10 2,25
A2 1 10 9 0,25
A3 1 10 -9 0,25
A4 1 10 9 0,25
A5 1 8 -7 2,25
A6 3 10 -7 2,25
2. di=-51 |75
(d =-8,5)

Calculo do t observado

-51

d=%% g="l-_85
n

Fonte: Autor (2021)

6
Y(di-d)?* _ |75 _ 7,5 _ -
=S = /6_—1_ \/;-wh,s = 1,224

¢ _d-ug _ —8,5-0
calc — Sq — T 1,224
vn Ve

—1

7,0

Agora, é possivel comparar com o t calculado (t.q;.) com o t critico

(0,05)- Onde, se t 4 = tp95 entdo ndo descarta-se Hy, se t.q;c < tp g5 entdo

descarta-se H,. Desse modo, chegamos a conclusao de que H, deve ser

descartada, pois tq;. = —17 € {95 =-2,015 entéo t 4. < Lo 95-

Grafico 23 — Comparacéo entre o t calculado e o t critico da curva de distribuigao t-student de
grau de liberdade 5

-4

-2 a
e toss=-2,015

o Stugent
6t (s

= il 7 {13

P -2015

2XK]

= QLG5

Fonte: Autor (2021)
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A probabilidade de correr a hipétese inicial esta representada no espaco
em azul do grafico 23. O T calculado (t.4) do teste resultou em
aproximadamente -17, valor que ficou bem abaixo de — 2,015, local onde a
hipotese nula (H,) seria valida. Sendo assim, com uma confian¢ca de 95%,
rejeita-se a hipotese inicial, isto €, a hipotese nula H, (uyrs = 1y65) € S€ aceita a
hipétese alternativa H;, comprovando que p,,¢ < W,ss, OU Seja, 0 pos-teste
apresentou, estatisticamente, melhores notas de que o pré-teste e que os

estudantes obtiveram melhores rendimentos apds a aplicacido da sequéncia

didatica.

7. CONSIDERAGOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi analisar a aprendizagem gerada pela
aplicagdo de uma Sequéncia Didatica sobre Numeros Irracionais em alunos do
Ensino Médio. Para isso adotou-se uma abordagem quantitativa qualitativa,
guiando-se pela metodologia de pesquisa Engenharia Didatica. Nesse sentido,
o trabalho caminhou pelas etapas: Analises Prévias; Concepc¢do e Analise a
Priori; a Experimentacao e a Analise a Posteriori.

Quanto a sec¢ao Analises Prévias:

* Nos Aspectos Histéricos (subseg¢do 3.1) observamos que em meio
curso da histéria da humanidade, gradativamente as ideias de continuo e
discreto foram ganhando notoriedade, iniciando-se com a percepgao que nem
toda grandeza geométrica poderia ser medida (referente aos numeros
irracionais), e com isso o conceito de numero irracional foi se desenvolvendo
em meio a sua formalizacao e caracterizacao;

= Na Fundamentagcdo Matematica (subsegdo 3.2), o conhecimento
bibliografico levantado ajudou a compreender o que se precisa alcancar de
aprendizagem na Sequéncia Didatica, a partir de nogbes sobre os numeros
irracionais como: conceito, enumerabilidade, cardinalidade, densidade, dentre
outros;

= Nos Obstaculos Epistemoldgicos (subsecdo 3.3), as informacgdes

ajudaram a evitar alguns obstaculos na aprendizagem de numeros irracionais
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durante a etapa de experimentagdo, bem como na etapa de construgcdo da
sequéncia didatica para também evita-los;

* Nos Aspectos Curriculares (subsecgéo 3.4), foi possivel conhecer como
o assunto de Numeros Irracionais € abordado no curriculo do Ensino Basico,
além de questionamentos e potencialidades no processo de ensino e
aprendizagem deste assunto, como, por exemplo, a ndo adequagdo em
aborda-lo no Ensino Fundamental em seu aspecto formal; além da importancia
de ensina-lo para explorar concepgbes como discreto, continuo, exato,
aproximado, finito e infinito. O conjunto de informagdes desse tépico ajudou a
compreender os aspectos curriculares necessarios para estruturar a Sequéncia
Didatica proposta;

= Na Revisdo de Estudos (subsecao 3.5), pdde-se conhecer o que se
tem discutido na literatura académica e cientifica sobre o processo de ensino e
aprendizagem do assunto referido, algo que possibilitou ter um uma viséo
sobre muitos fatos peculiares aos Numeros Irracionais, como a necessidade de
melhorar o ensino deste assunto, levando em conta que muitos trabalhos
indicam que o conhecimento sobre numeros irracionais tem se mostrado
insuficiente em alunos do Ensino Fundamental, Ensino Médio, Ensino Superior,
sendo que esse problema se estende a alguns professores de matematica e
até mesmo livros didaticos. Essa compreensao revelou a necessidade de criar
estratégias didaticas e metodoldgicas para o ensino de numeros irracionais.

= Nas Concepgdes Discentes (subsecado 3.6), foi possivel formular um
diagndstico que ajudou a compreender varias informagdes sobre os alunos da
amostra que podem se apresentar em outros alunos do Ensino Basico. Uma
dessas informacdes € que a maioria dos estudantes possui pouco
conhecimento sobre o assunto de numeros irracionais, embora muitos ja
tenham o estudado. Além disso, existem fatores que podem influenciar nesse
pouco aprendizado ou a nao fixagdo deste conteudo, como aulas que seguem
o modelo tradicional e a situagdo de muitos estudantes ndo terem ajuda dos
responsaveis em casa para estudar matematica. Diante desses resultados,
percebeu-se que ao elaborar uma Sequéncia Didatica sobre este assunto
deve-se utilizar diferentes recursos e metodologias de ensino que diferenciem

do ensino tradicional.
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* Nas Tendéncias da Educacao Matematica (subsecao 3.7) percebeu-se
que para cada topico ensinado de Numeros Irracionais, pode-se ter um, ou
mais, metodologias e/ou recursos metodologicos, dependendo do mais
adequado a se utilizar fase de experimentacao, tornando-a mais dindmica e
atrativa aos estudantes.

* No Mapa Conceitual (subsegao 3.8), observamos como se organiza a
estrutura do assunto em questdo a partir dos topicos que ele compde. A
estrutura sintética do mapa conceitual auxiliou na construgdo da Sequéncia

Didatica que foi proposta neste trabalho.

Quanto a seg¢do Concepcgao e Analise a Priori (seg¢ao 4), dispondo de
todo arca bolgo de informacdo reunido na seg¢do de Analises Previas, foi
possivel construir uma Sequéncia Didatica contendo 12 atividades para o
ensino de numeros irracionais. Esse objeto de aprendizagem foi estruturado
com base na metodologia Ensino por Atividade, cujo efeito da experimentagao
nos alunos foi validado por um pré-teste e um poés-teste que foram
apresentados também nesta mesma secéo.

Na secado de Experimentacdo (secédo 5), foi descrito como ocorreu a
aplicacdo da Sequéncia Didatica com os alunos, onde foram citadas as
circunstancias e procedimentos da aplicacdo das atividades que compdem
essa sequéncia. Nessa fase, os alunos tiveram uma boa receptividade quanto
as atividades da Sequéncia Didatica, bem como aos recursos metodoldgicos
(calculadora e HQ) que os auxiliaram na realizagdo das atividades, deixando-as
mais praticas e rapidas.

Quanto a secao de Analise a Posteriori e Validagdo (se¢ao 6), foi
apresentada a analise dos dados obtidos da fase de experimentagdao, bem
como a conclusdo da validagao proporcionada pelos pré-teste e pos-teste e a
analise dos erros obtidos no pods-teste. Dentre os resultados obtidos, a
comparacao dos dados do pré-teste e pds-teste aponta que houve aumento
percentual do desempenho de todos os alunos, bem como a diminuicdo da
porcentagem de erros e respostas em branco. Também foi percebido que em
todas as questdes houve aumento da porcentagem de acertos e diminuigdo da

porcentagem de erros e respostas em branco. Assim percebe-se que os
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efeitos da Sequéncia Didatica repercutiram no aumento do desempenho dos
alunos na resolucéo de cada questao.

O conjunto desses resultados mostrou que a Sequéncia Didatica foi bem
sucedida em seu objetivo, tendo fornecido muitos conhecimentos sobre o
assunto de Numeros Irracionais aos alunos. Para estabelecer maior confiancga
sobre essa conclusao sob os moldes estatisticos, aplicou-se o chamado ‘teste
de hipdtese’. Diante dos calculos realizados e a analise do grafico t-student
comprovou-se que o pés-teste apresentou melhores notas do que o pré-teste e
que os estudantes obtiveram melhores rendimentos apds a aplicagdo da
Sequéncia Didatica.

Ainda na segéao 6, foram analisados os erros cometidos pelos alunos no
pos-teste. Ao analisar esses erros e suas motivacdes, percebeu-se que nao
tinham relagdo com a epistemologia do assunto tratado ou pelo fato de alguma
abordagem da Sequéncia Didatica ser inadequada aos alunos, mas eram
casos particulares, que na maioria das vezes, eram causados por
esquecimento.

O conjunto dos resultados mostrou que a sequéncia didatica foi bem
sucedida, tendo fornecido muitos conhecimentos sobre numeros irracionais aos
alunos participantes, respondendo com isso a questdao de pesquisa que foi
formulada inicialmente, ou seja, qual o efeito da aplicacdo de uma Sequéncia
Didatica no ensino e aprendizagem de numeros irracionais?

Da mesma forma podemos afirmar que o objetivo da pesquisa ‘analisar a
aprendizagem gerada pela aplicacdo de uma Sequéncia Didatica sobre
Numeros Irracionais’ foi alcancado perante aos resultados e conclusdes
apresentados anteriormente

Diante dos resultados, acredita-se ter alcangado os cinco objetivos
especificos, definidos inicialmente, pois foi apresentado um referencial tedrico
que organizou e orientou a apresentacao e o desenvolvimento significativo do
tema dos numeros irracionais no Ensino Basico. Também se desenvolveu uma
compreensao do conteudo de numeros irracionais sobre varias perspectivas
como a conceitual, a histérica, a curricular, a diagndstica do processo de
ensino e aprendizagem em pesquisas académicas e cientificas, a diagnostica
da aprendizagem na concepgao discente e nas possibilidades didaticas de

ensino.



332

No curso deste trabalho, também foi elaborado uma Sequéncia Didatica
que auxiliou no processo de ensino e aprendizagem dos conhecimentos
tedricos apresentados sobre numeros irracionais, levando em consideragao as
varias perspectivas deste conteudo no ambito do ensino e aprendizagem.
Diante disso, aplicou-se esta Sequéncia Didatica em uma amostra de alunos,
cuja aprendizagem sobre o tema foi analisada, e se mostrou satisfatoria.

A importancia da Sequéncia Didatica proposta transcende o ambito
experimental para um patamar onde possa ser utilizada na pratica docente a
respeito do ensino do assunto de Numeros Irracionais e outros conhecimentos
ligados a este. Assim, o conjunto de atividades apresentadas, auxiliadas aos
recursos calculadora e revistas em HQ, constituem um Produto Educacional
que pode auxiliar na pratica de ensino de matematica no Ensino Basico.

Por fim, este trabalho alcangou o objetivo pelo qual se propds, no
entanto seu desenvolvimento sera aproveitado em trabalhos futuros, voltados
tanto para Ensino Médio, quanto para o Ensino Fundamental e Ensino
Superior. Espera-se que o conteudo abordado seja capaz de corroborar o
trabalho de outros pesquisadores da Educacao Matematica, bem como auxiliar
na pratica de ensino de professores de matematica.

Ao finalizar o texto deste trabalho, sob uma perspectiva pessoal,
acreditamos ter contribuido muito para o aprendizado dos alunos da pesquisa,
pois o desenvolvimento desse trabalho foi muito enriquecedor para o
conhecimento deles, e muito além disso, foi muito enriquecedor também para a
nosso conhecimento em saber planejar e executar um ensino experimental,
onde o aluno é agente ativo no processo de ensino. Esperamos que todos os
professores que tiverem contato com este trabalho possam também

compartilhar desse maravilhoso conhecimento.
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UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA
CENTRO DE CIENCIAS SOCIAIS E EDUCAGAO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E INFORMATICA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DA
MATEMATICA

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé esta sendo convidado (a) para participar da pesquisa intitulada O uso de
atividades para o Ensino de Numeros Irracionais, sob a responsabilidade
dos(as) pesquisadores Maria de Lourdes Silva Santos, Ana Kelly Martins da
Silva, orientadoras e orientando Rafael Lameira Barros vinculados a
Universidade do Estado do Para.

Nesta pesquisa ndés estamos buscando realizar um diagndstico do ensino de
Numeros Irracionais a partir da opinido dos estudantes. A sua colaboracéo na
pesquisa sera preencher o questionario com as perguntas norteadoras para a
realizagao da pesquisa.

Em nenhum momento vocé sera identificado. Os resultados da pesquisa serao
publicados e ainda assim a sua identidade sera preservada.

Vocé néo tera gasto ou ganho financeiro por participar na pesquisa.

Nao ha riscos. Os beneficios serdao de natureza académica com um estudo
estatistico dos resultados obtidos sobre o ensino de Numeros Irracionais.

Vocé € livre para deixar de participar da pesquisa a qualquer momento sem
nenhum prejuizo ou coagao.

Uma via original deste Termo de Consentimento Livre e Esclarecido ficara com
VOCé.

Qualquer duvida a respeito da pesquisa, vocé podera entrar em contato com:
Maria de Lourdes Silva Santos, Ana Kelly Martins da Silva, orientador e
orientando Rafael Lameira Barros por meio da Coordenacdo do Mestrado
Profissional em Ensino de Matematica (PMPEM) do Centro de Ciéncias Sociais
e Educacdo(CCSE) da Universidade do Estado do Para(UEPA): Tv. Djalma
Dutra s/n.Telegrafo. Belém-Para- CEP: 66113-010; fone: 4009-9542

, de de 2019.

Assinatura dos pesquisadores

Eu,

___aceito participar do projeto citado acima, voluntariamente, apos ter sido
devidamente esclarecido.

Participante da pesquisa
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TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Senhor(a) responsavel vocé estd sendo consultado sobre a possibilidade de
seu filho (a), participar da pesquisa intitulada: um diagnostico do ensino de
Numeros Irracionais sob a responsabilidade dos pesquisadores Maria de
Lourdes Silva Santos, Ana Kelly Martins da Silva, orientadoras e
orientando Rafael Lameira Barros vinculados a Universidade do Estado do
Para.

Com esse trabalho estamos buscando diagnosticar o ensino de Problemas
Aditivos a partir da opinido dos estudantes. A colaboragédo do aluno (a) sera
preencher o questionario com as perguntas norteadoras para a realizagcéo da
pesquisa e essa atividade ocorrera nas dependéncias da escola sob a
supervisdo de um professor.

Em nenhum momento o aluno (a) identificado. Os resultados da pesquisa serao
publicados e ainda assim a identidade do discente sera preservada.

Vocé e o aluno néo terdo gasto ou ganho financeiro por participar na pesquisa.

Nao ha riscos. Os beneficios serdo de natureza académica gerando um estudo
estatistico dos resultados obtidos sobre o ensino de Numeros Irracionais.

Vocé é livre para decidir se seu filho(a) colaborara com a pesquisa sem
nenhum prejuizo ou coagao.

Uma via original deste Termo de Consentimento Livre e Esclarecido ficara com
voCé.

Qualquer duvida a respeito da pesquisa, vocé podera entrar em contato com:
Maria de Lourdes Silva Santos, Ana Kelly Martins da Silva e orientando (a)
Rafael Lameira Barros por meio da Coordenagao do Mestrado Profissional em
Ensino de Matematica (PMPEM) do Centro de Ciéncias Sociais e
Educacgéo(CCSE) da Universidade do Estado do Para(UEPA) : Tv. Djalma
Dutra s/n.Telegrafo. Belém-Para- CEP: 66113-010; fone: 4009-9542.

, de de 2019.

Assinatura dos pesquisadores

Eu, autorizo que meu/minha

filho(a) a participar do

projeto citado acima, voluntariamente, apos ter sido devidamente esclarecido.

Assinatura do responsavel
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APENDICE B - Questionario dos Estudantes Egressos

UNIVERSIDADE DO ESTADO DO PARA

CENTRO DE CIENCIASSOCIAIS E EDUCAGAO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E INFORMATICA
PROGRAMA DE MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DE
MATEMATICA

Prezado(a) aluno (a),

Estamos realizando um estudo que busca a melhoria do processo de ensino-
aprendizagem da Matematica. Para o éxito deste trabalho necessitamos de sua
colaboragédo respondendo as questbes abaixo. Desde j& agradecemos sua
colaboragédo e garantimos que as informagbes prestadas serdo mantidas em

total anonimato.

1- Idade: anos 2- Género: o Masculino o Feminino
3- Série/Ano:
4- Tipo de escola que estuda?

oMunicipal oEstadual oConveniada ©Outra
5- Vocé ja ficou em dependéncia?

oNao aSim. Em quais disciplinas?
6- Vocé gosta de Matematica?

oN&o gosto  oSuporto  oGosto um pouco  oAdoro

7- Qual a escolaridade do seu responsavel masculino?
oSuperior ocMédio oFundamental oFundamental incompleto oNao estudou
8- Qual a escolaridade da sua responsavel feminina?
oSuperior ocMédio oFundamental oFundamental incompleto o Nao estudou
9- Quem lhe ajuda nas tarefas de matematica?

oProfessor particular oFamilia  oNinguém o©Outros. Quem?

10- Com que frequéncia vocé estuda matematica fora da escola?
oTodo dia o Somente nos finais de semana oNo periodo de prova oSé na

véspera da prova oNao estudo fora da escola.
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11- Vocé consegue entender as explicagbes dadas nas aulas de
matematica?
oSempre o0Quase sempre oAs vezes oPoucas vezes oNunca

12- As aulas de Matematica despertam sua atencao em aprender os
conteudos ministrados?

osim onao  oas vezes
13- Vocé consegue relacionar os conteudos matematicos ensinados em
sala de aula com seu dia a dia?

oSim  oNao oAs vezes
14-Como vocé se sente quando esta diante de uma avaliagao em
matematica?
oContente oTranquilo ocom Medo oPreocupado ocom Raiva ocom Calafrios
15- Quais formas de atividades e/ou trabalho que seu Professor (a) de
matematica mais utiliza para a avaliagao da aprendizagem?
oProvas/simulado oTestes semanais oSeminarios oPesquisas oProjetos

oOutros. Quais?

16- Vocé ja estudou sobre os Numeros Irracionais? oSim oNao

17- Se vocé na questao acima respondeu sim, diga em qual ano/série? __

18- Seu professor de matematica demonstra dominio do conteudo

Numeros Irracionais? oSim oNao

19. Como vocé avalia as explicagoes do seu professor de matematica?
oRuim oRegular oBoa oExcelente

20- Quando vocé estudou os Numeros Irracionais, a maioria das aulas:

olniciaram pela definicdo seguida de exemplos e exercicios;

alniciaram com a histéria do assunto para depois explorar os conceitos;

olniciaram com uma situagao problema para depois introduzir o assunto;

olniciaram com um modelo para situacao e em seguida analisando o modelo;

olniciaram com jogos para depois sistematizar os conceitos.

21- Para praticar o conteudo de Numeros Irracionais seu professor

costumava:

oApresentar uma lista de exercicios para serem resolvidos;

oApresentar jogos envolvendo o assunto;

oSolicitar que os alunos resolvessem os exercicios do livro didatico;

oN&ao propunha questdes de fixacao;
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oSolicitava que os alunos procurassem questdes sobre o assunto para

resolver.

22-Com base na sua experiéncia quando vocé estudou Numeros Irracionais

preencha o quadro a seguir.

(MF: Muito Facil; F: Facil; D: Dificil; MD: Muito dificil)

Conteudo

Vocé lembra | Qual grau de dificuldade
de ter | que vocé teve para
estudado? aprender?

Sim | Nao MF F D MD

Conceito de nimeros Irracionais
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APENDICE C - Teste de Verificagao referente ao Diagnéstico para os
Estudantes Egressos

TESTE DE VERIFICAGAO DE APRENDIZAGEM DO ENSINO DE NUMEROS
IRRACIONAIS

Numero da chamada:

1-O que sdo numeros irracionais?

2-Cite um exemplo de numero irracional?

3-Seja uma circunferéncia de centro O, a qual foi representada abaixo. Se
dividirmos seu comprimento por seu diametro, assim como em qualquer
circunferéncia, iremos encontrar um numero muito famoso. Qual é esse

numero? Qual o seu valor aproximado?

4-Dados os numeros abaixo, circule apenas os que sao irracionais.
3 1

2 - V2 0,5 -= V4 V20 -=0,001 =

2 25

5-No quadro abaixo, ha dois numeros de infinitas casas decimais. Um deles
tem casas decimais que se repetem em sequéncia, ja 0 outro, possui casas

decimais que nao se repetem de forma sequencial.

3,4444444444444... 2,14159241376523...

Qual deles representa um numero irracional?
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6-Escreva V para verdadeira e F para falsa, a respeito das afirmagdes abaixo e
justifique:
a) Todo numero irracional pode ser escrito na forma de fragdo. ()

b) (v/5)2 é racional e v/v/3 & irracional. ()

7-O valor de 3v2 — 25 - 3v5 é racional ou irracional? Justifique.




APENDICE D - O museu dos Irracionais - Parte |

O Museu dos Numeros
Irracionais - Parte I
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Mapa do trajeto que sera seguido nesse capitulo
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Irracionais.

A histéria comega com Jorge levando seu sobrinho, Rafael, para visitar o Museu dos nimeros

Esse museu
é lindo

Esse quadro é chamado "Escola de Atenas"
uma das mais famosas pinturas de Rafael
Sanzio Ele representa um momento
histérico muito intrigante!

Numa época distante, ..um grupo de gregos
reunidos, em busca de um préposito em
comum... buscar o conhecimento matematico!

| Essa era a famosa escola pitagérica também
'chamados de Pitagéricos (séc. V e III a. C.D

Tudo é nimero
ou fragdo de
nimeros!

Ela era formada por Pitagoras, o lider, e
outros gregos que tinham conhecimento de
matematica.

nimero ou
fragdo de
nimeros!

7z A““o/\\f
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Varios conhecimentos de
diferentes povos foram
reunidos nessa escola.

Conhecimentos

que os fizeram

muito conhecidos até os dias de hoje

Uma relagde matemética
interessante que ndo
necessériamente foi

descoberta por Pitdgoras e
seus discipulos, mas foi
agregada ao conhecimento
abordado por eles é...

a relagdo que
chamamos hoje de
Tecrema de
Pitégoras

old Pitagoras! sou
um visitante.

Varios conhecimentos de diferentes poves
foram reunidos na escola pitagérica.

Sei que existem muitos
conhecimentcs matemdéticos
ligados a geometria e cutras dreas
que sdo estudados por este
grupo de sdbios. Dentre
esses conhecimentos...

Estou maravilhado com o
conhecimento reunido ou criado aqui
neste grupo de sébics!

Obrigade! Quer conhecer
um pouco sobre nosso
conhecimento?

cuvi dizer que conhecem uma_
envolve os lados de trianguios
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...assim teremos: o quadrado da
hipotenusa € igual a soma dos quadrados
dos catetos.

Considere um tridngulo retdnquio |-
plano. © lade oposto ao angulo
de 9O graus se chama
hipotenusa os demais lados se
chamam catetos....

S gos B
R 4

As(cs+b)y  As=a* Al =4(be)
2 2

(ceb)* = a*+ 4(&24)
c*e2ebe b = ate 2.(c.b)
| c*+2¢beb*-20b= a*+ 2.(c.b)-2cb
¢+ b* = a*

N

Atengdo o valor do
elemento "a" é

510-3:?:
9+ 16 =25
25 =25

6t + 8* = 10*
36 + 64 = 100
100 = 100
Qt 4+ 12% = 15%
81 + 144 = 225

225 = 225

{ Serd que isso
é correto?

£ sim! vou
lhe mostrar.

Sim! mas... embora ela parega perfeital ela
nos revelou algo muito assustadoer!

A existénciade uma medida que ndo
pode  ser expressa. pela forma
de fragdo e ndo existe valor exato
que seja capaz de medi-la!
Trata-se diagonal de uma quadrado
de lado 1.

Seu valor é determinado pela raiz
quadrada de 2.

..um conhecimento que impactou a concepgdo
matematica que Pitagoras e seus disclpulos
possuiam.

A partir dessa compreencdo surgiu um
conhecimento que abalou muitos gregos.

N&o é possivel! Como pode existir
um comprimente que ndo se pode medir
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Ao se depararem com a situagdo geométrica,
da digonal de um quadrado de lado 1,
perceberam que sua medida (raiz quadrada
de 2) ndo era exata...

' | serd14 7 Serd 1417 Serd 1414 ?

ﬁio consigo encentrar nenhum
nimero que multiplicado por ele
proprio resulte em 2




..e nem mesmo era possivel medi-la como
fragdo do lado desse mesmo quadrado

Serd 3/2 do lado? Serd 7/5 do lado?...
Nio consigo encontrar nem mesmo
uma fragdo, se quer, que multiplicada
por si propria resulte em 2.

Por isso percebe-se algo
muito estranho! Pois
embora seja possivel

construir essa diagonal,
ndc é possivel determinar
seu valor!

Ao ndo encontrarem © valor dessa ralz eles
perceberam que isso ia de contra a
concepcdo deles de que tudo era nimero ou
fragdo de nimeros.

.08 greges daquela época, em especial
os pitagéricos, entraram em uma crise
sobre a existéncia ou ndo desse nimero.

*alogon" eré o nome
dado a essas
medidas
incomensurdveis

racional, ou © que hoje
chamamos de
irracionais.

Porém naquela época
alogon significava
também algo que ndo
deveria ser dito.

percebemes entdo que
' nem todo comprimento
pode ser expresso por

determinar © valor exato

Se caicular:
ix1=1 (chegou perto),
2x2=4 (passcu)
Entdo a raiz quadrada
de2estdentrele?2

Se caicular: 1,1x 1,1 = 1,21
(Aproxima de 2)

14 x14 =196
(aproxima mais ainda)
15 x 1,5 = 2,25 (Passou)
Conclui-se que a raiz
quadradade 2 estd
entre 14 e 15

1,41 x 1,41 = 1,9881 Se continuar a
142 x 1,42 = (Passou) tentar nunca irel
Ests entre 141 ¢ 142 terminar.

N3o consigo chegar a

um valor exéto

a calcyladora determincu um valor
racional aproximado, sendo ele um valor
com muuuu'}tas casas decimais.

Mas na verdade!. Quanto mais préximo um
racional estd desse numero mais casas
decimais possui, pois ndo hé valor exato.

A Pitdgoras conseguiv. | ';‘ !

Eu me lembro de j§
ter tentado encontrar
a medida da diagonal

de um quadrado de
lado 1, mas ndo

Conforme a histéria ’
que vocé acabou de | M4
contar, nem mesmo /
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Sim! Mas teve um matemético que fazia
parte dos pitagdricos, que conseguiu
demonstrar que o nimero\Z ndo pode ser
escrito como fragdo, ou seja ndo é
racional,




Hipaso. ndo consigo imaginar
comprimentos que ndo podemos medir por
um nimero ou fragdo de um nimero.

Calma amigo! Muito breve irei provar
isso, demonstrando que aquela medida
estranha de VZ ndo se pode determinar

Alguns estudiosos acreditam que foi Hipaso Embora alguns tenhgm' negado a existéncia
Metapotum (470 a.C.) especificamente e
aquele que teria descoberto a existéncia de

medidas que eram incomensurdveis.

Para ele, esses numeros existiam, mas que

desses nimeros, Hipaso acreditava o contrdrio.

i Hipaso entdo consequiu demonstrar
que a diagonal do quadrado de lado 1.
.| 0 qual refere-se ao valor da raiz vZ,
'/ ndo se pode medir, sendo seu valor
racional, ou seja, € irracional .

representavam medidas que ndo se podiam medir. ||

Me disseram que vocé
acredita em medidas
incomensuréveis.

Sim, acredito. Vocé ja viu o
problema que ev, Pitdgoras
e 0s outros discutimos?

Para mim, a medida da diagonal de uma
quadrado de lado 1 de fato existe!

: ) gl
Mas ndo é possivel determinar um valor

)y

exdto para ela, e também é impossivel
escreve-la como uma fragdo do lado.

Suponhamos que 2 seja um nimero
racional, entdo pode ser escrito
como uma fraglio p/qecompe q
inteiros diferentes de zero e sendo p/q
fraglo irredutivel.

mas iss0 é um absurdo, pois se

o3 dois forem pares entdo 3

fraglo p/q nlio € irredutivel.
Iss0 contradiz © que eu disse no inicio.

P2
u.\tao-g 2 ossim,('?) = 2 entdo
P .2 assim p*= 2q*. Oral Se isso
9

for verdade, entdo p"' & par, entdo p
J [também serd par, entdo p pode ser

scrito como 2k (sendo k un inteiro
f [Positivo), assim teremos (2k)* -2q*
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- - . -~ . -
mas os irracionais, comoyZ, ndo podem. [Por isso que nimeros.

Agora me diga: Os numeros Por isso a carcteristica do valor vZ ':E%%Oo'gyss gemm
irracionais sdo como se fosse obtido na calculadora é de um incomensuraveis  §  Néssal os gregos que

decimal de infinitas casas decimais

dizimas periédicas?
sem repetigdo peribdica.

pelos gregos. _JJ perceberam isso devem
v B b ter ficado muito
- assustados!!

)

Ndo
necessdriamente

( Embora as dizimas peribdicas
ndo sejam exatas elas
podem ser escritas como

fragdes.

-_

BRSNS

Sim! embora fosse assustador para
alguns, existiu alguns mateméticos
gregos que ignoraram © susto
que essa natureza estranha
dos nimeros incomensurdveis causava.

Bem all naquele quadro hé uma =
Um deles fol iustracdo interessante de um
Hipascs que falei outro matemético grego que
provou a irracionalidade de %
—
— )

Que Ffigura
interessante!

Falei pra vocé que Hipascs demonstr
a irracionalidade de V2, ok?

== —

Essa figura de aspecto
espiral, é conhecida
como Espiral de
Teodoro

.

Conhecido como Teodero
de Cirene (c.470 a.C.),
Teodero foi...

oi u'nfnléoofo e matemético .Nossa! eles mbém sao medidas

‘ incomensurdveis!!!!
’ N r1 1 1 1

| I ‘ i V3 V5 V6 1 "~'.“ e
N7 \8 V10 ¥ & >
i1\ \13 : - TINNe

g Ele também fez uma composicdo de
trianguos retanguios formando uma figura
de aspécto espiral onde apareciam os
valores irracionais que citei.

por voita de 425 a. C. ele mostrou gue
a raiz quadrada de 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11,
12, 13, 14, 15, 17 também eram nimeros
irracionais.
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Peio jeito esses

A famosa *Espiral de Teodero de Cirene®,
mas alguns também chamam ela “Espiral
Pitagérica”.

Esse é uma das
versdes do livro VY da
cbra "Os elementos"

de Euclides.

Nessa! Que
Nossa sdo livro grande!
tantas coisas

incriveis!

Resolvi o nosso problema!
Agora podemos tratar da
ideia de proporgiio com
grandezas incomensurdveis
tambéem!

Nesse livro é encontrado o

Eudoxo, um outro grego que woamqkumma
ousou explorar os nimeros grandezas comensur§veis, mas Eudoxo

[ irracionais por meio das avangou esses estudos para grandezas
grandezas incomensurdveis. incomensuréveis.

Eudoxo construiv uma teoria
que em fim tratava de
incomensurdveis.

Assim, surgiu a teoria das proporcles de
Eudoxo.

Mas é impossivel
definir o valor exato
de incomensurdveis

Para quaisquer inteiros p e g
dizewnos que 4 _ C se

b=

Grandezas comensurdvels
se aq=bp entdo cq=dp |
9.

Grandezas incomensurdveis

se aq<bp entdo cq<dp

Sim! mas podemos trabalhar com
nimero incomensurdvel. Basta conhecer
os nimercs racionais mencres que
ele (suas aproximagdes per falta)

e os nimeros racionais maicres que
ele (suas aproximagdes por excesso).

<o an>hn ewntidn ra>dn
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Na verdade percebi que é possivel obter
aproximagles para um nimero irracional com
um erro tdo pequeno quanto se queira.

Mas ndo ¢é possivel definir seu
valor numérico, pois ndo é exato!

1l Ouwvi dizer que vocé pecebeu uma forma de

compreender © valor numérico de nimeros

Agora me faga o favor
de me dizer quem é
aquele? naquela pintura

Vocé conhece um pouco
sobre os conjuntos
numeéricos dos Naturais,

dos Inteiros, dos Racionais
e dos Reais?
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Eu estudei na escola que o conjunto
dos Naturais (N) estd contido no
conjunto dos Inteiros (2Z), este por
sua vez estd contido no conjunto
dos Racionais (@) e...

...além desses que eu falei, ainda
tem o conjunto dos irracionais.

© conjnto dos Racionais (@) sdo nimeros

na forma x/y onde x e y sdo inteiros, por
exemplo -1/2, O, 2/3, 4/3 e infinitos

outros nimeros.

O conjunto dos Naturais (N) ¢
osnimeros como O, 1, 2,3, .. ¢
continua ininitamente

étimo, mas o valor do

Y adimite quaiquer
inteiro, exceto o zero

Os Inteiros (Z) é composto pelos
naturais positivos e negatives e ©
zeros ..-2,-1, 0,4, 2..

Ah é mesmo. Pois na divisdo x
por y, © y ndo pode ser zero.

Diessa forma os racicnais adimitem
qualquer decimal que possa ser

racionais que sdo
decimais ndo exatos sdo
as dizimas periddicas.

ndo sdo dizimas periddica, sdo os
irracionals, né?

E o5 nimeros Reais?
Eu ndo lembro se j&
estudei eles

O conjunte dos Reais é a
unideo entre todos esses
conjuntos que vecé Falou.

Ahhh! Obrigado
rapazes!

Isso mesmo, basta ser por exempio um

Tem até um jeito de
nimero como O,1234567.. e nunca

visualizar esses conjuntos
em desenho.

Pelo que me lembro, raiz quadrada de
2, e raiz quadrada de 3 sio
exemplos de Irracionais.

Ok! Apés caminharmos por essa
| segdo do museu falaremos mais|
| sobre esses conjuntos, inclisive
dos Reais.

Ola prefesser Dedekind! A aula de
semana passada fol muito boa!

Adora que falamos scbre
esses conjuntos, tratarei de
falar sobre este homem do
quadro.

Pedekind foi um matematico
que fez grande contribuicdo
para a sua rea.

Estive refletinde
bastante apés essa aula!

Se a diagonal de um quadrado, de

lado 1 cm, existe, ent3o como pode

ndo existir um racional que mensure
essa grandeza geométrica?

sobre a ideia de
contfhuo!
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© que serd que hd nas
grandezas geométricas que
as diferencia dos nimeros
racicnais?

Ahh sim/ aquela situagdo
da reta racional ser
incompleta!

Entendeu alguma
coisa?

Y
v

Irei ler a
teoria de
Eudoxo

O professor estd um pouco
frustrado pelos nimercs
irracionais ainda ndo
estarem bem definidos.

Apds estudar bastante sobre
a teoria de Eudoxo e outras
obras achc que estou
avangando scbre a ideia de
continueo

Alguns meses
depois!!!

Nossa! tive
uma ideia!

A ideia dele foi
a seguinte..

Imagine a
reta real!
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Classe A Classe B

................... Bhssesnesrnretarsensseense

ek -ll,bj.l.l&l-b R R

Classe B

Reta Real
>

Classe A

Cortando essa reta em duas

partes podemos separar os

nimeros racionais em duas
classes A e B.

mas se A nac tem um maior
elemento e B ndo tem um menor
elemento entdo o corte define

um nimero real irracional X.

Classe A Classe B
. SFeereerores .l. ....................... S Classe A Classe B
cta Real P NEE e I SO ———
L
= * [AYTERETRET Ml ETTTT Rt Res)
Classe A Classe B
. - . vasnssel  Brrsssessssstersrasrrennan C’aist A C’d‘sﬁ B

..............................

(Situnglio 1)
YT .l IREReR! s >

Classe A x Classe B

Se A tem um maior elemento
(Situagdo 1) ou se B tem um menor
elemento (Situagdo 2), o corte
define um nimero real racional X.

...de modo que todo nimero da
primeira classe A é menor que
todo nimero da sequnda classe B. |

Achei bem
interessante essa
idéia de Dedekind!

N
i

Sim! R

\

te!

Assim ficou conhecido os cortes
de Dedekind, cuja ideia mostra a
continuidade da reta relacionando

os nimeros racionais com os irracionais.

«

N
7

conhecermos era um
amigo de DedekKind.

Ent3o vamos continuar
andando, pois o préximo a
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Olha ele

Ele foi um dos primeiros homens que
contemplou a natureza grandiosa da
concepgdo de infinito.

Naturais N
01234568 ...

Pares

Sé pode ser o
conjuntos dos
Naturais! Claro.

Porque todos os
pares est3o dentro
do conjunto dos
naturais.

Cantor descobriu
vérios fatos ligados a
ideia de infinito.

além de algumas compreengdes
sobre os nimeros irracionais.

Diga pra mim, qual
conjunto tem mais
elementos, o conjunto
dos nimeros Naturais ou
o conjunto nimeros
Pares?

Esses dois
conjuntos tem a
mesma quantidade
de elementos.
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Naturais N
01234568 ...

Pares

02468 ...

O conjunto dos Naturais
tem quantos elementos?

e o conjunto
dos Pares?

Exatamente!
Além disso, é possivel

perceber que o conjunto dos
nimeros pares é contével, ou

Exatamente!

Mas atengdo! Nesse caso
essa relagdo pode ser
chamada de Bijegdo

Ent30 um conjunto é

contavel quando fizer
bijegdo com o conjunto
dos numeros Naturais

Ahhhh sim, entendi
agera.

Como os dois conjuntos tem
quantidade de elementos
infinita, ent3c eles tem o

mesmo tamanho.

Naturais N
0123 ﬂ-:i 6 ---

] ] ] '
" ] ] I L
] 1 ]
' ] i
vy oy

0246810

Pares

.
.
1
]
b

12...

...para cada elemento dele
pode ser asssociado a um,
e somente um nimero do
conjunto dos naturais.

Isso, € uma relagdo
de um para um, né?

Isso mesmo!

Os conjuntos que tem
essa qualidade se
chamam de Conjuntos
Enumeraveis.

falamos anteriormente s3o
enumeraveis

EE _.
’/b Seré que os conjuntos que
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Tio, @ 0S conjuntos
dos Inteiros, dos
Racionais e dos
Irracionais?

Serd que sdo
enumerdveis?

Cantor, desenvolveu um
estudo sobre issso.

Ele e Dedekind eram amigos e algumas vezes
se correspondiam para tratar de assuntos
matematicos que se iniciaram com
enumerabilidade de conjuntos.




Sé que desconfic que a
cardinalidade dos conjuntas
infinitos nem sempre & o mesmo.

Cardinalidade?

por exemple, ainda nde fol
demonstrado que o conjunto dos
Reais & enumerdvel, enquanto nde
for provade, ndo posso dizer
que ele tem a mesma cardinalidade
que outros conjuntos infinites.

Me refire ao tamanho
(quantidade de elementos)

Pode me explicar
melhor sobre as
cartas que me
mandou.

Scbre a cardinalidade do conjunte
dos Inteiros e dos Racionais.

Um conjunto & infinito se poder fazer

uma relagdo de biegdo com o conjunto
‘ nos naturais, pois este é infinito.

Pra mim, dois conjuntos que
tem quantidade de elementos
infinita, certamente tém o
mesmo tamanho.

ou melhor... tém a
mesma cardinalidade.

Vou lhe explicar
primeiramente scbre a
cardinalidade dos Inteiros.

Desse modo, devido os naturais e
inteiros serem Infinitos, dé pra fazer
uma bijegdo com estes conjuntos.




Mas essa

fungdo existe?

Consideramos a fungdo f:N'—Z, uma
fungdo definida por duas sentengas tal que

,.un[orpar

f(n) = {,-. S o R JNVnEN®

Portanto, posso dizer que o conjunto
dos Inteircs é enumerdvel, por ter a
mesma cardinalidade que os Naturais. |

Achei bem interessante isso, mas gostaria é
de saber come vocé censequiu demonstrar
que © conjunto des racicnais é enumerdvel!

| |
A Disse eu sei, _\ =
i meu amigo! |

i@i

© conjunto dos racicnais inclui
nimeres que podem ser escritos

Yamos para a
biblicteca, pra eu lhe
explicar melhor.

,ka

=
Realmente'

na forma de fragdo. Isso
compreende nimeros decimais
exdtos e as dfzimas.

Vocé também sabe que toda
fragdo é um par ordenado de
dois nimeros Inteiros.

Se todo nimero racional pode

ser escrito como fragdo, entdo

cada par crdenado de inteiros

pode ser associade a um (nico
nimere racional.

Imagine um guadro, onde
a primeira linha e a
primeira coluna sejam
nimeros inteires.

Por exemplo, 2/3 pode ser associado
ac par ordenado (2, 3), sendo este
composto de nimeros Inteiros.

E possivel associar cada par de

inteiros para formar fragdes, por

exemplo, os inteiros 1 e 2 formam
o racional 1/2.

bla bla bla




B ER =N

Ahhh entendi

Como todos os racionais podem ser
escritos como fragdo, e cada fragdo é
formada por inteircs entdo é possivel

formar todos os racicnais com esse quadro.

Percebi que algumas frag@es
ficaram de fora dessa associagdo

Nao associei fragtes coma 2/2,
3/3, porque representavam o mesme
racional, que j& havia sido
associado, que foi o 1/1. Assim
acontece com outras Fragﬁes_

L™ 1
N

g o o Tl

R
N

%
2/

Tragando setas nas fragdes do quadro,
percedi que poderia organiza-ias.

Dal, organizei em uma sé linha essas fragCes
(racionais) e finalmente consequi fazer uma
orrespondenma biunfvoca com os naturais.

Fol com essa compreengdo que
demenstrei que o conjunto dos
Racionais é enumerdvel.

Mas ainda n3c descobri se o conjunte
dos Reais & enumeravel. Tente ver se
vocé conseque, ta bom?/

OK! Vou tentar
resolve-lo.

Cantor refletiv bastante sobre o problema
que ele propés a Dedekind.

Mas ele préprio percebeu uma forma
resolver tal problema.

Ele escreveu uma carta para seu amigo
Dedekind.

Nesta carta Cantor revelou que tinha
resolvido o problema sobre os nimeros Reais.

Ele percebeu que embora alguns nimeros reais
pudessem ser associados bijetoramente com
o conjunto dos Naturais, por meio de uma
"diagonalizagdo" éra possivel encontrar um
nimero real nove que ndo
estivesse nessa bijecdo.

[elelelelelelelelelele] o
WONNONOD-G

.

e D0 DIOVVAWN-O

0,29323399213%

O nimero formado com a marcagao
diagonal é um exemplo.
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| Uma compreensdo que se obtem com este Ent3o quer dizer que embora todos

0 6... trabaiho de Cantor é que o conjunto dos esses conjuntos (N, Z e Q) tenham
1]0. < PRa Irracionais tem cardinalidade maior que infinitos elementos, o conunto dos
20,1 ‘ Irracionais tem maior tamanho?
30,84 2 —
410.01
510.63
60,01 = - ,
-9' 8'%% o | Entdo o conjunto dos
: 0'64 Irracionais é maior

041 0.00 = | e dos racionsie?

1. ]0.98 .. |
2 2

Assim ele percebeu que o conjunto dos Reais
ndc é enumerdvel e que sua cardinalidade é
maior que dos Naturais, Inteiros e Racionais

Sim, mesmo sendo conjuntos de
quantidade de elementos infinita.

Sim! Por isso que aquele
desenho que pensou
anteriormente estd errado.

Porque & conjunto
dos Irracionais tem
que ser maior!

Entdc j§ entendi o
desenhe a se fazer. R
Na verdade acho até que esse desenho
ndo estd perfeitamente correto, pois
Cantor mostrou que os conjuntos N, Ze &

T80 mesmo, possuem a mesma cardinalidade.

Rafael.

O conjunto dos irracionais
pode ser dividido em
irracionais algébricos e os
nimeros trancendentes

Me lembrei de falar sobre
os nimeros algébricos e
transcendentes A palavra "Algébricos” me lembra
polinomiais que estudei na
escola. Tem alguma coisa a ver com
nimeros irracionais algébricos?

Mas tio ndio tem como pegar 6 uma parte do
conjunto dos irracionais e numerd-los? (fazer
bijegdo com o conjunto dos Naturais)

Tem tudo a ver! | -2=0
* Sim! As solugGes
Sclu%es-xs 2] sio 2 e -2
x=V¥2 ou x =-\y2

Isso mesmo! além do
mais, essas solugdes sdo
Os niimeros irracionais nimeros irracionais.

algébricos sdo aqueles
irracionais que sdo solugdes
de uma equagdo polinomial
Sim! Sim! Mas agora que percebemos

que V2 é solug3o dessa equagdo
polinomial, podemos chama-lo de
nimero irracional algébrico, né?

\

Imagine por exémplo a equagdo
polinomial x2-2 = 0.
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Isso mesmo!

Podemos até afirmar
que o conjunto desses
nimeros é enumerével.

Nossa que
legal!

O nimero TU é um exemplo, mas

outro momento voltamos a esse

museu pra conhecer melhor sobre
ele.

Mas n3o podemos fazer
essa afirmagdo para
todos os iracionais!

Pois, existem aqueles que
ndo sdo solugdes de uma
equagdo polinomial.

Ahhh claro que ndo,
na verdade existem

infinitos outros.

374

Esses nimeros irracionais sdo
chamados de transcendentes!

Podes me dizer um
exémplo de nimero
transcendente?

Tio, eu j& ouvi falar, na escola, de
alguns niimeros irracionais como V7,
, V5. Eu queria saber se sdo sé
estes nimeros irracionais que
existem?

Imagine uma reta
onde existem
racionais e
irracionais




Se considerarmos
somente os nimeros
dentro do intervalo
entre V2 e V3...

E possivel afirmar que
existem infinitos
irracionais dentro dele.

Dentre os irracionais
desse intervalo temos,
por exemplo, V2,2 e V2,7

Agora que te apresentei um
pouco sobre a histéria dos
nimeros irracionais, vamos dar
uma pausa para depois conhecer
outras areas desse museu.

O nome desta propriedade

se chama Densidade, entdo

podemos dizer o conjunte

dos nimeros irracionais é
denso.

Que incrivel!




(séc V
perceberd

de medid

podem me

exata, ou sejc
ndo racionais, sen

o primeiro descobrirem.

Caminho tragado nesse capitulo

Richard Dedekind

Vimos que o matemé
apresenfou uma nogao
chamada hoje de Cort
que € uma abord de
numeérica real, fendo
0S racionais e o que sdo oS

dSSlm Rle identificou que o conjunto dos

".infelros e o conjunto dos racionais sdo

l ’

>xemplos de conjuntos enumerdveis, jd

N
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(séc V

perceberg

de medid

podem m

exata, ou seje

ndo racionais, se!

o primeiro descobrirem.

Capitulo Anterior

o matemdtico Cantor

a nogdo de

dade aos conjuntos dos
inteiros, racionais e reais. E

assim ele identificou que o conjunto dos

ros € o co

, junto dos racionais sdo
emplos de conjuntos’ enu

dveis, jd

oS

378
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Richard Dedekind
Vimos que o maten
apresentou uma nogdo in
chamada hoje de Cortes Z
que & uma abordagem de analisar
numérica real, tendo em vista o que
0S racionais e o que sdo 0s irraciona




Mapa do trajeto que sera seguido nesse capitulo

| Numeros Irracionais
Famosos
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A histéria comega com Rafael e seu Tio no Museu dos nimeros Irracionais, onde eles se
encontram na frente da segdo sobre Ndmeros Irracionais Famosos.

Numeros Irracionais
Famosos

Vameos entrar agora

na segdc sobre
nimeros irracionais

Famosce Vamos 18!

Nuwnieros lrracionais

Numeros lrracionais
Famosos

Famosos

Vamos
sim, tio.

Esse aqui é o numero TT. Esse simbolo é
uma letra grega que pronunciameos de pi e
que representa a inicial da palavra grega
periphéreia, que significa circunferéncia.

E o que
significa
esse
nimero?
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Ele é um nimero
irracional, que
representa uma
razdo...

...imagine uma
circunferéncia com
um didmetro!

Circunferéncia

diametro

Agora imagine que vocé
estica a circunferéncia até
formar uma linha reta.

1T

. 4 Circunferéncia

didametro

Adora me responda: quantas
medidas do didmetro se pode
formar com o comprimento dessa
circunferéncia?

Circunferéncia

diametro

Acho
que trés

na verdade,
3 e mais um
pedacinho.

:
4 AN

Isso mesmo! ]

" )

T

Esse nimero que vocé tentou
encontrar é a razdo entre o
comprimento da circunferéncia e o
comprimente do seu didmetro!

A\

/4

Este & o nimero TU
= cuaiu simbolo foi
usado pela primeira
vez por Euler
em 1748.

Mossal

e quanto

ele vale?

ele vale 3,14159 26535 89793 23846
26433 83279 50288 41971 69399
37510 58209 74944 59230 78164

06286 20899 86280 34825...

V.
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....34211 70679 82148 O8651
32823 06647 OF384 46095
50582 23172 53594 O8128...

Pare! por

favor!

nunca acaba?

N3o mesmo! esse
nimero tem casas
decimais infinitas.

4

-

.

ele é um nimero
irracional.

V

Vamos conhecer um pouce
mais sobre a histéria
desse nimero?

Ent3c vamos
continuar caminhando
por essa segdo!

L<

s6 é possivel
determinar um
valor aproximado.

Essa tabua é
da epoca
Babildnica

Tébua suméria de Suza
(393¢)

)

7

em 1936 na cidade

Ela foi encontrada
de Suza no Ira.

382

Os Babilonios foram um
povo que viveu na
Mesopotamia por valta de
2000 a 1600 a. C.

Tabua suméria dé Suza
(1936)




Essa tdbua traz informagdes de que a
razdo entre o perimetro de um hexagono
(Ph) regular e o perimetro de uma
circunferéncia circunscrita (Pc) ao mesmo

hexégono era de .25_

3

(3136)
Imagine por um
momento essa

situagdo!

Ent3o se eu fizer a razdo entre o
perimetro do hexagono e o
perimetro da circunferéncia

r_
teremos —£-= 2Ty p-

Agora perceba que o
comprimento do hexdgonoé
de 6 vezes o raio da
circunferéncia (Ph = 6.r)

4 N
Apés igqularmos essa razdo
com a razdo que eu disse
estar presente na tabua
concluimos que o valor da

4 aproximagdo de 1t que se
encontra implicito na +abua
era de 3,125,

Os Babildnicos na antiguidade também faziam cdlculos para se determinar a drea de circulos

em muitas situagoes.

'("J S —

= S f"! 3.(R3) )

m




Existem evidéncias que apontam que o método usado por
eles para calcular a drea do circulo era multiplicar 3 ao
quadrado do raio. Neste caso eles consideraram = valendo
3, mas....

..a tabua de Suza que
observamos, anteriormente,
mostra que eles utilizavam
também 3,125 para indicar o
valor de m.

‘abua suméria de S

g Nossa que

-

interessante!

Agora que vocé falou dos
Babildnicos... pode [/

aproveitar o momento e
falar dos Egipcios, né?

Eles também
conheciam sobre ‘
oT?

A

Tabua suméria de Suza
(1936)

Sim! Conforme

as evidéncias,
sim!

drea do circulo era uma necessidade prdtica.

Os Egipcios nha antiguidade armazenavam alimentos em celeiros cilindricos. Como a base de um
cilindro circular reto é um circulo, entdo conhecer um método que permitisse determinar a




Essa expressdo determinava o valor
o aproximado da drea do circulo.

Em linguagem moderna esse cdlculo

16 Essa e tantas outras situagfes, representaram
considera o valor de 7 igual a (?)2 que

possiveis motivagdes que indicam uma compreensto da
vale aproximadamente 3,160493. ideia de  pelos Egipcios.

ey

'I . ammm A
1. vale aproximadament aSER:
\+2 ( )
\ 3,160493 J
_ —
Nossa! Mas como Mas n3o sé os Egipcios
esses egipcios e os Babilénios que

entendiam de

. matemétical
i--_
)

As grandes obras de
construgdo mostram
que entendiam bastante,
mesmo!

tinham conhecimento
sobre o pi.

Os chineses
Também
tiveram.

Na China antiga fambém havia um entendimento sobre o nimero 7.

—'V
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Na China, Liu Hui (ca. 220 d. C.), um copiador de livros, conseguiu obter o valor 3,14159 para

7 a partir de um poligono de 3072 lados.

IEH----—--——H

Mas no final do século V que o
matemdtico Tsu Ch'ung-chih chegou a
um valor mais préximo, sendo obtido
pela razdo 31—535

355 vale aproximadamente

13

3,141593

Que incrivel
essa histdria.

Arquimedes era

h d. sm matematico, fisico,
engenheiro, inventor, e
) astrénomo.

I

Mas ela ainda
ndo acabou.

Existiu um matemético na cidade
de Siracusa, na regido da Itélia,
chamado Arquimedes
(287-212 a.C.)...

L

Ele também tratou
do significado de T
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Circa
https://pt.wikipedia.org/wiki/220

Arquimedes tratou do significado de = de maneira magnifica.

a partir de um método geométrico criado ...tratou do valor de = de maneira cientifica.
por ele mesmo...

—_— T
humm! ﬂ'ohqono Circunsctito

ZFmag ine um'a il Poligono Inscri b\
circunferéncia.

5
y

N —— Q
(]

Agora imagine dois poligonos
requlares de 4 lados (n=4).
Um deles incrito na
circunferéncia e o outro
circunscrito nela.

Agora aumente para o
dobro do nimero de
lados desses poligonos
(h=8).
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e o , g
y Pohgono Circunscrito —

e
o "
N,

Sy,

= ’“'-..

Pohgono ercunscmo -

e ;' ;}f - Q
A ’j Poligono Fnscr}&n\ =
4 / \
s \ .'
<\|.‘ ‘ )
{ .,\\\ /
| ‘t\ .-"
L \‘ .-’
T— S /
i s.‘\% —-,r'/
— - _,
C

Agora aumente novamente
para o dobro do nimero
de lados desses
poligonos (n=16).

-~ /.:
' // Poligono J'nscnt& )
f‘.' |

n=16 i
! f

Agora aumente novamente
para o dobro do niimero
de lados desses
poligonos (n=32).

" Poligono Circunscrito

y

> \\\

Poligono Inscrito,
O que Y
n=32 4

'I

percebeu?

Nossa! Que incrivel!
Os poligonos estdo ficando
préximos da circunferéncial

1

Quase nao ha
mais diferenga
visual entre eles.

L /I/ )

Arquimedes percebeu que o perimetro do
poligono inscrito (Pi) é menor que o
perimetro da circunferéncia (Pci), e este, é
menor que o perimetro do poligono
circunscrito (Pc). Assim, ele delimitou um
intervalo para o valor de Pci, isto é, do
perimetro da circunferéncia.
y

Pi ( Pci ( Pc
Assim ele consequiu determinar
uma aproximagdo para TU

Arquimedes repetiu o processo que lhe falei, com poligonos inscritos e circunscritos de até 96

lados, até perceber que o T estd entre 3,140 e 3,143
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Esse método € conhecido como "método cldssico . .
i ) . Digamos que o grande reconhecimento
para o cdlculo do nimero m". pelo trabalho dele estd no Fato de

: o= — ele n3o tentar apresentar o valor
[ =l

exato de [, mas somente um limite
inferior e um superior para este
nimero.

\_

[ em—ia 1
Vamos continuar Estd gostando
andando por este = do passeio,
museu, ok? Rafael.

1

Ora! Ora! Veja s6, esse é um
dos livros de uma colegdo
chamada de Almagesto escrita
por Ptolomeu (85-165 4.C.),

Quem foi esse
tal de Ptolomeu? 55

Almagesto

Nossa é
bem antiqo.

Foi um cientista,

astrénomo e gedgrafo

grego que viveu em
Alexandria.
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Assim como Arquimedes, Ptolomeu também trabalhou com circunferéncia em seus cdlculos.

Nesse livro que se encontra
nesse museu, Ptolomeu fez
uma aproximagdo notével
sobre o TU

Almagesto

O valor foi obtido a partir de
uma tabua de arcos de uma
circunferéncia, correspondentes

aos angulos centrais.

Tente imaginar um
arco determinado
por um anqulo
central.

Arco Q
angule |
entral |

Adora imagine o
arco de um anqulo
central de 360°

——

4 -
/Arco _ Comprimente da Circunferénecia |
total
I'\H.\
360° ]
A
N
//!
Foi a partir
dessa situagdo
que...




...Ptolomeu dividiu o
comprimento total do arco
quande o angulo central era de
360 graus, pelo didmetro da
circunferéncia.

Almagesto

Obtendo, a
aproximagao
3,1416 para Tt.

377

vale aproximadament
120
| 3,1416 *‘".x |

- l‘:_'__J-

@Euem é
aquele cara?

[ Ahhh aquele? )

Lambert

Esta é uma imagem de
Johann Heinrich Lambert
(1728-1777)
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Lambert foi um matemético francés, que
provou, em 1761, que Tt é irracional.

Lambert percebeu que se um arco
"x" tivesse medida racional entdo
a tangente desse arco "tg(x)"
teria medida irracional.

Nossa! Acabei de
perceber algo muito
interessante!

Assim, caso a tangente desse arco
n3o fosse irracional, certamente a
medida dele seria irracional.

Como a Tg(T/4 ) = 1 ndo
é um ndmero irracional
ent3o /4 é irracional,
portanto Tt é irracional.

Assim, Lambert
demonstrou que TT é um
nimero irracional.

Pelo jeito, essa
cara era muito
sabido.

Os outros
também.
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j& aquele bem ali, é Ferdinand
von Lindemann (1852-1939)

Lindemann foi um
mateméatico que provou
que Tt € um nimero
irracional transcendente.

Sei também que
5 T
» e+ 1=0

Sabendo que o nimero "@" é transcendente, e
dispondo da "identidade de Euler", ele provou
que o T ndo pode ser raiz de um polindmio.

Pelo que vi, 0o TT
tem uma grande
histéria

Ahhh, isso é
verdade.

ou seja, Tt é um nimero irracional
transcendente.

FIM DA
HISTORIA

MAS A
HISTORIA
DO T
CONTINUA

Esta histéria em quadrinhes é
apenas um recorte histérico
de alguns fatos e evidéncias
importantes que contribuirampara
a compreensdo atual do nimero

T
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Caminho tragado nesse capitulo

| Numeros Irracionais
Famwosos -y )

Vimos que este nimero
irracional trata de uma
constante  obtida pela
razdo do comprimento de

qualquer cir‘cunfer‘éncia,\ @

pelo compr;:]'nenfo de seu
. _____ préprio didmetro. :

Tabua suméria de Suza
(3936)

Johann Lambert

Vimos que o matemdtico 7(pi)le sua i—listér‘i
chamado Lambert (1728- g

Ferdi Vimos hd evidéncias que em
Lindemann 1777)  desenvolveu [ vdriés povos: (Babildnios,

angente gde ipcios, Chineses, etc)
Vimos que Lidemann (1852\- rcos de circunferéncia, hoive algumaf‘ nogdo T
1939) a partir do estudo e modo que ele nsegdip como um niiero ou rel cdo
de trabalhos de outros provar que m é irracional. . envolvendo  razdo | de

matemdticos, proﬁ que ’

! grandezas.
¢ transcendente. '

chamado Ptolomeu (85-20
d. C.) apresentou no seu
livro Almagesto uma forma

de obter ﬂlﬂm\)«'rnnag&'o de
7 a partir da ma igulagﬁo

de arcos de circunferéncia.
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~ Capitulo Anterior

Vimos que este nimero
irracional trata de uma

constante  obtida pgla
razdo do comprimento de
qualquer circunferéncia,

[
Ferdinand von .\
Lindemann
Vimos que Lidemann (1852-

1939) a partir do lestudo
de trabalhos de outros
matemdticos, provou que
€ transcendente. §

4
B
i

O

Johann Lambert

Vimos que o matemdtico

chamado Lambert (1728-

1777)  desenvolveu  um~""
gente de

rcos de circunferéncia, N

e modo que ele conseguiu
provar que € irracional.
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pelo comp:]-nento de seu
préprio didmetro.

Tdbua suméria de Suza
(3936)

n(pi)|e sua Histéri
Vimos hd evidéncias que em
vdriés povos! (Babildnios,

ipcios, Chineses, etc)
" houve algumc}:' nogdo T
T~ como um ndimiero ou relagdo
envolvendo  razdo | de
_grandezas.
/\’M(

P

Almagesto
Vinos que o mate
chamado Ptolomeu (85-2
d. C.) apresentou no seu
livro Almagesto uma forma
de obter a aproximagdo de
m a partir da manipulagdo
de arcos de circunferéncia.




Mapa do trajeto que sera seguido nesse capitulo

Nuwmeros Irracionais
Famosos
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Esse é o famoso () um nimero
irracional que é representado por
esse simbolo e pronunciado de fi.

™~
1

Uma aproximagdo do seu
valor é 1,6180339

Ele também é chamado de

proporgdo aurea, nimero de ouro,

nimero divino, dentre outros
nomes.

Por qué ele recebe
esses nomes?

\
,Qv
=

Pra explicar isso teremos que
caminhar um pouco mais por
essa area do museu.

Siga-me \

Veja sé essas
imagens.

Elas representam
desenhos e
pinturas famosas

398




Mas, o que elas
tem a ver com o
nimero ¢?

A

Vou lhe
explicar

Essa figura perto de voc
Ilhe parece familiar?

Essa igura
parece de
uma piramide)

- _~.¢'.l 'l l / ’

E uma imagem da famosa
piramide de Quéops, construlda
entre 2551 e 2528 a.C, pelos
egipcios, considerada uma das
sete maravilhas do mundo antigo

de

Essa pirdmide foi construida

valia aproximadamente 356,08
cibitos e a dpotema de suas
base (m) valia 220 cibitos.

g = 356,08 cubitos
m £ 220 cubitos

modo que sua apétema (g

0 Cubito foi uma unidade de medida usado pelos egipcios a cerca de 2000 a.C..
0 Cibito egipcio equivale a meio metro aproximadamente.

g = 356,08 cubitos
m = 220 cubitos

Perceba que se dividirmos
o valor de g pelo valer de
m, o resultado é
aproximadamente 1,618.

z”,r{
{

/!

d '," :\\'-. ~,

AN N
BN
P AN
Y .

g = 356,08 cubitos
m = 220 cubitos
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J__ 356,08 4613
L 220 .

Nossa! Que
incrivel, tiu.

do ¢.

Esse € um valor
bem aproximado

{ Exatamente!




Olha essa
outra imagem!

g

Antes de explicar sobre este
monumento, irei falar sobre uma
figura geométrica importante, o
Retangulo de Ouro!

sesctocsa P
-.‘......'v.
a'a¥a%a"a"a"% "

Esse retangulo possui

esse nome, pois a razdo
entre o comprimento e a
largura é o valor de ¢.

Este monumento se chama

Partenon, um templo grego,

construido por volta de 447
a 433 a.C

Imaginando um retdngqulo que

possui comprimento medindo

1+V5 e a largura medindo 2,

temos que esse é um exemplo
de Retangulo de Ouro.

Ah entendi!

Retangulo de Ouro aparece
em diversas estruturas de
edificagdo, como...
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..como o Partenon
que eu tinha citado
anteriormente.

Isso é tdo verdade que
é possivel formar vérios
Retangulos de Ouro nessa
estrutura.

Muitos pintores do Renascimento,
na época XV, se inspiraram
na Antiquidade Classica, e com
isso, suas obras, destacavam o
corpo humano na escultura e
na pintura.

Muitos deles, uniram matemaética
e anatomia, estudando as leis
de perspectivas, proporgdo
e construgdo do corpo humano

RN

Essa estrutura
arquiteténica quarda uma
compreens3o estética e

matematica ligada ao
ndmero fi.

/AN

Nossa! Esses
greqgos eram
incriveis!

Eram mesmo.

na vedade, é possivel
formar varios
tridngulos de ouro
nessa imagem!




Essa ndo é a Unica
imagem que possui tal
relagdo com o ¢..

Também foi
Leonardo
da Vinci.

Esse desenho se
chama "O homem
Vitruviano".

Essa imagem aqui
também possui
relagdo com o ¢.

Quem foi o
autor desse
desenho?

Nesse trabalho, Leonardo da Vinci desenhou
o corpo de um homem dentro de um circulo
e de um quadrado, com bragos e pernas
estendidos, tendo o umbigo como o centro
do circulo, demonstrando a proporcionalidade
entre as partes do corpo.

Assim como essa imagem mostra,
para algumas pessoas a percepgao
de beleza no corpo humano aumenta

quando se obtem um valor mais
préximo possivel do ¢, ao se
determinar a..

...a razdo entre a altura de uma
pessoa e a medida do umbigo até o
chdo; a razdo entre o comprimento do
brago e a medida do cotovelo até a
extremidade do dedo médio; a razdo
entre o comprimento da perna e a
medida do joelho até o chdo; etc.

Que incrivel
tudo isso!

Mas, me diz
uma coisa, tiu!
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O pentagrama tem | .
relagdo como ¢ ?

-!‘

O que eu quero saber, é
como surge © nimero de
ouro nessa figura
geométrica?

C

A raz3o entre AD e DF
corresponde ao ¢.
Assim como a raz3o

entre AD e DC

Essa ideia se repete para
outros segmentos semelhantes
do pentagrama.

O pentagrama é uma figura
geométrica com o formato de
uma estrela e pode surgir

dentro de um pentagono
reqular.

Disso, eu
sei, tiu!

Imagine um
pentagrama.

cujos vértices sdo:
A B CDEF,G,
HIekK

entdo podem aparecer infinitos

nimeros de ouro, pois para cada

pentagrama, sempre pode haver

um outro pentagrama em sua
parte interna, né?!




Nossa! Vocé é
bem esperto.

Nossa! Que figura
interessante.

Olha sé, essa figura é de
uma espiral construida a
partir da sequéncia de
Fibonacci.

Essa sequéncia de
nimeros me
parece familiar

A sequéncia de Fibonacci sdo os
nimeros 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13... e
por ai seque infinitamente.

Ahhhhh! Agora me
lembrei dessa
sequéncia numérica.

Cada elemento, exceto
o primeiro,é a soma
dos dois elementos

anteriores.

Vocé j& estudou esses
nimeros, entdo, né?

Mas n3o sabia que com
esses nimeros poderia
formar uma espiral.




elementos dessa sequéncia,

podem ser organizades de modo

que pode ser formadeo uma
espiral.

Mas, tio, qual é a relagdo
entre essa sequéncia de
nimeros e o $?

Calma rapaz!
Vou |he explicar.

o que percebeu ao observar
as razodes: 1;2; 1,5: 1,6...;
1,6; 1,625 7

Esta ficando
préximo do
nimero ¢.

repare que os nimeros que
vocé vé no centro de cada
quadrado equivale a medida
de cada lado

que sera que acontece se eu
determinar a raz3o entre cada
elemento e o elemento anterior
da sequéncia de Fibonacci?
1,1, 2 35 8 13, 21...

Observe o sequinte:
1/1=1; 2/1=2; 3/2 = 1,5;
5/3 = 1,6...; 8/5=16;
13/8 = 1,625;

Esse nimero é
incrivel! Cada vez
me surpreende mais!

Exatamente!

Ah! agora imagine

algumas situagdes

na natureza em que

surgem uma figura
em espiral?




Uma concha
de caramujo.

Espirais que se enquadrem em um

retangulo de ouro, semelhante 2
espiral formada com a sequéncia de
Fibonacci, tem a mesma propriedade
ligada ao nimero ¢.

Gostei muito de
conhecer o nimero ¢.

Muito interessante
mesmo!

Sim! é muito legal
sua histéria, além de
muito extensa.

Esse painel com essas Mas ainda ndo se tem
figuras é sé um pequeno resposta de vérios
recorte de vérias situagOes questionamentos sobre

em que ele foi associado ou | esse nimero.

utilizado.

Como por exemplo, o porqué
de estar ligado a ideia de
perfegdo, ou também, o
porqué de estar t3o presente
na natureza.
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Na verdade os valores que
geralmente encontramos do ¢
sdo sé aproximagdes de seu
valor numérico, devido ele ser

irracional, portanto ndo é exato.

entendi
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Caminho tragado nesse capitulo

Numeros Irracionals
Famwosos

et

Vimog que 0 ¢ é um nimero
ional/ considerado por

AplicagBes do ¢(fi)
Vimos alguns dos ! vdrios
exemplos de utilizagdo do
¢ em obras de ar'f‘e,s na
arquitetura, em figuras
geométricas e na natureza. h
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APENDICE G - O museu dos Irracionais - Parte IV

O Museu dos Numeros
Irracionais - Parte IV
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Capitulo Anterior

Numeros Irracionals
Famosos
»\

Vimog que 0

irrgcional/ considerado por

—_

¢ é um nimero

AplicagBes do ¢(fi)
Vimos alguns dos ' vdrios
exemplos de utilizagdo do
¢ em obras de ar'}‘e,‘ na
arquitetura, em figuras
geométricas e na natureza.

410

< o




Mapa do trajeto que sera seguido nesse capitulo

Numeros Irracionais
Famosos

I
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Veja, Rafael,
reconhece

esse nimero?
J

Este é o famoso
"Nimero de Euler" que
é simbolizado pela

letra "e".
OK! Mas qual o valor dele?

O valor dele é
2,71828182845904
5235360287471352
662437757247093
699959574966967
62772407663035

parei ..354759457138

Continuando onde eu| OK, tio, j&

pode parar

Ja entedi que esse nimero
nunca acaba, da mesma maneira
que os demais nimeros
irracionais desse museu.

oS

Exatamente! Além de ndo
haver repeticdo periédica. Mas
vamos resumir esse nimero a
uma aproximag3o de 2,71.

Agora me conte um
pouco sobre a histéria
desse nimero irracional.

Ent3oc vamos continuar
andando, siga-me!
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N Esse aqui é Jakob Bernoulli
D Veja sé esse um matematico muito
- sugeito! inteligente.

Jacob Bernou.!
(1654-1705)

Quem
é ele?

Em um de seus trabalhos envolvendo
Capitalizagdo Continua, que tratava de juros
compostos, ele montrou a existéncia de uma

fato muito interessante.

Imagine a segquinte situagdo: um capital de 1
real aplicados a uma taxa de juros de 100%
por ano. Em um tempo de 1 ano esse capital

chegaria em qual valor?

Vocé lembra da férmula do
montante, quando aplicamos
juros compostos em um capital?

Vejamos entdo ...
Substituindo na
Férmula eu teria...

Jacob Bernoulli

e B L L

M=c( +i)

Agora imagine que eu mude a
unidade de medida desse mesmo
tempo de 1ano para semestre, ou
seja, para 2 semestres, qual seria
esse valor?

]r M=C(1+i)t

Semestral

m=1(1 + 5

M= 1(1+ &
=225)
W22
No=
Essa é facil, s6 dividir a taxa dos 100%
pelos dois semestres e substituir o tempo

(t) por 2, obtendo um montante de 2,25,
R——

Pronto, j& resolvi, o montante sera
2 reais, que significa que o capital
chegard a um valor de 2 reais.

M=C(1 +i)'
M=1(1+ 100%)’
M=1(1+1)

Isso mesmo,
Rafa!
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E se agora eu mudasse a unidade de
medida desse tempo de 1 ano para
meses, ou seja, um total de 12
meses, quanto seria 0 montante?

E s6 aplicar a mesma ideia
feita por mim anteriormente.

Jacob Bernoull
(1654-1705)

AN

Vou obter nesse caso um montante
aproximado de 2,61 reais.

y Anual Semestral Mensal
. = oy 1 100/ 100/o|
M=1(1+100%) p=1(1 +' L% M= 11 +35-
1 )
M =1(1+1 2 i
(1+1) M= 1(1 +T] M=1(1 + E)

M=C(1 + i)'

Existe alguma
coisa familiar
nesses valores!

M=C(1 + i)

.ﬂ:nual Semestral Mensal
n =1r;5-f"f"$ﬁn%11 m=1(1 +192%2 =11 47,
W= 1 1} M=1[1+T}2 M=1(1 +

Vocé j& deve ter percebido que a
expressdo que estamos trabalhando
nessa situagdo é ( 1+.%)t

A7

Exatamente! E quanto maior o

perfodo (t) nessa expressao,

entdo mais préximo estaremos
de e, nessa situagdo!

.
Ahhh j& sei, sdo | , o
aproximagdes do nimero que Sei sim, sendo que
meu tio falou anteriormente. para t = 1, o valor numer 'Co’é 2;
,r para t = 2, o valor numeérico & 2,25;
para t= 12 chegaremos préximo de 2,61. |
J __|
Jacob fez esse mesmo estudo de
J4 percebeu alguma tal modo que e.le. mostrou que se
: o aumentarmos infinitamente o tempo
coisa familiar ,
e - n, o valor numérico da expressado
] ® serd um valor entre 2 e 3.
) o
ull\ Jacob Bernoul)\
- S3o aproximacdes (1654-1705) /
< do nimero "e". )
=
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Quando o periodo de tempo n se
aproxima de infinito o valer resultante
dessa expressdo se aproxima de um

valor que esta entre 2 e 3.

Embora Jacob n3o tenha criado
necessariamente o nimero e, sua
discoberta forneceu um dos
primeiros vislumbres da relagdo

que origina este nimero.

(1654-1705)

i"

Agora vamos andando mais um
pouco, para conhecer o
principal matemético a

contribuir para a concepgdo
do nimero e

[ E aquele alf. ]

|

No infcio do passeio por essa érea,
eu te disse que o nimero "e" é
chamado também de Nimerc de

Euler, lembra?

415




Pois é, este matemético se chama
Leonhard Euler, que foi aquele em que o
nimero "e" se popularizou, e com isso foi

chamado de Nimero de Euler.

Um ndmero? Como pode ¢

resultado da expressdo
(L+3)"

quando n se aproxima de

infinio ser um nimero?

Imagine a seguinte soma

1+1+1+1+...+1
Ty 0N

Nossa!

Foi um matemaético incrivel, que
fez indmeras contribuigdes
para a matemaética.

A

\

Uma dessas contribuigBes foi a
concepgao do "e" como nimero
propriamente dito, além de provar que
ele é irracional.

Essa soma foi descoberta por
Tsaac Newton (1642 - 1727),
em 1665, como uma forma de
escrever a expressdo (1+%)'

para um derminado n.
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Ahhh! Lembrei que essa expressido
é aquela estudada por Jacob, onde
quando n aumenta infinitamente o
resultado dessa expresséo estd no
intervalo entre 2 e 3.




Exatamentel Sabendo que essa expr'e.ssﬁk
pode ser escrita naquela soma proposta
por Newton eu consigo determinar uma
boa aproximagdo para esse nimero que
se encontra no intervalo entre 2 e 3.

Ahhhhl Entdo por isso que estd
escrito no teu livro o ndmero
2,71828182845904523536028

Sim, eu escrevi ele somente com
23 casas decimais, mas como ele
nunca acaba, entdo simbolizei pela
letra "e".

Se cu falasse de todas
as contribui¢des de Euler,
iria ficar falando o dia inteiro.

Mas, Euler fez muito mais que
provar a irracionalidade de "e".

Agora vamos finalizar nosso

passeio conhecendo mais um

dos ilustres mateméticos que
contribuiram para o
entendimento de "e".

I
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Foi ele quem criou uma relagdo
que envolve trés nimeros muito
famosos, , e, i e o 1.




Charles Hermite!

Charles Hermite, um notavel
matemético que fez uma contribuigdo
magnifica sobre uma das qualidades
de llell

u

Fiquei sabendo sobre seu
trabalho envolvendo um
assunto que me interessa
muito, que € o nimero "e".

Nossal que incrivel!

Quer dizer que o "e" ndo pode
ser obtido como solugdo de uma
equagdo polinomial.
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ey Exagtamentel E como ele
ndo € algébrico, entdo posso
chama-lo de transcendente.

...influenciou na comprovagdo da
transcendéncia de 7t por Lindemann, que foi
um dos mateméticos que vimos na area do
museu que fala sobre o TT.

A descoberta de
Hermite foi t3o
importante que...

Ahhh eu
lembro!

A histéria do "e" ndo se resume as
contribuigdes feitas pelos matematicos que
conhecemos hoje, mas infelizmente temos que
encerrar nosso passeio, pois © museu ird
fechar por hoje, ok!?
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mais

Outro dia, voltamos para conhecer

sobre a histéria e curiosidades
sobre nimeros irracionais.




Caminho tragado nesse capitulo

Numeros Irracionais
Famosos

[ | \ . Leonhard Euler p
% Vimosque foi com os trabalhos de /
Euler que o nimero e se
" popularizou, tendo ele provq_do"d
irracionalidade de e, e também o

como

Charles Hermite

/ Vimos que Vimos qué Hermite foi ym notdvel
particular /| de  capitalizagdo matemdtico que provou que o

continua C/= (1 + %)‘, onde, quanto nimero irracional e é
resultado dos

trabalhos Lindemann a

..........

Gmero de Euler (€)
$ que o'nimero e é um
nimero  irracional  de
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APENDICE H - Termo de Consentimento para participac&o na aplicacdo da
Sequéncia Didética

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé estd sendo convidado (a) para participar de um experimento didatico
intitulado O Ensino de Numeros Irracionais por Atividades para o ensino de
Numeros Irracionais, sob a responsabilidade do pesquisador Rafael Lameira
Barros.

Nesta pesquisa nds estamos buscando aplicar uma Sequéncia Didética voltada
ao Ensino de Numeros lIrracionais. A sua colaboracdo na pesquisa sera
responder atividades solicitadas.

Em nenhum momento vocé sera identificado.

Ndo h& riscos. Os beneficios serdo a aprendizagem sobre o assunto de
Numeros Irracionais, bem como de outros assuntos que se relacionam com
este.

Vocé é livre para deixar de participar da pesquisa a qualquer momento sem
nenhum prejuizo ou coacao.

) de de 2021.

Assinatura dos pesquisadores

Eu, aceito participar
da Sequéncia Didatica citada anteriormente, de forma voluntaria, apds ter sido
devidamente esclarecido.

Assinatura do Participante
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