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TAREFA

1- Responda: O que significa resolver um sistema linear?

2- Construa duas retas no GeoGebra seguindo as instrugdes:
a) Crie seis controles deslizantes (por exemplo a, b, ¢, d, e, f), configure para que eles sejam
ndmeros “inteiros” e variem de -30 a 30.
b) Digite no campo “entrada” a equagdo ax+by=c. Note que a, b e ¢ (chamados coeficientes
da equacgdo) sdo os controles deslizantes criados.
c) Digite no campo “entrada” a equagdo ex+dy=f. Note que e, d e f (chamados coeficientes
da equacgdo) sdo os controles deslizantes criados.

3- Utilizando as retas construidas acima, verifique e comente a solugdo e a classificacdo de cada
um dos sistemas lineares trabalhados na aula passada:
) {2x+3y=5 b) {—2x+y=3 ){ 2x +3y =5
—x+4y =14 6x—3y=5 —4x — 6y =—10

4- Abra um novo documento no GeoGebra, vd em “exibir” e selecione “janela de visualizagdo
3D”. Construa trés planos seguindo as instrugdes:
a) Crie doze controles deslizantes com as mesmas configuragdes usadas no exercicio 2.
b) Digite no campo “entrada” a equacdo ax+by+cz=d. Note que a, b, ¢ e d (chamados
coeficientes da equacdo) sdo os controles deslizantes criados.
c) Repita o procedimento anterior para criar os outros dois planos, lembre-se de mudar os
nomes dos controles deslizantes para cada plano.

5- Mova os controles deslizantes de forma que os trés planos figuem paralelos distintos.
a) Anote as equacgdes desses trés planos e compare-as.
b) Que tipo de solugdo temos para este sistema de trés equacgdes lineares?
c¢) Como podemos classificar esse sistema?

6- Mova os controles deslizantes de forma que as trés equacdes fiquem multiplas.
a) O que aconteceu com os planos, qual a posi¢do deles?
b) Que tipo de solugdo temos para este sistema de trés equagdes?
¢) Como podemos classificar esse sistema?

7- Mova os controles deslizantes de forma que obtenhamos as equagdes de um sistema linear
com 3 equagles e 3 incégnitas com uma Unica solugdo, ou seja, um Sistema Possivel
Determinado. Anote o sistema obtido.

8- Delete um dos planos construidos no GeoGebra. Se formdssemos um sistema linear com as
equacdes desses dois planos que restaram, quais tipos de solucdo poderiamos obter para esse
sistema?




PLANEJAMENTO

1° momento: Reserva do laboratério de informéatica e uso de recursos do GeoGebra.

Previamente o professor deve realizar a reserva do laboratério de informatica e comunicar a
turma o dia e horéario da aula no laboratério. Para a organizacdo da turma, os estudantes
podem sentar-se individualmente ou em duplas por computador, no entanto, € importante
gue tenham liberdade para conversar e discutir ideias com os colegas.

Na aula, o professor deve explicar aos estudantes algumas nog¢des sobre alguns recursos
do software GeoGebra que seréo utilizadas nessa tarefa: o controle deslizante e janela de
visualizacdo 3D (tempo sugerido: 20 minutos).

2° momento: Entrega da tarefa, explicacdo sobre a dindmica da aula e resolucéo das
guestdes pelos estudantes.

Nesse momento, o professor entrega a cada estudante uma coOpia da tarefa, e explica que
sera disponibilizado um tempo (tempo sugerido: 80 minutos) para que discutam e resolvam
as questbes da tarefa, com o auxilio do software GeoGebra quando necessario, sempre
anotando seus raciocinios e calculos para serem entregues ao final da aula.

Durante as resolucdes o professor acompanhara o andamento das atividades e selecionara
algumas resolucdes para serem apresentadas e discutidas com a turma toda no 3° momento.
Porém, o professor ndo deve fazer correcdes, fornecer respostas, ou contribuicbes que
diminuam o desafio cognitivo da tarefa, deve apenas auxiliar os estudantes no uso do
software, caso necessario.

Finalizado esse momento, o professor exibir4 no projetor as resolugfes selecionadas, seréo
realizadas algumas discussdes e sistematizacbes, e 0s estudantes entregardo suas
anotacoes.

Lembrando que para selecdo das resolugBes o professor deve priorizar resolugbes que
apresentem diferentes procedimentos ou até mesmo resolucao incorretas para uma mesma
guestéo, de forma a possibilitar e incentivar a reflex&o e a justificacéo de diferentes conceitos
e procedimentos matematicos.

3°momento: Discusséo coletiva e Sistematizagdo do contetdo

Ao término do tempo destinado as resolucfes, ocorrerd a socializacdo das possiveis
resolucdes dos estudantes, selecionadas previamente pelo professor e a sistematizacédo dos
conteudos abordados (tempo sugerido: 50 minutos).

Nesse momento, o professor pode projetar as resolucdes selecionadas previamente e entao
propor a turma que discutam sobre cada resolucdo (Sugestdes de questionamentos: 0s
procedimentos utilizados sao validos? A resposta final esta coerente com a questao? Qual
resolucdo é mais objetiva, demanda menos célculos? Existem diferentes modos de resolver
a questao? Existem conceitos ou definicbes j& estudados que podem ser relacionados com
a tarefa?).

E importante que o professor esclareca conceitos e procedimentos utilizados, avaliando os
argumentos apresentados pelos estudantes e aproveitando para estabelecer conexdes com
outros conceitos e procedimentos matematicos.



RESOLUCAO DO PROFESSOR

A Tarefa 4 foi elaborada com o objetivo de oportunizar ao estudante o trabalho com
diferentes representacdes para o conceito de Sistemas Lineares, pois a exploracdo dessas
por meio de um ambiente computacional (no caso, o software GeoGebra) possibilita ao
estudante partir de representacfes simples e avancar para representacdes abstratas,
promovendo a construcao de representacdes cognitivas ricas e flexiveis (MASON, 1989) e
contribui para a assimilacdo do processo de célculo de Sistemas de Equacdes Lineares
(RODRIGUES, 2013; SIVA, 2015).

Além do mais, espera-se suprir a escassez de abordagens geométricas que pode ser
observada em livros didaticos de Algebra Linear, e trabalhar a dificuldade de pensar
Sistemas de Equacdes Lineares por meio de representacdes geométricas, verificada por
Jordéo (2011).

As guestbes dessa tarefa constituem exploracdes e investigacdes, que estimulam, dentre
outros processos, a mudanca e traducdo entre representagcbes, pois, uma vez que O
estudante compreende e interioriza diferentes representacbes, é possivel que a tarefa
estimule a transferéncia de informacdes contidas em uma representacdo para a sua
utilizacdo em outra representacéo (DREYFUS, 2002).

Na questéo 1 é trazida a indagacgéo sobre o que significa resolver um sistema linear, espera-
se que, por meio dessa questéo, os estudantes reflitam e organizem suas compreensdes a
respeito do assunto ao redigirem suas respostas.

1- Responda: O que significa resolver um sistema linear?
Exemplo de resposta: resolver um sistema linear ou determinar a solucao de um sistema
linear significa determinar os valores das incégnitas que satisfazem todas as equacgdes desse
sistema.




Nas Questdes 2 e 3 € proposto aos estudantes a exploragcdo, no GeoGebra, da
representacdo grafica de trés sistemas lineares (0s mesmos propostos na questdo 3 da
Tarefa 3), para que em seguida comentem a solucao e a classificacdo desses.

A opgéao por utilizar os mesmos sistemas lineares da tarefa anterior foi devido ao grande
namero de estudantes que ndo conseguiram concluir a resolucéo dessa questao.

2- Construa duas retas no GeoGebra seguindo as instrugdes:
a) Crie seis controles deslizantes (por exemplo a, b, ¢, d, e, f), configure para que eles sejam
ndmeros “inteiros” e variem de -30 a 30.
b) Digite no campo “entrada” a equacdo ax+by=c. Note que a, b e ¢ (chamados coeficientes
da equacgdo) sdo os controles deslizantes criados.
c) Digite no campo “entrada” a equacgdo dx+ey=f. Note que d, e e f (chamados coeficientes
da equacgdo) sdo os controles deslizantes criados.

Resolugdo no GeoGebra, exemplo de resposta:

v

eq1




3- Utilizando as retas construidas acima, verifique e comente a solugdo e a classificagao de cada
um dos sistemas lineares trabalhados na aula passada:
) {2x+3y:5 b) {—2x+y:3 ){ 2x+3y =5
—x+4y =14 6x —3y =5 —4x — 6y = —10

Resolucdo feita no GeoGebra:

a) Observando a representacdo grafica do sistema linear vemos que as duas retas
possuem um ponto de interse¢do: (—2, 3). Portanto, o sistema é possivel e
determinado (SPD) e sua solugdo S = {—2, 3}.

b) Observando a representacdo grafica do sistema linear vemos que as duas retas nao
possuem, sdo paralelas distintas. Portanto, o sistema é impossivel (Sl) seu conjunto
solugdo vazio S = { }.
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continuacdo da questao 3.

c)

Observando a representacdo grafica do sistema linear vemos que as duas retas

possuem infinitos pontos de intersecdo, sdo paralelas coincidentes. Portanto, o
sistema é possivel e indeterminado (SPI) e para exibir sua solucdo basta escrever
uma das incognitas em funcdo da outra.
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A quarta questdo fornece instrucdes para que os estudantes construam trés planos no
GeoGebra utilizando a ferramenta “controles deslizantes”, de forma que os coeficientes
desses planos possam ser alterados como conveniente, alterando a visualizacdo gerada na
janela de visualizacdo 3D do software. A partir desses planos, serdo desenvolvidas as
guestdes seguintes, que exploram as representacdes geomeétricas de Sistemas de
Equacdes Lineares 2x3 e 3x3.

4- Abra um novo documento no GeoGebra, vd em “exibir” e selecione “janela de visualizagdo
3D”. Construa trés planos seguindo as instrucées:
a) Crie doze controles deslizantes com as mesmas configuragdes usadas no exercicio 2.
b) Digite no campo “entrada” a equagdo ax+by+cz=d. Note que a, b, ¢ e d (chamados
coeficientes da equacgdo) sdo os controles deslizantes criados.
c) Repita o procedimento anterior para criar os outros dois planos, lembre-se de mudar os
nomes dos controles deslizantes para cada plano.

Exemplo de resolucdo feita no GeoGebra:
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Na quinta questéo é solicitado ao estudante que mova os controles deslizantes de modo a
obter trés planos paralelos distintos e compare as suas equacdes. Espera-se que o
estudante perceba que os coeficientes que acompanham as variaveis X, y e z sdo multiplos
aos respectivos coeficientes dos outros planos, ou seja, que os vetores normais dos planos
sao paralelos.

5-

+
3

Mova os controles deslizantes de forma que os trés planos fiquem paralelos distintos.

a)

k=

Anote as equacdes desses trés planos e compare-as.
Exemplo de resolucdo feita no GeoGebra:
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Ox— 3y + 52= 15

As equagdes dos planos sdo: 9x — 3y + 5z =—-2, 9x —3y+5z2=18 e

18x — 6y + 10z = —30. Note que a ultima equacdo é exibida no GeoGebra como 9x —
3y +5z=—-15 pois o software simplificou a equagdo 18x — 6y + 10z = —30
dividindo-a por 2.

Observando os coeficientes das varidveis x, y e z das trés equagbes, observamos que eles
sdo iguais ou multiplos.

Coeficientes das variaveis da 12 equacdo: 9,—3e 5

Coeficientes das varidveis da 22 equagdo: 9,—3 e 5

Coeficientes das varidveis da 32 equacdo: 18, —6 e 10

Apenas os termos independentes (apds o sinal de igual) sdo diferentes e ndo seguem a
mesma multiplicidade dos demais. (Os alunos podem obter equacgdes diferentes para essa
questdo).

Que tipo de solugao temos para este sistema de trés equagdes lineares?
9% —3y +5z=-2
O sistema linear{ 9x — 3y + 5z =18 ndo possui solucdo, pois os planos ndo se
18x — 6y + 10z = —30
intersectam. (Os alunos podem obter equagdes diferentes para essa questdo).

Como podemos classificar esse sistema?
O sistema linear é classificado como impossivel (SI).




Na sexta questdo € solicitado ao estudante que mova os controles deslizantes até que as
trés equacbes figuem mdultiplas, obtendo planos coincidentes. Na sequéncia séo feitas as
mesmas indagacdes do item anterior quanto ao tipo de solucao e a classificacdo do sistema
linear obtido.

6- Mova os controles deslizantes de forma que as trés equagdes figuem multiplas.
a) O que aconteceu com os planos, qual a posicdo deles?
Exemplo de resolucdo feita no GeoGebra:
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As equagdes dos planos sdo: 9x — 3y +5z=—-2, —9x +3y—5z2=2 e 18x — 6y +
10z = —4.
Os trés planos ficaram sobrepostos, ou seja, sdo paralelos coincidentes.

b) Que tipo de solugdo temos para este sistema de trés equagdes?
9% —3y+5z=-2
Osistemalinear{ —9x + 3y —5z =2 possui infinitas solucdes, pois os planos
18x — 6y + 10z = —4
possuem infinitos pontos em comum (infinitos pontos (x, y, z) que satisfazem as trés
equacoes do sistema). (Os alunos podem obter equagdes diferentes para essa questdo).

¢) Como podemos classificar esse sistema?
O sistema linear é classificado como possivel e indeterminado (SPI).




Na sétima questao € solicitado ao estudante que mova os controles deslizantes até obter as
equacdes de um sistema linear de trés equacgdes e trés incognitas que seja possivel
determinado, ou seja, que possua uma Unica solucao.

Por meio dessa questao, espera-se que 0s estudantes visualizem e explorem as possiveis
configuracdes entre trés planos, e os diferentes tipos de solugéo possiveis.

7- Mova os controles deslizantes de forma que obtenhamos as equagdes de um sistema linear
com 3 equagdes e 3 incégnitas com uma Unica solucdo, ou seja, um Sistema Possivel
Determinado. Anote o sistema obtido.

Exemplo de resolucgdo feita no GeoGebra:
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As equagdes dos planos sdo: 10y +z =10, x—2z=1 e 2x+y =3, formando o
sistema linear possivel e determinado:

10y +z =10
x—2z=1
2x+y =3

Que possui solugdo {1, 1, 0}.
(Os alunos podem obter equagdes diferentes para essa questdo).




Por fim, na oitava questao é explorada a representacao grafica da solucdo de um sistema
de duas equagcdes e trés incognitas. E solicitado ao estudante que delete um dos trés planos,
e avalie quais as possiveis solu¢cées para um sistema linear composto por duas equacdes
de um plano.

8- Delete um dos planos construidos no GeoGebra. Se formassemos um sistema linear com as
equacOes desses dois planos que restaram, quais tipos de solucdo poderiamos obter para
esse sistema?

Exemplo de resolugdo feita no GeoGebra:
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Removendo o plano de equacdo x — 2z = 1 obtemos o sistema linear:
10y +z =10
{ 2x+y =3
Que possui solucdo possivel e indeterminada, dado que os dois planos possuem infinitos
pontos em comum (a intersecdo dos dois planos forma uma reta).

(Os alunos podem obter sistemas lineares diferentes para essa questdo dependendo de qual
plano vai ser deletado, porém, todos os sistemas obtidos serdo possiveis e indeterminados).
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Representacdo geométrica da solucéo de Sistemas Lineares
Michelle Andrade Klaiber

O desenvolvimento dessa tarefa ocorreu no ano de 2017, em uma turma de 1° periodo do
curso de Licenciatura em Quimica da Universidade Techol6gica Federal do Parana, com a
duracédo de 150 minutos (trés horas aula).

Inicialmente, conduzi os estudantes ao laboratério de informética, entreguei uma cdépia da
tarefa para cada um, e solicitei que resolvessem as questdes com o auxilio do
software GeoGebra quando necessério, sempre anotando seus raciocinios e célculos para
serem entregues ao final da aula. Para a fase das resolu¢des, disponibilizei o tempo de 80
minutos.

Para a resolucéo da primeira questéo os estudantes ndo apresentaram dificuldades, visto
gque, em uma aula anterior a essa, a turma realizou exploracdes envolvendo sistemas
lineares de duas equac6es e duas incégnitas (Tarefa 3).

Durante a resolucdo da segunda questdo muitos estudantes tiveram dificuldade na
utilizacdo do GeoGebra, apesar de ja terem utilizado a ferramenta anteriormente, entdo a
precisei auxiliar esses estudantes com o uso do software.

A terceira questao, que ja havia sido explorada na tarefa anterior (Tarefa 3) por meio da
resolucdo algébrica e grafica na folha milimetrada, foi explorada dessa vez por meio do
software, relacionando as solu¢fes obtidas com as classificacées de um sistema linear. Nao
observei dificuldades na resolugédo dessa questao.

Na quarta questdo os estudantes tiveram apenas que construir trés planos no GeoGebra,
por meio de equagdes onde cada coeficiente era representado por um “controle
deslizante”, e comparar as modificacbes algébricas e graficas realizadas. Foi uma
preparagao para as questdes seguintes.

Durante a resolucdo da quinta questdo observei uma dificuldade dos estudantes em
perceber um padrdo entre as equacdes de planos paralelos distintos (os coeficientes das
variaveis eram multiplos, ou seja, vetores normais paralelos), no entanto, nos itensb e c a
maioria ndo apresentou dificuldades em visualizar a solu¢éo do sistema linear.

As questdbes 6 e 7 foram resolvidas rapidamente pelos estudantes, ndo foram
apresentadas duvidas ou dificuldades na resolu¢do das mesmas.

Por fim, a questao 8 despertou muitas davidas, pois a representacdo grafica do sistema
obtido apresentava uma reta como intersecdo dos dois planos. Caminhando entre os
grupos ouvi um comentario:

“nao é SPI, pois os planos nao sao paralelos, e também nao é SPD, pois ndo tem um ponto
em comum...”

Tal comentario evidenciou que a nog¢ao de sistemas com solucéo possiveis e indeterminadas
ainda ndo estava muito clara para eles. Deixei que terminassem a tarefa para retomar o
assunto no momento das discussoes.

Encerrado o tempo destinado as resolucdes, nem todos haviam terminado a ultima questéo,
porém, para ndo reduzir o tempo destinado as discussfes e a sistematizacdo, pedi para que
os estudantes finalizassem e entregassem suas anotagoes.

INiCIO



Durante as discussfes, como muitos estudantes ndo conseguiram terminar a questdo 8 e a
representacdo geomeétrica do sistema causou duvidas na interpretagdo da sua solucao
retomei a questdo 1 e o comentario citado acima e perguntei:

‘o que significa resolver um sistema linear? E no caso do sistema linear que vocés
obtiveram?”

Um estudante respondeu:

“‘buscamos um ponto em comum nos planos, esse ponto € a solucédo do sistema”
Continuei:

“e no caso dos planos coincidentes, o que aconteceu?”

O mesmo estudante respondeu:

“todos os pontos eram iguais, infinitos pontos em comum”

e outro estudante complementou:

“a solugao era indeterminada”

Entdo perguntei:

“E nesse caso o que aconteceu?”

E o primeiro estudante respondeu:

“tem pontos em comum e tem pontos diferentes”

Perguntei:

“‘quantos pontos em comum?”

Ele respondeu:

“nao sei, infinitos? Entdo o sistema é possivel indeterminado!”
Entdo concordei com ele.

Ao final da aula, destinei apenas 15 minutos para a sistematizacao das aprendizagens, ja
que as discussbes foram muito produtivas e ocuparam um tempo maior que o previsto.
Durante a sistematizacdo, retomei a classificacdo da solucdo de um sistema linear,
relacionando-a com as respectivas representacdes geométricas.

Encerrei a aula avisando a turma que eu havia disponibilizado, no ambiente virtual de
aprendizagem, a tarefa trabalhada e uma lista com questdes para serem exploradas
no GeoGebra, para que pudessem praticar em casa.
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