" Dimensao
Fractal

N

MAURICIO RAMOS LUTZ
JOSE CARLOS PINTO LEIVAS



4
» UFN

Universidade Franciscana Ensino de Ciéncias e Matematica

Este caderno didatico originou-se a partir da pesquisa de doutorado de Mauricio Ramos Lutz, orientada
por José Carlos Pinto Leivas e realizada no Programa de Pds-Graduacido em Ensino de Ciéncia e Matematica
da Universidade Franciscana (UFN) — Santa Maria/RS.

Agradecemos a todos os envolvidos que disponibilizaram seus esfor¢os e seu conhecimento para au-
xiliar no desenvolvimento deste trabalho: a Universidade Franciscana, que possibilitou o estudo, o Curso de
Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia Farroupilha (IFFar) —

Campus Alegrete, no que foi aplicada a investigacdo constante da tese.

Para acessar a tese na integra acesse o link abaixo e pesquise pelo nome do autor ou pelo titulo “Pos-
sibilidade de insercao da Geometria Fractal na licenciatura em Matematica do IFFar”.

http://www.tede.ufn.edu.br:8080/handle/UFN-BDTD/903

INSTITUTO
FEDERAL

. Licenciatura em
Farroupilha

Campus Matematica

Alegrete IFFarroupilha - Campus Alegrete




Dimensao fractal

Este segundo caderno didatico apresenta uma continuagdo do que foi publicado
no primeiro e origina-se da tese de doutorado do primeiro autor, a qual foi concluida no
ano de 2020, em que abordou uma geometria ndo euclidiana, a saber, a GEOMETRIA
FRACTAL. Desta feita, traz-se aqui atividades tratando de alguns fractais, sugestdes de
construcdes e obtengdo das respetivas dimensdes, um dos aspectos que diferenciam tal

geometria da Geometria Euclidiana.

Objetivos:

- Identificar fractais a partir de suas respectivas imagens;
- Relacionar a cronologia de fractais;

- Definir alguns fractais classicos;

- Determinar a féormula da dimenséo fractal,

- Calcular a dimensédo de alguns fractais.

Atividade 1 — Reconhecer fractais e suas respectivas definicoes
A partir da analise do Quadro 1, marque com X quais imagens representam

fractais e justifique sua escolha.
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Quadro 1 - Figuras geométricas
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Fonte: autoria propria.




Imagens que sdo fractais: b, d, e, g, 1, k, 1'.

Justificativa: As imagens selecionadas sdo fractais, pois as suas partes se

assemelham ao seu todo sob algum aspecto.

A partir da devolutiva dos alunos com as respostas e justificativas, apresentar
uma defini¢do para fractal com base em autores/pesquisadores sobre o assunto.
Exemplo:

- “Os fractais sdo formas geométricas que repetem sua estrutura em escalas cada
vez menores” (STEWART, 1996, p. 12);

- “Um fractal ¢ uma forma cujas partes se assemelham ao seu todo sob alguns
aspectos”. (FEDER, 1988, p. 11, tradugado nossa);

- Fractais sdo entes que constituem uma imagem de si proprios em cada uma de
suas partes, sendo elas semelhantes e definindo assim a propriedade de
autossimilaridade (BARBOSA, 2005).

Atividade 2 — Fractais classicos, seus precursores e a dimensao fractal
A atividade 2 ¢ expositiva e dialogada com os alunos, sendo apresentada, no
primeiro momento, a cronologia dos fractais classicos e seus precursores; no segundo

momento, conjuntamente, ¢ reconstruida a formula da dimensao fractal.

Fractais classicos e seus precursores
Apesar do termo Geometria Fractal ter sido criado por Mandelbrot, na década de
70, diversos estudos antecederam essa €poca e varios objetos matemadticos, atualmente,
sao considerados fractais. Para um melhor entendimento, traca-se uma breve linha
cronoldgica (Figura 1), com base nos trabalhos de Rabay (2013) e Neto (2015),

relatando autoria e obra de acordo com o respectivo ano de publicagdo.

! As escritas em vermelho ao longo do texto correspondem as respostas esperadas.



Figura 1 — Linha cronoldégica da Geometria Fractal
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Fonte: autoria propria.

A seguir, sdo analisados os aspectos estruturais de alguns objetos fractais que
foram os pioneiros no decorrer da historia, os quais constituem o inicio da Geometria

Fractal e seus precursores.

Curva de Hilbert

David Hilbert (1862—1943) foi um matematico alemao cuja maior contribuigdo a
Matematica, segundo Barbosa (2005), foi organizar a Geometria Euclidiana na forma
axiomatica.

A Curva de Hilbert, descoberta em 1891 (Figura 2), percorre todos os pontos de
um quadrado. Assim, ela pertence a uma familia das curvas de Peano. Entretanto, essa
curva possui pequenas diferengas quando comparada a de Peano. A primeira dessas
diferencas ¢ que, a cada iteragdo no seu processo recursivo, a curva preenche quadrados
menores, mas nunca se autointerceptando. Outra caracteristica ¢ que seu comprimento ¢

infinito (PAIXAO, 2014).

Figura 2 — Curva de Hilbert

Fonte: autoria propria.




Para realizar a construg¢do deste fractal, seguiu-se o relatado por Negri (2014).
Primeiramente (Etapa 1), toma-se um quadrado de lado /, formando-se 4 quadrados ao
ligar os pontos médios de seus lados opostos. Apos, une-se os pontos centrais desses
quadrados, formando-se a curva com 3 segmentos consecutivos, como apresentada na

Figura 3.

Figura 3 — Etapa 1 da constru¢io Curva de Hilbert
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Fonte: autoria propria.

Na segunda parte da construcdo (Etapa 2) representada na Figura 4, cada um dos
4 quadrados pequenos ¢ substituido por outros 4 quadrados. Logo apds, sdo ligados os

pontos centrais dos 16 novos quadrados, como feito na etapa anterior.

Figura 4 — Etapa 2 da constru¢io da Curva de Hilbert
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Fonte: autoria propria.

Percebe-se que rotagdes convenientes sdo realizadas de forma que todos os
pontos centrais ficam interligados, sem que exista intersec¢do da curva. Esse processo ¢
repetido indefinidamente, de forma que a origem da curva sempre ocupe o canto inferior
esquerdo, e sua extremidade fique no canto inferior direito, como pode ser visto na
Figura 4. Segundo Mendonga (2014), se continuar esse processo de iteragdo n vezes,

tem-se 4" quadrados e o comprimento da curva é dado por (4" — 1) (2'12)

Tapete de Sierpinsky
O Tapete de Sierpinsky ¢ uma variacdo do Tridngulo de Sierpinsky e, sendo

assim, para a constru¢do do Tapete de Sierpinsky (Figura 5), utiliza-se a mesma técnica



de constru¢do do Tridngulo de Sierpinsky, porém, a figura geométrica utilizada agora ¢é

um quadrado em vez do triangulo.

Figura 5 — Tapete de Sierpinsky

Fonte: autoria propria.

Barbosa (2005) partiu de um quadrado, dividindo-o em nove pequenos
quadrados congruentes e eliminando o central. Apos essa etapa, aplica-se esse mesmo
procedimento em cada um dos oito quadrados restantes e, assim, sucessivamente e
iterativamente. A cada nova itera¢do, a quantidade de quadrados fica multiplicada por

oito, € a medida do lado ¢ 1/3 da medida do lado do quadrado anterior. Repetindo esse
processo n vezes, tem-se a formacdo de 8" quadrados de 31—n da medida da aresta do

quadrado inicial.

Esponja de Menger

Segundo Negri (2014), a Esponja de Menger (Figura 6) foi criada pelo
matematico austriaco Karl Menger (1902-1985), em 1921. Ela ¢ uma generalizacao
tridimensional do Tapete de Sierpinsky, sendo sua constru¢do baseada na mesma forma,

porém o processo iterativo ¢ feito a partir de um cubo.

Figura 6 — Esponja de Menger

Fonte: autoria propria.




Montenegro (1991) apresenta o processo de constru¢do da Esponja de Menger
em duas etapas, considerando um cubo de aresta /. Na primeira, divide-se o cubo em 27
cubos menores e congruentes, cada um com uma aresta igual a 1/3 da aresta inicial em
cada face do cubo (processo similar ao do Tapete de Sierpinsky). Remove-se o cubo
central e os 6 cubos que tém uma face localizada no meio de cada face do maior. A
segunda etapa consiste em repetir o processo da etapa 1 nos 20 cubos restantes e, assim,
sucessivamente.

Observa-se que, a cada nova iteragdo, a quantidade de cubos fica multiplicada

por 20, e a medida da aresta ¢ 1/3 da medida da aresta do cubo anterior. Portanto, ao
. ~ . 1
repetir-se n vezes o processo, tem-se a formagdo de 20" cubos com arestas medindo r

da aresta do cubo inicial.

Conjunto de Fatou e Julia

No periodo da Primeira Guerra Mundial, em 1918, os matematicos franceses
Pierre Fatou (1878-1929) e Gaston Julia (1893—1978) publicaram trabalhos sobre o
estudo de propriedades iterativas envolvendo niimeros complexos estudados sem o
auxilio computacional. E interessante destacar que Fatou e Julia, embora fossem da
mesma época, ndo desenvolveram seus trabalhos em conjunto. Lamentavelmente, esses
estudos permaneceram esquecidos até serem recuperados por Mandelbrot ao usa-los como
base para o desenvolvimento do que hoje se denomina Conjunto de Mandelbrot, cuja
representacdo grafica se tornou simbolo da Geometria dos Fractais. (BARBOSA, 2005).

Segundo Peitgen, Jiirgens e Saupe (2004), Fatou e Julia exploraram o que ocorre
com a imagem no plano complexo quando se emprega, iterativamente, a fungdo f(z) =
z? + ¢ para um z complexo inicial e ¢, um complexo constante. Cabe salientar, para
melhor compreensdo, que a constru¢do parte com um z, = ay + ib, e cada iteragdo
parte de um z, conhecido para obter z,.1 = (Z,)? + c¢. Relatam os autores que a
sequéncia de pontos deve ter uma das duas caracteristicas: na primeira, as Orbitas
convergem para a origem; e na segunda, essas Orbitas tendem ao infinito. A Figura 7

apresenta algumas amostras do Conjunto de Julia.



Figura 7 — Algumas amostras do Conjunto de Julia para a funcio quadratica
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Fonte: adaptado de Falconer (2003, p. 214).

Conjunto de Mandelbrot

Os trabalhos de Fatou e Julia, como relata Barbosa (2005, p. 45), “forneceram as
bases matematicas para Mandelbrot, que soube aproveitd-los e desenvolvé-los com
recursos computacionais para seu conjunto conhecido hoje como Conjunto de
Mandelbrot”. Negri (2014) e Moura (2016) relatam que, no final da década de 70
(1979), Mandelbrot tentou elaborar uma forma de generalizar os Conjuntos de Julia, no
caso de fungdes quadraticas, com a variagdo do parametro c. Utilizaram isso para
desenhar as regides estudadas por Fatou e Julia de maneira a verificar o comportamento
caotico que produz a estrutura fractal. Ao referir ao termo “comportamento caotico”, se
esta atribuindo-o ao fenomeno de imprevisibilidade.

Dalpiaz (2016), em sua pesquisa, resume o Conjunto de Mandelbrot como uma
expressdo matematica essencial para a construcdo de imagens dadas pela formula
iterativa no plano do niimero complexos ( z = x + iy) expressa por Z,.1 = (Z,)? + .
Nela, ¢ = a + ib ¢ uma constante complexa que deve partir de um certo valor para z.
O autor conclui que o Conjunto de Mandelbrot ¢ o conjunto dos valores de c tais que,

para zg = 0, a sequéncia de valores definida recursivamente permanece limitada. A



Figura 8 apresenta o Conjunto de Mandelbrot, com a variagdio de ¢ e seus

correspondentes Conjuntos de Julia, apresentado anteriormente na Figura 7.

Figura 8 — Conjunto de Mandelbrot apresentando varios valores para c e seus

correspondentes Conjuntos de Julia

Fonte: Falconer (2003, p. 213).

Dimensao fractal ou dimensao Housdorff-Besicovitch
Uma caracteristica dos fractais ¢ sua dimensao. Ela difere da Topoldgica e da
Euclidiana, pois seu nimero ndo ¢ necessariamente inteiro. Esse nimero representa o
grau de ocupacdo de um fractal no espago, estando relacionado com o seu grau de
irregularidade.
Segundo Lesmoir-Gordon (2010, p. 10-11, tradugdo prdpria), o conceito de

dimensao, nos moldes da Geometria Euclidiana, diz que:

(a) Um segmento de reta tem dimensdo 1, pois entende-se que qualquer ponto
A do segmento pode ser especificado usando apenas uma coordenada, isto &,
um ponto 4 estd a uma distancia de x unidades de uma extremidade do
segmento.

(b) Um quadrado tem dimensao 2, isto ¢, qualquer ponto 4 do quadrado pode
ser determinado usando apenas duas coordenadas (x, y), de sorte que x ¢ a
distancia de 4 até o lado esquerdo e y ¢ a distancia de 4 até o lado inferior do
quadrado.

(c) Um cubo tem dimensdo 3, pois entende-se que qualquer ponto 4 do cubo
pode ser especificado usando apenas trés coordenadas (x, y, z), onde x, y ¢ z
representam, respectivamente, as distancias de 4 até a face esquerda, a face
inferior ¢ a face traseira.




Nessa perspectiva, um ponto, isoladamente, ndo tem diregcdes, portanto tem

dimensdo zero. Uma linha tem uma unica dire¢do, logo, tem dimensdo 1; no quadrado,
encontram-se duas dire¢des, portanto, tem dimensdo 2; no cubo, tem-se trés diregoes,
assim, sua dimensdo ¢ 3. Nesse viés, a dimensdo de um objeto ¢ a quantidade de
coordenadas necessarias para representar, de forma Unica, um ponto do objeto. Com
isto, ela ¢ um namero inteiro positivo. No decorrer dessa oficina, ver-se-a que a
dimensdo de um fractal também pode ser um niimero real positivo € ndo somente um
numero inteiro positivo. Mas serd um numero real positivo qualquer? Isso sera
esclarecido mais adiante.

O numero que representa a dimensao fractal pode ser calculado pelo método da
Dimensao de Hausdorff-Besicovitch, em homenagem aos matematicos Felix Hausdorff
(1868-1942) e Abram Samoilovitch Besicovitch (1891-1970), considerados fundadores
da Topologia Moderna, os quais contribuiram para os trabalhos de Mandelbrot. Para
Reis (2014a, p. 34), “Define-se entdo dimensao de uma curva fractal como sendo um
nimero que caracteriza a maneira na qual a medida do comprimento entre dois pontos
aumenta a medida que a escala diminui”.

Para Mandelbrot (1989, p. 14), a dimensao fractal pode ser concebida com a
nocao de

[...] curvas planas muito irregulares, que sua dimensdo fractal se situa entre 1
e 2, arespeito de certas superficies muito enrugadas e cheias de pregas, que a

sua dimensdo fractal esta entre 2 e 3 e, enfim, conjuntos de pontos sobre uma
linha cuja a dimensao fractal esta entre 0 e 1.

Complementando a concep¢ao de Mandelbrot, para dimensdo fractal, Capra
(2006, p. 119) explica: “Quanto mais denteados forem os contornos de um relampago
ou as bordas de uma nuvem e, quanto mais acidentadas forem as formas de uma linha
litoranea ou de uma montanha, mais altas serdo suas dimensoes fractais”.

Sendo assim, a dimensao de Hausdorff-Besicovitch permite calcular a dimensao
dos fractais que, com a ampliacdo ou redugdo, permanecem autossemelhantes. Para
entender esse processo de calculo da dimensao fractal, utilizar-se-a figuras geométricas
j& conhecidas da Geometria Euclidiana, por exemplo, um segmento de reta, um
quadrado e um cubo, até se chegar a generalizacao da dimensao.

Toma-se um segmento de reta, divide-se em 2, 3 e 4 partes e realizam-se

algumas analises, conforme o Quadro 2.




Quadro 2 - Figura obtida e relaciio entre o nimero de divisdes e o fator de reducio

para um segmento

Figura obtida Numero de divisdes Fator de Relagdo entre Ne r

(ou nimero de segmentos obtidos) reducdo N 1

N r ot
1 1 1

. . =1
1

- ) ) 2 12 9= =
)
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1
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Fonte: autoria propria.

Toma-se um quadrado de lado C e se divide cada lado em 2, 3 e 4 partes para

realizar algumas investigacdes, conforme apresentado no Quadro 3.

Quadro 3 - Figura obtida e relacio entre o niimero de divisdes e o fator de reducio

para um quadrado

Figura obtida Numero de divisdes Fator de Relagéo entre Ne r
(ou nimero de pegas geradas) reducdo N = 1
N r o
1 1 1
1 - F
1
4 1/2 4= —
)
1
9 1/3 9= —
3)
Bl 1
16 1/4 16 = —
S (7)

Fonte: autoria propria.




Para finalizar os exemplos, toma-se um cubo de aresta C e se divide em 2, 3 ¢ 4

partes para realizar o estudo, conforme apresentado no Quadro 4.

Quadro 4 — Figura obtida e relaciio entre o numero de divisoes e o fator de reducio

para um cubo

Figura obtida Numero de divisdes Fator de Relagdo entre Ne r
(ou nimero de pecgas geradas) reducdo N 1
N r o
1 1 1
1 == F

172 o

1/3 i

27

64 7z r

YOI

Fonte: autoria propria.

Analisando a divisdo do segmento, do quadrado e do cubo, pode-se observar que

a quantidade N de partes semelhantes ao todo ¢ igual ao inverso do coeficiente de

redugdo (r) elevado a dimensao (D) da figura. Portanto,

1 1\P

N=5=(3)

Na Geometria Euclidiana, a dimensdo (D) de uma reta, ou segmento de reta ¢ 1,

enquanto quadrados sdo figuras bidimensionais, portanto sua dimensdo ¢ igual a 2. Por
sua vez, cubos sao figuras tridimensionais, logo sua dimensao ¢ igual a 3.

Aplicando-se logaritmo em ambos os lados da igualdade N = (%) , obtém-se,

apo6s algumas manipulagdes algébricas, a igualdade

Pela definicao, em Geometria Euclidiana, a dimensao de um objeto pertence ao
conjunto {0, 1, 2, 3}. Pela definicio de Hausdorff-Besicovitch, a dimensao fractal



pertence ao intervalo [0, 3] e, conforme estabelecido por Mandelbrot (1977), a

dimensao fractal deve refletir a textura, consisténcia, completude e densidade do ente.
Assim, a dimensao de Hausdorff-Besicovitch ¢ valida para calcular a dimensao
de quaisquer objetos, sejam eles figuras euclidianas, com dimensdo inteira positiva, ou
figuras fractais, com dimensdo fracionaria. Cabe destacar que nem sempre a dimensao
dos fractais ¢ fracionaria, mas dimensdo fraciondria ¢ uma caracteristica que as figuras

euclidianas nao possuem.

Atividade 3 — Calculando as dimensdes fractais
A atividade busca determinar a dimensao de alguns fractais que foram abordados
até o momento neste produto educacional. Para tanto, utilizar-se-a a Planilha e a Janela
CAS (Computer Algebra System) do GeoGebra para preencher o Quadro 5. A turma
deve ser dividida em dois grupos, sendo que um utilizara a Planilha e o outro a Janela

CAS. Ap6s concluirem, os grupos apresentam os resultados encontrados.

Quadro 5 — Dimensées de alguns fractais

Fractal Numero de divisdes Fator de redugdo Dimensao fractal

N r D= logN

log%

Conjunto de Cantor 2 1/3 D = 0,631
Curva de Peano 9 1/3 D=2
Curva de Hilbert 4 12 D=2

Curva de Koch 4 1/3 D =1,262

Triangulo de Sierpinsky 3 1/2 D = 1,585

Tapete de Sierpinsky 8 1/3 D = 1,893

Tetraedro de Sierpinsky 4 1/2 D =
Esponja de Menger 20 1/3 D = 2,727

Fonte: autoria propria.

Na Figura 9, apresentam-se os valores que foram inseridos para a determinagao
da dimensdo fractal. Para facilitar o calculo, insere-se duas colunas auxiliares para
determinar o log N e o log (1/r), para posterior resolu¢do da dimensao fractal. No
GeoGebra, a sintaxe de logaritmo na base 10 pode ser dada de trés formas: a primeira,

diretamente com o comando 1g(x); a segunda, com o comando log10(x); e a ultima, com

o comando log(b, x), onde b ¢ a base e x ¢ o logaritmando.




Figura 9 — Calculo das dimensdes fractais na Planilha do GeoGebra

Fonte: autoria propria.
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A | B | c | D | E F

1 Fractal Numero de divisdes (N)| Fator de redugéo (r) log (N) log (1/r) Dimenséo fractal
2 |Conjunto de Cantor 2 0.333 0.301 0.477 0.631
3 |Curva de Peano 9 0.333 0.954 0.477 2
4 |Curva de Hilbert 4 0.5 0.602 0.301 2
5 |[Curva de Koch 4 0.333 0.602 0.477 1.262
6 | Tridngulo de Sierpinsky 3 0.5 0.477 0.301 1.585
7 |Tapete de Sierpinsky 8 0.333 0.903 0.477 1.883
8 |Tetraedro de Sierpinsky 4 0.5 0.602 0.301 2
9 |Esponja de Menger 20 0.333 1.301 0.477 2.727

Outra forma de determinar a dimensao fractal ¢ com a utilizacdo da janela CAS,

observando simultaneamente os resultados na Janela de Algebra, conforme ilustrado na

Figura 10.

Figura 10 — Calculo das dimensées fractais na janela CAS do GeoGebra

» Janela de Algebra
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» Calculo Simbélico (CAS)

Cantor = 0.631

Peano =2

Hilbert=2

Koch =1.262
TrianguloSierpinsky = 1.585
TapetaSierpinsky = 1.893
TetraedroSierpinsky = 2
EsponjaMenger = 2.727

Cantor:=Ig(2)/1g(3)

. In(2)
"7 In(3)

1

-+ Cantor

Peano:=Ig(9)/1g(3)
In(9)
In(3)

- Peano :=
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In(4)
In(2)

-+ Hilbert :=

Koch:=Ig(4)/1g(3)

._ In(4)
-+ Koch := in(3)

TrianguloSierpinsky:=lg(3)/lg(2)

-+ TrianguloSierpinsky := ::g;

TapetaSierpinsky:=Ig(8)/g(3)
In(8)
In(3)

-+ TapetaSierpinsky :=

TetraedroSierpinsky:=Ig(4)/1g(2)
In(4)
In(2)

-+ TetraedroSierpinsky :=

EsponjaMenger:=Ig(20)/1g(3)

-+ EsponjaMenger :=

In(3)

In(2) + In(10)

Fonte: autoria propria.




Acredita-se que essas atividades possam ser realizadas com estudantes do
Ensino Médio, Superior e, especialmente, na formacao de professores de Matematica de
modo que novos conceitos e geometrias possam, aos poucos, fazerem parte do
conhecimento dos estudantes.

Ha de ser considerado que a Geometria Fractal estd sendo importante, dentre
outras geometrias, para o avango dos conhecimentos da tecnologia dos celulares, GPS,
etc.

Assim, este segundo caderno didatico, constituinte dos quatro resultantes da tese
de doutorado do primeiro autor, vem ao encontro das pesquisas do segundo autor e

orientador da tese do primeiro, que juntos buscam a melhoria do ensino de Geometria.
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