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Finalidade

Esta proposta é parte integrante da pesquisa de Mestrado e tem como objetivo
socializar uma sequéncia de atividades para o ensino das fungdes trigonométricas por meio do
uso do software GeoGebra. A referida pesquisa foi realizada no Instituto Federal de
Educacdo, Ciéncia e Tecnologia de Mato Grosso — IFMT Campus Cuiabd com estudantes do

segundo ano do Ensino Médio Integrado ao Curso Técnico de Informatica.

Contextualizacdo

Em funcdo da dindmica da realidade, o0 homem, para atender as demandas em torno de
suas necessidades — uma vez que vive em uma sociedade cada vez mais exigente no que se
refere a otimizacdo do tempo —, lanca médo das tecnologias digitais como instrumento
potencializador ndo sé do tempo, mas também como forma de dinamizar e de interagir com o

mundo.



Neide e Quartieri (2016) apontam varios fatores que podem ser apresentados como
justificativas para a utilizacdo de tecnologias nas salas de aula, como computadores, tablets e
celulares. Segundo os autores, a preocupacdo ndo € mais o porqué utilizar, uma vez que ha a
necessidade de utilizacdo dessas tecnologias, mas sim, como utilizar esses recursos
tecnoldgicos nos processos de ensino.

Nessa conjuntura, torna-se indispensavel a familiarizacdo do professor com a
utilizacdo dos recursos tecnoldgicos para a interagdo com o estudante para além da
metodologia tradicional, pois esta traz importantes contribuigdes, tais como:

Apresentar, de diferentes formas, um mesmo elemento do contetdo
programatico pode ajudar o aluno a compreender o tema que estds sendo
estudado. Além de revisitar, explorar o assunto via imagens ou animacoes,
privilegiam o fazer pedagdgico em sala de aula. A visualizagdo é uma acdo
importante para a construcdo da aprendizagem, principalmente na area das
Ciéncias Exatas (NEIDE, QUARTIERI, 2016, p. 10).

Assim, o desenvolvimento do pensamento computacional torna-se um imperativo na
pratica docente. Nesse entendimento, em se tratando do uso das tecnologias digitais, Paiva
(2016) ressalta:

E fundamental reconhecer que as tecnologias adentraram na vida humana
num ritmo. E sem volta. Sendo assim, faz-se necessario assimila-las como
parte de um processo natural de evolucdo da cultura da sociedade. Esta ideia
ganha forca ao lembrar a origem e o desenvolvimento da espécie humana e
perceber a importancia das mudancas para nossa evolugéo, e que foram, e até
hoje sdo, essenciais para nossa existéncia e adaptabilidade ao meio. [...] No
campo educacional, um desses atores sdo os professores, e sdo deles, ou
melhor, de parte deles, uma das frentes de resisténcia em aceitar o0 uso das
tecnologias como ambiente facilitador para o processo de ensino e de
aprendizagem (p. 22-23).

O contexto educativo ndo estd imune aos beneficios da tecnologia. Na atualidade, seja
para ensinar ou aprender, 0s recursos tecnologicos constituem meios importantes para

potencializar as praticas educativas. Nessa perspectiva:

O professor, enquanto cidaddo e profissional, estd hoje igualmente
dependente do computador ou do celular. Ele necessita recorrer ao
computador para realizar muitas tarefas relacionadas com a sua préatica
profissional. O registro da avaliacdo dos alunos, entre outros, é feito
sistematicamente utilizando recursos tecnoldgicos, assim como acontece com
inimeras tarefas do dia a dia do profissional docente. Os alunos também
utilizam diariamente 0s recursos tecnolégicos, mas geralmente como
entretenimento e raramente para realizacdo de tarefas escolares (AMADO,
CARREIRA, 2015, p. 9).



Fica perceptivel que, mesmo diante da importancia e do espago que as tecnologias
digitais ocupam no campo educativo, sobre o professor recai a responsabilidade quanto ao uso
proficuo desta tecnologia. Assim, no que tange ao ensino de matematica, os softwares se
constituem em possibilidades viaveis de articulacdo entre tecnologia digital, ensino,
aprendizagem e desenvolvimento cognitivo (AMADO, CARREIRA, 2015).

Diante do exposto, o desafio docente maior consiste em ensinar na era da tecnologia.
Conforme mencionam Borba e Penteado (2010, p.56) “[...] As inovac¢des educacionais, em
sua grande maioria, pressupdem mudanca na pratica docente, ndo sendo uma exigéncia
exclusiva daquelas que envolvem o uso da tecnologia em informatica. Os autores afirmam
ainda que “A medida que a tecnologia informética se desenvolve, nos deparamos com a
necessidade de atualizacdo de nossos conhecimentos sobre o contetido ao qual ela esta sendo
integrada” (BORBA; PENTEADO, 2010, p.64). E nesse sentido que se compreende a
importancia do software GeoGebra no ensino de trigonometria e, de forma concomitante, da
dinamizacéo da forma de ensinar.

A percepcdo de Borba e Penteado (2010) vai ao encontro do que prescreve a Base
Nacional Comum Curricular — BNCC (2017), a qual destaca que o computador surge como
um grande aliado do desenvolvimento cognitivo dos estudantes, uma vez que pode ser usado
para varias finalidades nas aulas e funciona como fonte de informacdo para alimentar os
processos de ensino, auxiliando no processo de construcdo de conhecimento. Além disso,
pode ser usado como meio para desenvolver a autonomia pelo uso de softwares que
possibilitem pensar, refletir e criar solucbes e ferramentas para realizar determinadas
atividades, tais como o uso de planilhas eletrénicas, processadores de texto, banco de dados
etc. (BRASIL, 2017).

O uso das tecnologias ndo s6 contribui com a transformacao da préatica docente, como
também com os processos de ensino da Matematica, pois possibilita ao discente movimentar
as imagens com dinamismo e interatividade por meio do som e movimento, desenvolvendo a
acuidade visual, relativizando a importancia do célculo mecénico e da simples manipulacdo
simbdlica, uma vez que por meio de instrumentos computacionais diversos, esses calculos
podem ser realizados de modo mais rapido (BORBA, PENTEADO, 2010).

Nesse mesmo entendimento, as autoras Dullius e Quartieri (2015) ressaltam que nem
sempre 0 uso do computador esta relacionado a uma pratica dindmica, uma vez que a
utilizagdo de tecnologias esté sujeita a uma variedade de condicionantes. Assim, mesmo que
os professores utilizem o computador em sala de aula, em alguns casos, esse uso ocorre de

forma tradicional:



Havendo casos em que a tecnologia ndao passa de um acessdrio numa pratica
pedagdgica tradicional. As mudangas proporcionadas por esses recursos
representam um desafio a ser incorporado no cotidiano da escola, levando em
conta que a pratica docente pouco mudou ao longo do tempo, diferentemente
dos alunos (DULLIUS, QUARTIERI, 2015, p. 5).

Esse uso tradicionalista torna restritos os resultados positivos decorrentes da utilizagio
de computadores, pois este uso é direcionado apenas para 0 campo tedrico e académico, como

apontam os autores:

Este potencial (uso do computador) ainda ndo tem sido devidamente
explorado e integrado ao cotidiano da pratica escolar, ficando restrito a
discussdes teoricas e académicas. Para as escolas e para muitos professores,
as tecnologias continuam a ser um corpo estranho, que provoca sobretudo
incomodidade. O receio de ficar pra trds tem levado a escola a investir na
compra de equipamentos, muitas vezes deixando para segundo plano o
ensino das novas tecnologias (DULLIUS, HAETINGER, 2004, p.3).

Uma estratégia de superacdo dessas limitacOes, seria a posse, pelo professor, de um

bom aplicativo computacional, o qual seria utilizado conforme a disposicao da turma:

A facilidade com que esses podem explorar e verificar 0 que acontece com
varias situacBes anélogas é util para formar ou testar suas convicgdes,
levando-os a formular conjecturas, agucando sua curiosidade para buscar
uma demonstracdo. Bom aplicativos computacionais, devidamente utilizados,
permitem testar a capacidade de transferéncia de conhecimentos dos
estudantes, a potencialidade de sua mobilidade em vérios contextos e a
adaptabilidade dos instrumentos (DULLIUS, HAETINGER, 2004, p.4).

Sobre o lugar do computador em préaticas educativas, Borba (2016) enfatiza a
producdo de significados por parte dos alunos, professores e pesquisadores envolvidos em tais
praticas: “Entendemos que uma nova midia, como a informaética, abre possibilidades de
mudanca dentro do proprio conhecimento e que é possivel haver uma ressonancia entre uma
dada pedagogia, uma midia e uma visdo de conhecimento” (BORBA, 2016, p. 45). Ou seja,
para o autor, aliar a pratica pedagogica com uma midia pode ser considerado uma tentativa de
superar 0s problemas das praticas de ensino tradicionais, pois, a partir do enfoque

experimental, essa combinacdo possibilita inimeras experimentacdes:

O enfoque experimental explora ao méximo as possibilidades de rapido
feedback das midias informéticas e a facilidade de geracdo de inUmeros
graficos, tabelas e expressdes algébricas. Por outro lado, essa préatica
pedagdgica estimula a utilizacdo de problemas abertos, de formulagdo de
conjecturas em que a sistematizacdo s6 se da como coroamento de um
processo de investigacdo por parte de estudantes (e, muitas vezes, do préprio
professor) (BORBA, 2016, p. 45-46).



Outros desafios ainda necessitam ser transpostos, como a precarizacdo do trabalho
docente e as péssimas condicdes fisicas e materiais das escolas publicas, pois, apesar do Plano
Nacional de Educagdo — PNL (2014-2024) definir um aumento do financiamento da
educacdo, prevista na meta 20, as deficiéncias recorrentes na histéria da educacédo brasileira —
em relagdo & precarizacdo do trabalho docente e as péssimas condices fisicas e materiais das
escolas publicas — constituem uma adversidade gigantesca. Assim, para que se obtenha uma
referéncia minima de qualidade a nivel de ensino e infraestrutura é preciso que ocorra, de fato,
0 incentivo de politicas de valoriza¢do docente, como uma formacédo solida e salarios dignos,

por exemplo.

Objetivo
O objetivo deste produto educacional é socializar uma sequéncia de atividades para o

ensino das funcGes trigonométricas por meio do uso do software GeoGebra.

Detalhamento

Este texto apresenta as atividades desenvolvidas com uma turma de estudantes do
segundo ano do Ensino Médio Integrado ao Curso Técnico de Informatica. Para o
desenvolvimento da pesquisa, foi proposta uma intervencdo pedagdgica realizada por meio do
software GeoGebra a partir de uma sequéncia didatica sistematizada em vinte e quatro aulas,
cada uma com duracdo de cinquenta minutos, desenvolvidas em um laboratério de
informéatica com disponibilidade de computadores suficiente para todos os estudantes da
turma. Para analise dos dados utilizou-se metodologia descritiva, com objetivo de analisar as

respostas dos estudantes nas atividades.

Aulas 1 e 2: Nocgbes basicas do software GeoGebra (2 aulas de 50 min cada).

Os objetivos das aulas 1 e 2 referem-se a apresentacdo do software GeoGebra aos
estudantes e a execuc¢do das atividades que possibilitam a interacdo com a plataforma. Dessa
forma, no decorrer das aulas, foi possivel viabilizar, junto aos estudantes, 0 manuseio das
ferramentas como: inserir ponto, reta, segmento de reta, reta perpendicular, reta paralela,
circunferéncia, poligono, medida de angulo, caixa de texto e distancia, bem como conhecer e
trabalhar com o controle deslizante do software. Assim, nas referidas aulas, o estudante

recebeu o material e as informagdes que possibilitariam o desenvolvimento da sequéncia



didatica preconizada para as 22 aulas seguintes. A seguir, é apresentado o planejamento das

aulas 1 e 2:

Aulas 1 e 2 - Desenvolvimento:

O aluno passara pelas seguintes etapas (todos em um mesmo arquivo):
Abra o software GeoGebra;

Insira dois pontos A e B;

Insira uma reta que passe por A e B;

Insira um ponto C;

Insira uma reta perpendicular a reta do item 3, passando por C;
Insira uma reta paralela a reta do item 3, passando por C;

Insira um ponto D;

Insira um controle deslizante;

Insira uma circunferéncia centrada em D e raio igual ao controle
desllzante do item 8 (mexa com o controle deslizante);

10. Crie um poligono com os pontos A, B e C;

11. Meca um angulo qualquer do poligono do item 10;

12. Meca um lado (aresta) qualquer do poligono do item 10;

13. Crie uma caixa de texto e insira seu home;

14. Insira um controle deslizante (da mesma forma que no item 8),
nomeando-o0 como b;

15. Va4 até a caixa de entrada (barra inferior da janela do software) e
digite: y=ax+b. Observe que a e b sdo os controles deslizantes criados
nos itens 8 e 14. Qual o gréafico gerado?

16. Mexa nos dois controles deslizantes e observe o que eles
provocam na reta criada no item 15;

17. As retas criadas nos itens 3, 5 e 6, podem ser vistas/entendidas
como gréficos de fungBes do 1°grau, portanto identifiqgue na barra
lateral esquerda as suas equacoes.

©CoNoO~wWDNE

Segue possivel resultado das aulas 1 e 2, destacado na Figura 1.

Figura 1. Possivel solucdo para as aulas 1 e 2:
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Fonte: Elaboracdo do autor (2019).




No decorrer desta atividade, foi possivel perceber que os estudantes ficaram motivados
com a ideia de sair da rotina da sala de aula e de trabalhar no Laboratério de Informatica e,
também, com a forma diferente de ensinar/aprender a Matematica com o uso da tecnologia.

Apresentar ao estudante o conhecimento de novas informagdes e instrumentos para o
aprendizado de Matematica por meio da tecnologia vai em consonancia com os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio (2000) que diz que, devido ao fato de o surgimento e
a renovacdo de saberes acontecerem de forma tdo veloz, torna-se impossivel o processo de
aprendizado ocorrer de forma solitdria, com o manuseio do uso de calculadoras pelos

estudantes, por exemplo. E um trabalho muito mais amplo, uma vez que:

O trabalho ganha entdo uma nova exigéncia, que é a de aprender
continuamente em um processo ndo mais solitario. O individuo, imerso em
um mar de informacdes, se liga a outras pessoas, que, juntas, complementar-
se-d80 em um exercicio coletivo de memoria, imaginacdo, percepcao,
raciocinios e competéncias para a producdo e transmissdo de conhecimentos
(BRASIL, 2000, p. 41).

Ao realizar esta atividade, foi possivel perceber que alguns estudantes a desenvolveram de
forma mais célere, outros nem tanto. Contudo, possibilitou-se que cada um trabalhasse em seu proprio

ritmo.

Aulas 3 e 4: Circulo trigonométrico; Radiano (2 aulas de 50 min cada).

As aulas 3 e 4, tiveram como objetivo a construcdo e a visualizacdo do circulo
trigonométrico e, posteriormente, do radiano. Visaram, ainda, a analise e a movimentacdo da
construcdo tendo por finalidade assegurar a nova medida de angulo: o radiano. Sendo assim,
esta atividade possibilitou que estudantes, por meio do uso de software, construissem,
analisassem e movimentassem a construcdo por eles realizada, relacionando a medida do arco
com a medida do angulo, utilizando as unidades de medidas graus e radianos. A seguir, tem-

se o0 desenvolvimento das aulas:

Aulas 3 e 4 - Desenvolvimento:
O aluno passaréa pelas seguintes etapas (todos em um mesmo arquivo):

1. Construa, no GeoGebra, uma circunferéncia de raio iguala 1 e
centro no ponto A (0,0);
2. Insira um ponto B com coordenadas (1,0).

Comentério: Os eixos coordenados (x e y) dividem a circunferéncia
em 4 partes, as quais sdo chamadas de “quadrantes”.

3. Insira um ponto C sobre a circunferéncia, pouco acima de B
(no sentido anti-horario);
Comentario: o sentido anti-horério, a partir do ponto B é
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convencionado como sendo o sentido positivo do circulo
trigonométrico e os quadrantes sdo enumerados nesse sentido.

De outra forma, tem-se que x e y assumem 0s sinais, conforme tabela:

Crie 0 segmento que vai de A até C;

Crie um arco de circunferéncia que vai de B até C;

4 Comentario: o arco de circunferéncia BC (orientado de B para
C, no sentido positivo) determina um angulo (central) BAC, ou seja,
existe uma relagdo entre o comprimento do arco e o angulo
determinado por ele.

v
v

4 Entre em propriedades desse arco e em estilo, altere a
grossura da linha e em cor, coloque vermelho.
4 Com a ferramenta distdncia ou comprimento, meca o

comprimento do arco BC
4 Meca o angulo BAC;

4 Movimente o ponto C e observe o comprimento do arco BC e
também o angulo formado em BAC.

4 Quando BAC=180°, qual é o comprimento do arco BC?

o Comentario: Lembre-se que o comprimento da circunferéncia

¢ C=2nr (r=raio) e que a circunferéncia trigonométrica possui raio
igual a 1, ou seja, C=2ml=2m. Sendo assim, quando se tem
BAC=360°, tem-se que o arco BC medira 2x. Portanto, é estabelecida
uma relagdo entre o comprimento do arco e o respectivo angulo
central, da seguinte forma: 360°-2m radianos, ou mais
simplificadamente: 180°«>n radianos (a unidade radiano vem do fato
do comprimento da circunferéncia ser 2m vezes o comprimento do
raio).

Esta atividade ensejou a constru¢do do angulo central, assim, na medida em que o
aluno movimentasse o ponto C, aparecia automaticamente a medida do arco e também do

angulo. Para visualizacdo, destaca-se a Figura 2.



Figura 2. Possivel resultado apds o desenvolvimento das aulas 3 e 4.
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Fonte: Elaboracdo do autor (2019).

Apo0s gerarem o circulo trigonométrico, os estudantes responderam a Atividade 1, que

consistiu na conversdo de grau para radiano e radiano para grau:

Atividade 1

1) Faca as conversdes de grau para radiano dos angulos a seguir:

Grau Radiano Grau Radiano Grau Radiano Grau Radiano
0° 90° /2 180° T 270°
30° 120° 210° 300°
45° 135° 225° 315°
60° 150° 240° 330°

2) Faca as convers@es de radiano para grau dos angulos a seguir:

Radiano Grau Radiano Grau Radiano Grau Radiano Grau
0 m 11w
2 g I
T 2 7 7w
6 3 5] 4
E 3_ S S
4 4 3




w =
|
|
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No desenvolvimento da questdo, foi possivel observar que os estudantes conseguiram
estabelecer, por meio do software e do calculo manual, a relacdo entre as unidades de medidas
de angulo, grau e radiano, bem como relacionar o comprimento de um arco com o respectivo
angulo central. A Atividade 1 possibilitou que os estudantes compreendessem melhor as
relagdes entre arco e angulo, reduzindo, dessa forma, a quantidade de célculos que seriam
feitos somente de forma manual.

Com relacdo aos estudantes que erraram alguns dos itens, percebeu-se que tiveram
dificuldade em relacionar o comprimento do arco com o angulo ndo s6 no GeoGebra, mas

também ao fazerem o calculo manual.

Aulas 5, 6, 7, 8 e 9: Trigonometria no circulo trigonométrico: Seno, Cosseno e Tangente
(4 aulas de 50 min cada).

Nas aulas 5, 6, 7, 8 e 9, teve-se como objetivo definir as principais razdes
trigonométricas no circulo trigopnométrico: Seno, Cosseno e Tangente, bem como visualizar a
trigonometria no triangulo retangulo. As aulas foram divididas em dois momentos. No
primeiro momento — que englobou as aulas 5, 6 e 7 —, foi trabalhada a construcdo do seno e do
cosseno. A segunda parte, aulas 8 e 9, resultou na construcdo da tangente. Assim, para
auxiliar a conducdo sobre o tema, foi sugerido o seguinte desenvolvimento para Seno e

Cosseno (12 parte):

Aulas 5, 6, 7 - Desenvolvimento: Para ajudar a conduzir as
discussdes sobre o tema, sugere-se a construcao:

1) Resgate o circulo trigonométrico visto na aula 3 e 4 (ou construa
novamente).

10




Comprimento de Arco de d = 0.78

2) Insira uma reta perpendicular ao eixo x, passando por C;

3) Insira uma reta perpendicular ao eixo y, passando por C;

4) Nas interse¢des das retas dos itens 2 € 3 com 0s €ix0s X €'y, crie
0s pontos D e E;

5) Crie os segmentos AD e AE, EC e DC e em seguida oculte as
retas perpendiculares criadas nos itens 2 e 3;

6) Em propriedades do segmento AD, engrosse 0 segmento e
coloque na cor azul;

7) Em propriedades do segmento AE, engrosse 0 segmento e
coloque na cor verde;

8) Com a ferramenta distancia, meca a distancia entre os pontos A e
D e a distancia entre os pontos A e E;

9) No item 8, foram criadas duas caixas de texto: AD=.... e
AE=.... . Entre em editar (botdo direito e editar) e deixe como na
figura (exemplo para AD):

Obs.: observe que na segunda caixa, define-se o valor de cosseno
como sendo a abscissa do ponto D, ou seja, no GeoGebra é usado o0
comando x(D). Faca 0 mesmo para a caixa de texto AE, colocando
‘seno’ e a ordenada do ponto E, ou seja, Y(E).

€7 Texto X 7 Texto X
Editar Editar

A) +(Nome(D) ='m cosseno= k(D)

[] Férmula LaTeX [ Simbolos « | Objetos « [] Férmula LaTeX ‘ Simbolos « ‘ Objetos «
[« T T T T T T T 1 [«1 T T T T 1T 1T 111
Visualizar Visualizar

Por favor, verifique a estrutura do seu comando cosseno=-0.66

|
< >|
& Ajuda OK Cancelar ‘9 Ajuda OK Cancelar
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10) Com a ferramenta poligono, crie o triangulo ADC;
11) Analise o triangulo ADC, relembrando as razdes trigonométricas
do tridngulo retangulo (e),

sena = cateto oposto a a coso = cateto adjacente a a
hipotenusa hipotenusa

E conclua que seus catetos (devido a hipotenusa ser de tamanho 1) séo

os valores de Seno (projetado no eixo y, em verde) e Cosseno

(projetado no eixo x, em azul) do 4ngulo DAC.

12) Relembre o teorema de Pitagoras: hipotenusa®=cateto;®+cateto,?

Com base nesse teorema, aplicando-o no triangulo retangulo ADC,
sen”(a) + cos?(a) =1

conclua que

Dessa forma, o possivel resultado das aulas 5, 6, 7 pode ser observado na Figura 3.

Figura 3. Possivel resultado das aulas 5,6 e 7.

Comprimento do arco d=0.49

d=049
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Fonte: Elaboragéo do autor.

Apos gerar o grafico, os estudantes responderam a Atividade 2 que continha seis
questdes. Esta atividade possibilitou aos estudantes visualizarem, no triangulo retangulo, o

lado que representava os valores do seno e do cosseno, assim como visualizar, no circulo
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trigonométrico, os sinais em cada quadrante do seno e do cosseno. Além disso, possibilitou

determinar os valores de seno e cosseno a partir dos angulos dados em graus e radianos e,

ainda, comparar 0 seno e o0 cosseno dos diversos angulos nos respectivos quadrantes.

Atividade 2

1) Observando a construcéo feita no GeoGebra, responda os itens:

a) Qual segmento representa o seno do arco BC (ou angulo BAC)?
b) Qual segmento representa o cosseno do arco BC (ou angulo BAC)?
2) Movimente o ponto C observando o sinal de seno e cosseno. Com base nisso, preencha a

tabela com “positivo” ou “negativo™:

Seno

Cosseno

1° quadrante

2° quadrante

3° quadrante

4° quadrante

3) Movimente o ponto C de forma a obter 0 seno e o cosseno dos seguintes angulos:

Seno

€osseno

30°

45°

60°

120°

135°

150°

210°

225°

240°

300°

13



315°

330°

4) Movimente o ponto C e visualize os valores de seno e do cosseno do angulo formado. Em
especial, movimente o ponto C para encontrar 0s seguintes valores:
a) sen(0)=__
b) cos(0)=__
C) sen(n/2)= __
d) cos(n/2)=__
e) sen(n)=__
f) cos(m)=__
g) sen(3n/2)=__
h) cos(3n/2)=
i) senQn)=__
j) cos@m=___
5) Complete com > ,< ou=:
a) sen(20°) ...... sen(170°)
b) sen(120°) ...... sen(240°)
c) sen(30°) ...... sen(150°)
d) sen(210°) ...... sen(300°)
e) cos(10°) ....... cos(10°)
f) sen(10°) ....... cos(10°)
6) Sendo x um arco no segundo quadrante do circulo trigopnométrico, responda com V ou F:
a) () sen(x) > cos(x)
b) ( ) cos(x)>0
c) () sen(x)<0
d) ( ) sen(x).cos(x)<0

Com relacdo aos estudantes que erraram alguns itens da Atividade 2, observou-se que 0s
mesmos construiram os devidos graficos, entretanto, ndo souberam extrair os valores dos
senos e cossenos de cada angulo.

A seguir, apresentou-se a segunda parte, as aulas 8 e 9, relacionadas ao desenvolvimento

da tangente:

14



22 parte do desenvolvimento: Tangente

1) Construa novamente o circulo trigonométrico (Centro
A=(0,0), B=(1,0), arco BC).

2) Insira uma reta perpendicular ao eixo x, passando por B;

3) Crie uma reta passando por Ae C;

4) Na intersecdo das retas dos itens 2 e 3, insira o ponto D;

5) Crie 0 segmento AD,;

6) Oculte a reta do item 3;

7) Crie 0 segmento BD e edite sua espessura e cor (laranja);

8) Crie o poligono com os pontos ABD e insira a medida do
angulo BAD;

9) Relembre a razéo trigonométrica:

tga =__cateto oposto a a
cateto adjacente aa e conclua, a partir do triangulo ABD,

que devido a AB=1, temos que tan(a)=BD.

10) Movimente o ponto C e visualize os valores de tangente do
angulo formado.

11) Com a ferramenta distancia, meca a distancia entre ponto B
e D;

12) No item 11, foi criada a caixa de texto: BD=.... . Entre em

editar (botdo direito e editar) e deixe como na figura:

G Texto b

Editar

tangente = y(D)

[] Férmula LaTeX ‘ Simbolos * \ Objetos «

=1 T T T T 1 1 T

Visualizar

tangente = 0.65

4 Ajuda OK Cancelar
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Dessa forma, como possivel resultado da segunda parte, destaca-se a Figura 4:

Figura 4. Possivel solugéo para o desenvolvimento da aula 8

®cxeyet

® C=(066,075)
=1

® d=085

a=085
G=085
9:x=1
h: 0.75x +0.66y =0
® D=(1,114)
® Q=151
® =114
® b=151
®a =114
®d=1
® t1=057
® a=4968'

Entrada

Fonte: Elaboracdo do autor

Apos gerar o grafico, os estudantes responderam a Atividade 3 que continha seis

questoes:

Atividade 3
1) Observando a construcdo feita no GeoGebra, qual segmento representa a tangente do arco
BC (ou angulo BAC)?

2) Movimente o ponto C observando o sinal da tangente. Com base nisso, preencha a tabela

com “positivo” ou “negativo”:

Tangente

1° quadrante

2° quadrante

3° quadrante

4° quadrante

3) Movimente o ponto C de forma a obter a tangente dos seguintes angulos:
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Tangente

30°

45°

60°

120°

135°

150°

210°

225°

240°

300°

315°

330°

4) Complete com > ,< ou=:
g) tan(20°) ...... tan(210°)
h) tan(120°) ...... tan(290°)
) tan(30°) ...... tan(150°)
i) tan(210°) ...... tan(300°)

5) Sendo x=260° um arco no circulo trigonométrico, responda com V ou F:

a) () sen(x)<cos(x) <tan(x)
b) () sen(x)<tan(x) < cos(x)
c) () tan(x) <sen(x) < cos(x)

d) () cos(x)<tan(x) < sen(x)

6) Movimente o ponto C e visualize os valores da tangente do angulo formado. Em especial,

movimente o ponto C para encontrar os seguintes valores:

a) tan(0)=_
b) tan(n)=__
C) tan(2m)=__
d) tan(n/2)=_
e) tan(3m/2)=__

OBS.: Arcos notaveis do primeiro quadrante.
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Na Atividade 3, foi possivel observar que os estudantes conseguiram visualizar o lado
do triangulo que representava a tangente, identificaram os sinais da tangente nos quatro
quadrantes, conseguiram visualizar os valores da tangente de varios angulos, bem como
relacionaram a tangente de um angulo com o seno e o cosseno e compararam o valor da
tangente de um angulo com outros angulos.

Presumiu-se que 0 grupo de estudantes que acertou todas as questdes conseguiu
visualizar no grafico os valores da tangente de varios angulos, bem como relacionar os valores
de seno, cosseno e tangente, tanto no software como com o célculo manual. Esse processo
investigativo desencadeia habilidades a servi¢o de varias competéncias, por exemplo: utilizar
estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, articular conhecimentos, compreender
registros, investigar e estabelecer conjecturas; sendo que estas habilidades sdo competéncias
especificas de Matematica e suas tecnologias de acordo com a Base Nacional Curricular —
BNCC (2017).

A experiéncia com a manipulacdo do circulo trigonométrico no GeoGebra permitiu a
obtencdo de varios valores de seno, cosseno e tangente, porém, sob a forma de nimeros
decimais aproximados. No entanto, é possivel encontrar valores exatos para alguns arcos, 0S

quais chamaremos de “notaveis”: 30°, 45° 60°.

a

Arcos Seno Cosseno Tangente

30°

45°

60°

Para trabalhar os conceitos de seno, cosseno e tangente por meio do célculo manual,
construiu-se um quadrado e deste retirou-se dois triangulos retangulos isésceles e, a partir do

triangulo equilatero, retirou-se dois tridngulos retangulos e aplicou-se as razdes
18



trigonométricas no tridngulo retangulo. Dessa forma, foi possivel determinar os valores de
seno, cosseno e tangente de 30°, 45° e 60°.

Considerando os estudantes que cometeram algum erro, tanto por meio do uso do
software como por meio do célculo manual, observou-se que visualizaram de forma incorreta
no gréfico os valores da tangente de varios angulos, ndo conseguindo relacionar os valores de

seno, cosseno e tangente no software com o calculo manual.

Aulas 10 e 11: Explorando simetrias no circulo trigonométrico (2 aulas de 50 min cada).

As aulas 10 e 11 tiveram como objetivo ndo sé usar as simetrias do circulo
trigonométrico para relacionar seno, cosseno e tangente entre angulos do 2° 3° e 4°
quadrantes, comparando-os com os angulos do primeiro quadrante, mas tambem reconhecer,
via congruéncia de triangulos, as simetrias e, posteriormente, comparar seno, C0SSeno e
tangente destes angulos “simétricos”. Para a execugdo desta proposta, 0S estudantes

receberam o material contendo o planejamento das aulas:

Desenvolvimento: Para se chegar a discussdo sobre as simetrias,
observou-se 0s seguintes passos, 0s quais proporcionam a reflexao:

1) Construa novamente o circulo trigonométrico (Centro
A=(0,0), B=(1,0), arco BC).

2) Insira a reta que passa por A e C;

3) Insira 0 ponto D como intersecdo da reta do item 2 com a reta
auxiliar para visualizarmos a tangente nesse ponto;

4) Insira 0 ponto E como intersecdo da reta do item 2 com a
circunferéncia (ja existe uma dessas intersecfes gque € o ponto C);

5) Insira uma reta paralela ao eixo X, que passe por C, e nomeie
como F a intersecdo dessa reta com a circunferéncia;

6) Insira a reta que passa por F e A e nomeie como G a
intersecdo dessa reta com a circunferéncia;

7) Meca o angulo BAC e BAG e observe a congruéncia;

8) Crie os segmentos: CF, FE, EG e CG (oculte a reta gue passa
por F e C);

9) Movimente o ponto C para visualizar varios angulos
congruentes;

10)  Meca o angulo BAF;
11)  Crie o ponto H (-1,0) e meca os angulos FAH, HAE e GAB.

Dessa forma, como possivel resultado das aulas 10 e 11, destaca-se a Figura 5:
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Figura 5. Possivel resultado da construcéo: visualizando congruéncias

9.46°

A = 30.54°
02 0.4 086 08
p=3054°

-0.8

Fonte: Elaboragdo do autor.

Essa atividade possibilitou estabelecer a simetria entre o primeiro e os demais
quadrantes (segundo, terceiro e quarto) para 0 seno, cosseno e tangente em relacdo ao eixo
vertical, horizontal e ao centro do circulo trigonométrico. Em seguida, os estudantes foram
orientados a movimentar o ponto C, com a finalidade de observarem e compararem a variacdo

do angulo do primeiro com os dos demais quadrantes, bem como a sua simetria.

Atividade 4
1) Escrever um angulo que tenha 0 mesmo valor de:

a) sen(30°)=sen( )
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sen(45%=sen(___ )
sen(60%=sen(___ )
sen(x)=sen(___ ), sendo x um angulo do 1° quadrante
tan(30°=tan(___ )
tan(45%=tan(__ )
tan(60°)=tan(___ )
tan(x)=tan(__ ), sendo x um angulo do 1° quadrante
cos(30°=cos(___ )
cos(45°=cos(___ )
cos(60°)=cos(___ )

cos(x)=cos( ), sendo x um angulo do 1° quadrante

2) Movimente o ponto C a fim de avaliar as identidades abaixo, classificando como
verdadeiro (V) ou falso (F):

a)
b)
c)
d)
€)
f)
9)
h)
i)

~

) sen(m — a) = sen(a)

) sen(m + a) = — sen(a)
) sen(2m - a) = sen(a)
) cos(m — a) = — cos(a)
) cos(m + a) = cos(a)

) cos(2m - a) = cos(a)
) tan(n — a) = — tan(a)

) tan(n + o) = tan(a)

AN AN AN AN AN N N

) tan(2n - o) = tan(a)

3) Encontre os valores pedidos (usando se necessario, as identidades verdadeiras do exercicio

anterior):

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)
i)

sen(120°) =sen(180° - 600):sen(60°):“;—§

sen(240°)=
sen(315°)=
c0s(135%=
c0s(210°=
cos(330°)=
tan(150°)=
tan(225°%=
tan(300°)=
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A criacdo do gréfico possibilitou que os discentes compreendessem a relacdo entre 0s
angulos e seus correspondentes nos diversos quadrantes do circulo trigonométrico, bem como
permitiu que constatassem os valores do seno, do cosseno e da tangente dos angulos

simétricos.

Aulas 12, 13 e 14: Defini¢édo das funcdes sen(x), cos(x) e tan(x) (3 aulas de 50 min cada).
As aulas 12, 13 e 14 tiveram como objetivo ndo s6 a compreensdo da construcao das
fungdes seno, cosseno e tangente no circulo trigonométrico, mas também da relagdo do
comprimento do arco (radiano) com a projecdo em cada eixo coordenado — eixo X, no caso do
C0Sseno, eixo y no caso do seno e reta auxiliar, no caso da tangente — e, ainda, o aprendizado
de como visualizar essa relagdo graficamente. Vale-se ressaltar que o passo 11 do

desenvolvimento desse material serviu de aporte para a Atividade 5.

Desenvolvimento: Para realizar essa atividade, os alunos deverdo
seguir 0s seguintes passos:

1. Construa novamente o circulo trigonométrico (Centro A=(0,0),
B=(1,0), arco BC).

2. Insira a reta que passa por A e C;

3. Insira uma reta perpendicular ao eixo X, passando por B;

4. Insira o ponto D, como intersecdo da reta do item 2 com a reta
auxiliar (do item 3) onde visualizamos a tangente;

5. Insira uma reta paralela ao eixo y que passe por C e nomeie como
E, a intersecdo dessa reta com 0 €ixo X;

6. Insira uma reta paralela ao eixo x que passe por C e nomeie como
F, a intersecao dessa reta com eixo y;

7. Crie os segmentos AD e AE, AF, EC, CF e BD e em seguida
oculte as retas perpendiculares criadas nos itens 2 e 3;

8. Em propriedades do segmento AE, engrosse 0 segmento e
coloque na cor azul;

9. Em propriedades do segmento AF, engrosse 0 segmento e
coloque na cor verde;

10. Em propriedades do segmento BD, edite sua espessura e cor
(laranja);
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11. Na caixa de entrada, crie um ponto que serd chamado de G. A
sintaxe de criacdo de ponto na caixa de entrada é sempre da forma:
G= (coordenada x do ponto, coordenada y do ponto). Crie um ponto
com o0 seguinte comando: G= (d, y(F)). O Ponto G foi criado usando o
comprimento do arco d como sendo sua abscissa e a coordenada y do
ponto F, como sendo sua ordenada (que € o respectivo valor do seno
desse arco);

12. Entre nas propriedades do ponto G e habilite a fun¢do “Rastro”.
Isso fard com que o ponto G ao ser movido, deixe um rastro, que sera
o gréafico da funcdo Seno;

13. Por fim, volte ao ponto C e em propriedades, habilite “animar”
14. Trace duas retas paralelas ao eixo x e passando pelos pontos 1 e -
1 do eixo y. Observe que o grafico da funcdo seno fica entre essas
retas construidas no passo 5. Isso significa que a imagem da funcéo
seno esté limitada ao intervalo [1, 1].

Nos estudos de Gravina (2001), no que se refere ao uso da tecnologia como recurso de

ensino, a autora relata que os ambientes de Geometria Dindmica sdo ferramentas informaticas

que permitem a construcao de objetos geométricos a partir das definicdes das propriedades.

Em consonancia as pesquisas da autora, apresentou-se o material que possibilitou a geracao

do gréafico de cada funcdo, relacionando o comprimento do arco com o seno, 0 COSSeno e a

tangente do angulo.

Atividade 5:

Repita procedimento analogo (a partir do item 11) para criar a fungdo cosseno e

tangente, fazendo as mesmas andlises. No caso de cosseno H=(d , X(E)) e no caso de tangente,

J=(d , y(D)).
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Figura 6 - Funcéo seno, cosseno e tangente construida a partir do circulo trigonométrico

.25

Fonte: Elaboracédo do autor.

Foram notaveis o envolvimento e a participacdo dos estudantes, provavelmente
devido a dinamica da atividade proporcionada pelo software, uma vez que estes puderam
perceber, em decorréncia da construcdo e da animacao dos graficos, que ambos poderiam ser
construidos ao mesmo tempo, em diversas tonalidades de cores e com movimento, 0 que
tornou atrativo e diferente o trabalho das aulas de Matematica, como se pode constatar na
figura 6.

Elaborar a sequéncia didatica e acompanhar os alunos individualmente foi
imprescindivel para a obtencdo de um resultado satisfatorio. Além disso, a utilizacdo do

software contribuiu para uma melhor compreensao dos conceitos matematicos estudados.

Aulas 15 e 16: Alguns graficos das fungdes sen(x), cos(x) e tan(x) e suas caracteristicas (1
aula de 50 min).
Nas aulas 15 e 16, teve-se como objetivo construir e visualizar por meio do software o

comportamento das funcbes seno, cosseno e tangente. Além disso, visava-se determinar o

24



dominio, a imagem e o periodo de cada funcdo. Assim, houve necessidade de abordar os
conceitos de dominio, imagem e periodo das respectivas fungdes. Como o estudo de periodo
era algo novo a ser trabalhado, foi imprescindivel explorar seu conceito e sua representacdo
grafica. Segundo lezzi (2016, p. 49): “Uma fun¢do f: A— B € periddica se existir um nimero
real positivo p tal que f(x) = f{ x+p), Vx € A. O menor valor positivo de p é chamado de
periodo de f”.

Em relagdo ao conceito de periodo, destacou-se seu entendimento por meio da
seguinte estratégia:

Observe a Figura 7, a funcédo f(x)=sen(x) possui periodo igual a 2.

Figura 7. Gréafico da funcgéo f(x)=sen(x) e seu periodo

-m/2 2 b /2 am sm/2 3 mi2 im 9mi2 5 1mi2

4 f(z) = sen(z)

Fonte: Elaboracdo do autor (2019).

A construcdo do gréafico por meio do software possibilitou visualizar qual é o espaco
que representou o periodo por meio das cores lilas e verde. Para possibilitar essa

compreensdo, utilizou-se a atividade a seguir, que deveria ser desenvolvida por cada
estudante:

Atividade 6:

Com o auxilio do GeoGebra, construa o grafico das funcdes e, a partir desses, encontre 0 que
se pede:

a) funcéo seno:

Dominio Imagem Periodo

f(x)=sen(x)

f(x)=sen(2x)

f(x)=2sen(x)

f(x)=-3sen(x)
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f(x)=2+sen(x)

f(x)=-2+sen(x)

f(x)=sen(x - 7/3)

fx)=sen(x + /3)

b) Fungéo cosseno:

Dominio

Imagem

Periodo

f(x)=cos(x)

f(x)=cos(2x)

f(x)=2cos(x)

f(x)=-3cos(x)

f(x)=2+cos(x)

f(x)=-2+cos(x)

f(x)=cos(x - 7/3)

f(x)=cos(x + 7/3)

¢) Funcdo tangente:

Dominio

Imagem

Periodo

f(x)=tan(x)

f(x)=tan(2x)

f(x)=2tan(x)

f(x)=-3tan(x)

f(x)=2+tan(x)

f(x)=-2+tan(x)

f(x)=tan(x - 7/3)

Jx)=tan(x + /3)

Observou-se que os estudantes ndo tiveram dificuldades para construir os graficos das

fungdes por meio do software. Entretanto, o problema foi com relagéo a analise do gréfico.
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Com relacdo aos estudantes que cometeram algum erro na atividade proposta,
percebeu-se que, embora tenham construido corretamente os gréficos, tiveram dificuldade na
interpretacdo dos mesmos, sendo uma das hipoGteses para essa dificuldade o fato de ndo

conseguirem realizar a analise em razéo de ndo se terem apropriado dos conceitos.

Aulas 17, 18, 19, 20, 21 e 22: Alterac6es da funcéo seno, cosseno e tangente (6 aulas de 50
min cada).

Nas aulas 17, 18, 19 20, 21 e 22 teve-se como objetivo estudar os efeitos da inser¢ao
de coeficientes, a. b. c, e d, nas fungdes seno, cosseno e tangente e manipular essas funcdes no
GeoGebra, com a ajuda de controles deslizantes para melhor visualizar os efeitos dos

parametros. Para tanto, seguiu-se, para cada fungéo, o seguinte desenvolvimento:

Desenvolvimento: fungéo seno

(1) No icone controle deslizante, insira 4 controles deslizantes; a,
b,ced.

@) No campo de entrada do GeoGebra, digite:
f(x)=a+b*sen(c*x+d)

3) Mexa em cada controle deslizante em separado para visualizar
muito claramente a sua influéncia.

4) No campo de entrada, digite: periodo=(2*pi)/abs(c). Isso cria
uma variavel que calcula o periodo da funcdo seno. Observe que esse

, - Zm P .
comando na verdade é igual a Top dueeo periodo.

(5) Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0 e observe o grafico da funcéo
(com esses parametros, temos f(x)=sen(x));

(6) Mexa o controle deslizante a e observe o que acontece com 0
grafico da funcdo; (translagao vertical)

) Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0, mexa com o controle b e observe
0 que acontece com o grafico da funcdo; (Ampliagcdo/compresséo
vertical)

(8) Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0, mexa com o controle ¢ e observe
0 que acontece com o grafico da funcdo (Ampliagcdo/compressdo
horizontal). Ao mexer no controle ¢, observe também a variavel
periodo criada no item 4.

9) Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0, mexa com o controle d e observe
0 que acontece com o grafico da fungdo (translacdo horizontal).

(10)  Os coeficientes a, b, ¢c e d provocam alteracdes na funcédo
seno. Relacione cada coeficiente com a respectiva alteracdo no
gréafico.

Alteracéo no gréafico Coeficiente

Ampliacdo/compresséo vertical
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Translacéo vertical

Ampliagdo/compresséo horizontal

Translagéo horizontal

A partir da sequéncia apresentada, destacamos a Figura 8.

Figura 8. Gréfico da fungdo seno e suas variantes

€2 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

AL DI OMOM < Nl =2l >

» Janela de Aigabra Xl | » Janela de Visualizagdo

® a=09 a=09
® b-17
® c=18 .
® d-28 b=17
® f(x) = 0.9+ 1.7 sen(Ll - Nimeroa]
periodo = 3.49 c=18
" -

Entrar

d=28

‘ 3
\ /\
V\ 2

Fonte: Elaboragdo do autor.

Alteracéo no grafico

Y AW

Coeficiente

Ampliacdo/compresséo vertical

Translacéo vertical

Ampliacdo/compressdo horizontal

Translacdo horizontal

Desenvolvimento: funcéo cosseno

Q) No icone controle deslizante, insira 4 controles deslizantes; a,

b,ced.
(2) No campo de
f(x)=a+b*cos(c*x+d).

entrada

do  GeoGebra, digite:

(3) Mexa em cada controle deslizante em separado para visualizar

muito claramente a sua influéncia.

28



4) No campo de entrada, digite: periodo=(2*pi)/abs(c). Isso cria
uma variavel que calcula o periodo da funcdo cosseno. Observe que

; - =TT / -
esse comando na verdade € igual a Top dueeo periodo.

(5) Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0 e observe o grafico da funcéo
(com esses parametros, temos f(x)=cos(x)).

(6) Mexa o controle deslizante a e observe o que acontece com o0
grafico da funcdo (translagdo vertical).

(7)  Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0, mexa com o controle b e observe
0 que acontece com o grafico da funcdo (Ampliacdo/compressao
vertical).

(8)  Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0, mexa com o controle c e observe
0 que acontece com o grafico da funcdo (Ampliacdo/compressdo
horizontal). Ao mexer no controle ¢, observe também a variavel
periodo criada no item 4.

9) Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0, mexa com o controle d e observe
0 que acontece com o grafico da funcdo (translacdo horizontal).

(10)  Os coeficientes a, b, c e d provocam alteragdes na funcdo
seno. Relacione cada coeficiente com a respectiva alteracéo:

Alteracéo no grafico Coeficiente

Ampliacdo/compressdo vertical

Translacéo vertical

Ampliacdo/compressdo horizontal

Translacédo horizontal

Desenvolvimento: fungdo tangente

Q) No icone controle deslizante, insira 4 controles deslizantes; a,
b,ced.

@) No campo de entrada do GeoGebra, digite:
f(x)=a+b*tan(c*x+d)

3) Mexa em cada controle deslizante em separado para visualizar
muito claramente a sua influéncia.

4) No campo de entrada, digite: periodo=(pi)/abs(c). Isso cria
uma varidvel que calcula o periodo da fungdo tangente. Observe que

, . T ’ -
esse comando na verdade é igual a —, que é o periodo.

[’

(5)  Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0 e observe o gréafico da funcéo
(com esses parametros, temos f(x)=tan(x)).

(6) Mexa o controle deslizante a e observe o que acontece com 0
grafico da funcéo; (translagdo vertical).

(7) Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0, mexa com o controle b e observe
0 que acontece com o grafico da funcdo (Ampliagcdo/compressdo
vertical).
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(8) Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0, mexa com o controle c e observe
0 que acontece com o grafico da funcdo (Ampliagcdo/compressdo
horizontal). Ao mexer no controle c, observe também a variavel
periodo criada no item 4.

(9)  Ajuste a=0, b=1, c=1 e d=0, mexa com o controle d e observe
0 que acontece com o grafico da fungdo (translagéo horizontal).

(10)  Os coeficientes a, b, ¢ e d provocam alteragdes na funcédo
seno. Relacione cada coeficiente com a respectiva alteragéo:

Alteracgdo no gréfico Coeficiente

Ampliagdo/compresséo vertical

Translacéo vertical

Ampliagdo/compresséo
horizontal

Translacao horizontal ‘

OBS. Repare que para o caso da funcéo tangente, temos o periodo igual a —, diferentemente

do caso de seno e cosseno que é:

Atividade 7:

lel’

-

lel’

1) Com auxilio do GeoGebra, faga o grafico de f, g e h no mesmo plano cartesiano e responda

as questoes:

a) f(x)=sen(x), g(x)=3+sen(x), h(x)=-3+sen(x)

a) se a>07?

Na funcdo y=a+sen(x), qual a diferenca em relacdo ao grafico de f(x)=sen(x):

b) se a<0?

Se sim, qual?

Houve alteracdo no periodo de g e h em relacdo a f, sim ou nédo?

Se sim, qual?

Houve alteracdo na imagem de g e h em relagéo a f, sim ou néo?

30



b) f(x)=sen(x), g(x)=3sen(x), h(x)=-3sen(x) e t(x)=(1/3)sen(x)
e Na funcdo y=b.sen(x), qual a diferenca em relacéo ao gréfico de f(x)=sen(x):
a) se b>1
b) se O<b<1
c) se b<0

e Houve alteracdo no periodo de g, h e t em relagdo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

e Houve alteragcdo na imagem de g, h e t em relacéo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

c) f(x)=sen(x), g(x)=sen(2x), h(x)=sen(x/2) e t(x)=sen(-2x)
e Na funcdo y=sen(cx), qual a diferenca em relacéo ao grafico de f(x)=sen(x):

a) sec>1

b) se O<c<1

c) se c<0

e Houve alteracdo no periodo de g, h e t em relagéo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

e Houve alteracdo na imagem de g, h e t em relacéo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

d) f(x)=sen(x), g(x)=sen(x+z/3), h(x)=sen(x - z/3)

e Na funcdo y=sen(x+d), qual a diferenca em relag¢ao ao grafico de f(x)=sen(x):

a) se d>0
b) se d<0

e Houve alteracdo no periodo de g e h em relacdo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

e Houve alteracdo na imagem de g e h emrelacdo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

e) f(x)=cos(x), g(x)=2+cos(x), h(x)=-2+cos(x)
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e Na funcdo y=a+cos(x), qual a diferenca em relagdo ao gréafico de f(x)=cos(x):
a) se a>07?
b) se a<0?

e Houve alteracdo no periodo de g e h em relacdo a f, sim ou nao?

Se sim, qual?

e Houve alteracdo na imagem de g e h em relacdo a f, sim ou nao?

Se sim, qual?

f) f(x)=cos(x), g(x)=2cos(x), h(x)=-2cos(x) e t(x)=(1/2)cos(x)
e Na funcdo y=b.cos(x), qual a diferenca em relacdo ao grafico de f(x)=cos(x):
a) se b>1
b) se 0<b<1

c) se b<0

e Houve alteracdo no periodo de g, h e t em relagéo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

e Houve alteracdo na imagem de g, h e t em relacéo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

g) f(x)=cos(x), g(x)=cos(2x), h(x)=cos(x/2) e t(x)=cos(-2x)
e Na funcao y=cos(cx), qual a diferenca em relacéo ao grafico de f(x)=cos(x):

a) sec>1

b) se 0<c<1

c) se c<0

e Houve alteracdo no periodo de g, h e t em relacdo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

e Houve alteracdo na imagem de g, h e t em relacéo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

h) f(x)=coa(x), g(x)=cos(x+n/3), h(x)=cos(x - n/3)
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e Na funcdo y=cos(x+d), qual a diferenca em relagdo ao gréfico de f(x)=cos(x):
a) se d>0
b) se d<0
e Houve alteracéo no periodo de g e h em relacéo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

e Houve alteragcdo na imagem de g e h emrelacéo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

i) f(x)=tan(x), g(x)=3+tan(x), h(x)=-3+tan(x)
e Na funcdo y=a+tan(x), qual a diferenca em relacdo ao gréafico de f(x)=tan(x):
a) se a>07?
b) se a<0?

e Houve alteracdo no periodo de g e h emrelagdo a f, sim ou nao?

Se sim, qual?

e Houve alteracdo na imagem de g e h em relacdo a f, sim ou nao?

Se sim, qual?

j) f(x)=tan(x), g(x)=3tan(x), h(x)=-3tan(x) e t(x)=(1/3)tan(x)
e Na funcdo y=b.tan(x), qual a diferenca em relacdo ao grafico de f(x)=tan(x):
a) se b>1
b) se 0<b<1

c) se b<0

e Houve alteracdo no periodo de g, h e t em relacdo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

e Houve alteracdo na imagem de g, h e t em relacéo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

I) f(x)=tan(x), g(x)=tan(2x), h(x)=tan(x/2) e t(x)=tan(-2x)
e Na funcdo y=tan(cx), qual a diferenca em relacdo ao grafico de f(x)=tan(x):

a) sec>1
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b) se O<c<1

c) se c<0

e Houve alteracdo no periodo de g, h e t em relagdo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

e Houve alteragcdo na imagem de g, h e t em relagéo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

m) f(x)=tan(x), g(x)=tan(x+r/3), h(x)=tan(x - ©/3)
e Na funcdo y=tan(x+d), qual a diferenca em relacdo ao grafico de f(x)=tan(x):
a) se d>0
b) se d<0

e Houve alteracdo no periodo de g e h em relacéo a f, sim ou néo

Se sim, qual?

e Houve alteracdo na imagem de g e h emrelacdo a f, sim ou ndo?

Se sim, qual?

Nesta atividade, os estudantes observaram que quando o parametro a das fungdes seno,
cosseno e tangente era positivo (a>0), havia uma translacdo vertical para cima, e quando
negativo (a<0), havia translacéo vertical para baixo. Com isso, eles perceberam também que o
periodo da funcdo ndo se alterava, mas que havia uma alteracdo na imagem da funcdo. A
variacdo do grafico de cada funcdo construida refere-se a insercdo do parametro a.

Os estudantes observaram que, quando o parametro b das funcdes seno, cosseno e
tangente era maior que um (b>1), havia uma ampliacdo vertical, ja quando o pardmetro era
maior que zero e menor que um (0<b<1), havia uma compressao vertical, e, quando o
parametro era menor que zero (b<0), havia uma ampliacdo vertical. Com isso, eles
perceberam que havia uma variacdo da imagem, o que ndo ocorria com o periodo das funces.

Notaram ainda que, para as fun¢fes seno, cosseno e tangente, quando o parametro c
era maior que um (c>1), havia uma compressao horizontal, e quando o parametro era maior
que zero e menor que um (o0<c<1), havia uma ampliacdo horizontal, e, quando o parametro
era menor que zero (c<0), havia uma compressdo horizontal. Dessa forma, notaram que o

periodo das funcdes se alterava, o que ndo ocorria com a imagem das funcdes.
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A partir dessa atividade e demais itens, os estudantes concluiram que, nas funcbes
seno, cosseno e tangente, quando o parametro d era maior que zero (d>0), havia uma
translacdo horizontal do gréafico para a esquerda, e quando o pardmetro era menor que zero
(d<0), havia uma translacdo horizontal para a direita. Perceberam, dessa forma, que o periodo
e a imagem da fungdo permaneciam inalterados. De modo geral, observou-se que
conseguiram construir corretamente os graficos das fun¢Ges seno, cosseno e tangente, bem
como analisaram o seu comportamento, de acordo com a variacdo dos parametros a, b, c e d,
de cada uma das funcGes.

Os estudantes que erraram alguns dos itens, embora tenham construido corretamente
os graficos, tiveram dificuldades para analisa-los, uma vez que ndo conseguiram interpretar a
variacdo dos parametros estabelecidos em cada funcdo.

Em relacdo as vantagens da utilizacdo do recurso tecnolégico, esclarecem os autores:

O recurso tecnolégico para ser utilizado devera permitir explorar esses
conceitos, dando oportunidades a sua compreensdo por todos os alunos,
desde os mais rapidos aos que apresentam maiores dificuldades. Por isso,
deve possibilitar a experimentacdo, varias formas de resolucdo das questfes
(por ex. contar, operar, manipular, visualizar...) (AMADO, CARREIRA,
2015, p. 15).

Assim, nessa perspectiva, se 0 desenvolvimento dessa atividade ocorresse de forma
tradicional, ou seja, utilizando a lousa e giz, demandaria muito tempo na construcéo de cada
gréfico de cada funcéo, o que impossibilitaria que os estudantes visualizassem, interpretassem
e analisassem os respectivos graficos. Portanto, devem ser levadas em conta as vantagens da

agilidade e do dinamismo que o uso do software proporciona.

Aulas 23 e 24: Aplicagdes da funcdo seno e cosseno (2 aulas de 50 min cada).

Nestas aulas, veremos algumas atividades relacionadas a aplicacdo de funcgdes
trigonométricas.

OBJETIVO: Estabelecer relacbes entre os conceitos das funces trigopnométricas seno e

cosseno com os problemas do dia a dia.

Atividade 8:

1) (CHAVANTE, 2016) Na medicina, a trigonometria é apresentada no monitoramento da
frequéncia cardiaca, ou seja, no nUmero de batimentos cardiacos em um periodo de tempo,
usualmente designado por b.p.m (batimentos cardiacos por minuto). A partir do
monitoramento, é possivel medir a pressao sanguinea ou arterial de uma pessoa.
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Essa medida da pressdo sanguinea é dada por dois valores: a pressdo sistolica, que € o
valor méximo atingido quando o coracdo se contrai € bombeia o sangue, e a pressao
diastolica, que é o valor minimo atingido quando o coracdo estd em repouso, ambas em um
intervalo de tempo de um batimento cardiaco. Normalmente, a pressdo é representada da
seguinte maneira: 120/80 mm Hg (milimetros de mercurio), em que o primeiro valor é a
pressao sistélica e o segundo valor é a presséo diastdlica.

A variacdo da pressdo sanguinea (em mm Hg) de uma pessoa, em funcdo do tempo
(em s), é uma funcdo trigonométrica (ciclica ou periédica) cuja lei é dada por:

P(t) = 100 — 20cos (Zt).

a) Usando o GeoGebra, construa o grafico de P(t);

b) Qual o periodo de P(t) (espaco de tempo em que o fendmeno de variacdo de pressdo

completa um ciclo)?

¢) Quais os valores das pressdes maxima e minima? Em qual instante de tempo eles ocorrem?

d) Qual a imagem de P(t)?

Por meio dessa atividade, o estudante pbde construir o grafico da funcdo e
compreender o periodo em que a funcdo se repete, além de conseguir analisar a pressdo
méaxima e minima dessa funcdo trigonométrica (ciclica e periddica) e o tempo necessario da

ocorréncia.

2) (UFPR-2013) O pistdo de um motor se movimenta para cima e para baixo dentro de um

cilindro, como ilustra a figura. Suponha que um instante, em segundos, a altura do pistdo, em

centimetros, possa ser descrita pela expressao: h(t) =4 + 45911(5%;]
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Figura 9. UFPR//fac-simileID/BR

Fonte: Chavante, 2016.

a) Determine a altura maxima e a minima que o pistao atinge.
b) Quantos ciclos completos esse pistdo realiza, funcionando durante um minuto?

3) (IEZZI, 2016) Em uma pequena roda-gigante, a altura (em metros) em gue um passageiro
se encontra no instante t (em segundos) é dada pela lei: h(t) =6+ 45911(:—2 t), para

t € [0,270].

Figura 10. Thinkstoch/Getty Images

TETERET

Fonte: lezzi, 2016.
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a) No inicio do passeio, a que altura se encontra o passageiro?

b) A que altura se encontra o passageiro apos 10s do inicio?

c) Qual é a altura minima que esse passageiro atinge no passeio?

d) Qual é a altura méaxima que esse passageiro atinge no passeio?

e) Qual é o tempo necessario para essa roda-gigante dar uma volta completa?

) Quantas voltas completas ocorrem no passeio?

Observou-se que nessa atividade ndo foi solicitado apresentar o grafico da funcdo,
entretanto, os estudantes conseguiram relacionar os conceitos trabalhados da fungéo seno, no
que diz respeito a imagem e ao periodo. Souberam ainda relacionar a altura maxima do pistao
com o maior valor do seno de um determinado angulo e também relacionaram a menor altura

do pistdo com o menor valor do seno do angulo.

4) (IEZZI, 2016) Um artigo publicado em um caderno de economia prevé que as exportagoes

de um certo pais ( em milhdes de dolares), no ano de 2020+x, em quex € {0,1,2,3,..,19,20} ,
serdo dadas pela lei: f(x) = 400 + 18cos Gx)

Supondo que isso realmente ocorra, determine:
a) O valor das exportacdes desse pais nos anos de 2020, 2025 e 2030, em milhGes de
dolares;

b) Quantas vezes, entre 2020 e 2040, f atingira seu valor minimo? Qual é esse valor?
5) (IEZZI, 2016) Na tabela abaixo, constam as previsGes para a maré alta e para a maré baixa

durante trés dias consecutivos (4, 5 e 6) de maio de 2015, para o porto de Ilhéus, no sul do

estado da Bahia.
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Figura 11. Porto de IIhéus — Malhado (Estado da Bahia)

Latitude: 14°46,8'S Longitude; 39°01,6"W Fuso: +03 Ano: 2015
Instituicao: DHN 40 Componentes  Nivel Médio: 1,12m  Carta: 01201

Hora Altura (m}

SAB 3 h 41 min 2,0

4/5/2015 9h 51 min 0,2

16 h 02 min 2,1

22 h 06 min 0,2

b . ) 4h09 min 2,0

% 552015 @ 10h21min 0.2

b [ 16h38mn 20

22 h 43 min 0.2

. 4 h 47 min 2,0

015 10 h 56 min 0,2

17 h 09 min 2,0

23 h 15 min 0,3

Fonte: Marinha do Brasil. Disponivel em: < www.mar.mil.br/dhn/chm/box-previsao-
mare/tabuas/40145jan2016.htm>. Acesso em 10 mar. 2016.

Observe que:

®As marés altas ocorrem de 12 em 12 horas, aproximadamente, como mostram 0s
destaques na cor vermelha da tabela.

®As marés baixas ocorrem, também, de 12 em 12 horas, aproximadamente, como
mostra a tabela.

®As alturas da maré alta praticamente se repetem de 12 em 12 horas: com apenas uma
excecao, todas as alturas previstas para a maré alta medem 2,0 m.

®As alturas da maré baixa praticamente se repetem de 12 em 12 horas: com apenas
uma excecdo, todas as alturas previstas para a maré baixa medem 0,2 m = 20 cm.

®As marés altas ocorrem de 12 em 12 horas e, para facilitar a modelagem, vamos
admitir 2,0 m como sendo o valor comum previsto nos trés dias;

®As marés baixas ocorrem de 12 em 12 horas; vamos adotar o valor 0,2 m como

mostra a referéncia da altura da maré baixa prevista para os trés dias.
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Figura 12. Praia de Serra Grande - lIhéus BA 2014

Fonte: lezzi, 2016.
12 parte: Considerando as observagdes anteriores e lembrando que as previsdes se
referem a trés dias seguidos, preencha (com algumas aproximacdes nos horarios) a tabela que

relaciona a altura da maré (em metros) e o tempo (em horas), contando a partir do primeiro
horario de previsdo (3 h 41 min), que sera considerado o instante inicial (t = 0).

Tempo (h) 0 6 [12|18 243036 42| 48

Altura da maré (m)

2% Parte: VVamos supor que a relacao entre a altura (h) da maré (em metros) e o tempo
(t) (em horas), se estabeleca por meio de uma funcéo do tipo i(t)=A+B.cos(wt), em que A, B
e W sdo constantes reais positivas. Nesta atividade, vocé vai determinar a lei da funcdo que
relaciona a altura (h) da maré e o tempo (t), construir seu grafico e resolver um problema.

Para isso, € preciso primeiro, encontrar os valores das constantes A, B e w.

a) Determine o valor de w, lembrando que o periodo dessa fungéo é dado por p= 2z

[wel

b) Determine os valores de A e B. (sugestdo: utilize a informacdo sobre o conjunto imagem

dessa funcao)

c) Escreva a lei da fungdo que relaciona h com t.
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d) Por meio da lei obtida, é possivel prever a altura da maré em outros momentos, além dos de
baixa e alta. Determine a altura da maré para t = 10 (aproximadamente 14 horas do 1° dia) e
parat = 28 (aproximadamente 8 horas do 2° dia).

e) Usando o Geogebra, construa o gréafico da funcdo obtida no item c.

Essa atividade propiciou ao estudante relacionar o estudo da fungdo cosseno com o
fenémeno das marés. A funcdo dada h(t) a qual representa o nivel da &gua do mar, em metros,
em fungdo do tempo, t, em horas, possibilitou ao aluno calcular as alturas das marés em
funcdo dos valores do cosseno maximo e minimo, 0s quais vao caracterizar a maré alta
quando o cosseno for maximo e a maré baixa quando o cosseno for minimo.

O objetivo foi estabelecer a relacdo entre os conceitos das funcdes seno, cosseno e
tangente com os problemas do dia a dia. Ficou evidente que os estudantes que acertaram todos
0s itens da atividade conseguiram construir e analisar os graficos por meio dessa construgéo.
Puderam, ainda, interpretar e calcular os periodos e elaborar a imagem identificando os
valores maximos e minimos das funcdes. Com relacdo aos estudantes que erraram alguns dos
itens, pode-se afirmar que ndo conseguiram estabelecer relacdo entre as atividades propostas e
0s conceitos trigonométricos das fungdes seno e cosseno. Diante dessa proposta, foi possivel

observar que o software potencializa a relagdo entre os conceitos trigopnométricos.

Resultados obtidos

As tecnologias estdo cada vez mais presentes em, praticamente, todas as atividades
da vida da sociedade. Nesse contexto, torna-se um imperativo o professor estar atento as
dinamicas da sociedade e fazer uso de préticas de ensino consonantes a essa realidade.

A presente pesquisa decorreu dessas necessidades e foi considerada como um desafio
pessoal pelo pesquisador, uma vez que este sempre fez uso de préaticas pedagogicas
tradicionais — como uso do quadro, giz e aulas expositivas — e, ainda, sempre teve dificuldade
de adotar metodologias de ensino mais dindmicas em suas praticas pedagogicas cotidianas.
Assim, foi a superacdo dessas dificuldades que resultou na proposta e no desenvolvimento
desta pesquisa.

Outrossim, a partir da questao norteadora “como a utilizagdo do software GeoGebra
pode potencializar a exploragdo do conteudo de Trigonometria?”, buscou-se investigar como

a utilizagdo do software GeoGebra pode potencializar a exploragdo de topicos da
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trigonometria. Como consequéncia, a pesquisa desdobrou-se em uma intervencdo pedagdgica
junto a uma turma de trinta e seis estudantes, com idade média de quinze anos, do 2° ano do
Ensino Médio Integrado do Curso de Informética. A escolha dos sujeitos deu-se em razdo de
ser uma turma para a qual o pesquisador ministrava aulas de Matemaética, sendo o contetdo de
Trigonometria ofertado no segundo ano do referido curso. Por serem estudantes do curso de
Informatica e terem, durante o curso, aulas praticas de Informatica no laboratério, percebeu-se
que ja estavam familiarizados com o manuseio e o0 uso de tecnologias.

A intervencdo pedagdgica proposta para o desenvolvimento desta pesquisa foi
realizada por meio de uma sequéncia didatica sistematizada, elaborada de forma exclusiva
pelo pesquisador contando com exercicios que possibilitaram aos estudantes a interacdo com
0 software GeoGebra, permitindo que diferentes conjecturas fossem testadas, o que nao
poderia se dar por meio de uma aula tradicional. Assim, a intervengdo pedagdgica ocorreu por
meio de vinte e quatro aulas, sendo cada uma com duracdo de cinquenta minutos, que foram
desenvolvidas em um laboratdrio de informatica que dispunha de computadores suficientes
para todos os estudantes da turma desenvolverem as atividades por meio do uso do software
GeoGebra, previamente instalado pelo pesquisador nos computadores.

Tendo como ponto de partida o objetivo principal da pesquisa — verificar como a
utilizacdo do software GeoGebra pode potencializar a exploracdo de topicos da trigonometria
—, desenvolveram-se 0s objetivos especificos, sendo que o primeiro foi verificar as
potencialidades e promover a participacdo dos estudantes no estudo da trigonometria.
Percebeu-se que aumentou a interacdo entre estudantes e professor, uma vez que, na
elaboracdo dos graficos das fungées, ficou garantida a visualizacdo de forma interativa, o que
possibilitou que os estudantes criassem hipdteses, explorassem e propusessem alternativas,
em um trabalho coletivo que favoreceu a discussdo e interatividade professor-estudante.

Destarte, a forma como esses recursos foram utilizados na pesquisa garantiu a
efetividade do computador e do software GeoGebra como ferramentas pedagdgicas, uma vez
que foram potencializados e aproveitados em sala de aula.

Percebeu-se que a intervencdo trouxe impactos positivos ndo s ao ensino aos
estudantes, mas também a préatica pedagogica do docente, uma vez que conseguiu-se superar
todos os desafios impostos por uma pratica docente desenvolvida, ao longo de quarenta e um
anos, de forma tradicional. Esta mudanca de paradigma pode vir a servir de exemplo a outros
profissionais de forma a reduzir ou dirimir a resisténcia ao uso de ferramentas tecnolégicas,

como o uso de computadores e de softwares.
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Ainda por meio da metodologia proposta na pesquisa, evidenciou-se que 0 uso do
software GeoGebra pode ressignificar a forma de ensinar matemética, auxiliando na
compreensdo, no desenvolvimento e na explicacdo da disciplina. Além da possibilidade de
propiciar, aos estudantes, um recurso didatico que ira auxilid-los na compreensdo dos
contelidos a partir da utilizacdo do simbolismo matematico envolvido, a fim de oportunizar o
raciocinio e a autonomia desses estudantes na realizacdo de tarefas e desenvolver sua
capacidade de resolver exercicios e problemas contextualizados, por meio do uso do
computador.

E importante destacar que a ideia é aproveitar o melhor possivel o software educativo
e fazer com que os estudantes se envolvam ao maximo com as atividades propostas,
possibilitando que eles explorem os diversos recursos disponiveis.

Este trabalho, apontou, ainda, que a forma de ensinar matematica pode ser
reinventada por meio do uso de softwares computacionais, mediante uma pratica pedagogica
diferenciada utilizada junto aos estudantes, para que haja a compreensdo da Matematica
enquanto uma disciplina que perpassa as diferentes dimensdes da vida humana. Para tal, o
doente deve considerar o uso do software na perspectiva do desenvolvimento de uma
metodologia ativa e dinamica, de carater mediador, que possibilita aos estudantes
consolidarem conhecimentos matematicos de forma autbnoma e que, ainda, viabiliza o elo e a

interpretacdo do compromisso social na producao do conhecimento.
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