Distribuigdo de Probabilidade e Simulagédo
Adriana Backx Noronha (FEA/USP)

Material organizado dentro do contexto de ensino de Simulacdo Aplicada a Administragdo.
Como utilizar o Excel para gerar numero aleatério com base em uma distribuicdo de
probabilidade continua uniforme ou distribui¢do de probabilidade discreta ndGo-uniforme.

Simulagdo é um conjunto de ferramentas que nos permite gerar cenarios e trazer informacdes
que auxiliem no processo de decisdao. A base para gerar simulacdo é o conceito de distribuicdo
de probabilidade; mais ainda, as ferramentas que permitam gerar um conjunto de nimeros
dentro de uma distribuicdao de probabilidade determinada. Esse texto apresenta como gerar as
distribuicGes de probabilidade, permitindo aplicar o processo de simulagado.

Basicamente sdo trés passos que nos permitem selecionar, organizar e gerar niumeros de
acordo com determinada distribuicdo de probabilidade; esses nimeros serdo utilizados na
simulacdo. O quadro 1 apresenta uma relacdo entre o tipo de distribuicdo e o tipo de variavel.

DISTRIBUIGAO UNIFORME

Todos os valores com igual
probabilidade

VARIAVEL
CATEGORICA/DISCRETA

Assume valores inteiros

Todos os valores tém a
mesma probabilidade de
serem sorteados

Ex: jogo de dados; género

Aleatérioentre()
ou PROCV com
probabilidades iguais

DISTRIBUIGAO NAO UNIFORME

Algum valor pode ter distribuicao
diferente

Ex: n° de defeitos;
n° pessoas em uma fila

PROCV/(aleatdrio(); tabela)
Binomial, Poisson

VARIAVEL
CONTINUA

Assume qualquer valor entre
dois inteiros

Variavel quantitativa continua;

probabilidades iguais

Ex: Custo de um produto
variando entre x ey

Aleatorio()

Min + (Max — Min)*aleatorio()

Ex: Tempo entre duas
chamadas

Normal, Triangular,
Exponencial, Gama

Quadro 1 — Relagdo entre tipo de distribuicdo e tipo de variavel

Fonte: da autora (desenhado por Anna Célia Affonso dos Santos)




Em resumo, os trés passos sio:

1) Identificar no enunciado do problema quais sdo os dados a serem utilizados para gerar
a simulagdo; qual o tipo de variavel e qual o tipo de distribuicdo (uniforme ou nio
uniforme)

2) Identificar em que quadrante estd a distribuicdo de probabilidade que se pretende
utilizar para gerar os nimeros (cruzamento entre tipo de varidvel e tipo de distribuicdo)

3) Escolher as fungGes do Excel a serem utilizadas.

Observando o Quadro 1, basicamente temos quatro possibilidades. Neste texto, duas
possibilidades sdo descritas em maiores detalhes: 1) Distribuicdo continua uniforme; 2)
Distribuicao Discreta nao-uniforme. Os textos foram organizados com base em material
desenvolvido pelo Prof. Ronaldo Zwicker.

1. Distribuicdo Continua uniforme

Numeros aleatérios com distribuicdo continua uniforme constituem o recurso basico em
simulagdo. Em EXCEL a funcdo ALEATORIO gera numeros reais aleatdrios uniformemente
distribuidos entre 0 e 1 (Figura 1). E importante observar que o intervalo é fechado a esquerda
e aberto a direita, portanto, o valor 0 pode ser gerado enquanto o valor 1 com certeza ndo sera
gerado. A precisao é de 15 casas decimais, por exemplo, 0,528978839355029.

ALEATORIO( )
0 | 1

Figura 1 - Funcdo no Excel para gerar numeros reais aleatdrios uniformemente distribuidos

Como a cada alteracdo da planilha sdo recalculadas todas as férmulas, a cada recalculo é
computado um novo valor aleatdrio. Para inibir este recdlculo automatico deve ser ligada a
opcdo correspondente em Ferramentas / Opgdes / Calculo / Manual e desligada a opgdo
Recalcular antes de Salvar. Com o recalculo automatico desligado é necessario acionar a tecla
F9 para computar novamente as férmulas.

Para gerar numeros reais aleatdrios uniformemente distribuidos num intervalo qualquer [a, b)
fechado a esquerda e aberto a direita deve ser usada a férmula: a + ALEATORIO( ) * (b — a)
(Figura 2), por exemplo, para o intervalo 12,5 a 20,0 usamos 12,5 + ALEATORIO( ) * (20,0 —
12,5). O valor é gerado com 15 algarismos significativos, por exemplo, 12,6883416653930.

a + ALEATORIO( ) * (b — a)
a | b
1

Figura 2 - Férmula no Excel para gerar nimeros reais aleatérios uniformemente distribuidos em
um intervalo definido por [a,b]



Se o objetivo for gerar nimeros inteiros no intervalo [k1, k2], portanto o intervalo inclui k1 e
k2, deve-se usar a formula k1 + INT( ALEATORIO( ) * (k2 — k1 + 1) ) (Figura 3) onde INT é a
fungdo que retorna a parte inteira de um nimero qualquer sem arredondamento. Isso gera
uma distribuicdo discreta uniforme.

k1 + INT( ALEATORIO( ) * (k2 —k1 + 1))
k1 | | k2

Figura 3 - Férmula no Excel para gerar nimeros inteiros aleatérios uniformemente distribuidos
em um intervalo definido por [k1,K2]

1.1 Exercicio

O objetivo do exercicio é verificar que os numeros gerados pela funcdo ALEATORIO realmente
se distribuem ao acaso no intervalo [0, 1) e que a sua distribuicdo é, ou pelo menos parece ser,
continua (qualquer valor do intervalo pode ser gerado) e uniforme (cada valor tem igual
probabilidade de ser gerado).

Para observar estas propriedades devera ser gerada uma tabela com 1001 nimeros aleatdrios
a partir da qual serdo construidos os graficos indicados. Sugere-se usar 1001 nimeros em lugar
de 1000 pois esse valor fornece divisdes de escala mais uniformes para os eixos das abcissas
nos graficos. As tabelas e graficos que devem ser gerados sdo os seguintes:

e 1) Grafico da posicdo vertical dos niimeros gerados - Para observar que os nimeros se
distribuem de forma aleatéria e continua sugere-se usar um grafico personalizado de
tipo “linhas em 2 eixos” usando o assistente de grafico. Apds gerar o grafico acionar via
botdo direito do mouse a opc¢do formatar sequéncia de dados e definir: padrdes / linha
/ nenhuma. Esse grafico mostra a posi¢do de cada valor gerado ao longo do eixo Y.

e 2) Grafico da convergéncia ou estabilizagdo da média - A média dos nimeros gerados
deve tender a média tedrica que vale 0,5. Para observar a convergéncia da média
deve-se calcular a média dos primeiros 1, 2, 3, ... nimeros gerados e em seguida tracar
o grafico destas médias ao longo do tempo. Tipicamente o grafico mostra que a média
oscila significativamente nos momentos iniciais e tende a se estabilizar em torno do
valor 0,5 com oscilagbes cada vez mais suaves.

e 3) Tabela e grifico de freqiiéncias - Para observar que os numeros se distribuem
uniformemente no intervalo [0, 1) é necessario dividir esse intervalo em faixas de
mesmo tamanho e contar quantos numeros caem em cada faixa. O total de nimeros
gue caem em cada faixa deverd ser aproximadamente o mesmo. A contagem é feita
construindo uma tabela de freqiiéncias com o uso da funcio FREQUENCIA. Em seguida
constréi-se um grafico de barras para visualizar os resultados da tabela de freqliéncias.
Este grafico mostra que as barras oscilam em torno de um valor médio que é igual ao
numero de pontos dividido pelo nimero de faixas considerado. O nimero de faixas
deve ser coerente com o objetivo da tabela/gréfico.



4) Gerar outros conjuntos de nimeros aleatdrios - O objetivo é verificar como se
definem outros intervalos de variacdo e de que forma se geram numeros aleatdrios
inteiros, sempre com distribuicdo uniforme. Construir uma tabela com 5 colunas
conforme indicado:

coluna 1: numeros reais aleatérios entre 0,00 e 1,00

coluna 2: numeros reais aleatérios entre 0,00 e 30,00

coluna 3: numeros reais aleatérios entre 10,00 e 40,00

coluna 4: nuameros inteiros aleatdrios entre 1 e 6 (incluir os extremos)

O O O O O

coluna 5: numeros inteiros aleatdrios entre 10 e 40 (incluir os extremos)
Cada coluna deve conter 1000 valores. Nas seis linhas finais de cada coluna computar:
1) os valores minimo e maximo observados da coluna;

2) a média observada e a média tedrica;

3) o desvio padrdo observado e o desvio padrdo tedrico (exceto para as colunas 4 e 5 de
numeros inteiros).

Lembrar que o desvio padrdo de uma distribuicdo continua uniforme entre a e b vale (b - a)/
raiz(12).

1.2 Solugdo
Apresenta-se a seguir a solugdo para esse exercicio proposto.
1) Grafico da posigao vertical dos nimeros gerados

A Figura 4 apresenta o grafico com os numeros aleatdrios gerados. O grafico sugere que
gualquer valor pode ser gerado (portanto a distribui¢cdo é continua) e ndo se identifica nenhum

padrdo na distribuicdo dos pontos (portanto os nimeros sdo aleatérios).

ALEATORIO() ¢ # MEDIA( C$3:C3)
A[ B [ ¢ [ o E[ F
1
sequéncia fumero e‘zolu?ao valor numeros aleatorios gerados (201 iniciais)

2 aleatorio | da média g
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As colunas C e D foram formatadas para mostrar os valores arredondados
para 4 digitos significativos. Internamente a preciséo é de 15 digitos.

Figura 4 - Dados e Grafico com numeros aleatérios gerados no Excel



2) Grafico da convergéncia ou estabilizagao da média

Conforme verificado na Figura 5, como era de se esperar a média dos numeros aleatdrios
gerados tende a 0,5. Na medida que aumenta a quantidade de niUmeros a média torna-se cada
vez mais préxima de 0,5. Na realidade a probabilidade de ocorrer um desvio significativo da
média em relacdo a 0,5 tende a zero, mas sempre continua a existir uma chance minima do
desvio se tornar expressivo.
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Figura 5 - Grafico de tendéncia da média dos nimeros aleatdrios entre [0,1) gerados.

3) Tabela e grafico de frequéncias

A Figura 6 apresenta o intervalo de frequéncia, considerando o tamanho de 0,05. Observe que
o inicio da tabela de frequéncia é em zero; porém, a quantidade de nimeros entre 0 e 0,05 é
apresentada na linha do 0,05, que é o valor de 47. O grafico mostra que os numeros gerados se
distribuem uniformemente no intervalo [0, 1). Acionamentos sucessivos da tecla F9 ndo
permitem identificar faixas privilegiadas com mais ou menos nimeros.



em J3 digitar 0 selecionar K3:K23
editar/preencher/seqiéncia

® =FREQUENCIA( C3:C1003; J3:J23)
em colunas L]
limite 1,00 ctrl + shift + enter
1] J [ K [L] M

) faixa requéncia distribuigao de freqiiéncias
= ® 0,00 e 0 80

4 0.05 47
5| 0.10 13 o
| 6 0.15 59
7 0.20 40
8| 0.25 51
9 0.30 63 =
110 0.35 49 2
|11 0.40 42 S
12 0.45 52 g
113 050 54 =
| 14| 055 45
| 15| 0,60 52
| 16 065 44
17 0.70 62
118 0.75 55
119 0,80 60
120 0.85 36

21 0.90 55 :
2 005 a7 4 faixas
123 1,00 45 I

foi acrescentada a faixa zero para melhorar
o visual da escala do eixo das faixas

Figura 6 - Intervalos de frequéncias e gréfico dos intervalos desenvolvidos no Excel

4) Gerar outros conjuntos de nimeros aleatdrios

A Figura 7 apresenta os exemplos de geracdo de numeros aleatdrios conforme apontado no
item 4 do enunciado do Exercicio 1, ou seja:

coluna 1: numeros reais aleatérios entre 0,00 e 1,00

coluna 2: numeros reais aleatdrios entre 0,00 e 30,00

coluna 3: numeros reais aleatérios entre 10,00 e 40,00

coluna 4: nuimeros inteiros aleatérios entre 1 e 6 (incluir os extremos)
coluna 5: numeros inteiros aleatdrios entre 10 e 40 (incluir os extremos)

o O O O O

As células, com fundo cinza, sdo células de entrada de dados. A partir destas células constroi-se
o restante da planilha. Deve-se poder alterar o valor destas células sem necessidade de alterar
qgualquer férmula da planilha.



E$3 + ALEATORIO( ) = (E$4—ES$3) o INT(1$3 + ALEATORIO( ) * (134 — 133+ 1)) @
Al B [ ¢ D] E [ F G [H] | | J |
1
2 intervalo numeros reais numeros inteiros
3] a 0,00 0.00 10,00 1 10
14 b 1,00 30.00 40,00 6 40
I 1 hd 0,01 16,15 16,22 ®2 26
7| 2 0,64 12,91 19,71 4 20
| 8 | 3 0,78 27.47 14,21 4 17
1003 998 0,23 28,07 36,12 1 35
1004 999 0,02 25,92 28,97 5 12
1005 1000 0,11 26,78 19,84 6 40
1007 valor minimo observado| (@ 0.0006 0,0713 10,0732 1,0000 10,0000
1008 valor maximo observado ® 09957 29,9213 39,9823 65,0000 40,0000
1009 meédia observada 04791|® 15,2425 25,0491 3.4620 24,9320
1010 média tedrica 0,5000) | ® 15,0000 25,0000 3.5000 25,0000
1011 desvio padrdo observado 0,2944 8.7570[ @ 8.4998
1012 desvio padrdo tedrico 0.2887 8.6603) [ ® 8.6603
MINIMO( E6:E1005) @ l (G$4-G$3)/RAIZ(12)
MAXIMO( E6:E1005) & & DESVPAD( GB:G1005)
MEDIA( F6:F1005) ®
(F3+F4)/2 @

Figura 7 - Exemplo de gera¢do de numeros aleatdrios como o item 4, do Exercicio 1.

2. Distribuicao Discreta nao-uniforme

Em simulagdo pode ser necessdria a geracdo de valores especificos aleatdrios que se
distribuem de acordo com probabilidades pré-determinadas. Por exemplo, gerar 1500 nimeros
aleatdrios dentre os indicados na tabela de forma que os nimeros gerados se distribuam de
acordo com as probabilidades também indicadas na Tabela 1, a seguir:

valor probabilidade
11 0,06
12 0,14
13 0,20
14 0,50
15 0,10

Tabela 1 - Exemplo de distribuicdo de probabilidade ndao uniforme de varidvel discreta.

Neste caso estamos diante de uma distribuicao discreta de probabilidades pois podem ocorrer
apenas valores dentre um conjunto finito de valores. Cada valor possui uma probabilidade
especifica de ocorrer.

Distribuicbes discretas muitas vezes podem ser geradas utilizando uma distribuicdo continua e
uniforme de probabilidades, mas isso pode ser um tanto complexa e trabalhosa. Em EXCEL
recomenda-se que distribuicdes deste tipo sejam geradas através do uso da funcdao PROCV
associada com a fungdo ALEATORIO. Esta forma é preferivel pois torna as planilhas de
simulacdo muito mais flexiveis apesar de exigir um esforco inicial de entendimento maior.



No grafico da Figura 8, a seguir, esta representada uma fung¢do escada que poderia servir para
gerar os numeros desejados. E importante observar que esta funcdo “acumula” as
probabilidades (dadas na tabela) ao longo do eixo x de forma a associar a probabilidade do
namero com um intervalo correspondente nesse eixo. Dessa forma a probabilidade 0,5 (da
guarta linha da tabela) corresponde ao intervalo que vai de 0,4 a 0,9 no eixo x.

PROCY
15
valor | probabilidade 1a
11 0,06
12 0,14 3
13 0,20 12
14 0,50 o
15 0,10
> ALEATORIO( )

00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10

Figura 8 - Distribuicdo de probabilidade e grafico com representacao

Com este grafico podemos gerar os valores com a distribuicdo de probabilidades definida na
tabela. Conforme solicitado, basta gerar 1500 abcissas aleatdrias com distribuicdo continua
uniforme no intervalo [0, 1) através da funcdo ALEATORIO e por meio do grafico determinar as
suas correspondentes ordenadas. Por exemplo, se foi gerada a abcissa 0,528978839355029
entdo a ordenada retornada sera 14.

E exatamente isto que a funcdo PROCV realiza quando usada para modelar problemas de
simulacdo. Através dela implementamos a funcdo escada apresentada e convertemos abcissas
em ordenadas de modo a preservar a distribuicdo discreta de probabilidades originalmente
especificada para estas ordenadas.

Um dos argumentos da funcdo PROCV é a tabela correspondente ao grafico em escada. Esta
tabela possui normalmente duas colunas:

e Coluna 1: deve conter obrigatoriamente o inicio de cada intervalo de valores no eixo
das abcissas (em ordem crescente);

o Coluna 2: deve conter os correspondentes valores das ordenadas, isto é, os valores que
devem ser gerados.

Como pode ser observado na Figura 9, a tabela PROCV possui formato especifico o que
normalmente exige uma conversao da tabela original de probabilidades. Sugere-se manter nas
planilhas a tabela original (ela é mais facil de entender e facilita a entrada de dados) e através
de férmulas do EXCEL construir a tabela PROCV correspondente.



tabela PROCV
inicio
do intervalo valor

0,00 11
0,06 12
0,20 13
0,40 14
0,90 15

Figura 9 - Construcao da Tabela PROCV

A forma final de uso da funcdo PROCV envolve 3 argumentos. Existe um quarto, opcional, que
nao tem interesse no contexto em discussdo. Os 3 argumentos obrigatérios sdo os seguintes:

e Argumento 1: valor da abcissa a partir da qual a fungdao PROCV ira determinar a ordenada
correspondente. Em geral é um numero aleatério com distribuicdo uniforme no intervalo
[0, 1) ou a prépria chamada da fun¢do ALEATORIO.

® Argumento 2: intervalo de células onde se localiza a tabela PROCV (ndo esquecer de usar o
S para tornar absoluta a referéncia ao intervalo).

e Argumento 3: numero da coluna relativa a tabela PROCV onde constam os valores das
ordenadas. Em geral esse argumento vale 2 pois as ordenadas estdo na coluna 2 da tabela
PROCV (ndo confundir coluna da tabela PROCV com coluna de planilha).

A Figura 10 resume essas informacgdes.

PROCYV ( abcissa aleatdria ; tabela PROCV ; coluna das ordenadas )
por exemplo:
PROCV ( ALEATORIO( ) ; E$4:F$11;2)

PROCYV (0,528978839355029 ; E$4:F$11:2)
PROCV ( H5 ; SE$4:$F$11; 2)

Figura 10 - Fungao PROCV e seus argumentos

Observar que os valores iniciais dos intervalos precisam constar obrigatoriamente em ordem
crescente na coluna 1 da tabela PROCV. Como o primeiro intervalo comeca em zero fica
evidente que o primeiro valor desta coluna sera sempre zero. Observar também que ndo
consta da tabela o valor 1 que fecha o ultimo intervalo.

2.1. Funcionamento da Fung¢éo PROCV

A fungdo PROCV é de uso muito mais amplo do que aquele aqui discutido. Internamente o que
ela realiza é uma busca de um valor (argumento 1) ao longo da coluna 1 de uma tabela



(argumento 2) retornando o valor correspondente na coluna indicada (argumento 3). Disso
advém o seu nome PROCURA VERTICAL em tabelas.

Notar que a procura é realizada por definicdo ao longo da coluna 1 da tabela. Nessa procura ela
ndo tenta localizar um valor igual pois se assim fosse ela ndo conseguiria funcionar como uma
funcdo escada. Efetivamente a procura termina ao localizar o valor na tabela mais préximo que
seja menor ou igual ao valor procurado. Localizado este valor entdo ela retorna o valor
correspondente da coluna resultado na mesma linha. A Figura 11 apresenta alguns exemplos

tabela PROCV exemplos de procura
inicio valor mais proéximo valor
do intervalo valor procurado menor ou igual retornado
0,00 11 0,39 0,20 13
0,06 12 0,04 0,00 11
0,20 13 0,41 0,40 14
0,40 14 0,40 0,40 14
0,90 15 0,06 0,06 12
0,95 0,90 15
0,00 0,00 11
11,80 0,90 15
-0,05 - erro (#N/D)

Figura 11 - Exemplo de construcado da Tabela PROCV e uso dos valores gerados

2.2 Exercicio

Gerar os 1500 numeros aleatdrios de acordo com a distribuicdo especificada a seguir. Em
seguida contar quantos valores foram gerados para comprovar o funcionamento do
procedimento de geragao via PROCV.

valor probabilidade
11 0,06
12 0,14
13 0,20
14 0,50
15 0,10

Tabela 1 - Tabela com os valores de probabilidade, ja apresentada anteriormente

2.3 Solugdo

A Figura 12 apresenta o exemplo construido para gerar os numeros aleatérios, conforme
solicitado. A Figura 13 apresenta as férmulas.

Observar que as Unicas informac¢des dadas sdo os valores indicados nas células de fundo cinza
da tabela de probabilidades. Todo o resto da planilha deve ser gerado através de féormulas.
Além disso, a planilha deve ser flexivel de modo que se possa alterar a tabela de
probabilidades, incluindo ou excluindo valores, sem necessidade de qualquer altera¢do nas
férmulas.
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Al B | Cc D] E [ F [G] H [ | [J] K | L M
1
tabela de tabela de
2 probabilidades tabela procv valores gerados tabela de resultados
valor | probabilidade inicio do valor ordem valor valor | contagem |percentual
3 intervalo
|4 1" 0.06 0,00 11 1 14 11 88 5.9%
15 | 12 0,14 0,06 12 2 14 12 214 14,3%
1 6| 13 0,20] 0,20 13 3 14 13 281 18,7%
L7 14 0,50] 0.40 14 4 14 14 754 50.3%
1 8 15 0.10] 0.90 15 5 14 15 163 10.9%
119 | 6 14
110 7 11
|11 8 14
112 1.00 9 12 1500  100.0%
113 10 14
114 11 14 média observada| 13,4600
115 | 12 11 média tedrica] 13,4400
L 1497 13
Sugest3o: usar a fungdo ENUM associada com a fungdo SE 1498 12
para ndo preencher células que deveriam ficar vazias. Para 1499 14
as contagens usar a fungdo CONT.SE. 1500 12

Figura 12 - Exemplo de organizacdo dos dados na planilha e utilizacdo da distribuicao PROCV

PROCV( ALEATORIO( ) ; E$4:F$11;2)
q

FORMULAS 4
SE(ENUM(L4);L4/L%12;™)
[ ]
SE(ENUM(B4);B4;"™) SE( ENUM( K4 ) ; CONT.SE( I1$4:1$1503 ; K4 ) ;")
. .
SE(ENUM(C5) ; E4+C4 ;™) SE(ENUM(B4);B4 ;")
[ ‘
Al B | C [D] E F [G] H ] | [T K T 1[L M
1
tabela de tabelalde
2 probabilidades tabela progcv valores gbrados tabela de resultadps
valor | probabilidade i.n'bio do valor ordem valor valor | cgntagem | pgrcentual
3 intervalo
| 4] 11 0,06 0.00{® 11 1 * 1 L 11 ® 88| & 59%
| 5 | 12 014 (¢ 0,06 12 2 14 12 214 14,3%
| 6| 13 0,20 0,20 13 3 14 13 281 18,7%
7 | 14 0,50, 0,40 14 4 14 14 754 50,3%
| 8 | 15 0,10 0,90 15 5 14 15 163 10,.9%
19 5 14
10| 7 11
11 A\ 4 v 8 14 A v
112 [ 4 1,00 9 12 1500] ¥ 100,0%
1 13| 10 14
| 14 | 11 14 média observada] 13,4600
115 | 12 1 meédia tedrica@ 13,4400
1497 1
SOMA( C4:C11) 1438 13
1499 14 SOMARPRODUTO( B4:B11; C4:C11)
1500 Y 12

Figura 13 - Fdrmulas que foram utilizadas para organizacdao dos dados na planilha e utilizagdo
da distribuicdo PROCV.
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