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Apresentagao

/ Olal Sou a Nathdlia, e esse e—boc%
aborda o nimero de Euler, apresentando uma
contextualizagdo historica, uma explicagdo
matemdtica e algumas aplicagdes desse
ndmero.

Espero que goste do material e que ele
facilite a sua compreensdo sobre o nimero de
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Estarei presente ao longo do
material, te apresentando o incrivel
ndmero de Euler.

Entdo, vamos comecar?




1 .Problema

Observe, a seqguir, o problema do Rodrigo:

Estou precisando
de R$1000,00. Vou
ao banco solicitar Banco

e . um empréstimo.
o —

Boa tarde! Gostaria
de um empréstimo
de R$1000,00. Qual
€ a taxa de juros?

juros é de 100% ao
ano.

Boa tarde a taxa de]




Tudo bem! Vou
querer o
empréstimo.

Bom dia! Fui
efetuar o
pagamento do
empréstimo e
percebi que a taxa
de juros nao foi de

100% ao ano. O que

aconteceu?

Ok! Vou finalizar o
contrato e é so se
dirigir ao caixa
para retirar o
dinheiro.

Bom dia! Os juros
sao capitalizados
mensalmente, ou
seja, sao juros
compostos. Vou te
mostrar a conta.




A formula de juros composto é M = C. (1 +i)*, naqual M é
o montante (valor final), C é o capital (valor do empréstimo), i é a
taxa de juros (na forma decimal) e t € o tempo. No seu caso,
Rodrigo, como a taxa de juros é anual, mas os juros sao capitalizados
mensalmente, sera preciso dividir a taxa (em decimal) pelo numero
n de capitalizacdes realizadas em um ano e multiplicar o t pelo n.
Considerando R$1000,00 = 1 mil, temos:’

C=1;i=100% =0 =1, t = 1; n = 12
It T\ T A

Como explicado, a formula ficara:
I
M=C.(1+-)™t
(1+-)

Aplicando os dados, temos:

Assim, o valor a ser pago sera de 2,61 mil reais.




Agora entendi...
Obrigado pela
explicacao, na
proxima ficarei

mais atento!

De nada.

Qual seria o valor a
ser pago se os
juros fossem
capitalizados
diariamente? E
continuamente?

a calcular o valor a ser
pago nessas outras
situagoes?!
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Construindo uma tabela com os dias de
um ano comercial, convertendo até os
segundos desse mesmo ano, poderemos
encontrar o valor que seria pago se os juros
fossem  capitalizados  diariamente e
~_L| continuamente até os seqgundos.

Observem que a medida que "n
aumenta, a parte inteira permanece a mesma,
e as casas decimais mais préximas da virgula
vdo deixando de se alterar.,

"

1

360 dias 1.(1+: )360 ~ 2,714516 mil

8640 horas 1. (1 +——)8640 = 2 718124 mil

8640

518400 min 1. (1 + ——)°18400 = 2 718279 mil

518400

31104000 s 1. (1 + ————)31104000 ~ 2 718281 mil

31104000



Esse ndmero, 2,718281..., que vai se formando a
medida que valor de "n" aumenta, ndo é um ndmero
qualquer, é o ndmero de Euler. Sua origem ndo é muito
clara, mas, provavelmente, foi relacionada a problemas de
juros compostos. *

Euler nomeou esse nimero como e, possivelmente
por ser a inicial da palavra exponencial® ?, escrita em latim
(exponens).’
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O ndmero e € um ndmero irracional, ou seja,
ndo é possivel escrevé-lo em forma de fragdo com
numerador e denominador inteiros, portanto, ele
possui infinitas casas decimais ndo periddicas.

s



O ndmero e pode ser obtido por meio da fungdo f,

dada por f(x)=(1+%)x, quando x cresce ou decresce

infinitamente.

No link a seguir, tfemos um applet com essa fungdo.
Deslize o ponto B sobre o eixo x e observe o valor de y a
medida que x cresce e decresce.

Observagdo: Para deslizar o ponto B, basta colocar
o cursor do mouse sobre esse ponto e manter o
botdo esquerdo do mouse pressionado enquanto
desliza sobre o eixo x.

‘ https://www.geogebra.org/classic/gebhgecg
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https://www.geogebra.org/classic/gebhqecg

(SN proximo capitulo, veremos )
um pouco da historia desse nimero,
nos contextos da Matemadtica
Financeira, dos Logaritmos e dos
modelos matematicos de
fenomenos da natureza. <y
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2. Contextualizagdo Historica

A origem do nimero de Euler ndo possui uma
sequéncia cronoldgica conhecida. O que houve
foram aparigdes desse nimero durante cdlculos em
contextos independentes.®

A seguir, veremos alguns desses contextos.

16



2.1 Matematica Financeira

Ha muitos séculos, questdes financeiras sdo
tratadas com grande importancia. Porém, foi
apenas nho inicio do século XVII que surgiu a
expressdo matemdtica para juros compostos.®

17



Um exemplo de registro de Matemadtica
Financeira antiga se encontra em um tablete de
argila da Mesopotdmia, de 1700 a.C., que agora
faz parte do acervo do Museu do Louvre. Nele
hd um problema que, traduzido, apresenta-se
como a sequir:

Quanto tempo levard para uma soma de

dinheiro dobrar, se for investida a uma taxa

de 20 por cento de juros compostos
>

 anualmente: >
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Em algum momento, observou-se que existia
um padrdo e foi criada a férmula a seguir, na qual
"M" € o valor final, "C" o valor inicial, "i" a taxa de
juros em decimal e "t" o tempo, conforme visto no

problema do Rodrigo.
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Questionou-se, entdo, qual seria o
valor mdximo que a unidade monetdria
poderia atingir se fosse capitalizada

continuamente, durante um ano, a taxa
n=—"r.

Como vimos ho problema de Rodrigo, o valor
mdximo que se pode obterseC =1,i=1et =1,
serd 2,718281 ... que é exatamente o nimero e.
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2.2 Logaritmos

No fim do século XVI, a Astronomia e as
navegagoes haviam se desenvolvido
consideravelmente, exigindo grandes cdlculos
aritméticos. John Napier (1550 - 1617), entdo,
querendo facilitar os cdlculos (lembrando que
naquela época ainda ndo haviam inventado a
calculadora), resolveu reescrever alguns ndmeros
em uma mesma base.*
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Ndo se sabe ao certo como surgiu a
ideia de Napier, mas uma das hipdteses
estaria associada as propriedades da
multiplicagdo e da divisdo de poténcias de
mesma base, como exemplificado abaixo:*

Multiplicagdo de poténcias de mesma base
23 22 i 23+2 il 25

Divisdo de poténcias de mesma base

23

it s Yy 2l !

3207 2 = 2
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Diante desse conhecimento jd
existente, Napier se perguntou se seria
possivel reescrever qualquer ndmero
positivo como uma poténcia de algum
nimero fixo, de forma a utilizar as
propriedades de multiplicagdo e de
divisdo de poténcias de mesma base,
para facilitar os cdlculos.

23



Se a base fosse dois (2°,21,22..),
existiriam infinitos nimeros que ndo
conhseguiriam ser reescritos com expoente
inteiro (naquela época ainda ndo sabiam
calcular poténcias com expoentes
fraciondrios), como exemplos os nimeros
3,5,6 e 7. Se base fosse 1, sempre daria 1.

Entdo, qual base Napier deveria usar?
/
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©

Entdo, qual deveria ser a base para que fosse
possivel escrever nimeros inteiros consecutivos na
mesma base?

;- 8

(<)

(D

Uma base préxima do ndmero 1 talvez seja a ideal.

Realizei alguns cdlculos e verifiquei que

1L N

1 —— € um ndmero bem proximo de 1 que pode ser

adequado.
Mas, para evitar casas decimais, serd melhor
multiplicar esse ndmero por 107.*

)
(9]

Nossa, que otima ideial!l

C
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Assim, Napier obteve a seguinte formula:

G

N =

107

priel gL

107

Ele chamava L de “logaritmo” do ndmero N.
Sendo assim, o logaritmo de N = 10’seria:

©

~\

1071071 =

DA =) L
1_(1 107)
k=0

1 .\L
107)

E>Dividindo os dois membros por 107.

Utilizando a propriedade de poténcia

I:>que diz que qualquer numero
diferente de zero elevado a zero é
igual a 1.

PATA



E o logaritmo de N = 107 ( i 1%)7) seria:

(D

T Ol T, L A T L
107(1 — =)= 107( 1 — =)

( o= 107) g ( 107)L

L=1

D

||$Dividindo os dois membros por 107.

i

Comparando o0s expoentes, uma
vez que as bases sao iguais.
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Com base nessa formula e utilizando
técnicas matemdticas, John Napier
calculou, durante 20 anos, o logaritmo (L)
de todos o0s nimeros entre 5 a 10 milhdes
e fez uma tdbua de logaritmos. *
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Por manipulagdes algébricas é possivel
reescrever a formula de Napier da seguinte
maneira:

L*
107 N
N*=<(1—L) ) ,SendoN*=WeL*=

107 107

O valor da base dessa poténcia é bem

/ . 1 / 3
proximo do valor de -, que e o inverso

multiplicativo do ndmero e.
Um século depois, o nldmero e seria
reconhecido como a base dos logaritmos naturais.*

=
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&y Para Napier, L era o "logaritmo” de N de acordo )
com a formula N = 107(1 — 1—(1)7)L. Essa defini¢do ndo ¢ a

mesma que a atual, criada por Leonhard Euler, em 1728.
Segundo a definigdo de Euler: se N = b", sendo b

um ndmero positivo fixo, diferente de 1, entdo L é

\ogaritmo de base b do niimero N.* -

Se Napier ndo tivesse evitado
trabalhar com  ndmeros  decimais,
utilizando-se, para isso, da multiplicagdo
por 107, sua definigdo seria mais simples e
mais préxima da atual.*

Sk



No proximo tépico, veremos os
logaritmos naturais, que utilizam uma base
especial, muito utilizada em Calculo
Diferencial Integral, um contelddo visto
em alguns cursos do Ensino Superior. *

Vamos descobrir que base
especial é essa?!
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precisaremos saber o que € um faixa de

Antes de definirmos Logaritmos Naturais?,
hipérbole®.

Seja H o ramo positivo da hipérbole dada por y = =

x.

Uma faixa de hipérbole é |¥4
definida como a regido do plano
limitada pelas retas verticais
" i te e ) S S NGO e
ndmeros reais positivos, pelo
eixo x e por H. Indicaremos
essa regido por HZ , quando

a < b. 5



Seja x um ndmero real positivo, ou seja, x > 0, H{ a
faixa da hipérbole dada por y = i e A( HY) a drea dessa faixa.

yIN

0]

Definiremos o logaritmo natural de x, Inx, da sequinte
forma:

[ln x = A( H{C)J
Esta definigdo requer as sequintes convengoes:
A(H{) =0e A(HY) = —A(Hy).

Esta dltima convengdo implica adotarmos dreas
hegativas. 34




|Par'ax>1,lnx>0

RaRaiON=te S es in=ai()

Parap=Eletinoa=2i0

No video disponivel no link e no QR Code abaixo,
ha uma explicagdo sobre como A(Hf) pode ser
calculada.

https://youtu.be/URWOzxMAyXw
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https://youtu.be/biyONBhz6UA
https://youtu.be/URWOzxMAyXw

Agora é com vocelll

Descubra qual o valor de x para
que A(HY) seja igual a 1, ou seja, qual
é a base desse logaritmo.

Cligue no link a seguir ou escaneie o QR Code para
utilizar o applet:
https://www.geogebra.org/classic/b7avjauu
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B

E ai? Conseguiu?
Encontrou x préximo de
2,772

2

O valor de x para que A(Hf) seja
igual a 1 € 2,718281..., que é o ndmero de
Euler, a base dos Logaritmos Naturais.

37



De modo mais formal: >

Existe um dnico ndmero real positivo
cujo logaritmo natural € igual a 1. Tal
ndmero € representado pela letra e. Ele é
a base do sistema de logaritmos naturais.

Portanto, as afirmacoes "Inx = 1" e
"x = e " sdo equivalentes.

38




2.3 O nimero e ha natureza

Em vdrias formulas de
fenomenos da natureza é possivel
encontrar o nimero e. Esse ndmero
aparece hessas formulas devido a
cdlculos matematicos envolvendo
Equagdes Diferenciais Ordindrias
(contelddo visto no Ensino Superior,
em alguns cursos).
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Alguns

Taxa de decaimento
radioativo

M(t) = MO e_“t
Sendo:

M(t) o nimero de
particulas em
determinado tempo;

M o nimero de
particulas inicial;

a constante de
decaimento;

\l O tempo. /\&

exemplos de

Lei de resfriamento de
Newton

D(t) = Do. e_“t

Sendo:

D(t) a diferenca entre a
temperatura em determinado

tempo e a femperatura
ambiente;

D a diferenga entre a
temperatura inicial e a
temperatura ambiente;

A constante de

formulas
utilizamos e que possuem o ndmero e, sdo:

que

Variagdo Populacional
(Malthus)

P(t) = POeat
Sendo:

P(t) a populagdo em
determinado tempo;
P a populagdo inicial;
a a constante de

crescimento ou
decrescimento;

L o tempo.

proporcionalidade;
o tempo.

=

\& Y/




3. Explicagdo matematica do
ndmero de Euler

Matematicamente, podemos definir o nidmero

X
de Euler como o limite da funcdo y=(1+i) ,

quando x tende a mais ou a menos infinito, ou seja,
quando o valor de x aumenta ou diminui
infinitamente.

Algebricamente, é representado da seguinte
maneira:®

n—10o X

1 X
lim <1 + —) = 2,71828 ... = e

Observagdo: com essa formula estamos apenas apresentando uma
definigdo formal do ndmero e, pois o cdlculo de limites, em geral, € visto no
Ensino Superior.
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4. Atividades

Agora faremos atividades que
utilizam o nimero de Euler.
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41. Atividade 1

1) Associe V a(s) sentenca(s) verdadeira(s) e F a(s) falsa(s):

( ) O nimero de Euler é irracional.
( ) Sabendo que o nimero e = 2,718, entdo, e > 2,72.

(el
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4 2 Atividade 2

Um aluno do 37 ano do Ensino Médio, apds ler, muito
rapidamente, o e-book O ndmero de Euler "e”, fez algumas
anotagdes sobre logaritmos naturais, porém cometeu alguns
equivocos. Veja as anotagdes e identifique os equivocos.

Os logaritmos naturais podem ser definidos como
A(HY) = Inx, quando x > 0. Essa drea pode ser calculada

por meio da quadratura da circunferéncia.
A base dos logaritmos naturais € o nimero .

Como seria a anotag¢do correta?
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4 3 Atividade 3

Qual valor de n, sabendo que A(H?) =n e
que A(H?) é a drea da faixa da hipérbole dada

por y=%, limitada lateralmente por x=1 e

x =67? (Utilize uma calculadora cientifica e
considere o resultado com uma aproximagdo de
duas casas decimais).

45



4 4 Atividade 4

(LARSON?, 2010 - adaptado) O tempo médio
entre ligagdes recebidas em uma central telefonica é de
trés minutos. Se uma ligagdo acabou de ser recebida, a
probabilidade de que a proxima seja recebida nos
préximos t minutos é P(t) = 1 — e~ /3. Determine a
probabilidade de cada situagdo abaixo:

a)Receber uma ligagdo dentro de dois minutos.

b)Receber uma ligagdo dentro de dois minutos e meio.
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45 Atividade b

(LARSON?, 2010) A populagdo P (em milhares) de
Orlando, Flérida, de 1980 a 2005 pode ser modelada por:

P(t) = 1312019

Em que t =0 corresponde a 1980. (Fonte: U. S. Census
Bureau)

De acordo com esse modelo, responda:

a) Qual era a populagdo de Orlando em 2005?

b) A partir do ano base, quanto tempo,
aproximadamente, foi necessdrio para que a
populagdo de Orlando atingisse 180 000
habitantes? (Considere o resultado com uma
aproximagdo de duas casas decimais).




5- Resolucdo das atividades

Acesse o gabarito pelo link ou escaneie
0 QR Code.

G, >

encurtador.com.br/rvSYO MR,
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Parabéns, vocé agora
ja conhece um pouco
sobre o numero de Euler.

Espero que tenha

gostado Il

Contato: nathaliadasilval2 @gmail.com
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