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CARTA AO LEITOR

Este produto educacional é resultado da dissertacdo de
Eduardo Brandl, intitulada As Contribuicdes da Teoria de
Registros de Representacdo Semittica de Duval na
Aprendizagem de Sistemas Lineares no Ensino Médio,
orientada pela professora Doutora Viviane Clotilde da Silva,
pertencente a linha de pesquisa Formacao e Préaticas Docentes
em contextos de Ensino de Ciéncias Naturais e Matematica do
Programa P6s Graducdo em Ensino de Ciéncias Naturais e
Matematica da Universidade Regional de Blumenau,
disponivel na Biblioteca de Teses e Dissertacdes da FURB
http://bu.furb.br/consulta/novaConsulta/pesqPosGrad.php.

Ele foi desenvolvido para vocé, professor, que
certamente ja se deparou com as dificuldades dos estudantes
na aprendizagem de sistemas lineares, uma vez que, grande
parte dos estudantes resolve os sistemas lineares de modo
mecanico, repetindo os passos de um determinado método e
chegando ao final da resolucdo sem compreender o significado
da solucdo encontrada, sem saber interpretar o que estdo
fazendo.

Trata-se do Caderno do Professor com uma Proposta de
Ensino, dividida em duas partes: a primeira parte contém 10

atividades referentes aos sistemas lineares 2 x 2 e a segunda é


http://bu.furb.br/consulta/novaConsulta/pesqPosGrad.php
http://bu.furb.br/consulta/novaConsulta/pesqPosGrad.php
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composta por 10 atividades que abordam os sistemas lineares
3 x 3. Todas as atividades foram organizadas considerando 0s
pressupostos da Teoria de Registros de Representacao
Semidtica de Duval, contemplando os diferentes registros de
representacdo deste objeto matematico, bem como atividades
de tratamento, conversdo e articulacdo entre os diferentes
registros.

Para o melhor aproveitamento e direcionamento das
atividades propostas, sugerimos que vocé professor, faca
também a leitura da dissertacdo como possibilidade de
compreender a teoria que fundamentou cada uma das
atividades propostas.

Por fim esperamos que esse material contribua com a sua
pratica de sala de aula e através da leitura, reflexdo e
adaptacdo, se necessario, das atividades aqui propostas,
possibilite novos encaminhamentos metodoldgicos visando a

aprendizagem dos estudantes.

Eduardo Brandl

Viviane Clotilde da Silva
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CAPITULO | - TEORIA DE REGISTROS DE
REPRESENTACAO SEMIOTICA DE DUVAL

Semidtica “de origem grega (semeion = Signos),
denomina-se como a ciéncia dos signos e 0s signos aqui
mencionados referem-se a linguagem. Assim, semiética pode
ser compreendida como sendo a ciéncia de todas as
linguagens” (QUEIROZ, RAMOS e SIPLE, 2011, p. 18).

Foi desenvolvida por Pierce, Saussure e Frege, mas
Duval' (2011) concluiu que estes trés modelos sdo limitados
no que se refere a analise da complexidade da aprendizagem
matematica e elaborou sua Teoria de Registros de
Representacdo Semidtica objetivando compreender como
ocorre 0 processo de ensino e aprendizagem da Matematica e
que gradativamente vem sendo usada como base tedrica nas
pesquisas em Educacdo Matematica em diferentes paises e
também no Brasil desde a década de 1990.

Ele aponta que ndo ha como ter acesso direto aos objetos
matematicos, pois 0s mesmos sdo abstratos, ndo sendo

diretamente acessiveis ou perceptiveis. Desta forma este

! Raymond Duval foi professor do Instituto de Pesquisa em Educacio
Matemaética (IREM) de Estrasburgo, na Franga, de 1970 a 1995, onde
desenvolveu importantes pesquisas em Psicologia Cognitiva. Atualmente é
professor emérito da Universidade du Litoral Céte d’Opale, Franga.
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acesso somente € possivel através das suas representagdes,
diferentemente de outras areas do conhecimento.

Um numeral, por exemplo, pode ser representado
usando-se a lingua materna: quatro (quantidade representada
na forma escrita da lingua portuguesa), um simbolo: 4
(algarismo indo arébico), 1V (algarismo romano) e decorrente
das necessidades, a humanidade foi criando formas de

representacdo desse mesmo objeto matematico: x —3 =1¢e

/16, dentre outros.

Nisso situa-se 0 paradoxo cognitivo descrito por Duval:
como ndo confundir o objeto e a sua representacdo se em
Matematica 0 acesso aos objetos somente é possivel através de
suas representacbes? A  possivel resposta a este
questionamento reside no fato de que € necessario 0 acesso a
pelo menos duas diferentes representacdes do mesmo objeto
matematico para que isso ndo ocorra.

Duval aponta que na Matematica ha uma diversidade de
registros de representacao e cada um destes registros é parcial
em relacdo ao objeto considerado. Ele classificou estes
diferentes registros usando dois critérios: a possibilidade de
algoritmizacdo e o discurso, originando quatro possibilidades

de categorizacdo, como pode ser verificado no Quadro 01.
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Quadro 01 — Classificacdo dos diferentes registros
mobiliz&veis na atividade matematica.

REPRESENTACAO
DISCURSIVA

REPRESENTACAO
NAO DISCURSIVA

REGISTROS

MULTIFUNCIONAIS:
0s tratamentos nao séo

algoritmizaveis.

Lingua natural?.

AssociacOes verbais

(conceituais).

Formas de raciocinar:

e argumentacéo a
partir de
observacdes, de
crencas ...;

e deducdo valida a
partir de definicdo
ou de teoremas.

Figuras geométricas
planas ou em
perspectivas

(configuragbes  em

dimenséo 0,1,2 ou 3).
e apreensdo
operatéria e nao
somente
perceptiva;
e construcdo
instrumentos.

com

REGISTROS

MONOFUNCIONAIS:

0s tratamentos
principalmente
algoritmos.

sao

Sistemas de escritas:
¢ Numéricas (binaria,
decimal,
fracionaria, ...);
e Algébricas;
e Simbodlicas (linguas
formais).
Célculo.

Gréficos cartesianos.
¢ Mudancas de
sistema de
coordenadas;
e Interpolacéo,
extrapolacao.

Fonte: DUVAL, 2003, p. 14

Como pode ser observado no quadro anterior oS

registros monofuncionais possibilitam uma variedade de

tratamentos e de acordo com Colombo (2008, p. 111) “foram

desenvolvidos para um tipo de tratamento muito especifico,

para ter desempenhos mais poderosos e menos custosos do que

os registros multifuncionais”. Em outras palavras apresentam

2 Neste trabalho usou-se o termo lingua materna ao referir-se a lingua
natural, entendendo ser mais comum 0 Seu uso.
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algoritmos proprios em sua estrutura e sdo 0s que aparecem
com mais frequéncia nas atividades didaticas.

No entanto segundo esta teoria é a articulagdo dos
diferentes registros que constitui uma condicdo de acesso a
compreensdo em Matematica, embora algumas abordagens
didaticas estabelecam a condicdo inversa, talvez pela
importancia dada ao ponto de vista matematico e ndao ponto de
vista cognitivo. Para Duval, a coordenacdo de ao menos dois
registros de representacdo semidtica é necessaria dada que
cada uma revela de forma parcial o conteudo envolvido.

Especificamente em relacdo ao objeto matematico
“sistemas lineares”, o Quadro 02 apresenta 0s registros de
representacdo semidtica mobilizados nas atividades da

sequéncia didatica proposta neste trabalho.



Quadro 02 — Tipos de registros de representacdo semidtica relacionados aos sistemas lineares.

Tipo de registro

Sistemas lineares

Lingua materna

Uma alfaiataria fabrica e vende dois tipos de ternos. No més de maio ela vendeu 15
ternos do modelo A e 10 ternos do modelo B, obtendo uma receita de 16 800 reais. No
més de junho as vendas cairam e s6 foram vendidos 8 ternos do modelo A e 5 do modelo
B, gerando uma receita de 8 720 reais. Qual o preco de venda do terno A e do terno B?

{15a +10b =16800

8a+5b =8720

sendo a o precgo de venda de cada terno do modelo A e b o preco de venda de cada terno
do modelo B.

HRREE

Algébrico Matricial
Tabular Més Terno A Terno B Receita
Maio 15 10 16 800
Junho 8 5 8720
. 15. 640 + 10. 720 = 16 800
Numeérico

8. 640+5.720=8720
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Simbélico

Solucgdo do sistema: S= {(640, 720)}

Grafico

-6000 -4000 -2000 [

-2000

-4000

-6000

2000 4000

6000

8000

Fonte: dados do autor baseado na classificacdo de Boemo (2015).




A hipotese fundamental da Teoria de Registros de
Representacdo Semiotica é que a conceitua¢do de um objeto
matematico, denominada por Duval de noésis, somente ocorre
quando se tem acesso aos diferentes registros de representacao
semidtica deste objeto considerada por esse mesmo autor
como semidsis, ou seja, ndo ha noésis sem semidsis. Assim
para que haja uma real compreensdo do objeto matematico é
necessario compreendé-lo nas suas diferentes representacées
(grafica, algébrica, etc) e ainda transitar entre elas,
transformando quando necessario, de uma representacdo para
outra.

Para isso sdo necessarias atividades cognitivas que

Duval denomina de tratamento e conversao.

Um tratamento é uma transformacdo que se
efetua no interior de um mesmo registro,
aquele onde as regras de funcionamento sdo
utilizadas; um tratamento mobiliza entdo
apenas um registro de representagdo. A
conversdo é, ao contrario, uma transformacéo
que faz passar de um registro a um outro. Ela
requer entdo a coordenacgdo dos registros no
sujeito que a efetua (DUVAL, 2009, p. 39).

Vamos analisar estes processos com base no objeto
matematico sistemas lineares. Ao resolver um sistema linear

representado no registro algébrico o estudante trabalhara com

um mesmo registro de representacéo semiotica e escolhera um
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meétodo, para resolvé-lo. Precisa ter apreendido as
propriedades e os procedimentos especificos desse tipo de
registro para a realizagdo desta tarefa, ou seja, estd diante de
uma atividade que exige tratamento, pois durante a resolucéo
continuard no mesmo registro de representacao.

J& outra situacdo, em que o estudante precisa representar
por meio do registro grafico um sistema linear expresso no
registro algébrico, requer que o estudante transite entre dois
registros de representacdo desse mesmo objeto matematico.
Nesse caso precisa fazer uma conversao do registro algébrico
para o grafico ou vice-versa.

Livros didaticos, sequéncias didaticas e praticas
docentes geralmente ndo distinguem as atividades de
tratamento e conversao e de acordo com Duval é justamente a
analise dessas transformacGes separadamente que implicam
em trazer a tona as dificuldades apresentadas pelos estudantes,
principalmente em relacdo a converséo.

Em relacdo as conversdes, a Teoria de Duval destaca
ainda que o custo cognitivo dessa transformacdo pode ser
maior ou menor dependendo do que ele denomina congruéncia
semantica entre duas representacdes de um mesmo objeto
matematico.

Para determinar se duas representagdes sdo congruentes

Ou nado, € preciso comecar por segmenta-las em suas unidades
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significantes respectivas, de tal maneira que elas possam ser
colocadas em correspondéncia. Para compreender tomemos o

exemplo do Quadro 03.

Quadro 03 — Exemplo de conversédo do registro em lingua
materna para o algébrico

Registro em lingua materna Registro algébrico
A soma entre dois numeros inteiros é X+y=12
doze e a diferenca entre eles é dois X—y=2

Fonte: dados do autor

Observando, neste caso, as unidades significantes
respectivas de cada um dos registros do quadro anterior tem-

se a seguinte correspondéncia (Quadro 04).

Quadro 4 — Correspondéncia das unidades significantes entre
0s registros em lingua materna e o algébrico

Unidade significante no registro Unidade significante
em lingua materna correspondente no registro
algébrico
dois nimeros inteiros Xey
soma +
diferenca -

Fonte: dados do autor
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Duval (2003) aponta que nas conversdes congruentes a
representacdo de chegada transparece na representacdo de
partida e estd proxima a uma situacéo de simples codificagdo,
neste caso a passagem de uma representacdo a outra é mais
imediata. Nas conversfes ndo congruentes ndo ha nenhuma
transparéncia e a passagem de uma representacao a outra ndo
é imediata.

Para tornar mais explicita e compreensivel a
compreensdo sobre a congruéncia e a ndo congruéncia das
conversdes apresenta-se dois exemplos em que ha a converséo
do registro em lingua materna para o registro algébrico
referente a equacdes lineares.

1) Um numero inteiro somado a dezessete € igual a
guarenta e um que corresponde a x + 17 = 41, no registro
algébrico. Nesse caso, tem-se uma conversao caracterizada
como congruente, pois a cada unidade significante do registro
de partida associa-se uma unidade significante no registro de
chegada (1° critério); cada unidade significante do registro de
partida corresponde a uma s6 unidade no registro de chegada
(2° critério) e em ambos 0s registros se mantém a mesma
ordem de representacdo (3° critério).

2) O volume de um cubo corresponde a cento e vinte
e cinco, ou seja, x> = 125, no registro algébrico. Este é um

exemplo de conversdo ndo congruente, pois nem todos 0s
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simbolos utilizados na equacdo estdo expressos na lingua
materna, ndo ha correspondéncia termo a termo (1° critério).
Além disso, se proceder a conversao no sentido inverso nao se
encontra o registro inicial e provavelmente sera convertido
por: um nimero elevado ao cubo é igual a cento e vinte e cinco,
ou entdo, o cubo de um determinado nimero € igual a cento e
vinte e cinco (2° e 3° critérios).

Salienta-se ainda que o fato de um estudante fazer a
conversao em um sentido ndo implica que ele tera sucesso na
conversdao de sentido inverso. “Para que haja coordenacao
sinérgica de varios registros, € preciso ser capaz de converter
as representacdes nos dois sentidos e ndo em um unico”
(DUVAL, 2011a, p. 118). Por isso e importante explorar a
conversao nos dois sentidos, da algébrica para a gréafica e da
gréfica para algébrica, por exemplo. Esta importante
constatacdo nem sempre é considerada em sala de aula.

Duval questiona ainda a maneira como as atividades
matematicas sdo apresentadas aos estudantes. Para ele é
preciso criar situacdes que explicitem o maior nimero possivel

de variacOes de congruéncia de um mesmo objeto matematico

em dois registros diferentes.

“No lugar de apresentar cada problema por ele
mesmo, independentemente dos outros, é toda
uma gama de representaces possiveis,
ordenadas segundo as variagbes de



Produto Educacional do PPGECIM/FURB 17

congruéncia e ndo congruéncia sobre as quais
os alunos deveriam trabalhar para discutir e
tomar consciéncia” (DUVAL, 2011a, p. 122).

Em relacdo aos sistemas lineares € necessario pontuar
ainda um aspecto importante em relacdo a representacao
grafica que, segundo Duval (2011b), pode ser abordada a partir
de trés tratamentos: a abordagem ponto a ponto, da extensao
do tracado efetuado e da interpretacdo global de propriedades
figurais.

A abordagem ponto a ponto constitui 0 modo como
geralmente a representacdo grafica € introduzida ao se
trabalhar expressdes algébricas. Parte-se de uma tabela em que
sdo inseridos valores aleatdrios para a variavel x e aplicando-
se cada um destes valores na expressdo ha a obtencao do valor
referente a y. Estes pares ordenados sdo entdo representados
por pontos no plano cartesiano. Ainda de acordo com Duval
(2011b) esta abordagem ndo é somente inadequada, mas
constitui um obstaculo a aprendizagem, pois desvia a atengédo
do estudante das variaveis visuais pertinentes. Assim auxilia o
estudante a construir um grafico, mas ndo lhe fornece meios
de verificar a relagdo entre o registro grafico e o algébrico.

A segunda abordagem denominada de extensdo do
tracado efetuado pouco difere da primeira, pois segundo
Duval (2011b) a Unica diferenca é que ndo se apoia mais em

um conjunto finito de pontos, mas nos intervalos entre o0s
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pontos marcados. Assim como na primeira abordagem, nesta
se mantém a determinacdo de valores particulares.

A terceira abordagem denominada de interpretagdo
global de propriedades figurais parte da ideia de que o
grafico representa um objeto matematico que também possui
uma representacdo algébrica. Nesse sentido, o estudante
precisa compreender que toda modificacdo no registro grafico
acarretard mudanca no registro algébrico e vice-versa. No
entanto isso ndo pode ser considerado de forma aleatéria, €
necessario identificar exatamente a relacdo entre cada uma
destas modificacdes para ao final identificar o conjunto de
todas as modificacbes possiveis em relacdo a determinado
objeto matematico. A cada modificacdo na expressao algebrica
que determina uma mudanca no registro grafico Duval
denominou de variavel visual pertinente. Esta constitui,
portanto, a unidade significativa da expresséo algébrica.

A interpretacdo global pressupde, portanto que ndo ha
como partir do registro grafico para o algébrico tomando como
referéncia valores particulares, mas por meio da identificacéo
das variaveis visuais pertinentes, o que consiste em “variar
uma unidade significativa na expressdo mantendo as
outras constantes e ver o0 que se passa no outro registro (ou
mudar uma variavel visual mantendo as outras duas constantes

e ver as modificagdes que acontecem na expressdo)”
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(DUVAL, 2011b, p. 103, grifo do autor). Essa perspectiva, no
entanto, nem sempre estd nas propostas do ensino da
Matematica e quando esta presente ndo contempla a
abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais.
No caso do estudo dos sistemas lineares 2 x 2 é
importante que o estudante perceba que cada equagdo do
sistema linear pode ser reescrita como uma fungdo polinomial
do 1° grau®, cujo grafico é uma reta (conforme o Quadro 05).
No entanto, as variaveis visuais necessarias para abordar 0s
sistemas lineares serdo sutilmente distintas das variaveis
usadas para analisar o comportamento da fungéo afim, pois o
objetivo é fazer a comparacéo entre as equagdes de um mesmo

sistema linear.

3 Adotou-se essa relagdo entre fungdo polinomial do 1° grau, pois os
estudantes ainda ndo estudaram Geometria Analitica, que esta prevista na
ementa do 3° ano do Ensino Médio.
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Quadro 05 — Classificag8o das variaveis visuais em relacéo
ao registro gréfico de sistemas lineares 2 x 2

Relacdo da posicdo | Representagdo | Relagédo da | Representacédo Relagdo entre
das retas e asolucdo | algébrica na | primeira equacdo | algébrica  como | registro

forma de | com a segunda funcao afim: | algébrico e

sistema linear y=ax+b grafico
Retas coincidentes: { X+y=5 Proporcionalidade y=—-x+5 Coeficiente
Sistema possivel e | (2X+2y=10 | nos  coeficientes angular a e
indeterminado: das incdgnitas e do _ —2x+10 coeficiente
infinitos pares termo - 2 linear b sdo os
ordenados sao independente. 2y=-x+5 mesmos  has
solugdes do sistema. duas equacoes.
Retas paralelas: { X+y=5 Proporcionalidade y=—-x+5 Coeficiente
Sistema impossivel: | (2x+2y=8 nos  coeficientes angular se
ndo  existe  par das incognitas, mas _ —2x+8 mantém e o
ordenado que seja que nao se aplica - 2 coeficiente
solugdo do sistema no termo | Y= X7 4 linear sofre

independente. alteracdo.

Retas concorrentes: { X+y=>5 Nao ha y=—x+5 Coeficiente
Sistema possivel e | (2X=2y=10 | proporcionalidade angular ~ sofre
determinado: ~ um nos  coeficientes y= 2x—10 alteragdo e o

Unico par ordenado
¢ a solugdo do

sistema.

das incdgnitas e no
termo

independente pode
nao

ocorrer  ou

proporcionalidade.

coeficiente
linear nao
interfere na

posicao relativa
das duas retas.

Fonte: dados do autor

Desta forma a teoria de Registros de Representacéo

Semiética de Duval possibilita fazer uma andlise cognitiva das
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resolucdes dos estudantes e isso € imprescindivel para que o
professor possa compreender, de fato, as raz6es das dificuldades
apresentadas pelos estudantes e ndo considere as respostas apenas
como certas ou erradas, mas que estas revelem o nivel de
apreensdo conceitual que os estudantes possuem, naquele

momento, de um determinado objeto matematico.
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CAPITULO Il - SEQUENCIA DIDATICA - PARTE 01

3.1 SISTEMAS LINEARES 2 x 2

PROFESSOR

O objeto matemético sistemas lineares esta previsto na
ementa da disciplina de Matematica geralmente para ser
desenvolvido no 2° ano do Ensino Médio. Ao iniciar a
abordagem deste contetdo vocé dara continuidade a algo
que provavelmente ja foi trabalhado no Ensino
Fundamental e que serd retomado sob novos aspectos e
utilizando, por exemplo, novas formas de registro de
representacdo. Essa retomada é fundamental para verificar
o0 nivel de apreensdo dos estudantes em relacdo ao objeto
matematico que sera estudado, sendo o ponto de partida

para planejar as atividades.
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ATIVIDADE 01

Resolva o problema a seguir:

Uma alfaiataria fabrica e vende dois tipos de ternos. No més de maio
elavendeu 15 ternos do modelo A e 10 ternos do modelo B, obtendo uma
receita de 16 800 reais. No més de junho as vendas cairam e sé foram
vendidos 8 ternos do modelo A e 5 do modelo B, gerando uma receita

de 8 720 reais. Qual o preco de venda do terno A e do terno B?

Objetivos:

- Converter um sistema linear representado no registro em
lingua materna para o algébrico;

- Fazer o tratamento no registro algebrico usando um dos
métodos de resolucdo de sistemas de equacbes 2 X 2
possivelmente ja estudados no Ensino Fundamental: adicdo,
comparacdo e substituicdo.

Nessa atividade é importante que o professor deixe 0s
estudantes resolverem individualmente e sem intervencdo,
com o propésito de verificar seus conhecimentos.

Para resolver a situacdo proposta o estudante devera
converter o registro em lingua materna para 0 registro
algébrico culminando em um sistema de equacdes lineares 2 x
2. Parte-se do pressuposto de que o estudante ja teve contato
com um dos métodos de resolucdo de sistemas lineares 2 x 2

no Ensino Fundamental e/ou no 1° ano do Ensino Médio.
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IMPORTANTE

Em algumas situagdes o estudante pode fazer um tratamento
numérico, através de tentativas e chegar ao resultado. Por isso a
atividade proposta ndo trouxe nenhum coeficiente das incognitas

9

x” e “y” que contivessem valores menores para, desse modo,
“forcar” a usar o registro algébrico.

Caso os estudantes, apés algum tempo ndo tenham
encontrem nenhuma resposta coerente por tentativa e erro e
nem feito a modelagem, o professor pode retomar a atividade
e questionando, montar junto com eles a representacdo
algébrica da situacdo apresentada. Na sequéncia deixar alguns
minutos para a resolugdo e observar se, com esta representacéo
0s estudantes conseguem encontrar a solucdo. Desta forma é
possivel verificar as dificuldades nas duas etapas: conversao
para a representacédo algebrica e tratamento algébrico.

Ao final, o professor deve fazer a discussdo dos
diferentes métodos usados pelos estudantes e solicitar que
socializem no quadro os métodos usados. Caso um dos
métodos ndo seja contemplado o professor fara a explanacao
no quadro. Possivelmente nenhum estudante fara a resolucéao
usando o método de comparacao, pois este ndo aparece com

tanta frequéncia nos livros didaticos do Ensino Fundamental.
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ATIVIDADE 02

Com base na resolucdo que vocé efetuou na atividade anterior

responda.

a) Vocé resolveu um sistema de equac@es lineares. Pesquise a
definicdo de equacles lineares e de sistemas de equacdes
lineares no livro didatico ou outro meio e reescreva-a de
acordo com a interpretacdo que vocé fez da definicéo
apresentada.

b) Observe os valores encontrados ao resolver o sistema de
equac0es lineares e substitua-os nas duas equagdes que fazem
parte do sistema. Os valores encontrados estdo corretos? A
incégnita a, por exemplo, assume valores iguais ou diferentes
nas duas equacdes? Por qué?

c) Haapossibilidade de uso de trés métodos de resolucéo de um
sistema de equac@es lineares 2 x 2: adicdo, substituicio e
comparagdo. Tomando por base o exemplo anterior, escolha
um dos métodos apresentados e faca uma explicagdo escrita
que serviria a um estudante do 8° ano do Ensino Fundamental
que precisa aprender esse método de resolucdo. Explique

ainda porque o método recebe esta denominagéo.

Objetivos:

- Converter um sistema linear representado no registro em
lingua materna para o registro algébrico;
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- Reconhecer que sistemas lineares podem apresentar infinitas
solugdes ou ndo apresentar solucao.

Solicitar aos estudantes que observem os trés problemas
resolvidos e os resultados obtidos. A partir destes dados é
possivel fazer a classificacdo de sistemas lineares. Interessante
encaminhar esta atividade com base em algumas indagacdes
aos estudantes: J& classificaram um sistema? De que forma?
Como poderiamos fazer esta classificagdo? Os resultados
obtidos na resolucéo de cada um dos sistemas foram iguais ou

diferentes? O que eles sugerem?

IMPORTANTE

Os estudantes geralmente apresentam dificuldades em
escrever a solucdo geral de um sistema possivel e indeterminado,
por isso o professor deve ficar atento e proporcionar diferentes
situacdes para que os estudantes sistematizem a escrita da solucéo
geral deste tipo de sistema. Percebe-se também certa inquietacio
dos estudantes quando um sistema nédo apresenta solugéo, pois para
alguns o fato de obter um resultado como Ox = 4 implica que a
solucdo seria zero.
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ATIVIDADE 03

Resolva os problemas a seguir:
1) Uma empresa decide fabricar dois novos produtos de madeira, uma
vez que seus funcionarios possuem algum tempo sobrando por dia.
Cada produto do tipo A necessita de 5 minutos para o corte e 10
minutos para a montagem; cada produto do tipo B precisa de 4
minutos para o corte e 8 minutos para a montagem. Dispde-se de 5
horas para o corte e 10 horas para a montagem. Quanto de cada
produto é possivel fabricar por dia utilizando todo tempo disponivel?
a) Escreva um sistema de equagBes referente a situacdo
apresentada e em seguida resolva pelo método que considerar
conveniente.
b) Apresente possiveis solucdes para esta situacéo.

c) O que o resultado obtido ao final da resolucéo sugere?

2) A diretoria de uma empresa decide produzir dois novos modelos de
blusas: A e B. A blusa A requer 2 minutos para a confeccdo das
mangas e 8 minutos para o corpo. A blusa B requer 3 minutos para a
confeccdo das mangas e 12 minutos para o corpo. As maquinas
utilizadas para a confec¢do das mangas est&o disponiveis 2 horas por
dia. As maquinas necessarias para a confec¢do dos corpos das blusas
estdo a disposicao 3 horas por dia. Qual a quantidade de blusas de
cada tipo é possivel produzir utilizando todo tempo disponivel das
duas maquinas?

a) Escreva um sistema de equacdes referente a situagdo apresentada
e em seguida resolva pelo método que considerar conveniente.

b) Apresente possiveis solu¢des para esta situacéo.
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c) O que o resultado obtido ao final da resolucéo sugere?

Objetivos:

- Converter um sistema linear representado no registro em
lingua materna para o registro algébrico;

- Reconhecer que sistemas lineares podem apresentar infinitas
solugdes ou ndo apresentar solucao.

Solicitar aos estudantes que observem os trés problemas
resolvidos e os resultados obtidos. A partir destes dados é
possivel fazer a classificacdo de sistemas lineares. Interessante
encaminhar esta atividade com base em algumas indagacdes
aos estudantes: Ja classificaram um sistema? De que forma?
Como poderiamos fazer esta classificacdo? Os resultados
obtidos na resolucdo de cada um dos sistemas foram iguais ou

diferentes? O que eles sugerem?

IMPORTANTE

Os estudantes geralmente apresentam dificuldades em
escrever a solucdo geral de um sistema possivel e indeterminado,
por isso o professor deve ficar atento e proporcionar diferentes
situacOes para que os estudantes sistematizem a escrita da solugédo
geral deste tipo de sistema. Percebe-se também certa inquietacéo
dos estudantes quando um sistema nédo apresenta solugéo, pois para
alguns o fato de obter um resultado como Ox = 4 implica que a
solucgéo seria zero.



Produto Educacional do PPGECIM/FURB 29

ATIVIDADE 04

Responda:

a) Compare os resultados obtidos na resolucdo dos trés sistemas
lineares. A partir destes resultados é possivel classificar os
sistemas lineares. De que forma vocé faria essa classificagdo?

b) De acordo com o resultado obtido nos trés sistemas de
equacdes resolvidos até o momento, classifique-os conforme

apresentado pelo professor.

Objetivo:

- Identificar as trés possibilidades de classificacdo de um
sistema linear 2 x 2 por meio da observacdo das solucdes
apresentadas ao final da resolucéo do sistema.

Parte-se da concepcdo de que o estudante precisa
construir gradativamente seu conhecimento, cabendo ao
professor problematizar e ndo somente dar respostas prontas.
Em relacdo a classificacdo dos sistemas lineares o professor
pode explicar no quadro como proceder, no entanto, considera-
se mais oportuno que o estudante faca a propria classificacdo
de acordo com um critério pré-estabelecido e somente depois
confronte a sua tentativa com a apresentada pelo professor ou

pelo livro didatico.
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Apds as tentativas dos estudantes em classificar os
sistemas lineares o professor devera apresentar a nomenclatura
convencional usada na Matematica para classificar um sistema
linear 2 x 2: sistema possivel e determinado (SPD), sistema
possivel e indeterminado (SPI) e sistema impossivel (SI) e
confrontar esta classificagio com a apresentada pelos
estudantes. Possivelmente eles verificardo que classificaram

corretamente, apenas usaram termos diferentes.
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ATIVIDADE 05

Atividade adaptada de Boemo* (2015)
A seguir temos os trés sistemas de equacbes lineares trabalhados

anteriormente.

15x+10y =16800
8x+5y =8720

1) Em relacdo ao sistema: {

Preencha a tabela a seguir e responda as questdes:

Equacgdes do | Coeficiente x | Coeficientey | Termo

sistema independente

a) Ha proporcionalidade entre os coeficientes das incognitas da
primeira equagdo com os da segunda equagédo?

b) E em relagdo ao termo independente isso também ocorre?

c) Escreva a solugio que vocé encontrou ao resolver o sistema. E
possivel estabelecer uma relagéo entre as respostas obtidas nos
itens a e b e a solugéo deste sistema? Qual?

d) Para validar essa relagdo, escreva outro sistema de equagdes 2
X 2 com as caracteristicas descritas nesta atividade. Resolva-o
e confronte os resultados.

4 BOEMO, Marinela da Silveira. Registros de representacdo semidtica
mobilizados no estudo de sistemas lineares no Ensino Médio. 2015.
Dissertacdo. Curso de Mestrado em Educagdo Matematica e Ensino de
Fisica, Universidade Federal de Santa Maria. Santa Maria, 2015.
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_ 5X+4y =300
2) Em relagéo ao sistema:
10x + 8y = 600
Preencha a tabela a seguir e responda as questdes:
Equagdes do | Coeficiente x | Coeficientey | Termo
sistema independente

a) Ha proporcionalidade entre os coeficientes das incognitas da
primeira equacdo com os da segunda equacéo?

b) E em relagdo ao termo independente isso também ocorre?

¢) Escreva a solugio que vocé encontrou ao resolver o sistema. E
possivel estabelecer uma relacéo entre as respostas obtidas nos
itens a e b e a solucéo deste sistema? Qual?

d) Para validar essa relacdo, escreva outro sistema de equaces 2
X 2 com as caracteristicas descritas nesta atividade. Resolva-o

e confronte os resultados.

2x+3y =120

3) Em relacéo ao sistema:
8x+12y =180

Preencha a tabela a seguir e responda as questdes:

Equacbes do | Coeficiente x | Coeficientey | Termo

sistema independente
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a) Ha proporcionalidade entre os coeficientes das incognitas da
primeira equacdo com os da segunda equacéo?

b) E em relagdo ao termo independente isso também ocorre?

¢) Escreva a solugio que vocé encontrou ao resolver o sistema. E
possivel estabelecer uma relacgéo entre as respostas obtidas nos
itens a e b e a solucéo deste sistema? Qual?

d) Para validar essa relagdo, escreva outro sistema de equagées 2
X 2 com as caracteristicas descritas nesta atividade. Resolva-o

e confronte os resultados.

Objetivos:

- Identificar quando ha relacdo de proporcionalidade entre os
coeficientes das incdgnitas e os termos independentes das
equacOes de um sistema linear 2 x 2;

- Relacionar a proporcionalidade entre os coeficientes das
incognitas e os termos independentes a classificacdo de um
sistema linear.

ATENCAO

Nessa etapa da escolaridade optou-se em trabalhar com o
conceito de proporcionalidade para observar a posicdo relativa
entre as retas e a consequente classificacdo dos sistemas lineares,
no entanto esse conceito ndo sera suficiente para classificar os
sistemas lineares 3 x 3. Mesmo assim considera-se oportuno
trabalhar com esse conceito ao abordar os sistemas lineares 2 x 2
por ser mais comum e adequado ao Ensino Médio. Apenas dois
casos dos sistemas lineares 3 x 3 precisardo ser tratados com o uso
da combinacao linear.
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No entanto todos 0s casos previstos poderiam ser abordados
unicamente a partir do critério de combinag&o linear, ficando a
critério do professor esta escolha.

Esta atividade foi cuidadosamente organizada para que
os estudantes respondam vérias perguntas que lhes permitam
verificar como relacionar a proporcionalidade dos coeficientes
das incognitas e dos termos independentes a classificacdo dos
sistemas lineares.

O professor deve relembrar aos estudantes as defini¢bes
de coeficientes, incognitas e termos independentes que seréo
usados nas perguntas e ainda, se necessario, 0s conceitos de
razao e proporcao.

Para isso o estudante deve observar inicialmente qual a

e,

razao entre a incognita “x” nas duas equagdes. Obtida a razao

devera verificar se esta mesma razao se aplica a incognita “y”.
Caso ndo se aplique tem-se um sistema possivel e

determinado.

15x+10y =16800

Tomemos como exemplo o sistema:
8x+5y =8720

Neste caso o estudante deve observar que a razdo entre a

e,

incognita “x” da primeira com a segunda equacao corresponde
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(1)

1 . )
a ES ou 1,875 e que a razdo da incognita “y” serd representada

1 X Lz . . s
por EO ou 2, portanto ndo ha proporcionalidade. Assim néo é

necessario verificar a razao entre os termos independentes de
ambas as equacbes, jA se tem um sistema possivel e

determinado.

Agora observe como relacionar a proporcionalidade
entre 0s coeficientes das incognitas e dos termos
independentes nos casos de sistema possivel e indeterminado
e sistema impossivel, respectivamente representados abaixo.

5X+4y =300 2x+3y =120
10x+8y =600 8x+12y =180

Nestes dois sistemas, 0 estudante precisa novamente

verificar a razdo das incognitas. No primeiro sistema tem-se a

) e . 4
razao 10 ou 0,5 para a incognita “x” e a razdo 2 ou 0,5 paraa

[ ey,

incognita “y”. Nesse caso os coeficientes das incognitas “x” e
“y” sdo proporcionais, pois apresentam a mesma razao. Assim
€ necessario verificar agora a razdo entre 0S termos

independentes.
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Neste sistema linear tem-se a razdo % ou 0,5.

Verifica-se entdo que, tanto os coeficientes das incognitas,
quanto os termos independentes apresentaram a mesma razéo,
desta forma o sistema é classificado como possivel e
indeterminado. Caso a razdo dos termos independentes fosse
diferente da obtida com os coeficientes das incognitas teriamos
um sistema impossivel.

E o que ocorre no segundo sistema, em que a razio de
“x” ¢ —, ou seja, 0,25 e “y” tem razdo 3 que também

8 12

corresponde a 0,25. No entanto a razdo entre 0S termos

independentes é % que corresponde a aproximadamente

0,67. Assim ndo ha proporcionalidade em relacdo ao termo

independente e o sistema é classificado como impossivel.
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ATIVIDADE 06

Responda:

a) Tomando como parémetro a equacdo x+ y = 100, existe
possibilidade de representa-la graficamente? De que forma
vocé faria isso?

b) Qual o grafico que uma equacdo linear representa?

c) Faca o eshoco dessa representacdo grafica.

Objetivo:

- Representar graficamente uma equacéo linear representada
no registro algébrico.

Esse € um momento em que se tem a possibilidade de
verificar se os estudantes relacionam essa equacao linear as
equacbes polinomiais do 1° grau com que tiveram
possivelmente contato no ano anterior. Além disso, através da
resposta dos estudantes é possivel verificar se construirdo um
gréfico ponto a ponto, geralmente com o apoio de uma tabela,
Ou Se usardo apenas as variaveis visuais pertinentes conforme
descrito por Duval para fazer o esbo¢o do grafico. Portanto
essa atividade tem novamente um carater diagndstico que dara
subsidios ao professor de como abordar o registro grafico de

sistemas lineares.
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ATIVIDADE 07

Resolva:

a) Represente graficamente os trés sistemas trabalhados
anteriormente.

15x+10y =16800 (5x+4y =300 2x+3y =120
8x+5y =8720 10x +8y =600 8x+12y =180

b) Analise os graficos obtidos e estabeleca uma relagdo entre a
solucdo obtida na resolucéo de cada um dos sistemas e o grafico
apresentado.

¢) Que relagéo voceé estabelece entre o ponto de interseccéo das retas
e 0 conjunto solucéo do sistema?

d) Enuncie a partir da interpretacdo geométrica quando um sistema

é:
e Possivel e determinado
e Impossivel

o Possivel e indeterminado

e) Confronte osenunciados que vocé fez com os apresentados no livro
didatico. Reescreva-os, se necessario, lembrando que ha a
necessidade de uso de termos corretos e sem ambiguidade.

Objetivos:

- Representar por meio do registro grafico sistemas lineares
representados no registro algébrico;

- Definir a classificacdo dos sistemas lineares 2 x 2 a partir da
representacdo grafica.
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Acredita-se ser importante explorar inicialmente a
construcdo manualmente, pois hé situacdes em que o estudante
tera que representar graficos sem o uso de um software. Se o
professor optar por realizar essa atividade com o uso do
software GeoGebra, podera reunir as atividades 07 e 08 em

uma Unica atividade.

IMPORTANTE

Conforme apontado por Duval e também pelas OrientacGes
Curriculares para o Ensino Médio (2006) ndo é adequado a
elaboracdo de um grafico por meio da construcdo de uma tabela

el [T 2]

com valores para “x” e “y” e a simples transcricdo destes valores
para o gréafico, procedimento denominado por Duval de abordagem
ponto a ponto. Isso porque este procedimento ndo permite
estabelecer a relacdo entre o registro algebrico e grafico, é
necessario que o estudante perceba qual a implicacdo da mudanca
de um parametro no registro algébrico no grafico e vice-versa.

Considera-se pertinente que o professor retome as ideias
de funcgdes polinomiais do 1° grau trabalhadas no ano anterior,
para que os estudantes entendam a integracdo dos objetos
matematicos. Dois pontos importantes para obter uma reta sao:
tomar x = 0 para identificar em que ponto a reta intercepta o
eixo das ordenadas e tomar y = 0 para identificar em que ponto
a reta intercepta o eixo das abscissas. Esse esboco do gréafico
ja dard uma primeira ideia do comportamento e da posicao

relativa entre as duas retas.
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Portanto esse procedimento sera adotado nesta atividade
e a relagdo mais especifica entre as variaveis do registro
gréfico e do algébrico serd abordada na préxima atividade com
0 uso do GeoGebra, devido a dinamicidade que ele permite.

Novamente propde-se uma atividade em que o estudante
precisa fazer uso da lingua materna, mas de um modo
especializado usando a nomenclatura prépria da Matematica.
Caso isso ndo ocorra ao confrontar com a defini¢cdo dada pelo
livro o estudante tera acesso a essa nomenclatura.

Ao final espera-se que os estudantes estabelecam a
seguinte relacdo: retas distintas e paralelas implicam sistema
impossivel, pois ndo hd nenhum ponto em comum entre as
retas, ou seja, 0 sistema nao possui solucéo; retas coincidentes
relacionam-se ao sistema possivel e indeterminado pois ha
infinitos pontos em comum, ou seja, infinitas solugdes e; retas
concorrentes, descrevem um sistema possivel e determinado
pois as retas possuem um Unico ponto em comum, ou seja, uma

Unica solucdo para o sistema linear.
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ATIVIDADE 08

a)
b)

d)

e)

f)

9)
h)

)

k)

Atividade adaptada de Freitas (2013)

Considerando uma equacdo da forma ax + by = ¢, em que a é 0
coeficiente de x, b é o coeficiente de y e ¢ o0 termo independente, observe
o0 sistema de equacOes lineares a seguir, faca o que é solicitado e
responda:

2Xx—-y=5
4x-2y=c¢C

Digite este sistema de equacBes no GeoGebra.

Atribua o valor 12 para o termo c e escreva 0 que ocorre.
Atribua mais dois valores aleatorios para c e escreva o que
ocorre.

Ha proporcionalidade entre os coeficientes das incognitas x e
y deste sistema?

Essa proporcionalidade também ocorre no termo
independente quando ¢ = 127

Que relacdo vocé estabelece entre a proporcionalidade dos
coeficientes das incégnitas e a ndo proporcionalidade do
termo independente e a classificacio deste sistema?
Represente o sistema (quando ¢ = 12) no GeoGebra e insira o
grafico obtido no espaco abaixo.

Qual a posicao relativa entre as retas obtidas?

Que relagdo voceé estabelece entre a posicao relativa entre as
retas obtidas e a classificacao do sistema?

Que valor deve ser atribuido a ¢ para que a proporcionalidade
também ocorra no termo independente?

Que relacdo vocé estabelece entre a proporcionalidade dos
coeficientes das incognitas e do termo independente e a
classificacdo deste sistema?

Represente este sistema no GeoGebra e insira o gréfico obtido
no espaco abaixo.

Qual a posicao relativa entre as retas obtidas?

Que relagéo voceé estabelece entre a posicdo relativa entre as
retas obtidas e a classificacao do sistema?
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n)

0)
p)

a)

)
s)

)
u)

v)

a)

X)

y)

E para obter um sistema possivel e determinado que alteracao
vocé deveria efetuar neste sistema de equagdes em questao?
Escreva o sistema no espaco abaixo.

Que relacdo vocé estabelece entre a ndo proporcionalidade
dos coeficientes das incognitas e do termo independente e a
classificagcéo deste sistema?

Represente o sistema no GeoGebra e insira o grafico obtido no
espaco abaixo.

Qual a posicédo relativa entre as retas obtidas?

Que relacdo vocé estabelece entre a posicao relativa entre as
retas obtidas e a classificacdo do sistema?

Através da representacio grafica é possivel obter a solucdo
deste sistema? Qual é a solucéo?

Digamos que vocé tenha um exercicio que solicite classificar
os sistemas lineares em: SPD, SPI e SI. Existe uma Gnica forma
de fazer a classificagdo?

De acordo com o que vocé aprendeu até agora explique
resumidamente diferentes formas de fazer a classificacao de
sistemas lineares.

Classifique os sistemas lineares a seguir e justifique cada
classificacao.

X—2y=3 . X—2y=3 X-2y=4
2X—4y =7 )3x—6y:9 o X+2y=7

Observe o sistema que vocé classificou como possivel e
determinado? Como vocé faria para encontrar a solu¢do?
Descreva.

Salve o arquivo com a seguinte denominagao: Ativ8(nome do
aluno) e encaminhe para o e-mail informado. XXXXXXXX
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Objetivos:

- ldentificar que alteracfes no registro algebrico implicam
mudancas no registro gréafico e vice versa;

- Mobilizar diferentes registros na classificagcdo dos sistemas
lineares.

ATENCAO

Professor planeje com antecedéncia o uso do laboratério
de Informética, verificando se atende ao nimero de estudantes e se
o software GeoGebra esta instalado. Trata-se de um programa facil
de instalar. Para isso acesse https://www.geogebra.org, clique em
downloads e escolha a op¢ao GeoGebra Classic 5.

Para ter mais seguranca ao usar o software recomenda-se
que o professor explore-o e faga primeiramente todas as atividades
propostas a fim de conhecé-lo melhor e potencializar o seu uso no
estudo de sistemas lineares e prever possiveis dificuldades que
poderdo ser encontradas pelos estudantes.

Caso a escola ndo disponha de computadores o professor
podera solicitar que os estudantes tragam notebooks e organize a
atividade em duplas ou trios, tomando o cuidado de que todos
participem ativamente das construcgdes e discussdes.

Essa atividade foi elaborada com o proposito de que o
estudante perceba a correspondéncia entre o registro algébrico
e o grafico. Duval (2009) destaca que € necessario perceber
todas as alteracGes possiveis de representacédo gréafica e o efeito
na representacao algébrica, pois isso permite ao estudante ter

uma visdo global das possibilidades de representacdo grafica e


https://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/
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possibilita identificar quais sdo as variaveis visuais a serem

consideradas no estudo dos sistemas lineares.

DICA

Pode ocorrer que duas retas paralelas aparecam como
coincidentes no GeoGebra, isso reforca a necessidade do professor
fazer alguns testes antes da aplicacdo para auxiliar os estudantes e
evitar estas duvidas na visualizacdo. Neste caso, ajustando o
“zoom” a representacdo grafica adequada aparece.
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ATIVIDADE 09

Observe a representacdo grafica de sistemas de equacdes lineares 2 x
2.

GRAFICO 01

| T

a) Classifique o sistema representado graficamente e justifique.

b) Agora escreva um sistema de equacBes que represente
algebricamente o grafico.

c) Como vocé faria para certificar-se de que o sistema de
equacdes apresentado esta correto?
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GRAFICO 02

b)

c)

Classifique o sistema representado graficamente e justifique.
Agora escreva um sistema de equagBes que represente
algebricamente o gréfico.

Como vocé faria para certificar-se de que o sistema de
equacBes apresentado esta correto?

GRAFICO 03

a)
b)

Classifique o sistema representado graficamente e justifique.
Agora escreva um sistema de equagbes que represente
algebricamente o gréfico.

Como vocé faria para certificar-se de que o sistema de
equacdes apresentado esta correto?
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Objetivos:

- Classificar um sistema linear 2 x 2 a partir de sua
representacdo gréfica;

- Converter um sistema linear representado no registro gréfico
para o algeébrico.

DICA

Duval pontua que a conversdo deva ocorrer nos dois
sentidos. Assim num primeiro momento foram propostas de
conversdo do registro algébrico para o grafico e agora o sentido
inverso é solicitado.

Antes de realizar esta atividade é interessante que o
professor entregue um sistema linear representado no registro
gréafico para que os estudantes facam a conversdo pra o registro
algébrico, servindo de diagnostico. O professor pode ainda retomar
0s conceitos de coeficiente linear e coeficiente angular.

O professor provavelmente perceberd que poucos
estudantes conseguirdo realizar esse processo. Caso alguns
estudantes o facam o professor deve partir destas tentativas
para mostrar possiveis caminhos.

Para turmas do 2° ano do Ensino Médio o professor
podera ancorar a explicacdo dessa conversdo na forma da
funcdo polinomial do 1° grau y = ax + b, mas se 0s sistemas
lineares estiverem sendo abordados em turmas que ja
estudaram Geometria Analitica, que geralmente ocorre no 3°
ano do Ensino Médio, a abordagem devera considerar estes

conhecimentos ja construidos pelos estudantes.
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Exemplo de possibilidade de conversdo do registro
gréafico para o registro algébrico.

Para a reta f podem ser considerados os pares ordenados
(5,2) e (4,3) e para a reta g (5,2) e (4,1). O professor deve
esclarecer que qualquer ponto pertencente a reta poderia ser
usado.

Em relacdo aretaf, substituindo o ponto (5,2) na formula
geral de uma equacdo polinomial do 1° grau y = ax +b, tem-
se 2 = 5a + b. Repetindo o processo com o ponto (4,3) tem-se
3 = 4a + b. Como os dois pontos pertencem a mesma reta as

duas equacdes formam um sistema linear.
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S5a+b=2

{4a+b=3

Resolvendo o sistema linear encontra-se os valores
a=-leb=7

Em relacdo a reta g faz-se o0 mesmo procedimento
y = ax+ b e tomando o ponto (5,2) e substituindo tem se
2 = 5a + b. Na sequéncia tomando o ponto (4,1) tem se que

1 = 4a + b, assim se obtém o seguinte sistema linear.

5a+h=2
da+b=1

Resolvendo-otem-sea=1eb=-3

Substituindo os valores de a e b encontrados na formula
geral de uma equacéo polinomial do 1° grau tem-se a equagéo
y=-x+ 7 paraaretafey=x-3paraa reta g. Reescrevendo
na forma de sistema linear obtém-se: x +y=7ex-y = 3.

Dessa forma a representacdo algébrica do sistema linear
X+y="7

que estava representado no registro grafico é: { 3
X—y=



Produto Educacional do PPGECIM/FURB 50

ATIVIDADE 10
Classifique os sistemas lineares e encontre o conjunto solugéo.
X+y=38 . SX+3y =22
X+y=5 8x+5y =36
5x =1-3y ; IX-y=y—-x—-7
2X+4y =y —-3X 2y -5x—-3=3x+4
Objetivos:

- Encontrar a solucéo e classificar os sistemas lineares dados
no registro algébrico.

- Atrticular os diferentes registros de representacdo na
classificacdo e obtencao da solucao de sistemas lineares.

Esta atividade reforca a sistematizacdo dos tratamentos
algébricos uma vez que muitos estudantes apresentam
dificuldades e de acordo com Duval esta é uma transformacao
importante requerida pela Matematica e por isso deve ser
apropriada pelos estudantes.

Além disso, optou-se em trabalhar também com alguns
sistemas que ainda ndo estdo organizados no formato
convencional para que o estudante perceba quais adequagdes

necessita realizar para depois resolvé-los.
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DICA

Como esta atividade é realizada no final desta etapa, é uma
6tima oportunidade para o professor verificar se o estudante
mobiliza diferentes registros na classificagdo e escrita da solucéo
de um sistema linear.

Nesta atividade para classificar o sistema linear o
estudante pode simplesmente observar a proporcionalidade
entre 0s coeficientes das incognitas e dos termos
independentes, 0 que ja seria suficiente também para escrever
a solucéo de um sistema impossivel.

Isso, porém nédo se aplica se o sistema for possivel e
determinado ou indeterminado. O esboco do grafico também
permite rapidamente classificar os sistemas e, além disso, ja da
a solucdo para sistemas possiveis e determinados e
impossiveis, ndo possibilitando, no entanto, a escrita da
solucdo de sistemas possiveis e indeterminados. Estas
precisam necessariamente passar pelo registro algébrico, ja

gue a solucdo escrita sera genérica.
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PROPOSTA DE AVALIACAO - SISTEMAS LINEARES 2 X 2

Resolva os dois problemas abaixo, encontrando o conjunto solucéo
para cada situacdo apresentada.

Orientacfes — o primeiro problema deve ser resolvido
algebricamente e 0 segundo graficamente.

1. Um fabricante de méveis produz cadeiras e mesas de jantar. Cada
cadeira leva 08 minutos para ser lixada, e 12 minutos para Ser
envernizada. Cada mesa de jantar leva 12 minutos para ser lixada e 18
minutos para ser envernizada. A bancada para lixar fica disponivel 14
horas por semana e a bancada para envernizar, 18 horas por semana.
Quantos moveis de cada tipo podem ser fabricados por semana para que
as bancadas sejam plenamente utilizadas? (1,0 ponto)

2. (Adaptado - Unicamp 2010). Uma confeiteira produz dois tipos de
bolos de festa. Cada quilograma do bolo do tipo A consome 350 g de
acucar e 250 g de farinha. Por sua vez, o bolo do tipo B consome 300 g
de aclcar e 200 g de farinha para cada quilograma produzido. Sabendo
que a confeiteira dispe de 10 kg de aclcar e 7 kg de farinha, quantos
quilogramas de bolo do tipo A e do tipo B ela deve produzir se pretende
gastar toda a farinha e o agucar de que disp&e? (1,0 ponto)

3. Classifique cada um dos sistemas de equaces lineares abaixo em:
sistema possivel e determinado (SPD), sistemas possivel e
indeterminado (SPI) ou sistema impossivel (SI) e justifique a
classificacdo proposta. Em seguida encontre o conjunto solugdo. (0,5
ponto cada).

2X—4y =6 4x =8-2y
3Xx—-6y=9 X—=2y=y-3x—-7
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4. Escreva o sistema correspondente ao grafico abaixo e classifique-
0. (1,0 ponto)
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Esta € uma possibilidade de avaliagdo que foi
elaborada de modo a englobar resumidamente os principais
objetivos a serem atingidos pelos estudantes ao estudarem os
sistemas lineares 2 x 2 tendo como embasamento tedrico a

Teoria de Registros de Representacdo Semiotica de Duval.



Produto Educacional do PPGECIM/FURB 55

CAPITULO I1l - SEQUENCIA DIDATICA - PARTE 02

4.1 SISTEMAS LINEARES 3 X 3

ATIVIDADE 01

Resolva o problema a seguir:

Um fabricante de méveis produz cadeiras, mesinhas de centro e mesas de
jantar. Cada cadeira leva 10 minutos para ser lixada, 6 minutos para ser
tingida e 12 minutos para ser envernizada. Cada mesinha de centro leva
12 minutos para ser lixada, 8 minutos para ser tingida e 12 minutos para
ser envernizada. Cada mesa de jantar leva 15 minutos para ser lixada, 12
minutos para ser tingida e 18 minutos para ser envernizada. A bancada
para lixar fica disponivel 16 horas por semana, a bancada para tingir,11
horas por semana e a bancada para envernizar, 18 horas por semana.
Quantos méveis de cada tipo deem ser fabricados por semana para que

as bancadas sejam plenamente utilizadas?

Objetivos:

- Converter um sistema linear 3 x 3, representado no registro
em lingua materna para o algébrico;

- Realizar o tratamento de sistemas lineares 3 x 3 no registro
algébrico estendendo o uso dos métodos de resolucdo de
sistemas de equacbes 2 x 2 ja estudados no Ensino
Fundamental para a resolucdo de sistemas 3 x 3.
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O professor deve solicitar que o0s estudantes resolvam o
sistema, de modo a verificar se conseguem generalizar para a
resolugdo dos sistemas lineares 3 x 3 0s conhecimentos
referentes aos métodos de resolucdo usados para sistemas de
equacdes lineares 2 x 2, portanto esta € uma atividade
diagnoéstica, ndo devendo ocorrer nenhuma intervencdo do
professor.

Apos o tempo estipulado, solicitar a um estudante que
escreva 0 sistema no quadro. Sdo duas etapas que seréo
observadas: primeiro a escrita do sistema e depois a resolugéo
do sistema, sendo que 0s estudantes que ndo conseguirem
escrever o sistema, terdo ele explicado no quadro para que
possam dar continuidade a segunda etapa.

Parte-se da ideia de que dos trés métodos de resolucédo
de sistemas usados apenas 0 método da adi¢ao torna-se pratico,
0s outros dois acabam apresentando necessidade de mais
calculos na resolucdo de sistemas lineares 3 x 3. Caso 0s
estudantes tenham usado diferentes métodos questionar qual
dos metodos foi mais facil de ser usado.

O professor deve verificar ainda se o0s estudantes
aplicardo aqui a relagdo entre proporcionalidade e a
classificacdo dos sistemas lineares e orientar os estudantes que
facam a anélise da proporcionalidade sempre de duas em duas

equacgOes: a 12 equacdo coma 2% al®coma3?ea2®coma 3?2
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equacdo, pois agora sdo trés equacgOes que deverdo ser
analisadas.

Ao final, se necessario, o professor deve fazer a
explicacdo referente a aplicacdo do método da adicdo em

sistemas lineares 3 x 3.
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ATIVIDADE 02

Resolva os problemas usando o método da adicéo.

1. (Adaptada- UFPE 2011). Uma fabrica de automoveis utiliza trés
tipos de ago A1, Az e As ha construcdo de trés tipos de carros, Cq, Cy €
Cs. A quantidade dos trés tipos de ago, em toneladas, usados na
confeccdo dos trés tipos de carro, esta na tabela a seguir:

C: C Cs
A 3 3 6
Az 1 1 2
As 2 1 1

Se foram utilizados 33 toneladas de aco do tipo A1, 11 toneladas do tipo
Az e 12 toneladas do tipo As, qual o total de carros construidos de cada
um dos tipos C1,Cz e C3?

a) Existe uma Unica possibilidade de solucdo para esta situagdo?

b) Como vocé classificaria este sistema? Justifique

c) E em relagdo a proporcionalidade das equagdes o que vocé
bbservou? Observacdo: para analisar a proporcionalidade faca a
omparac¢do tomando as equag¢des duas a duas, ou seja: compare 1 e 2,
Hepois 1 e 3 e por fim as equacgdes 2 e 3.

2. (Unicamp 2010 — adaptado) Uma confeitaria produz trés tipos de
bolos de festa. Cada quilograma do bolo do tipo A consome 0,4 kg de

agucar, 0,2 kg de farinha e 0,2 kg de achocolatado em pd. Por sua vez
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o0 bolo do tipo B consome 0,2 kg de acgucar, 0,3 kg de farinha e 0,1 kg
de achocolatado em pd. Por fim o bolo do tipo C consome 0,2 kg de
agucar, 0,1 kg de farinha e 0,1 kg de achocolatado em p6 para cada
quilograma produzido. Sabendo que, no momento, a confeitaria dispde
de 10 kg de acgucar, 6 kg de farinha e 3 kg de achocolatado em po.
Quantos quilogramas de cada tipo de bolo € possivel produzir se a
confeitaria pretende gastar exatamente todo o agUcar, a farinha e o
achocolatado de que disp6e?

a) Como vocé classificaria este sistema? Justifique

b) E em relacdo a proporcionalidade das equacBGes 0 que vocé
observou? Observagdo: para analisar a proporcionalidade faca a
comparacdo tomando as equacgfes duas a duas: compare 1 e 2, depois

1 e 3 e por fim as equacdes 2 e 3.

Objetivos:

- Converter um sistema linear representado no registro tabular
para o algébrico (primeira situacdo) e em lingua materna para
0 registro algébrico (segunda situacao);

- Usar corretamente o método da adi¢do ao resolver sistemas
lineares 3 x 3;

- Relacionar a proporcionalidade e a classificacdo de sistemas
2 X 2 ao classificar sistemas 3 x 3.

Na atividade 01 foi apresentado um sistema possivel e
determinado e nesta atividade sdo apresentados dois
problemas: um envolvendo um sistema possivel e

indeterminado e outro um sistema impossivel.
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O propésito desta atividade é que os estudantes ampliem
o0 repertorio de situagBes envolvendo os sistemas lineares e
percebam que diferente dos sistemas lineares 2 x 2 em que
havia apenas trés possibilidades de classificar um sistema
linear a partir da proporcionalidade entre os coeficientes das
incognitas e dos termos independentes, agora serdo oito
possibilidades para os sistemas lineares que implicardo oito
diferentes posi¢fes entre os planos. No entanto, continua
ocorrendo apenas a classificacdo dos sistemas em: possiveis e

determinados, possiveis e indeterminados e impossiveis.

DICA

Caro professor, foi elaborado um resumo referente a
proporcionalidade, a posicdo relativa entre os planos e a
classificacdo dos sistemas lineares que se encontra ao final deste
trabalho como Apéndice A. E importante que se faca a leitura atenta
deste resumo antes de continuar a sequéncia, caso nunca tenha
trabalhado este contetido em sala de aula.
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ATIVIDADE 03

PARTE 01

Resolva a situacdo usando a Regra de Cramer.

(PAIVA) Um ourives cobrou R$ 150,00 para cunhar medalhas de ouro
com 3 g cada uma; de prata, com 5 g cada uma; e de bronze, com 7 g
cada uma, ao preco unitario de R$ 30,00, R$ 10,00 e R$ 5,00,
respectivamente. Sabendo que foram confeccionadas 15 medalhas, com
massa total de 87 g, determine o nimero de medalhas de ouro

confeccionadas?

PARTE 02
Agora, resolva os dois problemas anteriores usando a Regra de Cramer
e verifique o que ocorre nos resultados. Qual o valor do determinante

que vocé encontrou em ambos os casos? O que isso significa?

PARTE 03
Resolva o sistema abaixo usando a Regra de Cramer e responda as
questoes:

X+y+2=10

X+y+z=-10

X+y+z=20

a) O que vocé observou em relacdo a proporcionalidade dos
coeficientes das incdgnitas nas trés equagdes?

b) Isso se aplica também aos termos independentes?

c) Classifique este sistema a partir da proporcionalidade dos

coeficientes das incdgnitas e dos termos independentes.
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d) Que valores vocé obteve para x, y e z?

e) Como vocé classificaria este sistema a partir do uso da Regra
de Cramer?

f)  Essaregrapode ser usada nos casos em que o determinante dos

coeficientes das incdgnitas € igual a zero? Por qué?

Objetivos:

- Converter o sistema linear representado no registro em lingua
materna para o algébrico;

- Resolver sistemas lineares 3 x 3 usando a Regra de Cramer;
- Identificar as limitacGes da Regra de Cramer para classificar
sistemas impossiveis e possiveis e indeterminados.

IMPORTANTE

Professor, alguns livros didaticos ndo tém abordado a Regra
de Cramer no estudo dos sistemas lineares por compreenderem que
ela apresenta limitacdes podendo ser usada apenas nos casos de
sistemas lineares possiveis e determinados.

Neste trabalho optamos em usar a Regra de Cramer pois
compreendemos que também faz parte da aprendizagem dos
estudantes discernir dentre determinadas opcbes quais se
ajustam melhor a cada situacao.

Assim ndo se apresenta um unico método, mas diferentes
métodos, observando suas potencialidades e limitacfes. Cabe

ao professor, de acordo com sua experiéncia em sala de aula,
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fazer as opcdes que julgar mais adequadas e que permitam ao
estudante apropriar-se do que esta sendo estudado.

Assim na parte 02 da atividade se solicita que o estudante
resolva um sistema impossivel em que o determinante
principal serd igual a zero e os determinantes de x, y e z serdo
diferentes de zero. Isso remete a uma divisdo de um numero
natural diferente de zero por zero, o que é impossivel. No outro
sistema o estudante encontrara todos os determinantes iguais a
zero o que implicard em uma diviséo de zero por zero, ou seja,
uma indeterminagéo.

Esses critérios serviriam para classificar os sistemas a
partir do uso da Regra de Cramer, no entanto, possuem
limitacOes e isso sera discutida na parte 03 da atividade em que
0os estudantes perceberdo que wusando o critério da
proporcionalidade o sistema serd classificado como impossivel
e usando a Regra de Cramer como possivel e indeterminado,
indicando entdo que a Regra de Cramer deverd ser usada
apenas nos casos de sistemas possiveis e determinados e
necessita do uso de determinantes entdo aplica-se apenas a

matrizes quadradas. °

5 Matrizes quadradas sdo as matrizes que apresentam ndmero de linhas
igual ao nimero de colunas.
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ATIVIDADE 04

64

X+y—-z=1
a) 12X+2y—22=2
Ax+4y—-4z7=4
X+y—-z=1
C) 12X+2y—22=2
Ax+4y—-4z7=17
4x+4y—-72=4
) <2X+2y—-22=2
X+y-z=1

X+y—-z=1
b) 12X+2y—-2z=3
AX+4y—-4z7=17

2X+2y—-22=3
d) X+y—-z=1
4x+4y—-z=4

X+2y-3z=4
f) 42Xx+3y+4z=5
Ax+7y—-2=13

SISTEMA POSSIVEL E INDETERMINADO

Usando o GeoGebra faca a representacdo grafica referente a cada
sistema de equagfes e de acordo com o0s resultados apresentados
organize-0s em trés grupos: sistemas possiveis e indeterminados (SPI)

e sistemas impossiveis (SI) e sistemas possiveis e determinados (SPD):

Sistema | Proporcionalidade
nos coeficientes e no
termo independente.

o0s planos

Posicéo Representacao
relativa entre | gréfica
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SISTEMA IMPOSSIVEL

Sistema | Proporcionalidade Posicao Representacao
nos coeficientes e no relativa entre | gréafica
termo independente. 0s planos

SISTEMA POSSIVEL E DETERMINADO

Sistema | Proporcionalidade Posicao Representacao
nos coeficientes e no relativa entre | gréafica
termo independente. 0s planos

Apos preencher o quadro responda:
a) Nos sistemas lineares 3 x 3 é possivel estabelecer um Unico

critério para todos os sistemas que fazem parte do grupo SPI?
Justifique.

E em relacdo ao grupo SI? Justifique.

Objetivos:

- Relacionar a representacdo grafica as diferentes posicoes
relativas possiveis entre os planos e a classificacdo dos
sistemas lineares.

- Identificar os casos de proporcionalidade entre os
coeficientes das incognitas e o0s termos independentes e
relaciona-los a posicdo relativa entre os planos.

ATENCAO

Para representar planos no espago é necessario ativar a
janela 3D, disponivel no canto direito do GeoGebra.
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Gl NS | asc|| <>

Nesta atividade optou-se em trabalhar apenas seis
possibilidades de posicédo relativa entre os planos em que o
criterio de  proporcionalidade  consegue  responder
satisfatoriamente. Os dois casos em que obrigatoriamente
deverd ser usado o critério de combinagdo linear serdo

explorados na atividade 05.

DICA

Geralmente aborda-se o registro algébrico primeiro e depois
0 registro grafico como fizemos nos sistemas lineares 2 x 2, mas
invertemos essa abordagem nos sistemas lineares 3 x 3 entendendo
que a visualizagdo das diferentes posi¢des entre os planos auxiliara
0s estudantes no tratamento algébrico.
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Assim, primeiramente sera abordado o registro gréafico
envolvendo oito sistemas lineares e suas respectivas posicoes
entre os planos para depois discutir a aplicagdo do método de
escalonamento nestes mesmos oito sistemas para comparar 0s
resultados obtidos e tirar conclusdes a serem generalizadas.

Apresentamos algumas consideragdes acerca de cada um
dos sistemas desta atividade.

PRIMEIRO SISTEMA - Ha proporcionalidade tanto
nos coeficientes das incognitas quanto nos termos
independentes das trés equacbes, formando trés planos
coincidentes, sendo classificado como sistema possivel e
indeterminado.

SEGUNDO SISTEMA - Ha proporcionalidade nos
coeficientes das incognitas, mas ndo se estende aos termos
independentes das trés equacbes, formando trés planos
paralelos, sendo classificado como sistema impossivel.

TERCEIRO SISTEMA - Ha proporcionalidade tanto
nos coeficientes das incognitas quanto nos termos
independentes das duas primeiras equacdes (planos
coincidentes). Em relacdo as duas primeiras equacGes com a
terceira, apresentam  proporcionalidade apenas  nos
coeficientes das incognitas (plano paralelo). Assim sdo dois
planos coincidentes e um plano paralelo a estes, portanto

sistema impossivel, pois ndo ha nenhum ponto em comum.
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QUARTO SISTEMA - Ha proporcionalidade entre os
coeficientes das incognitas, mas ndo ha proporcionalidade
entre os termos independentes das duas primeiras equagdes
(planos paralelos). Em relacéo a estas duas primeiras equagoes
com a terceira ndo ha proporcionalidade. Isso significa que o
plano representado pela terceira equagédo intersecta os dois
planos paralelos, sendo classificado como sistema impossivel,
pois ndo ha nenhum ponto em comum.

QUINTO SISTEMA - Ha proporcionalidade entre os
coeficientes das incognitas e entre 0s termos independentes
das duas primeiras equacdes (planos coincidentes). Em relacéo
a estas duas primeiras equacOes, a terceira ndo apresenta
proporcionalidade. Isso significa que ela intersecta os dois
planos coincidentes. Assim, tem-se um sistema possivel e
indeterminado, pois ha uma reta em comum, ou seja, infinitos
pontos.

SEXTO SISTEMA - Néo ha proporcionalidade entre
nenhuma das equacdes, portanto o sistema é possivel e
determinado e sua representacdo grafica é formada por trés

planos que se intersectam em um Unico ponto.
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ATIVIDADE 05
X+y+z=1
1. Considere o sistema linear: < 2X—y+2z2=5
4x+y+3z=7

a) Digite-o no GeoGebra e obtenha a representacao grafica.

b) Descreva a posi¢ao relativa entre os trés planos formados.

c) E em relagdo a proporcionalidade ou combinacéo linear o que vocé
identifica.

d) Com base nestes paréametros classifique este sistema linear.

X+y-3z=1
2. Considere o sistema linear: h)< 5X+2y+2z =2
O9x+3y+5z=5

a) Digite-o0 no GeoGebra e obtenha a representacéo grafica.

b) Descreva a posicao relativa entre os trés planos formados.

c) E em relacdo a proporcionalidade ou combinacédo linear o que vocé
identifica.

d) Com base nestes paréametros classifique este sistema linear.

Agora retorne a questao 4 e insira no quadro que vocé preencheu mais
estas duas possibilidades. Dessa forma vocé terd um resumo das oito
possibilidades estudadas de classificacao de sistemas lineares de acordo
com a proporcionalidade/combinacdo linear e a posicao relativa entre

trés planos no espaco.

Objetivos:

- ldentificar os casos em que h4 combinacdo linear entre as
equac0es integrantes do sistema linear;
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- Classificar os sistemas lineares a partir da identificacdo da
combinacéo linear.

DICA

O professor deve mostrar aos estudantes que nos sistemas
lineares 2 x 2 sempre que um sistema ndo apresentava
proporcionalidade ele era classificado como sistema possivel e
determinado, mas agora nos sistemas lineares 3 x 3, ha de se
investigar melhor pois mesmo ndo apresentado proporcionalidade
0 sistema pode apresentar combinacéo linear que pode ocorrer
tanto nos coeficientes das incognitas quanto nos termos
independentes ou somente nos coeficientes das incdgnitas, sendo
classificado como sistema possivel e indeterminado e impossivel,
respectivamente.

O professor deve mostrar aos estudantes que se 0sS
sistemas ndo apresentam proporcionalidade significa que os
trés planos se intersectam. Se isso ocorrer em um unico ponto
temos um sistema possivel e determinado, se houver uma reta
em comum sera um sistema possivel e indeterminado e se ndo
houver nenhum ponto em comum temos um sistema
impossivel.

Tomando como base o primeiro sistema da atividade
percebe-se que a terceira equacdo €é o resultado da
multiplicacdo de todos os coeficientes da primeira equagédo por
dois somados aos coeficientes da segunda. Como isso se

estende também aos termos independentes temos um sistema
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possivel e indeterminado, cuja visualizacdo no GeoGebra sera
de trés planos concorrentes com uma reta em comum.

No segundo sistema linear da atividade temos que a
terceira equacdo resulta da multiplicacdo de todos os
elementos da segunda equacdo por dois e desse resultado
subtrai-se os valores da primeira equagdo, mas essa
combinagdo linear ndo se estende aos termos independentes,
ou seja, trés planos que se intersectam, mas ndao possuem
nenhum ponto em comum, caracterizando um sistema

impossivel.

IMPORTANTE

Nessa etapa é importante que o professor apresente aos
estudantes mais duas funcionalidades do GeoGebra: os icones
“intersec¢cdo de duas superficies” e “intersec¢cdo entre dois
objetos”.

Deve-se proceder da seguinte maneira: clicar no icone
interseccdo de duas superficies e depois clicar nos planos dois
a dois. Na janela de algebra aparecera a reta correspondente.
Ao final serdo obtidas trés retas referentes a intersec¢do entre

osplanosle2,1e3e2e3.
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"7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

So S IR N

» Janela de Algebra = [ | » Janela| intersegdio de Duas Superficies
Constrdi a curva de intersec3o de duas superficies

Feito isso o proximo passo sera clicar no icone
“intersec¢do entre dois objetos”. Novamente deve-se clicar
nesse icone e nas retas tomando-as duas a duas para verificar
o resultado que sera obtido. Se constar a mesma terna ordenada
trata-se de um sistema possivel e determinado e se apresentar
apenas um ponto de interrogacdo tem-se um sistema
impossivel ou possivel e indeterminado.

£y GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opces Feramentas Janela Ajuda

N K S R R N T PR e

b Jang| A de Visualizagdo 3D

Ponto
.A\ Ponto em Objeto
X Intersecdo de Dois Objetos

. ®  Ponto Médio ou Centro

/ Vincular f Desvincular Ponto
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Para classificar o sistema corretamente o estudante
pode retornar as equacOes da reta formadas ao clicar em
interseccdo entre duas superficies e devera observar que no
sistema impossivel as equacdes sdo distintas, ja no sistema

possivel e indeterminado duas equacdes da reta serdo iguais.
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ATIVIDADE 06
Resolva os sistemas lineares usando o método do escalonamento e
encontre
0 conjunto solucéo.

X+y-z=1 X+y-z=1
2X+2y—-22=2 2X+2y—-272=3
Ax+4y—-4z7=4 Ax+4y—-4z =17

X+y-z=1 X+y+z=1
2X+2y—-271=2 2X—-y+2=5
Ax+4y—-4z =7 dXx+y+32=7
2X+2y—-22=3 Ax+4y—-z7=4

X+y—-z=1 2X+2y—-22=2
Ax+4y—71=4 X+y-z=1
X+2y—-32=4 X+y-3z=1
2x+3y+4z=5 S5X+2y+z2=2
Ax+7y—-2=13 O9x+3y+5z2=5

Objetivos:

- Realizar tratamentos algébricos de sistemas linear 3 x 3 por

meio do método de escalonamento;

- Relacionar as solugdes encontradas por meio do método de
escalonamento a classificagdo dos sistemas lineares 3 x 3.
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O método de escalonamento também conhecido como o
método de eliminacdo de Gauss, ndo possui nenhuma
limitacdo podendo ser usado para a resolucdo de qualquer
sistema linear, no entanto percebemos que os estudantes
apresentam dificuldades em utilizar devido a errarem
operagdes elementares.

Portanto o professor precisa usar diferentes exemplos
para explicar cuidadosamente como usar este método,
principalmente ao final da resolucdo para que os estudantes
relacionem corretamente os valores obtidos a classificagéo dos

sistemas lineares.

DICA

Foram usados os mesmos sistemas lineares da atividade
anterior para que os estudantes possam refletir se a resolucéo esta
correta ao compararem com a representacao grafica, mobilizando
diferentes registros que proporcionam um resultado mais confiavel.

IMPORTANTE

Os estudantes devem resolver completamente cada um dos
sistemas, uma vez que a resolucdo parcial pode leva-los a
classificacgOes equivocadas, pois ao trabalhar com sistemas lineares
3 x 3 serdo oito possibilidades de resultados a serem obtidos.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) orienta que
deva ser usado o método de escalonamento ao abordar sistemas
lineares 3 x 3, no entanto percebemos que os estudantes preferem e
possuem mais facilidade em usar o método da adig&o.
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ATIVIDADE 07

a)
b)
c)
d)

e)
f)

9)

6X+2y+4z=32
1. Observe o sistema linear: < 9x+3y +6z =16

Para o sistema linear obtido na questdo abaixo descreva a posi¢ao
relativa entre os planos. Complete cada sistema com uma equacdo de
modo que possa ser classificado como:

Sistema impossivel:

Sistema possivel e indeterminado:

Sistema possivel e determinado:

Vocé estudou que existem quatro possibilidades para as posicoes
relativas dos trés planos no espago representarem um sistema
impossivel. Escreva mais uma possibilidade de equacdo que
complete um dos sistemas, porém a posicéo relativa dos trés planos
deve ser diferente da letra a. Se necessario, use 0 GeoGebra para
confirmar se a reposta esta correta.

Porque este sistema se tornou um Sistema Impossivel?

Vocé estudou que existem trés possibilidades para as posicGes
relativas dos trés planos no espago representarem um sistema
possivel e indeterminado. Escreva mais uma possibilidade de
equacdo que complete um dos sistemas, porém a posi¢ao relativa dos
trés planos deve ser diferente da resposta da letra b. Se necessario,
use 0 GeoGebra para confirmar se a reposta esta correta.

Porque este sistema se tornou um Sistema Possivel e Indeterminado?

2. Responda os itens a a g para o seguinte sistema linear:

2X+y+2=3
X+y—-2z=-1
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Objetivos:

- Escrever a terceira equacao de um sistema linear 3 x 3, dadas
as duas primeiras equagdes e atendendo aos critérios de
classificagdo propostos.
- Mobilizar diferentes registros de representacéo referentes aos
sistemas lineares 3 x 3.

Esta atividade mostra-se bastante significativa e é
proposta justamente ao final da sequéncia didatica, pois neste
momento 0s estudantes ja tiveram contato com os diferentes
registros de representacdo dos sistemas lineares e podem

mobiliza-los ao resolver as situacdes propostas.

IMPORTANTE

Foram escolhidos dois sistemas lineares com caracteristicas
diferentes: o primeiro ja apresenta proporcionalidade tanto nos
coeficientes das incognitas quanto nos termos independentes
limitando consideravelmente a escrita da terceira equacao de forma
a atender os critérios de cada pergunta; o segundo sistema, no
entanto, por ndo manter proporcionalidade entre as equagdes
possibilita diferentes registros para a terceira equacao de forma a
atender os critérios solicitados nas perguntas.

Outra caracteristica importante dessa atividade e que
deve ser observada pelo professor é o fato do estudante ser
solicitado a escrever diferentes equacdes, mas que mantenham
a mesma classificacdo do sistema linear. Isso seria facilmente

resolvido pelo estudante, mas a dificuldade esta justamente no
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fato de que ndo é possivel repetir a mesma posigcdo entre 0s
planos, requerendo a mobilizagdo de diferentes registros e a

articulacéo entre eles.
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ATIVIDADE 08

1. Classifique os sistemas lineares 3 x 3 em SPD (Sistema possivel e
determinado), SPI (Sistema possivel e indeterminado) ou Sl (Sistema
impossivel). Justifique cada classificacdo. Observagdo: considere
planos pontilhados como planos coincidentes.

<
V4
%

Apos realizar a classificagdo escreva algebricamente um sistema que

possa representar cada situacéo apresentada nesta atividade.
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Objetivos:

- Classificar os sistemas lineares representados no registro
grafico por meio da observacao das possiveis posi¢des entre 0s
planos;

- Converter um sistema linear 3 x 3 representado no registro
grafico para o registro algébrico usando os conceitos de
proporcionalidade e combinacéo linear.

A primeira preocupagao ao realizar essa atividade deve
ser com a visualizacdo dos graficos, pois a atividade ndo deve
ser realizada no GeoGebra. Essa recomendagdo é feita por
compreender que 0 GeoGebra ja traz o registro algebrico das
equacOes integrantes do sistema linear e nesse caso, 0S
estudantes podem classificar a partir da proporcionalidade e
ndo do registro gréafico, que é o objetivo da atividade.

Além disso, ao término da classificacdo os estudantes
devem escrever os sistemas lineares representados no registro

gréafico por meio do registro algébrico.

IMPORTANTE

Professor os estudantes ndo escreverdo o registro algébrico
gue representa exatamente o registro grafico apresentado, apenas
semelhante, que indique um sistema com a mesma posicao relativa
entre os planos. Para isso o estudante deve mobilizar os
conhecimentos construidos acerca da relacdo entre a
proporcionalidade e combinacéo linear e a posigdo relativa entre
os planos no espaco. Entendemos que essa abordagem seja
suficiente nessa etapa da escolaridade.
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ATIVIDADE 09

1. Resolva as situacGes a seguir, encontrando o conjunto solugéo
para cada situacéo apresentada. Escolha o0 método de resolugéo
que julgar mais adequado para cada situacéo.

a) (UFG 2012) Um fabricante combina cereais, frutas desidratadas
e castanhas para produzir trés tipos de granola. As quantidades,
em gramas, de cada ingrediente utilizado na preparacgéo de 100 g
de cada tipo de granola sdo dadas no quadro a seguir:

Tipo de | Cereais Frutas Castanhas
granola/ingredientes

Light 80 10 10
Simples 60 40 0

Especial 60 20 20

O fabricante dispGe de um estoque de 18 kg de cereais, 6 kg de
frutas desidratadas e 2 kg de castanhas. Determine quanto de
cada tipo de granola ele deve produzir para utilizar exatamente
0 estoque disponivel.

b) (INSPER-2009) Renato decidiu aplicar R$ 100 000,00 em um fundo
de previdéncia privada. O consultor da empresa responsavel pela
administracdo do fundo sugeriu que essa quantia fosse dividida em
trés partes X, y € z, que seriam aplicadas em trés investimentos A, B e
C, respectivamente. Em seguida, mostrou a Renato duas simulaces
do desempenho da aplicagéo, considerando dois cendrios distintos
para um periodo de 5 anos.

Cenario Rendimento previsto para um periodo de 5 anos

Investimento A Investimento B Investimento

Conservador 100% 50% 25%

Otimista 100% 150% 200%

Com essas informacdes, determine os valores de x, y e z
sugeridos pelo consultor.

c) Um bidlogo analisara trés espécies de bactérias I, Il e Il num
mesmo tubo de ensaio, onde elas serdo nutridas por trés fontes
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distintas de alimentos A, B e C. A cada dia ser&o colocados no tubo
2 300 unidades de A, 800 unidades de B e 1 500 unidades de C. O
quadro abaixo, mostra a quantidade, em unidades, de alimentos
consumido por dia, por cada microrganismo.

| 1 1l
A 2 2 4
B 1 2 0
C 1 3 1

Quantas bactérias de cada espécie podem coexistir no tubo de ensaio
de modo a consumir todo o alimento?

d) Trés pacientes A, B e C usam, em conjunto, 1830 mg por més de um
determinado medicamento que é produzido em cépsulas. O paciente A
usa capsulas de 5 mg, o paciente B usa capsulas de 10 mg e o paciente
C ingere capsulas de 12 mg. O paciente A toma a metade do nimero de
capsulas de B e os trés tomam juntos 180 capsulas por més. Nessas
condic@es, 0 numero de capsulas que o paciente C toma mensalmente
é igual a?

Objetivos:

- Reconhecer situacdes em que se faz uso dos sistemas lineares
representados em lingua materna;

- Resolver as situacbes contextualizadas envolvendo os
sistemas lineares

Entendemos ser importante explorar diversas situacfes
contextualizadas  envolvendo os  sistemas lineares
representadas no registro em lingua materna, pois conforme
apontado por Duval esse registro geralmente tem um carater

ndo congruente, sendo um desafio para os estudantes, mas que
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propiciam saltos qualitativos na aprendizagem. Sugere-se que
esta atividade seja realizada em duplas.

ATENCAO

Professor, provavelmente o0s estudantes terdo muitas
dificuldades em representar algebricamente a segunda situacdo
apresentada, pois o estudante devera mobilizar conhecimentos de
Matematica Financeira, compreendendo, por exemplo, que um
rendimento de 50% devera ser representado por 1,5.
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ATIVIDADE 10

a) Escreva uma situacdo problema que represente o sistema
linear abaixo:

X+y+2="6
2X+y+2z=10
3X+2y+2z=13

b) Escreva uma situacdo problema que represente o sistema

linear abaixo:

Objetivos:

- Converter um sistema linear representado no registro
algébrico para o registro em lingua materna;

- Converter bum sistema linear representado no registro
gréafico para o registro em lingua materna.

Esta atividade provavelmente serd uma das mais
complexas de ser realizada, por isso recomenda-se que seja

realizada em duplas. Isso ocorre porque além de fazer a
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conversdo do registro algébrico (primeira situacéo) e registro
grafico (segunda situacdo) para o registro em lingua materna,
0s estudantes tém ainda o desafio de escrever uma situagdo
real.

Além disso, a situacao representada no registro grafico
provavelmente serd mais facil de ser resolvida devido a
diferentes possibilidades de insercdo dos coeficientes, pelo
proprio estudante, diferente da primeira situagdo em que 0s
coeficientes das incognitas e os termos independentes ja estdo

determinados.



PROPOSTA DE AVALIAGCAO - SISTEMAS LINEARES 3 X 3
Resolva as duas situagdes abaixo, encontrando o conjunto solucéo para cada situagdo apresentada.

1. INSPER- 2009 - adaptado) Renato decidiu aplicar R$ 100 000,00 em um fundo de previdéncia privada. O consultor
da empresa responsavel pela administracao do fundo sugeriu que essa quantia fosse dividida em trés partes x, y e
Z, que seriam aplicadas em trés investimentos A, B e C, respectivamente. Em seguida, mostrou a Renato duas
simulagBes do desempenho da aplicagéo, considerando dois cenarios distintos para um periodo de 5 anos.

Cenério Rendimento previsto para um periodo de 5 anos Saldo previsto ap6s 5 anos
Investimento A Investimento B Investimento C

Conservador 100% 50% 25% R$ 170 000,00

Otimista 200% 100% 50% R$ 240 000,00

Com essas informag0es, determine os valores de X, y e z sugeridos pelo consultor.

UFPE 2011. Uma fabrica de automdveis utiliza trés tipos de aco A1, Az e Azna construcdo de trés tipos de carros, Cy,
C. e Cs. A quantidade dos trés tipos de aco, em toneladas, usados na confecgéo dos trés tipos de carro, esta no quadro
a sequir

C: C Cs
Ar 2 3 4
Az 1 1 2
As 3 2 1

Se foram utilizadas 26 toneladas de aco do tipo A1, 11 toneladas do tipo Az e 19 toneladas do tipo As,
qual o total de carros construidos dos tipos Ci, C, e Cs?
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2. Complete o quadro a seguir:

Sistema

Proporcionalidade nos coeficientes e no
termo independente ou combinagdo linear

Posicéo relativa
entre os planos

Solugéo

Classificacdo do
sistema

2X+2y—-2z=-2
4x+4y—-4z72=-4
6x+6y—62=-6

X+y-z=1
X+y-z=1
X+y-z=-10

X+y+z=1
2X-y+2=5
4X+y+3z=7

X+y+2=6
2x+y+2z=10
3Xx+2y+2z=13




X+y-3z=1
SX+2y+z2=2
9x+3y+52=5

Produto Educacional do PPGECIM/FURB

X+y—-z=1

3X+2y+2z=1

2X+3y-2=2

83




Esta proposta de avaliagdo tem como objetivo verificar
as aquisi¢des conceituais dos estudantes ao final da aplicacao
da sequéncia didatica, por isso recomenda-se que seja
realizada individualmente e sem consulta.

Buscou-se organizar de maneira resumida atividades que
englobassem os diferentes registros de representacdo
referentes aos sistemas lineares 3 x 3 abordados durante a
aplicacdo da sequéncia didética.

As atividades consistem em questdes que envolvem
tratamentos, conversdes e a necessidade de mobilizacdo dos
diferentes registros de representacdo. Buscou-se ainda abordar
na avaliacdo todas as oito possibilidades de posicéo relativa
entre os planos e a respectiva classificacao e a relacdo destas
com o registro algébrico e a proporcionalidade e /ou

combinacéo linear.
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APENDICE A — Resumo sobre as possibilidades para a
posicao relativa de trés planos no espaco

SISTEMA POSSIVEL E INDETERMINADO

12 possibilidade: os trés planos coincidem

X+y—-z=1 —2X—-2y+271=-2
2X+2y—22=2 —6X—-6y+6z=-6
4dx+4y—-4z7=4 —-8x—-8y+8z=-8

Neste caso, temos a proporcionalidade entre as incognitas
e também entre os termos independentes entre as trés

equacoes.

2% possibilidade: dois planos coincidem e o terceiro 0s
intersecta segundo uma reta.
X+y—z=1 2X+3y—z2=2
2X+2y—-271=2 4x+6y—-22=4
4x+4y—-z7=4 6X+9y+2z=8
Neste caso duas equacgdes sao proporcionais, tanto nas
incégnitas quanto no termo independente, por isso formam
planos coincidentes e a terceira equacdo ndo mantem

proporcionalidade com as outras duas.
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32 possibilidade: os trés planos sdo distintos e tém uma reta
em comum.
X+y+z=1 X—y+z=3
2X—-Yy+2=5 2x+3y+2z=1
4x+y+3z="7 AXx+y+4z=7
Neste caso ndo existe proporcionalidade entre as
incognitas e entre o0s termos independentes, mas
diferentemente de um sistema possivel e determinado, nesta
situacdo uma das equacdes advém da multiplicacdo e soma das
outras duas (algo semelhante ao que ocorre no escalonamento),
formando uma combinacdo linear. Nos sistemas que aparece
como exemplo, os coeficientes da terceira equagdo s&o
equivalentes ao resultado da multiplicacdo da primeira
equacdo por dois e o resultado somado a segunda equacéo. E

isso se estende também para o termo independente.

SISTEMA IMPOSSIVEL
12 possibilidade: os planos séo paralelos dois a dois.
X+y—z=1 2X+3y—-z2=2
2X+2y—-22=3 4x+6y—-22=20
Adx+4y—-4z72=17 6Xx+9y—-3z2=40
Neste caso, temos a proporcionalidade entre as
incognitas entre as trés equagbes, mas ndao ha

proporcionalidade entre os termos independentes.
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22 possibilidade — dois planos coincidem e o terceiro é
paralelo a eles.

X+y-z=1 X+y-z=1
2X+2y—-2z=2 X+y-z=1
Ax+4y—-4z=7 X+y-z=-10

As duas primeiras equacGes tém as incognitas
proporcionais e 0s termos independentes também, por isso séo
planos coincidentes. Ja a terceira equacdo em relacdo as outras
duas tem proporcionalidade nas incdgnitas, mas nao no termo
independente caracterizando ser um plano paralelo em relacéo

aos outros dois.

3% possibilidade: dois planos paralelos e o outro os

intersecta.

X+y—-z=1 6Xx+2y+4z=32
2Xx+2y—2z=3 9x+3y+62=16
4x+4y—-z2=4 3x+2y+2z2=10

Neste caso, duas equacdes tém proporcionalidade entre
as incognitas, mas ndo no termo independente, caracterizando
dois planos paralelos. Ja a terceira equacdo ndo € proporcional
as outras duas equacdes e intersecta os dois planos. Nao ha

nenhum ponto em comum entre os trés planos.
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42 possibilidade: os trés planos se intersectam, dois a dois,

segundo retas paralelas umas as outras.

X+y-3z=1 3X+y-z=20
5x+2y+z=2 X+3y+z=15
Ix+3y+52=5 —X+5y+32=30

Neste caso ndo existe proporcionalidade entre as
incognitas e entre o0s termos independentes, mas
diferentemente de um sistema possivel e determinado, nesta
situacdo uma das equacgdes advém da multiplicacdo e soma das
outras duas (algo semelhante ao que ocorre no escalonamento),
formando uma combinacdo linear. Nestes exemplos, a terceira
equacdo é resultado da multiplicacdo da segunda equacéo por
dois menos a primeira equacéao, e isso ndo se estende ao termo

independente.

SISTEMA POSSIVEL E DETERMINADO

Unica possibilidade: os trés planos tém um Gnico ponto em

comum
X+2y—-3z=4 2Xx+y+z2=3
2Xx+3y+4z=5 X+y-2z=-1
4x+7y—-2=13 —-3x+6y—-2z=2

Neste caso ndo temos proporcionalidade entre as incognitas

das trés equacdes e também ndo ocorre combinacao linear.





