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Marcio André Santa Brigida Lima - Fabio José da Costa Alves

APRESENTACAO

Este encarte é parte de uma dissertacdo de mestrado de Lima
(2019), com o tema: Introducdo as Conicas utilizando o Geogebra,
que teve como foco principal a exploracdo de conhecimentos
matematicos sobre as Conicas usando um software de geometria
dindmica.

Ao construir a sequéncia de atividades, o direcionamento era
desenvolver um material para que o professor utilize um software de
geometria dindmica para auxiliar na aprendizagem dos alunos sobre as
cbnicas. A motivagdo para esse trabalho veio no decorrer do
Mestrado Profissional em Ensino de Matemética da Universidade do
Estado do Para durante a disciplina de Tecnologias no Ensino de
Matematica.

O impacto que teve o computador na sociedade levou a uma
reflexdo sobre seu uso em sala de aula. Com o surgimento de diferente
software para o ensino da matematica e sua incorporacdo na sala de
aula, é necessario que o professor consiga acompanhar as evolugdes
tecnoldgicas podendo, dessa forma, usar o computador para introduzir
conceitos de matematica. "A existéncia do computador aumenta para
os professores de matematica o desafio de projetar atividades para
aproveitar o potencial desses recursos para abordoar novas formas de
aprender "(ARCAVI & HADAS, 2000, p. 41).

Martin (2000) aborda que a tecnologia deve ser usada na
educacdo matematica, bem como enfatizar o uso do conhecimento
matematico, indo além de procedimentos de rotina que sdo tdo
presentes nas aulas de matemética. Mudangas recentes no ensino
aprendizagem de matematica reconhecem no curriculo a importancia
do uso de calculadoras e computadores na aprendizagem dos alunos.

Embora tenha sido dado um grande impulso as novas
tecnologias, muitos professores rejeitam o uso de calculadoras,
aplicativos e computadores, porque eles acreditam que seu uso ira
atrapalhar outras habilidades. Hitt (1998) ressalta que o professor de
matematica vai sentir a necessidade de mudanga quando se apresentar
materiais e estudos que mostram a eficacia da tecnologia na sala de
aula, na qual este conceito esta imerso em uma situagdo-problema e
onde procurard sistema de representacdo adequada para exibi-lo.

S80 muitas as possibilidades oferecidas pelas ferramentas
tecnologicas no ensino de matematica, que vao desde calcular
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expressdes aritméticas, solucdo de equacdes ou sistemas de equagdes,
gréficos estatisticos, graficos de funclGes reais, a mais avangada,
incluindo software de geometria e computacdo simbolica, para
trabalhar com expressdes algébricas e conicas.

Um dos objetivos fundamentais do professor na sala de aula é
levar os alunos a analisar, criticar e tirar conclusbes a partir da
informacdo que ele possa fornecer. Dessa forma, o uso de ferramentas
tecnologia se torna um lugar ideal para 0 meio estudantil otimizando
0S Sseus regimes por meio de sistemas de representacdo dos conteldos
(VIEIRA, 2011).

O papel do educador é fornecer, através da concep¢do de uma
situacdo, uma reunido entre 0 sujeito e 0S meios para surgir o
conhecimento. Aqui, deve-se orientar para o uso de ferramentas
tecnoldgicas para apoiar e contribuir, bem como construir o
conhecimento adequado em diferentes representacdes, a fim de alterar
0s antigos sistemas de percepcdes e, assim, chegar no surgimento do
conhecimento.

E claro que a evolugdo da aprendizagem dos alunos depende
em grande parte das situacfes em que ele é submetido (VIEIRA,
2011). Assim, a presenca de tecnologia na classe torna-se um
instrumento capaz de fornecer diferentes representacGes nas aulas de
matematica que podem ser utilizadas para auxiliar a visualizacdo de
conceitos importantes e experimentacfes que permitem aos alunos
algumas estratégias para a resolucdo de alguns problemas. Para fazer
isso, é necessario conhecer e saber aplicar algumas ferramentas
tecnoldgicas.

Quais atividades devem ser levantadas na sala de aula para
gue os estudantes reconhecam as vantagens proporcionadas utilizando
ferramentas tecnoldgicas?

O poder grafico de instrumentos tecnoldgicos permite o
acesso a modelos visuais que sdo poderosos, mas muitos estudantes
apresentam dificuldade em gerar de forma independente ou n&o estio
dispostos a fazé-lo. Alguns autores concordam que:

As novas tecnologias ndo substituem o professor,
mas modificam algumas de suas funcbes. O
professor transforma-se agora no estimulador da
curiosidade do aluno por querer conhecer, por
pesquisar, por buscar as informacfes. Ele
coordena o0 processo de apresentacdo dos
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resultados pelos alunos, questionando os dados
apresentados, contextualizando os resultados,
adaptando-os para a realidade dos alunos. O
professor pode estar mais proximo dos alunos,
receber mensagens via e-mail com dudvidas,
passar informacGes complementares para o0s
alunos, adaptar a aula para o ritmo de cada um.
Assim sendo, 0 processo de ensino-
aprendizagem ganha um dinamismo, inovacao e
poder de comunicacdo até agora pouco
utilizados. (BASSO, 2000, p.1).

De acordo com Williamson & Kaput (1999), uma
consequéncia importante da introducdo da tecnologia na educacdo
matematica é a possibilidade de que se pense a educacdo matematica
de uma forma mais indutiva. Ele sugere que os alunos possam
perceber a matematica de uma forma experimental (por interacdo com
a tecnologia) o que conduz a necessidade e o desejo de ser mais
formal nas justificativas. Eles podem encontrar ideias matemaética,
manipulando o fenbmeno e descobrir possiveis relagbes matematicas
fundamentais.

Quanto a forma de estruturar as atividades, recomenda-se
propostas pedagogicas que enfatizem a experimentacdo, visualizacdo,
simulagdo, comunicacdo eletrénica e problemas abertos como uma
forma de estarem em sinergia com a informatica (BORBA e
PENTEADO, 2012).

Diante das provocag6es aqui elencadas, o professor deve estar
em constante processo de atualizacdo, buscando aperfeigoar-se quanto
ao uso da tecnologia da informacgdo nas atividades em sala de aula,
aproveitando-a da melhor forma no planejamento das atividades de
ensino.

Dessa forma, a ideia principal é: uma sequéncia de atividades
com o uso do Geogebra potencializa a aprendizagem sobre as cOnicas?
Assim, nosso olhar principal € voltado aos professores do ensino
médio, para que os mesmos verifiquem as potencialidades de uma
sequéncia de ensino sobre a aprendizagem das principais clnicas
(Parabola , Elipse e Hipérbole) com o uso do Geogebra.

Esse livreto apresenta trés sessdes. Na primeira sesséo
apresentamos o0 software de geometria dindmica Geogebra, em
seguida na segunda sessdo destacamos a Sequéncia de Atividades,
construida para atingir os objetivos deste trabalho. E por fim, na
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terceira sessdo focamos na teoria sobre as Conicas (Parabola, Elipse e
Hipérbole), com uma abordagem bem acessivel, para um melhor
entendimento desse contetdo.

1. © GEOGEBRA

O GeoGebra é um software de matematica dindmica para todos
os niveis de ensino que relne Geometria, Algebra, Planilha de
Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbdlicos
em um Unico pacote facil de se usar. Esse software se tornou um lider
na area de softwares de matemaética dindmica, apoiando o ensino e a
aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica. Sua
distribuicdo € livre, nos termos da GNU General Public License, e €
escrito em linguagem Java, o que lhe permite estar disponivel em
varias plataformas.

A seguir temos a interface da tela inicial do software, que pode
ser baixado a partir do endereco eletrénico www.geogebra.org.

Figura O1: Tela inicial do Geogebra

Gentiehra Chasic = o x

i e e A @ LN e BARRA DE FERRAMENTAS =

Jx 7 & 7

JANELA 3D
JANELA DE JANELA 2D

ALGEBRA

1o (e (»

Fonte: Autor (2019)

A tela inicial do Geogebra tem trés partes principais:
v Barra de ferramentas
v Janela de algebra
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v Janelas de visualizagdo
A barra de ferramentas é onde se encontram as ferramentas que

auxiliam na construcéo dos objetos matematicos. Ela esta dividida em
14 janelas. Cada uma destas janelas possui varias ferramentas e para
visualizar estas ferramentas, basta clicar sobre a seta no canto do
icone, e entdo irdo aparecer as opg¢des referentes a estas janelas.

Figura 02: Barra de Ferramentas do Geogebra.

A e A @ LN e

Fonte: Autor (2019)

A janela de &lgebra é a area que exibe as coordenadas,
equacdes, medidas e outros atributos dos objetos construidos.

A janela de visualizagdo ou zona gréfica, mostra a
representacdo grafica de pontos, vetores, segmentos, poligonos,
funcBes, retas e coOnicas no plano e no espaco, que podem ser
introduzidos na janela geométrica ou através da entrada de texto. Ao
passar 0 mouse sobre algum desses objetos, aparece sua respectiva
descricao.

Na Figura 3, apresentamos o exemplo da tela de uma
construcdo no Geogebra para gerar as conicas (Parabola, Elipse e
Hipérbole). Para gerar as cOnicas, 0 estudante precisa manipular os
controles deslizantes de acordo com os valores do quadro da
atividade. Ao colocar os dados dos de forma correta, cada um das
conicas sera apresentada.

Figura 3: Tela do Geogebra que gera as Conicas
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Fonte: Autor (2019)

Apresentamos a seguir, todas as atividades construidas no
Geogebra e suas respectivas fichas para anotacdes.
2. A SEQUENCIA DE ATIVIDADES

Vamos apresentar nesta sessdo 16 aplicacbes criadas no
Geogebra para o auxilio na aprendizagem sobre as cbnicas voltadas
para alunos do 3° ano do ensino médio. Essas atividades irdo abordar
0s seguintes topicos:

R/
0.0

Gerar as cbnicas a partir de um cone duplo

Definir a parabola como lugar geométrico

Equacdo reduzida da parabola com concavidade pra cima

Equacdo reduzida da parabola com concavidade pra baixo

Equacéo reduzida da pardbola com concavidade pra direita

Equacdo reduzida da parabola com concavidade pra

esquerda

¢+ Definir a elipse como lugar geométrico

% Equacéo reduzida da elipse com eixo maior vertical com
centro na origem

+ Equacéo reduzida da elipse com eixo maior vertical com
centro fora da origem

% Equacdo reduzida da elipse com eixo maior horizontal com
centro na origem

% Equacdo reduzida da elipse com eixo maior horizontal com

centro fora da origem

7 7
0'0 0'0

R/
0.0

7
0'0

X3

%
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++ Definir a hipérbole como lugar geométrico

+ Equacdo reduzida da hipérbole horizontal com centro na
origem

% Equacdo reduzida da hipérbole horizontal com centro fora
da origem

+» Equacdo reduzida da hipérbole vertical com centro na
origem

% Equacdo reduzida da hipérbole vertical com centro fora da
origem

Aulas tradicionais, onde o professor exp6e o contetido de forma
unilateral, propde listas interminaveis de exercicios e aplica avaliagdes
descontextualizadas, ndo despertam mais o interesse do aluno de hoje.
O uso das TICs acaba sendo inevitavel para dar esse diferencial nas
aulas.(CALIL,2011).

Queremos, com as atividades aqui proposta, escapar dos meios
habituais de ensino, buscando com os alunos a construcdo do
conhecimento reflexivo. Nossa abordagem procura que o aluno
chegue as conclusbes devidas de maneira autbnoma, embora sob
geréncia e orientacdo fundamentais do professor. O objetivo
diferencial dessas atividades é desenvolver a autonomia do aluno,
tornando-o corresponsavel pelo processo pedagogico.

A seguir apresentamos todas as atividades com alguns
comentarios para esclarecer possiveis davidas.

)
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Figura 4: Sessdo | — Atividade 1
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SEGAO I: ATIVIDADE 1

Titulo: Cdnicas.

Objetivo: Gerar a Parabola, a Elipse e a Hipérbole.

Material: Laboratorio de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.

Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Deixe os valores dos controles deslizantes do Geogebra de acordo com os valores

indicados no quadro abaixo e para cada valor complete as colunas.

Angulo
Angulo da Marque o desenho da curva mais Como se
T Raio | Posigdo | geratriz| préximo ao da intersecgdo do plano chama essa
P do com cone curva?
cone
e () () ()
' 1 5 ) e .
2,14 1 o p L
N I () ()
2,47 1 5 . - .
2,47 1 7 y o
il L 00 ()
I 1 2 - —, -
157=90° | A o e 7
Observagio: Conclusio:

Fonte: Autor (2019)
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Figura 5: Tela do Geogebra com dados da atividade

AGULO= 214

RAD =1
-

FosIGAO = 5

PARABOLA

Flemenins da Parahola

Tizy) F=farn  d-diretriz
- V=vértice  IY=f

f /1 F PF=Pd
i

- p - parimesr

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nesta atividade esperamos que, a partir
do uso do Geogebra, os alunos percebam a relacdo que existe entre o
angulo do plano e o angulo da geratriz do cone duplo. Em seguida,
depois que os alunos apresentem suas observagdes e conclusdes na
ficha de atividades, devera ser feito a socializagdo com a turma do
nome de cada curva que foi gerada. Apds a socializagdo, caso haja
dificuldades por parte dos alunos em concluir suas observacdes, o
professor seguird entdo com a formalizagdo. Apos a conclusdo, 0s
papeis com as atividades devem ser recolhidos.

A seguir, apresentaremos as atividades da sessdo Il sobre a
Pardbola que vai descrever essa curva como um lugar geométrico e
descobrir as equagdes reduzidas.
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Figura 6: Sessdo Il — Atividade 1

SEGAO Il - ATIVIDADE 1

Titulo: Parabola

Objetivo: Definir a Parabola como lugar geométrico.

Material: Laboratério de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.
Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nes controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro

abaixo e para cada valor preencher as colunas.

\::rt;cc; (Fggt,a;;i:) Ponto (P?)i:tf,:gzo) (PT: tt:n;e“t’a)
(0,0) 2 (. )
(0,0) 2 . )
(0,0) 2 (|
(0,0) 2 . )
(0,0) 2 [
(0,0) 2 (. )
(0.0) 2 ( . )
(0,0) 2 [ |
(0,0) 2 C . )

Observacao:
Conclusao:

Fonte: Autor (2019)
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Figura 7: Tela do Geogebra com dados da atividade

ELEMENTOS DA PARABOLA!

- — \ ' / FOCOAL 3)

VERTICE:(I, 3}

EIXO DE SIMETRIA:x = I
RETA DIRETRIZ:y =1
PARAMETRO: 1

DISTANCIA (PONTO, FOCO):§
DISTANCIA (PONTO, RETA):S

4(y—2)=(z—1)°

«\) e S T

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nesta atividade esperamos que, a partir
do uso do Geogebra, os alunos percebam a regularidade das distancias
dos pontos que pertencem a parabola para o foco e para reta diretriz,
percebam que sempre essas distancias sdo iguais para qualquer ponto
tomado sobre essa curva. Depois que os alunos apresentem suas
observacdes e conclusdes na ficha de atividades, deverd ser feito a
socializacdo com a turma do conceito da parabola como um lugar
geomeétrico. Apds a socializagdo, caso haja dificuldades por parte dos
alunos em concluir suas observagoes, o professor seguira entdo com a
formalizagdo. Apds a conclusdo final dos alunos, os papeis com as
atividades devem ser recolhidos.

A seguir, apresentaremos a atividade 2 da sesséo Il sobre a
Parabola que vai descrever a equacdo reduzida dessa curva com
concavidade para cima.

15
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Figura 8: Sessédo Il — Atividade 2

SEGAO Il - ATIVIDADE 2

Titulo: Parabola

Objetivo: Determinar a equacéo reduzida da parabola com concavidade para cima.

Material: Laboratério de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.

Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro e

para cada valor preencher as colunas.

":’,t;f‘)e (FT:S';‘Z;) Pa”}:‘)""" Concavidade da Parabola | =264 Rediizida da
©0) 2 { Jora it (e caauerda
02) 2 e | e
©:2) 2 {ra dheita | 1ora conserda
(40) 3 e BT
(40) 3 (e dhelta | 1ora comserda
(23) 3 e T e
(23) 4 (e dhelta | 1ora comserda
(3:4) 4 e T e
(3.4) 4 (e dhelta | 1ora cannserda

Observacio: Conclusio:

Fonte: Autor (2019)
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Figura 9: Tela do GeoGebra com dados da atividade

r=d : ,".
- \ ! /
! /

! /
A : ! /

H /
\ /
\ T : P". ELEMENTOS DA PARABOLA:

\"-‘ a ! / FOCO:4, 1.5)
\ i /  VERTICE:4 0)
N\ s : / EINO DE SIMETRIA =4
A i 7 RETA DIRETRIZ:y =-1.5
/, PARAMETRO: 3

\ 6y —0) =(z—4)°

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nesta atividade esperamos que, a partir
do uso do GeoGebra e do preenchimento do quadro, os alunos
percebam que a equacdo reduzida da parabola é obtida a partir do
parametro e do vértice de dessa curva. Ap6s 0s alunos apresentem
suas observacgdes e conclusdes na ficha de atividades, devera ser feito
a socializacdo com a turma de como pode ser obtida a equagdo
reduzida da parabola conhecendo seu parametro e seus veértices. Apos
a socializagdo, caso 0s alunos ndo entendam para concluir suas
observacdes, 0 professor seguird entdo com a formaliza¢do. Apos a
conclusdo final dos alunos, os papeis com as atividades devem ser
recolhidos.

A seguir, apresentaremos a atividade 3 da sessdo Il sobre a
Parabola que vai descrever a equacdo reduzida dessa curva com
concavidade para baixo.

17
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Figura 10: Sessdo Il — Atividade 3

SECAO Il - ATIVIDADE 3

Titulo: Parabola

Obijetivo: Determinar a equac&o reduzida da parabola com concavidade para baixo.

Material: Laboratério de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.

Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo

para cada valor preencher as colunas.

com o quadro e

Vértice Distdncia | Parametro . . Equacéo Reduzida da
, V) (Foco, Reta) ®) Concavidade da Parabola Parabola
(0,0) ( ypracima ( )pra baixo

! ( ) pra direita ( ) pra esquerda
(0,2) ( )pracima ( )pra baixo

! ( ) pradireita ( ) pra esquerda
(0,-2) ( )pracima ( )pra baixo

' ( ) pra direita ( ) pra esquerda
(4,0) ( ypracima ( )prabaixo

! ( ) pradireita ( ) pra esquerda
(-4,0) ( )pracima ( )pra baixo

’ ( ) pra direita ( ) pra esquerda
(2,3) ( ypracima ( )prabaixo

! ( ) pradireita ( ) pra esquerda
(-2.3) ( )pracima ( )pra baixo

’ ( ) pra direita ( ) pra esquerda
(-3,-4) ( ypracima ( )prabaixo

! ( ) pradireita ( ) pra esquerda
(3,-4) ( )pracima ( )pra baixo

' ( ) pra direita ( ) pra esquerda

Observacéo: Concluséo:

Fonte: Autor (2019)
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Figura 11: Tela do GeoGe_bra com dados da atividade

® % + 7 4 2 4 3 = 4 o @z 3 3 3 & 7 & ¥ ®w #w = =
[ELEMENTOS DA PARABOLA

~ FOCO:(1, -3)

_ I ™ VERTICE:(1, -2)

8 adra haas: | \ T

” 1 \ EINO DE SIMETRIA = 1
4 i 7 RETA DIRETRIZy =-1
PARAMETRO: 1

—4(y+2)=(z—1)°

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nesta atividade esperamos que, a partir
do uso do GeoGebra e do preenchimento do quadro da atividade, 0s
alunos observem que a equacdo reduzida da parabola é obtida a partir
do dobro do parédmetro e das coordenadas do vértice de dessa curva, e
0 que difere da equacéo da atividade anterior essa equacgao tem o sinal
negativo. Apds os alunos apresentem suas observagdes e conclusdes
na ficha de atividades, devera ser feito a socializagdo com a turma de
como pode ser obtida a equagédo reduzida da pardbola conhecendo seu
parametro e seus vértices. ApOs a socializacdo, caso os alunos nao
cheguem a uma conclusdo adequada, o professor seguira entdo com a
formalizagdo. Apo6s a conclusdo final dos alunos, as fichas da
atividade devem ser recolhidas.

A seguir, apresentaremos a atividade 4 da sesséo Il sobre a
Parabola que vai descrever a equacdo reduzida dessa curva com
concavidade para direita.
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Figura 12: Sessdo Il — Atividade 4

SECAO Il - ATIVIDADE 4
Titulo: Parabola

Objetivo: Determinar a equaco reduzida da parabola com concavidade para direita.

Material: Laboratério de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.

Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro &

para cada valor preencher as colunas.

Vértice | Distancia | Parametro . . Equagdo Reduzida da
*,y) |(Foco,Reta) ®) Concavidade da Parabola Parabola

0,0) 2 ( ypracima ( )pra baixo

’ ( ) pradireita ( ) pra esquerda
( ypracima ( )pra baixo

(0.2) 2 ( ) pradireita ( ) pra esquerda
. ( ypracima ( )pra baixo

(0.-2) 2 ( ) pradireita ( ) pra esquerda
( ypracima ( )pra baixo

{4,0) £ ( ) pradireita ( )pra esquerda
. ( ypracima ( )prabaixo

(-4,0) 3 ( ) pradireita ( ) pra esquerda
( ypracima ( )pra baixo

2:3) £ ( ) pradireita ( ) pra esquerda
(-2,3) 4 ( ypracima ( )prabaixo

! ( ) pradireita ( ) pra esquerda
( ypracima ( )pra baixo

(-3-4) & ( ) pradireita ( ) pra esquerda
. ( ypracima ( )prabaixo

(3,-4) 4 ( ) pradireita ( ) pra esquerda

Observagéo: Conclusao:
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Fonte: Autor (2019)

Figura 13: Tela do GeoGebra com dados da atividade

®;

ELEMENTOS DA PARABOLA

— 8 i FOCO:2,2)
>— P o VERTICEA(1, 2

EIXO-DE SIMETREA:y = 2
RETA DIRETRIZ:x = 0
PARAMETRO: 1

4(x — 1) = (y—2)*

Fonte: Autor (2019) _

Sugestdo para a Atividade: Nesta atividade esperamos que, a partir
do uso do GeoGebra e do preenchimento do quadro da atividade, 0s
alunos observem que a equacdo reduzida da parabola é obtida a partir
do dobro do parémetro e das coordenadas do vértice de dessa curva, e
0 que difere das equagdes das duas atividade anteriores nessa equacao
a variavel X troca de posicdo na equacdo com a varavel y. Ap6s 0s
alunos apresentem suas observacdes e conclusbes na ficha de
atividades, deverd ser feito a socializacdo com a turma de como pode
ser obtida a equacdo reduzida da pardbola com concavidade para a
direita conhecendo seu parametro e seus vertices. Apds a socializagdo,
caso o0s alunos ndo cheguem a uma conclusdo adequada, o professor
seguird entdo com a formalizacdo. Ap6s a conclusdo final dos alunos,
a ficha referente a atividade deve ser recolhida.

A seguir, apresentaremos a atividade 5 da sessdo Il sobre a
Parabola que vai descrever a equacdo reduzida dessa curva com
concavidade para esquerda.
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Figura 14: Sessdo Il — Atividade 5

SEGAO Il - ATIVIDADE 5

Titulo: Parabola

Objetivo: Determinar a equacéo reduzida da parabola com concavidade para esquerda.
Material: Laboratorio de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.
Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro e
para cada valor preencher as colunas.

Vértice | Distancia | Parametro . . Equacédo Reduzida da
,y) | (Foco,Reta) ®) Concavidade da Parabola Parabola

(0,0) 2 ( ypracima ( )prabaixo

! ( ) pradireita ( ) pra esquerda
( ypracima ( )prabaixo

(0:2) 2 ( ) pradireita ( ) pra esquerda
(0,-2) 2 ( ypracima ( )pra baixo

! ( ) pradireita ( ) pra esquerda
( ypracima ( )prabaixo

(4,0) € ( ) pradireita ( ) pra esquerda
. ( ypracima ( )prabaixo

(-40) 3 ( ) pradireita ( ) pra esquerda
( ypracima ( ) pra baixo

2,3) S ( ) pradireita ( ) pra esquerda
. ( ypracima ( )prabaixo

(-2.3) 4 ( ) pradireita ( ) pra esquerda
( ypracima ( ) pra baixo

(-3-4) 4 ( ) pradireita ( ) pra esquerda
: ( ypracima ( )prabaixo

(3,-4) 4 ( ) pradireita ( ) pra esquerda

Observagéo: Concluséo:
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Fonte: Autor (2019)

Figura 15: Tela do GeoGebra com dados da atividade

1=-2 —
[ P .
Y1 ELEMENTOS DA PARABOLA
-
1
-
i

FOCO(1, 1.5)
VERTICE:(2, 1.5)
EIXO DE SIMETRIA:y = 1.5

RETADIRETRIZx =3
PARAMETRO: 1

N —4(x — 2) = (y — 1.5)°

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nesta atividade esperamos que, a partir
do uso do GeoGebra e do preenchimento do quadro da atividade, 0s
alunos observem que a equagdo reduzida da parébola é obtida a partir
do dobro do parametro e das coordenadas do vértice de dessa curva, e
o0 que difere da equagdo da atividade anterior, essa equacgao tem um
acréscimo do sinal negativo em lado da igualdade. Ap6s os alunos
apresentarem suas observacGes e conclusdes na ficha de atividades,
devera ser feito a socializagdo com a turma de como pode ser obtida a
equacdo reduzida da pardbola com concavidade para a esquerda
conhecendo seu parametro e seus vértices. Apds a socializacdo, caso
os alunos ndo cheguem a uma conclusdo proxima da esperada, o
professor passard entdo para a formalizacdo matemética adequada
esperada da atividade. E finalizando, apds a escrita da concluséo final
dos alunos, a ficha da atividade deve ser recolhida.

Em seguida, apresentaremos as atividades da sessdo Il que
envolve conhecimentos sobre a Elipse, que vai definir a Elipse como
lugar geométrico e suas equacdes reduzidas.
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Figura 16: Sesséo 111 — Atividade 1

24



ATIVIDADES SOBRE AS CONICAS USANDO O GEOGEBRA

SEGAO Il - ATIVIDADE 1

Titulo: Elipse

Obijetivo: Definir a Elipse como lugar geométrico.

Material: Laboratorio de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.
Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro

abaixo e para cada valor preencher as colunas.

Distancia Distancia| Ponto | Distancia | Distancia | Distancia
(0.A) ©.B) | Pixy) | (ArAy) | (PFi) | (PFy | (BFIHRF)
5 3 (0.3)
5 3 (0,-3)
5 3 (5.0)
5 3 (-5,0)
5 3 (3.73,2)
5 3 (2,2.75)
5 3 (-3,2.4)
5 3 (1,4.71)
5 3 (-4,-1.8)
Observacao:
Concluséao:

Fonte: Autor (2019)
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Figura 17: Tela do GeoGebra com dados da atividade

a=5 b=3 Yy
® L 3 5

a=d(0,A) b=d(0,B)

d(P.F,)+d(P.F,)=1.8+8.2=10

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nesta atividade esperamos que, a partir
do uso do GeoGebra e do preenchimento do quadro da atividade, 0s
alunos observem que a soma das distancias de ponto que pertence a
Elipse aos focos dessa curva é um valor constante e que a Elipse é o
lugar geométrico dos pontos que tem essa particularidade. Apds os
alunos apresentarem suas observagdes e conclusbes na ficha de
atividades, devera ser feito a socializagdo com a turma de como é
definida essa curva como um lugar geométrico. Apds essa conversa
com a turma, caso os alunos ainda apresentem dudvidas, o professor
entdo deve apresentar a formalizacdo matematica adequada e esperada
da atividade. E finalizando, ap6s a escrita da conclusdo final dos
alunos, a ficha da atividade deve ser recolhida.

Em seguida, apresentaremos a segunda atividade da sessao Il
gue envolve conhecimentos sobre a equacdo reduzida da Elipse com
centro na origem e eixo maior horizontal.
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Figura 18: Sessdo 1l — Atividade 2

SECAO Ill - ATIVIDADE 2

Titulo: Elipse

Obijetivo: Encontrar a equacéo reduzida da Elipse com centro na origem e eixo maior na
horizontal.

Material: Laboratorio de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.
Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro

abaixo e para cada valor preencher as colunas.

N M T el R
- ’ : { ) Vertal
- ’ 2 () Verical
- I [ Veriaa
oo ! : {1 vertal
oo ° ’ { ) Vertal
o0 ’ ¢ { ) Vertal
o G [ Verim
oo ! ¢ () verteal
oo ’ ’ { ) Vertal

Observacgéo:

Concluséo:

Fonte: Autor (2019)

27




Marcio André Santa Brigida Lima - Fabio José da Costa Alves

Figura 19: Tela do GeoGebra com dados da atividade

a=8 b=3 y

. . 5 - c 742
—— b=¢(0.8) Excentricidade = Nl 0.93
c=OF d(PFy1d(P.Fy) =10.78+5.22 = 16

22/64+y2/9=1

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Para essa atividade, esperamos que
usando o GeoGebra e analisando o preenchimento do quadro da
atividade, os envolvidos na aplicacdo tenham a nocéo que a equacéo
reduzida de uma Elipse centrada na origem e com eixo maior na
horizontal depende dos valores dos semieixos horizontal e vertical e
que o quadrado desses valores sdo os denominadores das variaveis x e
y na equagdo dessa curva. Dando sequéncia na atividade, apos 0s
alunos apresentarem suas observagdes e conclusbes na ficha de
atividades, o professor deverd fazer a socializagdo com a turma de
como pode ser encontrada a equacdo dessa Elipse. Apds esse bate
papo com a turma, se os alunos ainda mostrem dificuldades, entdo o
professor deve fazer a formalizacdo matemética adequada e esperada.
E por Gltimo, apds a escrita da conclusdo final dos alunos, a ficha da
atividade deve ser recolhida.

A seguir, serd apresentada a atividade 3 da sessdo Ill, que
define a equacdo reduzida da Elipse com centro na origem e eixo
maior vertical.
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Figura 20: Sessdo |1l — Atividade 3

SEGAO Ill - ATIVIDADE 3

Titulo: Elipse

Objetivo: Encontrar a equacéo reduzida da Elipse com centro na origem e eixo maior na
vertical.

Material: Laboratério de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.
Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro
abaixo e para cada valor preencher as colunas.

| S| P | T | evomer | Swstgiegme
o0 |+ | s [, ¢ e
oo | e e e
Nl : N (o |( vericar
N N IR P 7=
oo : o | (. L) Verear
oo : 5| () | verear
o0 ° & (. | vernear
@9 ¢ ! Lo Oivenar
oo : * | |0 Vet

Observagao:

Concluséo:
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Fonte: Autor (2019)

Figura 21: Tela do GeoGebra com dados da atividade

b=4 a=3 Y
® . . i
’ Excentricidade = g = ? = 0.66

d(P,F1)+d(P,F2) =532+268=8
/9 +y*/16=1

a=d(0,A) b=d(0,B)
c=0OF

Fonte: Autor (2019)

Sugestao para a Atividade: Essa atividade, é idéntica a atividade 2 e
com isso, contamos que os alunos manipulem o GeoGebra e ao
analisar o quadro preenchido dessa atividade, tenham a nocéo que a
equacdo reduzida de uma Elipse centrada na origem e com eixo maior
na vertical depende dos valores dos semieixos horizontal e vertical e
gue o quadrado desses valores sdo os denominadores das variaveis x e
y na equacdo reduzida dessa curva. Em seguida, dando sequéncia na
atividade, apds os alunos apresentarem suas observacoes e conclusdes
na ficha de atividades, o professor deverd fazer a socializa¢cdo com a
turma de como pode ser encontrada a equacao dessa Elipse. Apos essa
conversa e socializacdo com a classe, se 0s alunos ainda se mostrarem
com dificuldades, entdo o professor deve fazer a formalizagdo
matematica referente a esse topico. E pra finalizar, apds os alunos
chegarem na concluséo, a ficha da atividade deve ser recolhida.

A proxima atividade apresentada, sera a atividade 4 da sessdo
111, que vai contemplar a equacéo reduzida da Elipse com centro fora
da origem e eixo maior horizontal.
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Figura 22: Sesséo 1l — Atividade 4
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SEGAO Il - ATIVIDADE 4

Titulo: Elipse

Obijetivo: Encontrar a equacéo reduzida da Elipse com centro fora da origem com eixo

maior na horizol

Material: Laboratério de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.

Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

ntal.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro

abaixo e para cada valor preencher as colunas.

Centro Disténcia Distancia | Ponto . N Equacéo Reduzida da
xy) (0.A) (©B) | P(uy) | EixoMator Elipse
() Herizontal
(3,2) 3 1 () [( ) Vertical
() Herizontal
(3,-2) 3 2 (, ) [( ) Vertical
() Horizontal
(-3,-2) 4 2 (, ) [( ) Vertical
() Herizontal
(-3.2) 4 3 () [()Vertical
() Horizontal
(3,0) 5 3 (, ) [ ) Vertical
() Horizontal
(0,2) 5 4 (. ) [( ) Vertical
() Herizontal
(4,3) 6 5 (, ) [ ) Vertical
() Herizontal
(5,-1) 7 4 (, ) [( ) Vertical
() Herizontal
(2,-5) 8 3 (, ) [( ) Vertical
Observagao:
Concluséo:

Fonte: Autor (2019)

Figura 23: Tela do GeoGebra com dados da atividade
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a=5
L

b=3
-

Excentricidade = = il 0.8
a 5

a=d(OA) b=d(0,B)
c=d(OF) d(PF,)*d(P.F,) = 7.9842.02 = 10
-— ot (e —9)/25+ (y—27/9 =1
y=2 (6.73, 4)
—_———

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nessa atividade, esperamos que 0sS
alunos manipulem o GeoGebra e ao preencher o quadro dessa
atividade, tenham o entendimento que a equacgdo reduzida de uma
Elipse cm centro fora da origem e com eixo maior na horizontal,
depende das coordenada do centro e dos valores dos semieixos
horizontal e wvertical e que o quadrado desses valores sdo 0s
denominadores das varidveis x e y na sua equagdo reduzida. Em
seguida, ap6s os alunos apresentarem suas observacdes e conclusdes
na ficha de atividades, o professor devera fazer a socializagdo com a
turma de como pode ser encontrada a equagdo dessa elipse. E ap6s
essa socializacdo com a classe, se 0s alunos ainda se mostrarem com
dificuldades, entdo o professor deve fazer a formalizacdo matemaética
referente a essa curva. E finalizando, depois que os alunos escrevem
sua concluséo, a ficha da atividade deve ser recolhida pelo professor.

Em seguida, a proxima atividade apresentada serd a ultima
atividade da sessdo Ill, que traz a equagdo reduzida da Elipse com
centro fora da origem e eixo maior vertical.

Figura 24: Sesséo 1l — Atividade 5
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SEGAO Il - ATIVIDADE 5

Titulo: Elipse

Objetivo: Encontrar a equacdo reduzida da Elipse com centro fora da origem com eixo
maior na vertical.

Material: Laboratorio de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.
Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro
abaixo e para cada valor preencher as colunas.

Centro (xy) Di(séé,,:;:ia Di(sgj;;:ia :',?)2;(; Eixo Maior Equagédo Reduzida da Elipse
o K I P i
e 2 * [ Veriem
oa |2 [ oo [
& : 1| veriea
o0 ’ 51| Veteal
@2 ! 5 1|0 ) Vet
| s |l e
) ¢ 51 )| ) verea
N N I P 1B

Observagéo:

Conclusao:

Fonte: Autor (2019)

Figura 25: Tela do GeoGebra com dados da atividade
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Excentricidade = g = ? = 0.66

d(PFy)+d(P,F,) = 532+268 =8

(@+1)%/9+ (y-1)*/16=1

Fonte: Autor (2019)

Sugestao para a Atividade: Nessa atividade, que é muito semelhante
a atividade 4, também esperamos que o0s alunos manipulem o
GeoGebra e ao preencher o quadro dessa atividade, compreendam que
a equacdo reduzida de uma Elipse cm centro fora da origem e com
eixo maior vertical, depende das coordenada do centro e dos valores
dos dois semieixos e que o quadrado das medidas das semieixos
aparecem na equagdo como 0s denominadores das variaveis x e y. Em
seguida, apds os alunos observarem e fazer suas conclusfes na ficha
de atividades, o professor devera fazer uma socializagdo com a turma
de como pode ser encontrada assa equacdo reduzida. E apds essa
conversa com os participantes, se eles ainda estiverem com duavidas,
entdo o professor deve fazer a formalizagdo matematica referente a
essa curva. E depois que os alunos anotarem sua conclusdo final, a
ficha da atividade deve ser recolhida pelo professor.

A seguir, passamos para as atividades da sessdo IV que vai
apresentar a Hipérbole, destacando sua definigdo como lugar
geométrico e suas principais equacdes reduzias. Comegamos com a
atividade um dessa sesséo.
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Figura 26: Sessdo IV — Atividade 1

SEGAO IV - ATIVIDADE 1
Titulo: Hipérbole

Objetivo: Definir a Hipérbole como lugar geométrico.

Material: Laboratorio de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.

Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro

abaixo e para cada valor preencher as colunas.

T | Pt | Boteny | 18PUF-APLEN | [d(P2Fi)-d(P2Fal d(V+,Va)
(0,0) (-2.83,-2) (2.24,1)
(0,0) (-5.38,5) (4.48,4)
(0,0) (-3.38,8) (6.48,7)
(0,0) (-2.47,-1) (4.24,4)
(0,0) (-5.47,0) | (1.24,5)
(0,0) (-4,1.76) (3,0.54)
(0,0) (0,-4.24) (7,-5.46)
(0,0) (-2.38,3) | (6,-4.23)
(0,0) (-1.38,4) | (7,-3.23)
(0,0) (-1,-5.59) | (9,3.58)
Observagéo:

Conclusao:

Fonte: Autor (2019)
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Figura 27: Tela do GeoGebra com dados da atividade

d(P2; F1) — d(P2 F2) =58 — 1.8 = 4

d(P1;F2) — d(P1;F1) =7.1 - 8.1 =4

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nessa primeira atividade da sessdo 1V,
esperamos que os alunos, ja com a experiencia das atividades
anteriores sobre a pardbola e a elipse, apresentem poucas dificuldades
ao manipularem o Geogebra e preencherem o quadro dessa atividade,
e com isso compreendam que ao marcar um ponto sobre a Hipérbole,
0 modulo da diferenca da distancia desse ponto para os dois focos da
dessa curva é sempre um valor constante e esse valor corresponde a
distancia entre os dois vértices dessa Hipérbole. E apds os alunos
observarem e fazer suas conclusdes na ficha de atividades, o professor
devera fazer uma socializagdo com a turma de como a Hipérbole pode
ser definida como um lugar geométrico que tem essa caracteristica. E
mesmo depois dessa conversa e socializacdo com os alunos, eles ainda
se mostrarem sem o entendimento correto, entdo o professor deve
fazer a formalizacdo matematica referente a Hipérbole. E depois que
o0s alunos anotarem sua conclusdo final, a ficha da atividade deve ser
recolhida pelo professor.

A seguir, apresentamos a atividade 2 da sessdo IV, que vai
descrever a equacao reduzida de uma Hipérbole horizontal com centro
na origem dos eixos ordenados.
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Figura 28: Sessdo 1V — Atividade 2

SEGAO IV - ATIVIDADE 2

Titulo: Hipérbole

Objetivo: Determinar a Equacao reduzida da hipérbole horizontal com centro na origem.

Material: Laboratério de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.

Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro

abaixo e para cada valor preencher as colunas.

Centro | Distancia | Distancia | Distancia focal | Eixo Real ou Equacio Reduzida da
(x%y’) g b 2c Transverso Hipérbole
@ @ ¢ : ) Verteal
oy e : () Vertea
(0,0) 4 2 E ; U:gicgqta\

i : () verteal
(0,0) 5 3 E ¥ \H/zzizqta\
R * () Verteal
(0,0) 2 3 E { Uggicgqta\
0o | ¢ * () Vertcal
B : ) Verteal -

Observacéo:

Concluséo:

Fonte: Autor (2019)
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Figura 29: Tela do GeoGebra com dados da atividade

Distanciafocal = 2¢ = 10
¢ 5 1.25

e=—=—=1.2F
a 4

z2/16 —y*/9 =1

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nessa segunda atividade da sessdo 1V,
esperamos que 0s alunos usem do Geogebra e fagcam as anotacfes no
quadro dessa atividade de forma correta, visto que eles ja possuem
uma experiéncia, e possam assimilar que a equagdo reduzida da
Hipérbole horizontal com centro na origem, dependem do quadrado de
duas distancias que sdo verificadas nos seus eixos e que um lado da
igualdade dessa equacao reduzida é sempre igual a 1. E apds os alunos
observarem e fazer suas conclusdes na ficha de atividades, o professor
devera fazer uma socializacdo com a turma de como a partir desses
valores pode ser obtida essa equacdo reduzida, destacando as
principais partes. E se os alunos mesmo depois da socializagdo, eles
ndo entenderem, nesse momento o professor deve fazer a formalizacéo
matematica de como é que podemos encontrar essa equacgdo. E depois
que os alunos fizerem suas anotacoes finais, a ficha da atividade deve
ser recolhida pelo professor.

A seguir, apresentamos a atividade 3 da sessdo IV, que vai
descrever a equacdo reduzida de uma Hipérbole horizontal com centro
fora da origem dos eixos ordenados.
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Figura 30: Sessdo IV — Atividade 3

SEGAO IV - ATIVIDADE 3

Titulo: Hipérbole

Objetivo: Determinar a Equacéo reduzida da hipérbole horizontal com centro fora da

origem.

Material: Laboratério de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.

Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro

abaixo e para cada valor preencher as colunas.

Centro | Distancia | Distancia | Distancia focal | Eixo Real ou Equacgao Reduzida da
(x"y") a b 2c Transverso Hipérbole
oo | s | s e

w2 | 3 2 () Verteal

(20 | 4 2 ) Vercal

o9 | 2 | =

(32 | 3 5 ) vertcal

@5 | 4 5 () vertical

o9 | s | () pooia

o | 2 | 4 W

@3 | 2 5 ) vertcar
Observacéao:
Concluséo:

Fonte: Autor (2019)
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Figura 31: Tela do GeoGebra com dados da atividade

Distfl'nc’i(.‘tfocui =2¢=10

c 5
o= - = - = 1.67
¢ a 3

(@—1)*/9—(y—1)*/16 =1

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nessa terceira atividade da sessdo 1V,
esperamos que os alunos relacionem essa atividade com a anterior e
observem que podem seguir 0 mesmo raciocinio para chegar na
equacao reduzida da Hipérbole horizontal com centro fora a origem. E
como nas outras atividades os alunos faram suas observacfes e
possiveis conclusdes na ficha de atividades, e apés isso o professor
devera fazer uma socializagdo com a turma de como chegar nessa
equacao reduzida, fazendo suas intervencbes necessarias . E se 0s
alunos depois da socializagdo ndo entenderem, nesse momento 0
professor deve fazer a formalizacdo matematica de como é que
podemos encontrar essa equacao. E depois que os alunos fizerem suas
anotacg0es finais, o professor finaliza e recolhe a ficha.

A seguir, apresentamos a atividade 4 da sessdo IV, que vai
apresentar como chegar na equacdo reduzida de uma Hipérbole
vertical com centro na origem dos eixos ordenados.
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Figura 32: Sessdo 1V — Atividade 4

SEGAO IV - ATIVIDADE 4
Titulo: Hipérbole

Objetivo: Determinar a Equacéae reduzida da hipérbole vertical com centro na origem.

Material: Laboratério de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.

Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro

abaixo e para cada valor preencher as colunas.

Centro | Distancia | Distancia | Distancia focal | Eixo Real ou Equacéo Reduzida da
(x",y’") a b 2c Transverso Hipérbole
L 2 {)vorteal
o [ | g
S 3 () Vertcal -
oo | 1 | e
o0 | 2 | 4 () Horeonta
o | 4 | e
o0 | s | o
00 [ 2 | Ok
oo | s ; () Verteat
Observacao:
Concluséo:
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Fonte: Autor (2019)

Figura 33: Tela do GeoGebra com dados da atividade

Distanciafocal = 2¢ = 6.71 |

e= b = ﬁ = 2.24 \
a 1.5

y2/2.25 —a?/9 =1

Fonte: Autor (2019)

Sugestdo para a Atividade: Nessa quarta atividade da sessdo IV,
esperamos que os alunos relacionem essa atividade com as atividades
2 e 3 dessa mesma sessdo e desenvolvam a mesma ideia usada
anteriormente para descobrir a equacao reduzida da Hipérbole vertical
com centro na origem. E como nas outras atividades os alunos faram
suas observacdes e possiveis conclusdes na ficha de atividade, e apds
isso o professor devera fazer uma socializagdo com a turma de como
chegar nessa equagéo reduzida, fazendo suas intervengdes necessarias
E se os alunos depois da socializacdo ndo entenderem, nesse
momento o professor deve fazer a formalizagcdo matematica de como é
que podemos encontrar essa equacgdo. E depois que os alunos fizerem
suas anotacOes finais, o professor finaliza e recolhe a ficha da
atividade.
A seguir, apresentamos Ultima atividade da sessdo 1V, que vai
apresentar como chegar na equacdo reduzida de uma Hipérbole
vertical com centro fora da origem dos eixos ordenados.
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Figura 34: Sessdo IV — Atividade 5
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SECAO IV - ATIVIDADE 5

Titulo: Hipérbole

Objetivo: Determinar a Equacdo reduzida da hipérbole vertical com centro fora da

origem.

Material: Laboratério de Informatica, Ficha de Atividade, Lapis ou caneta.

Procedimento:

1. Abrir o software Geogebra.

2. Mudar os valores nos controles deslizantes do Geogebra de acordo com o quadro

abaixo e para cada valor preencher as colunas.

Centro | Distancia | Distancia | Distancia focal | Eixo Real ou Equagédo Reduzida
(x,y') a b 2c Transverso da Hipérbole
( ) Horizontal
(3:3) 1 2 () Vertical
(2,2) 1 3 ( ) Horizontal
() Vertical
(=3,-3) 2 3 ( ) Horizontal
() Vertical
(3,2) 1 4 ( ) Horizontal
() Vertical
(4,2) 2 4 ( ) Horizontal
() Vertical
(-3,1) 4 3 ( ) Horizontal
() Vertical
(1,4) 3 1 ( ) Horizontal
() Vertical
(-2,0) 2 1 ( ) Horizontal
() Vertical
(0,3) 5 3 ( ) Horizontal
() Vertical
Observagao:
Conclusao:

Fonte: Autor (2019)

Figura 35: Tela do GeoGebra com dados da atividade
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Distanciafocal = 2¢="T.21 ‘\ > s
c_ 3.61 18 '
a | 2

w-3a—@-39=1 |~ T~

e—=

] ] = =

Fonte: Autor (2019)

Sugestao para a Atividade: Nessa Ultima atividade da sessdo 1V e do
nosso livreto, esperamos que os alunos relacionem essa atividade com
as atividades anteriores e dessa forma, possam descobrir sem
dificuldades os padres das equagles reduzidas assim escrever a
equacao reduzida da Hipérbole vertical com centro fora da origem. E
0 roteiro segue 0 mesmo das outras atividades: o professor precisa
fazer a socializagdo das respostas dos alunos, em seguida observar se
os alunos entenderam, apdés isso o professor deve fazer a formalizagdo
matematica de como é que podemos encontrar essa equacao. E depois
que os alunos fizerem suas anotacfes finais, o professor finaliza e
recolhe a ficha da atividade.

No préximo tdpico, mostraremos o tratamento formal das
conicas que foram trabalhadas em todas as atividades anteriores, isso
se faz necessario pelo fato de que o professor precisa do conhecimento
formal sobre o objeto matematico que estd em estudo para ter uma
propriedade maior nas interven¢fes com os alunos no decorrer das
atividades.
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3. TEORIA SOBRE AS CONICAS

Este topico apresenta uma abordagem matematica sobre as
conicas (parabola, elipse e hipérbole) e foi construido de acordo com
0s autores leezi (2014), Venturi (1987) e Miranda, Grisi, Lodovici,
(2015).

As sec¢des conicas sdo as curvas obtidas pela interseccéo de
um cone, de duas folhas, com planos que ndo contenham o vértice
desse cone.

Figura 36: Conicas geradas por um cone duplo

PARABOLA
ELIPSE

i
‘1\ ; HIPERBOLE

Fonte: Miranda, Grisi, Lodovici, (2015. p.13)

Neste estudo vamos considerar basicamente trés tipos de
conicas (Parabola Elipse e Hipérbole) que podem ser obtidas a partir
de um cone duplo cuja reta geratriz faz &ngulo « com o eixo desse
cone:

v/ Paréabola: obtida pela intersec¢do do cone com um plano que
forma &ngulo a com o eixo do cone;

v Elipse: obtida pela interseccdo do cone com um plano que
forma um angulo 6 > a com o eixo do cone;
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v Hipérbole: obtida pela intersec¢do do cone com um plano que
forma um angulo & < a com o eixo do cone.

Podemos mostrar que o lugar geométrico dessas curvas num
plano pode ser assinalado por relagdes envolvendo a distancia de seus
pontos a seus focos e retas diretrizes como descrito a seguir.

Assim sendo, definimos:

Defini¢do 1: Uma parébola p de foco F e reta diretriz d é o
lugar geométrico formado pelos pontos do plano cujas distancias ao
ponto F e a reta d sdo iguais. Ou seja, dados F e d, dizemos que P é
um ponto da pardbola p se somente se:

|FP|| = d(P,d)

Definigdo 2: Uma elipse & de focos F1 e F2 de eixo maior
medindo 2a > ||F;F,|| é o lugar geométrico formado pelos pontos do
plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos F; e F, é igual a
2a. Ou seja, dados Fy e F,, com ||FyF|| = 2¢, e um nimero a > c,
dizemos que P é um ponto da elipse € se somente se:

IF.P]| + |F2P|| = 2a

Definigdo 3: Uma hipérbole H» de focos F; e F, de eixo
transverso medindo 2a < ||FF,|| é o lugar geométrico formado pelos
pontos do plano cujo modulo da diferencga das distancias a dois pontos
fixos F, e F, é igual a 2a. Ou seja, dados F, e F,, com ||FyF5 || = 2c, e
um numero a < ¢, dizemos que P é um ponto da hipérbole H» se
somente se:

IRl - [|FP|| = 2a

3.1. APARABOLA

Segundo descrito na Defini¢do 1, uma parabola p de foco F e
reta diretriz d é o lugar geométrico formado pelos pontos do plano

cujas distancias a F e d sdo iguais.
Figura 37: Alguns pontos da Pardbola (Equidistantes de F e d)
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Fonte: Venturi (1949.p.41)
3.1.1. ELEMENTOS DA PARABOLA
Observando a figura 38 abaixo podemos destacar os principais
elementos da parabola.
Figura 38: Elementos da Parabola
d

eixo de
simetria

AN
Fonte: Venturi (1949.p.42)

O ponto F é denominado foco da parabola.

A reta d é denominada reta diretriz da parabola.

A distancia p entre o foco F e a reta diretriz d da parabola é

chamada parametro da parabola.

v" O ponto V de interseccao da perpendicular a d por F com a
parébola é o vértice da parébola;

v" A reta perpendicular a d por F é o eixo de simetria da
parabola.

v" Qualquer segmento cujos extremos estdo sobre P é

denominado corda da parabola;

ANANEN
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v' Tomando A e A’ os extremos da corda que contém F e é
paralela a diretriz d, obtemos o triangulo AVAB denominado
tridngulo fundamental da parébola.

3.1.2. EQUACOES CANONICAS DA PARABOLA COM
VERTICE NA ORIGEM

Para obtermos as equac@es candnicas da parabola com vértice
na origem vamos considerar dois casos:
Caso 1: O eixo de simetria coincide com 0 eixo x.

Figura 39: Parabola com concavidade voltada para direita no sistema xoy

xy

Fonte: Venturi (1949.p.42)

Da figura 39 temos que:
P = (x,y) € um ponto genérico da parébola.
F = (£,0) éo foco.
P = (—%,y) é o pé da perpendicular baixada do ponto P sobre a
diretriz.
x = — % ¢ adiretriz da parabola.
Por definicéo:
d(P,F) =d(P,P")
Je-Brro-on= JarDrro-p2

Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos:
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2 2
xz—px+§ +y? =x2+px+g
Simplificando e isolando y chegamos entéo a:
v? = 2px

Que representa a equacao candnica (ou reduzida) da parabola
com vértice na origem cujo eixo de simetria € 0 eixo x.
Na equacéo y2 = 2px temos que:

Para p > 0 a parabola tem equacdo y2 = 2px e concavidade voltada
para a direita.

Figura 40: Parabola com concavidade para a direita (p > 0)
d YA

Fonte: Venturi (1949.p.43)
Para p < 0 a parabola tem equacéo y? = —2px e concavidade voltada
para a esquerda.

Figura 41: Parabola com concavidade para a esquerda (p < 0)

51



Marcio André Santa Brigida Lima - Fabio José da Costa Alves

YA d

xV

Fonte: Venturi (1949.p.43)

Caso 2: O eixo de simetria coincide com o €ixo y.
Figura42: Parabola com concavidade voltada para cima no sistema xoy

y A

N [T

N |T
B—

Fonte: Venturi (1949.p.43)

Da figura 42 temos que:
P = (x,y) é um ponto genérico da parabola.

F = (0,%) é o foco.

P = (x,—g) é o pé da perpendicular baixada do ponto P sobre a
diretriz.

y = — 2 éadiretriz da parabola.

Por definicéo:
d(P,F) =d(P,P')

Ja-0r+0-Dy= Ja-n2+ o +Dy
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Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos:

p? p?
XP—py+g Hyi=yidpr g
Simplificando e isolando y chegamos entéo a:
x? = 2py

Que representa a equacao canonica (ou reduzida) da parabola
com vértice na origem cujo eixo de simetria € 0 eixo y.
Na equagdo x? = 2py temos que:

Para p > 0 a parabola tem equacgdo x? = 2py e concavidade voltada
para cima.

Figura 43: Parabola com concavidade para cima (p > 0)

YA
®F-= [0,%‘
'V/ :
? d

Fonte: Venturi (1949.p.44)
Para p < 0 a parabola tem equacéo x? = —2py e concavidade voltada
para baixo.

Figura 44: Pardbola com concavidade para baixo (p < 0)
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YA
d
v »
\ X
te=(o

Fonte: Venturi (1949.p.44)

3.1.3. EQUACOES CANONICAS DA PARABOLA COM
VERTICE FORA DA ORIGEM

Para obtermos as equac@es candnicas da parabola com Vvértice
fora da origem vamos considerar dois casos:

Caso 1: O eixo de simetria da parabola é paralelo ao eixo x.

Figura 45: Parébola com vértice fora da origem e eixo de simetria paralelo a
X.

YA di y'A

0,
p T

Yo +—

<V

[ Rk-]
N T

®
%Y

(o} H Xo

Fonte: Venturi (1949.p.50)

Fazendo uma translagdo de eixos no plano cartesiano,
encontramos um novo sistema x'0Oy’, no qual o centro O’ coincide
com o vértice V = (xq, ¥o)-

Com isso, a equagdo da parabola nesse novo sistema x'0y’
seré:

y?=2px" (1
Dai segue pelas formulas de translagdo dos eixos que:
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x'=x—x
Py } (2)
YV =Y ~%Yo
Fazendo a substituicdo de (2) em (1) temos que:
¥ —v0)? =2p(x—x) (1)

Que sera a equacdo reduzida de uma parabola com vértice fora
da origem e eixo de simetria paralelo a x.

Se o parametro p for positivo a concavidade da parabola
estara voltada para a direita caso contrério se p tiver valor negativo
sua concavidade é para a esquerda.

Continuando com a equacdo (I) e isolando o valor de x
encontramos:

1 , Yo vé + 2px,

x=-—y y+——F 9]
2p p 2p
Fazendo:
1_, - h_p o YoEx _
2p ’ p 2p

Encontramos a equacéo:
x=ay’+by+c (")
Comparando os coeficientes dessas equacgbes (1) e (I')
observamos que:

g=L 5 p=
T 2p P =2

b=—%—>y0=—bp—>y0=—

Com essa ultima equacdo podemos encontrar a ordenada do
veértice da parabola y,.
Caso 2: O eixo de simetria da parabola é paralelo ao eixo y.
Figura 46: Pardbola com vértice fora da origem e eixo de simetria paralelo a
Y.
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oF
Yoo 4 . >
V=0 X'
— ®
(0] X, :

Fonte: Venturi (1949.p.50)
Analogamente a parabola com concavidade voltada para cima
(p > 0) ou concavidade voltada para baixo (p < 0) tem equacdo da
forma:
(x —x0)*=2ply —vo) (D
Desenvolvendo a equagcdo (II) e isolando
y encontramos:
y=ax’+bx+c (I
Analogamente comparando os coeficientes dessas equagdes
(IT) e (II") temos que:
1 __—b
b= 2a ¢ Xo= 2a
Com essa Ultima equacdo podemos encontrar a ordenada do

vértice da parabola x,.

Comparando as equacgbes enfatizamos que o sinal do
coeficiente a é 0 mesmo de p. Com isso, a concavidade da parabola
fica explicitada.

3.2. AELIPSE

Segundo descrito na Definigdo 2, uma elipse € é o lugar
geométrico formado por pontos cuja soma a dois pontos fixos,
F,e F,, é constante.

Assim:
Figura 47: Dois pontos de uma elipse
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Fonte: Venturi (1949.p.69)
d(P,F,) +d(P,F;) =2a e d(Q,F)+d(Q,F;)=2a

3.2.1. ELEMENTOS DA ELIPSE
Observando a figura 48 abaixo podemos destacar 0s principais
elementos da Elipse.
Figura 48: Elementos da Elipse

Fonte: Venturi (1949.p.69)

Os pontos F; e F, sdo denominados focos da elipse.

A distancia 2¢ entre os focos F; e F, é chamada distancia

focal.

v" O ponto O é o centro da elipse e 0 ponto médio do segmento
FF,.

v’ A4, A,, By, B, sdo 0s vértices da elipse.

AN
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v" O segmento A, A, eixo maior da elipse cujo perimetro € igual
a2la.

v' O segmento B, B, eixo menor da elipse cujo perimetro € igual
a 2b.

v" Relagdo notavel do triangulo B,OF, : a® = b? + ¢2.

3.2.2. EXCENTRICIDADE DA ELIPSE
Uma caracteristica importante da elipse é sua excentricidade
gue pode ser definida pela relagéo:

c
=— 0<ex<l1
e==  (0<e<D)

Quanto mais € se aproxima de zero, mais a elipse se aproxima
de uma circunferéncia. Porém, quanto mais esse valor se aproxima de
1 mais achatada se torna a elipse.

Fixando o valor de a temos uma relagéo entre € e a distancia
focal: quanto menor a distancia entre os focos mais a elipse se
aproxima de uma circunferéncia e quanto mais achatada for a elipse

maior serd a distancia entre os focos
Figura 49: Excentricidade da elipse

F,
F,
F, F,
£=04 £=06 £=08 S=1

Fonte: Venturi (1949.p.70)

Quando a excentricidade ¢ igual a zero (€ = 0), temos uma

circunferéncia de didmetro 2a e seus focos concordam com o centro
da elipse.

E se € =1 temos um segmento F; F.
3.2.3. EQUACOES CANONICAS DA ELIPSE COM
VERTICE NA ORIGEM
Para obtermos as equagfes candnicas da Elipse com centro na
origem vamos considerar dois casos:
Caso 1: O eixo maior pertence ao eixo X.
Figura 50: Elipse com eixo maior pertencendo ao eixo X
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YA

Fonte: Venturi (1949.p.71)
Da figura 50 temos que:
P(x,y) um ponto genérico da elipse
Fi =(—c,0)eF, =(c0)
Por definicdo segue que:
d(P,F;)+d(P,F;) =2a
VEH?+ -0+ (x -’ + (-0 =2a
V@ + )2+ (=02 =2a—/(x—)? + (y — 0)?
(x+c)+y?=4a*—4aJ(x—c)? +y%2 + (x —c)* + y?
4a/(x — c)?2 + y2 = 4a® — 4cx
a’(x? — 2cx + c? + y?) = a* — 2a%cx + c?x?
Pela relacdo notavel a? — ¢? = b?:
b%x? + a%y? = a?b?
Dividido ambos os membros por a?b?:
x2 y2
@ pEe
Equagéo candnica ou reduzida da elipse centrada na origem e focos

sobre 0 eixo X.

Caso 2: O eixo maior pertence ao eixo y.
Figura 51: Elipse com eixo maior pertencendo ao eixo y
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YA

xy

Fonte: Venturi (1949.p.72)
Da figura 51 temos que:
P(x,y) um ponto genérico da elipse
F, =(0,c)eF, =(0,—c)
Por definicdo segue que:
d(P,F,)+d(P,F,) =2a
Jae—02+@—-0)2+/(x =02+ +c)?=2a
V=02 + (y —)? = 2a —/(x = 0)? + (y + ¢)?
y—c)i+x*=4a*—4aJ(y+)?+x2+ (y+c) +x?
4a/(y + )2 + x% = 4a® + 4cy
a’(y? 4 2cy + c? + x2) = a* + 2a%cy + c?y?
Pela relacdo notavel a? — ¢? = b?:
a®x? + b2y? = q%b?
Dividido ambos os membros por a?h?:
X2 y2
pilgs

Equacdo candnica ou reduzida da elipse centrada na origem e
focos sobre o eixo y.

Na equacdo canonica se a? for o denominador do termo x?
entdo os focos estdo sobre o eixo x e se for denominador do termo y?
entdo os focos estdo contidos eixo y.

3.2.4. EQUACOES CANONICAS DA ELIPSE COM
CENTRO 0’ = (x',y') E EIXOS PARALELOS AOS EIXOS
ORDENADOS.
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Para obtermos as equagdes canbnicas da Elipse com centro
fora da origem e eixo paralelos aos eixos ordenados, vamos considerar
dois casos:

Caso 1: O eixo maior é paralelo ao eixo x.

Figura 52: Elipse com eixo maior paralelo ao eixo x

YA
Y'A

}
? !
<Y

Fonte: Venturi (1949.p.82)
Na figura 52 temos uma translacdo de eixos, representando
um novo sistema x'0’y’, cuja origem 0’ = (x',y"), coincide com o
centro da elipse.
Fazendo a demonstracdo analoga a anterior chegamos na
equacdo referente ao novo sistema x'0'y’ é:
xIZ ylz
=z + 7= 1 (D
Temos pela translacdo de eixos que:
[
{x’ = X B Xo )
Yy =Y=Yo
Substituindo (2) em (1) temos:
X — X 2 _ 2
( azo) +()’ bg’o) -1 0
Que representa a equacdo candnica de uma elipse de centro
0' = (x',y") e cujo focos pertencem a uma reta paralela ao eixo x.
Caso 2: O eixo maior é paralelo ao eixo y.
Figura 53: Elipse com eixo maior paralelo ao eixo y
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YA

Yo

xVY

o) Xo
Fonte: Venturi (1949.p.82)
Observando a figura 53 e adotando um raciocinio similar ao
caso (1) encontramos a equacdo da elipse:
x —x 2 _ 2
( bzo) +(y azyo) -1 0
Se eliminarmos os parénteses nos casos (1) e (1) e depois
desenvolvendo os produtos notaveis e ordenando as variaveis, a
equacio da elipse toma a forma Ax? + By? + Cx + Dy + E = 0, em
que A e Btemomesmosinale A # B.

3.3. AHIPERBOLE

Segundo descrito na Definicdo 3, uma hipérbole H é o lugar
geométrico dos pontos de um plano tais que o modulo da diferenca
das distancias de cuja soma a dois pontos fixos, Fye F, (focos),
do mesmo plano € constante.

Assim:

Figura 54: Hipérbole
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Fonte: Venturi (1949.p.92)
|d(P,F;) —d(P,F,)| = 2a
A hipérbole ¢ uma curva de dois “ramos” e o modulo pode ser
desconsiderado se for adotado a diferenga entre a maior e a menor
distancia.

3.3.1. ELEMENTOS DA HIPERBOLE
Observando a figura 55 abaixo podemos destacar os principais
elementos da Hipérbole.
Figura 55: Elementos da hipérbole

Fonte: Venturi (1949.p.92)

v' Os pontos F; e F, sdo denominados focos da Hipérbole.
v' A distancia 2c entre os focos F; e F, é chamada distancia
focal.
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AN

v

O ponto O é o centro da Hipérbole e o ponto médio do
segmento F; F,.

A4, A, sdo os vértices da Hipérbole.

O segmento A;A, € o eixo real ou transverso da Hipérbole
cujo comprimento é igual a 2a.

O segmento B;B, é 0 eixo imaginario ou conjugado da
hipérbole cujo comprimento € igual a 2b.

Relag&o notavel do triangulo B,0F, : c¢? = b? + a?.

3.3.2.EXCENTRICIDADE DA HIPERBOLE

Uma caracteristica importante da Hipérbole € sua

excentricidade que pode ser definida pela relagéo:

= > 1
e=— (>

Existe uma relacdo proporcional entre a excentricidade e a

abertura da hipérbole. Quanto maior o valor do € maior se torna a
abertura da hipérbole e vice versa.

3.3.3. EQUACOES CANONICAS DA HIPERBOLE COM

VERTICE NA ORIGEM

Para obtermos as equagdes candnicas da Hipérbole com centro

na origem vamos considerar dois casos:

Caso 1: O eixo real coincide com 0 €ixo X.
Figura 56: Hipérbole com eixo real coincidindo com o eixo x

YA

Fonte: Venturi (1949.p.93)
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Da figura 56 temos que:
P(x,y) um ponto genérico da Hipérbole
F1 = (_C, 0) € FZ = (C, 0)
Por definicdo segue que:
|d(P,F;) —d(P,F,)| = 2a

Va+oZ+ =07 - /& -2+ - 0)?|=2a

Empregando as mesmas operacdes e raciocinios usados para a
elipse, chegamos na equacédo reduzida da hipérbole que destacamos a
sequir:

x2 yZ
-
Equacdo candnica ou reduzida da Hipérbole centrada na
origem e eixo real coincidindo com o eixo Xx.
Caso 2: O eixo real coincide com 0 eixo'y.

Figura 57: Hipérbole com eixo real coincidindo com o eixo y
A

xYy

Fonte: Venturi (1949.p.94)
Da figura 57 temos que:
P(x,y) um ponto genérico da elipse
Fl = (0,_C)eF2 = (O,C)
Por definicdo segue que:
|d(P,F1) - d(P,Fz)l = 2(1

VG =07+ 0+ 07 = V= 072 + v = 07| = 2a

Analogamente podemos demonstrar que para um ponto
P(x,y) que pertence a hipérbole temos sua equacdo reduzida:
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yZ x2
i
Equagdo canbnica ou reduzida da hipérbole com eixo real
coincidindo com o eixo'y.
Na hipérbole podemos tera > b,a = b ou a < b.
Se uma hipérbole estiver na sua forma canonica, o eixo real ou
0 eixo focal coincide com o eixo da coordenada correspondente a

variavel de coeficiente positivo.

Exemplos:
X Y e Focal coincid .
— —>—=1,0 eixo focal coincide com o eixo x
16 24
y: x? . o .
2§~ 1,0 eixo focal coincide com o eixo y

3.3.4. ASSINTOTAS DA HIPERBOLE

Na figura 58 abaixo temos uma hipérbole e o retangulo de
lados 2a e 2b.

Figura 58: Assintotas da Hipérbole
YA

Fonte: Venturi (1949.p.99)

As retas ry e r, que contém as diagonais desse retangulo sdo
chamadas de assintotas da Hipérbole. A distancia de um ponto P da
hipérbole & assintota tende a zero quando o ponto P da hipérbole tende
a infinito.

Pra calcular as equac@es das assintotas, observamos a figura
15 onde as assintotas passam pela origem, logo séo do tipo:
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y =+mx
Masm = tgf = g, dai segue que:
y= iéx
a

Essas equacOes das assintotas da hipérbole também podem ser
representadas como segue abaixo:
rn=bx—ax=20
rn,=bx+ax=20

3.3.5. EQUACOES DA HIPERBOLE COM CENTRO
FORA DA ORIGEM CUJO EIXOS SAO PARALELOS AOS
EIXOS COORDENADOS
Para obtermos as equacdes candnicas da Hipérbole com centro
fora da origem vamos considerar dois casos:
Caso 1: O eixo real paralelo ao eixo x.
Figura 59: Hipérbole com eixo real paralelo ao eixo x

YA YA

AN
F,

Yo I )

o/ |

S0 X
. s---2a
AR 2C-------- £

Fonte: Venturi (1949.p.106)
Na figura 59 temos uma translacdo de eixos, representando
um novo sistema x'0'y’, cuja origem 0" = (x',y"), coincide com o
centro da hipérbole.
Fazendo a demonstracdo analoga a anterior chegamos na
equacdo referente ao novo sistema x'0'y’ é:
X2 y?
= + 5= 1 (D
Temos pela translacdo de eixos que:
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{x’ =X — X
y' =y—=o
Substituindo (2) em (1) temos:

(x—x0)* O —y0)°
xafo _ybg’o -1 0

Que representa a equacdo candnica de uma hipérbole de
centro 0" = (x',y") e cujo eixo real é paralelo ao eixo x.
Caso 2: O eixo real paralelo ao eixo y.
Figura 60: Hipérbole com eixo real paralelo ao eixo y

YA YA

N

(2)

Yo

xy

Fonte: Venturi (1949.p.106)
Observando a figura 60 e adotando um raciocinio similar ao
caso (1) encontramos a equacdo da elipse:
2 2
(x=%0)" =Y0) -1 n
b2 a?

Se eliminarmos os parénteses nos casos (I) e (Il) e depois
desenvolvendo os produtos notaveis e ordenando as variaveis, a
equacio da hipérbole toma a forma de uma equacéo do 2° grau Ax? +
By?+ Cx+Dy+E =0,em que Ae B sdo0 ndo nulos e tem sinais
diferentes.

Ademais, quando a hipérbole tem centro fora da origem, as
assintotas passam por esses pontos e tem equagdes do tipo:

Y=Y = ia (x —xo) para a hipérbole (I)
ou

a
Y=Y =1 5 (x —x¢) paraa hipérbole (II)
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CONSIDERACOES FINAIS
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